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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos um estudo exploratorio sobre espacos métricos com o
objetivo de explorar os espacos topologicos. Faremos uma introducao a topologia geral,
analisando exemplos de topologias e resultados associados a esses espacos. No decorrer
do trabalho, abordaremos conceitos e resultados em espagos métricos, como a defini¢ao
de métrica, bolas abertas, métricas equivalentes, sequencias e introduziremos a topologia
dos espacos métricos. Em seguida direcionamos o estudo para os espagos topoldgicos,
comecando pela definicao de topologia e exibindo exemplos. Por fim definiremos concei-
tos topoldgicos essenciais para mostrar resultados importantes e caracterizarmos espacos

compactos € Cconexos.

Palavras-chave: Espacos Métricos, Topologia; Espacos Topoldgicos.
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INTRODUCAO

A distancia entre dois pontos é imprescindivel para o estudo de diversas areas da
matematica, desde o ensino basico até o superior. Na matematica basica, mais especifica-
mente, ¢ comum atribuirmos a distancia entre dois pontos de R” como o comprimento do
segmento de reta que os une. Apresentaremos neste trabalho que esta nocao de distancia
é um caso particular de uma métrica definida em R", chamada de métrica usual. Veremos
também que este conceito de distancia em R™ pode ser estendido para espagos mais gerais

denominados espagos métricos.

No decorrer do trabalho, verificaremos que algumas métricas sao equivalentes, como,
por exemplo, a métricas euclidiana, do taxista e do maximo, e, portanto, geram a mesma
topologia, ou seja, todas as propriedades topoldgicas que valem para uma delas, valem
para as demais. Veremos também que muitas defini¢oes, tais como convergéncia, conti-
nuidade de fungoes e homeomorfimo, podem ser definidas topologicamente sem depender
da distancia entre coordenadas de pontos, mas sim considerando os conjuntos abertos do

dominio e imagem.

Dessa forma, o objetivo é apresentar um estudo introdutério sobre topologia geral,
enunciando e demonstrando conceitos importantes deste tema, como continuidade, home-
omorfismo, compacidade e conexidade, aplicando-os em exemplos conhecidos de espacos

métricos, assim como de conjuntos quaisquer.

Para este estudo, o trabalho foi dividido em capitulos de tal forma que cada tema
seja estudado separadamente e em uma ordem conveniente. No primeiro capitulo, abor-
daremos a definicdo de métrica e espagos métricos, tomando como exemplos as métricas
citadas nesta introducao e outras métricas comuns entre os matematicos, aplicando-as em
espacos conhecidos até espagos mais complexos. Apos este reconhecimento do que sao
esses espacos, definiremos também elementos importantes como bolas abertas, métricas
equivalentes, continuidade e sequéncias. Por fim, vamos definir a topologia dos espacos
métricos com o foco em identificar quem sdo os conjuntos abertos nesses espagos e as

propriedades que possuem.

No segundo capitulo, iniciaremos com a definicao de topologia e espaco topoldgico, en-
fatizando exemplos simples para posteriormente trabalharmos exemplos mais elaborados,

como espagos métricos com a topologia induzida pela métrica, subespagos topoldgicos e



espacos de Hausdorff, dentre outros. Em seguida definiremos conceitos topoldogicos essen-
ciais como ponto interior, vizinhanca, conjuntos fechados, ponto de aderéncia, fronteira e
acumulagao. Por fim, aplicaremos esses conceitos estudados para definir e estudar topo-

logicamente fungoes continuas e homeomorfismos.

No terceiro capitulo, veremos a definicio de compacidade e exemplos, em seguida

vemeros algumas aplicacoes e resultados da continuidade em conjuntos compactos.

No quarto capitulo, trataremos sobre espagos conexos. Apresentaremos a defini¢ao
e exemplos como feito no capitulo anterior e mostraremos resultados interessantes sobre

continuidade usando os conceitos estudados até aqui.



1 ESPACOS METRICOS
1.1 Definicbes e Exemplos

Definicao 1.1. Seja M um conjunto. Uma métrica em M €é uma funcao

d: MxM—R,
(7,y) — d(x,y)

que satisfaz as sequintes propriedades:
1. d(zy)=0<=z=y;
2. d(x,y) = d(y,r);
3. d(x,2) <d(xy)+d(y,2);
para todo x,y,z € M. Neste caso o par (M,d) é dito um espago métrico.

No decorrer do trabalho, utilizaremos propriedade reflexiva e desigualdade triangular

para referenciar as propriedades 2 e 3, respectivamente.
Exemplo 1.1.1. O par (R,d), onde d(z,y) = |z —y|, é um espago métrico.
De fato, dados z,y,z € R,
dlzy)=0<|zr—y|l=02r—y=0c=1;

dzy)=lr—y|=|—(z—y)| =y —z| =d(y,v);

d(zy) =z -yl =lr—2+z—y| <|o—z[+]|z —y| < d(z,2) +d(2,9).

Portanto, d é uma métrica em R e é denominada métrica usual de R.

De forma mais geral, vamos considerar o conjunto R x --- x R =R" com n € N.

1. (R™,dg) é um espago métrico, em que

(@1, n) W1, yn)) = (@1 = y1)2 + -+ (20— ya)2.



Esta é chamada de métrica euclidiana ou usual de R".
2. (R™,dp) é um espago métrico, com
dr((21,. 20 ),(Y1, - yn)) = 21 —ya| 4+ 20 — ynl.
Denominamos esta por métrica do taxista.
3. (R™,dps) é um espago métrico, onde
dar (@1, 52n), (Y15 yn)) = maz{|zr —wil, - len —ynl}-

Esta é chamada métrica do maximo.

No exemplo a seguir veremos uma representagao geométrica para o caso particular M =
RQ

Exemplo 1.1.2. As métricas dg, dr e dyr em R?, onde x = (21,72) e y = (y1,y2) perten-

cem a R?, sio definidas por

dp :R?xR? — R,

(2,y) — dp(z.y) = /(21 —y1)2 + (x2 — yo)?

Figura 1 - Representacao geométrica da métrica euclidiana.

Fonte: o autor.



dr :R2xR?> — R,

(Ly) — dT($7y) - |$1 _y1| + |l’2 —?JQ|

Figura 2 - Representacao geométrica da métrica do taxista.
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Fonte: o autor.

dy RExR? — R,

(z,y) — dy(2,y) = max {|x1 —y1],|z2 —y2|}.



Figura 3 - Representacao geométrica da métrica do mdximo.

dytxy)

Xy [ NN @ esssriihbiiiniiandas ©

Fonte: o autor.

Proposicao 1.1. O produto cartesiano M = My x --- X M, sendo (My,dy),...,(M,.dy)

espacos métricos, € um espago métrico, podendo ser definidas as sequintes métricas:

Dl(('rla <o 7xn)7(y17 oo 7yn)> - \/d%('rhyl) +-- +d%<l’n,yn),

DQ((SL’l,...,l’n),(yl,...,yn>> = dl(flfl,yl) —i——i—dn(xn,yn),

Ds((x1,..xn),(y1,- .., yn)) = max {di(z1,y1), - . ,dn(Tn,yn) } -

Demonstracao: Vamos provar que D; é uma métrica em M, verificando as propriedades

de métrica. Dados = (z1,...,Zn), ¥ = (Y1,---,Un), 2= (21,...,2n) € M,

Di(.y) =0 & /a3 (@1.1) + -+ 3 (nyn) = 0
& di(z,p) + -+ dp (Tn,yn) =0
= dlz(xi,yi) =0,i=1,...,n
& di(ziyi) =0, i=1,...n.

Como cada d;, com i =1,...,n, é uma métrica, temos

di(ziyi) =0, i=1,...nex, =y, i=1,... nSx=1y.

Agora, vejamos a propriedade reflexiva da métrica:

Di(x,y) = B (x1,01) + -+ A2(2n,5n)
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— B (y1,01) + -+ (Y0
= Dl(y,x).

Para mostrar a validade da desigualdade triangular, usaremos a desigualdade de

Cauchy-Schwars, a qual assegura que

Va;, b €R, i=1,....n, a1~b1+-~-+an-bn§\/a%+-~-+a%+\/b%+-~-+b%.

Temos que:

Dy (z,y) = \/d%(xlayl) + ot d(Tnyn) = D%(:E,y) = d%(xl,yl) + +d%(xmyn)>
das propriedades de métrica

D%(x,y) < [dl(xlvzl) + dl(zlv?/l)]2 +eeet [dn(xnazn) +dn(znayn)]2

- id%(zi,zi) + idf(zi,yi) +2 [i di(wiazi)di(ziayi)]

1=1 =1 1=1

Di(x,2) 4+ D3(z,y) +2 lz: di(xi,zi)di(zi,yi)l :

Pela desigualdade de Cauchy-Schwars, temos:

D¥(z,y) < Di(x,2) + DY (2,y) +2D1(w,2) Di(2y) & Di(zy) < (Di(,2) + D1(2,y))”.

Como todas as parcelas sao maiores ou iguais a zero, extraindo a raiz quadrada em

ambos os lados, obtemos

Dl(l‘,y) < Dl(ZL‘,Z) +D1(Zay)

Portanto, D é uma métrica sobre M. Agora, provaremos que Ds é uma métrica sobre

M.

Da(z,y) =0 di(z1,y1) + -+ dn(@n,yn) =0
= dz(l‘l,yl) =0,2=1,....n
Sri=vY,1=1,...n

ST =Y.

Além disso, obtemos que:

Do(z,y) = di(21,y1) + - +dn(Tnyn) = di(y1,21) + -+ dp(Yn,Tn) = Da(y,).
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Por fim, a desigualdade triangular é mostrada com:

Do(zy) = di(z1,91) + -+ dn(Tn,Yn)
< di(z1,21) +di(21,91) + -+ dn(Tn,2n) + dn(2n,9n)
=di(z1,21) + -+ dp(Tn,2n) +di(21,91) + -+ dn(20,9n)
= Dy(z,2) + Da(z,y),

logo, Da(z,y) é uma métrica em M.

Finalmente, mostraremos que D3 é uma métrica em M.

D3(z,y) =0 < max {di(x1,91),- - ,dn(Tn,yn)} =0,

note que d;(x;,y;) <0, entdo

Ds(z,y) =0<di(xiy;) =0, i=1,....n
Sri=vyi,1=1,....n

S =y;

D3(x7y) - max{dl(l‘layl)7 e adn(l‘nayn)}
= maX{d1<y17x1>7 ce 7dn<yn7xn>}
= D3(y,.§lf),

Ds(z,y) = max{di(z1,91), .. ,dn(Tn.yn)}
<max{di(z1,21) +di(21,91), - ,dn(@Tn,2n) + dn(2n,yn) }
dy(xr,2p) +dy(2r,yr) , para algum r € {1,... n}
<max{di(r1,21),-,dn(Tn,2n)} +max{di(z1,41), - dn(2n,yn) }
— Dy(2,2) + Dy(2y).

Portanto, D3 é uma métrica para o espago M.

Observacao 1. Se escolhermos My =---=M, =R e d; =--- =d,, = d métrica usual

de R, obtemos Di(x,y) = dg(xy), D2(xy) = dp(z,y) e D3(x,y) = dy(x,y), mostrando,
entdo, que as métricas euclidiana, do tazrista e do mdximo satizfazem as propriedades de

métrica.
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Exemplo 1.1.3. Dado M # @ um conjunto. A fungdo

do: Mx M — R,

1 sex#y,

(:an) — dO(xay) = {
0 sex=y,

¢ uma métrica, denominada zero-um.

Certamente, a primeira propriedade de métrica é satisfeita pela definicdo da funcao:
d(z,y) =0« = =y. Entao, vamos provar as outras duas analizando cada caso. Para
x,y € M, quando x =y teremos d(z,y) =0=d(y,x), se x # y teremos d(x,y) =1 =d(y,z).

Agora, para x,y,2 € R, temos 5 casos para analizar:

L. x=y==z
d(z,y) =0<040=d(z,2)+d(y,2);

ii. x#y==z

d(z,y) =1<140=d(z,2) +d(y,?);
iii. r=y+#=2

d(z.y) =0<14+1=d(z,2) +d(y,?);
iv. z2=x#y

d(z,y) =1<0+1=d(z,2) +d(y,2);
V. xFYFz2

d(zy) =1<1+1=d(z,2)+d(y,z).

Portanto, dy é uma métrica.

Definigao 1.2. Dado (M,d) um espago métrico e S C M um conjunto nao vazio. A
restri¢io de d a S, denotada por dg define uma métrica em S. Assim, dizemos que (S,dg)

¢ um subespago métrico de (M,d).
Exemplo 1.1.4. O intervalo (0,1) CR com a métrica
d(O,l) . (0,1) X (0,1) — R+
(:an) — d((),l) (x,y) = |l‘ _y|

¢ um subespago métrico de (R,d), sendo d a métrica usual.
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Exemplo 1.1.5. O conjunto Z C R com a métrica
dy, 7 x7 — R,
(:an) — dZ(l’,y) - |ZL‘—y|

¢ um subespago métrico de (R,d), sendo d a métrica usual.

Uma fonte de exemplos para espacos métricos sao os espacos vetoriais normados mu-

nidos de uma métrica induzida sobre a norma.
Inicialmente, vamos definir espago vetorial e norma.

Definicao 1.3. Dizemos que um conjunto V' € um espaco vetorial sobre um corpo K com

as operagoes

+:VxV —V

(u,0) — u+v

K xV —V

(AMu)— A-u
se sdao satisfeitas as sequintes propriedades:

1. Yupw eV, u+(v+w)=(u+v)+w;
2. Yuw eV, u+v=v+u;
3.0V ; YueV, u+0=04+u=u;
4. YueV, I(—u) eV ut(—u)=(—u)+u=0;
5. Va,fe K, YVveV, a(fv)=(ab)v;
6. Va,0 € K, Yo eV, (a+f)v=av+Pv;
7. Va e K, Yuw €V, a(u+v) =au+av;
8. le K; YveV, 1-(v)=w.
Definicao 1.4. Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo K. Uma norma é uma fungdao

]V — Ry
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de tal forma que

1 ||z|| =0<=ax=0,VzeV;
2. [ Az|| = M- flz|| , VAe K\Vz e V;

3 Mz +yll < Nzl + vl Yoy e V;

para todo x,y € V. Dizemos que o par (V|| ||) € um espago vetorial normado.

Exemplo 1.1.6. Dado = = (x1,...,x,) € R", tome o espago vetorial R™ com a norma
|zl = (@1, . wn) | = JaF +-+a2. Isto ¢,
I R* — Ry

v [zl = e+ 42 (1)

define uma norma em R™.

Deveras,

|z]| =0 \Jai+--+a2 =0
(:)x%+---+xfl:0
<:>x12:0, Vi=1,...,n
Sr,=0,Vi=1,...n

Sr=(x1,...,29) =0;

el = A1)l = [z, Aza) | =/ Q)3 + -+ (M)

=22 @t a2) = VOt bad = )l

|z +yll = |1+ 1,0+ ya)ll = (@14 92)2+ -+ (@ + )2,
isto implica que

lz+yll” = (z1+y1)%+ -+ (T +yn)?
= 2+ 2y +yi 2+ 20y + U
=i+t ap e yp 2@yt o)
= ||zl + lylI* + 2(z191 + - + Tnyn)-
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Pela desigualdade de Cauchy-Shwarz,

lz+yl2 < o)+ 2+ 2/ad + -+ a2\ Jy2 + -+ o
2
=l + Iyl + 2l |1y

= (llll+Ily1)?,

ou seja,

2 2
[z +y[1” < (=l + 1y )" == llz +yll < (=]l +lylD)-
Portanto, a func¢ao (1) define uma norma em R".

Proposicao 1.2. Seja V' um espago vetorial normado e x = (x1,...,Zn), Y= (Y1,---,Yn), 2=
(z1,...,2n) € V. O par (V.d), em que d(xy) = ||z —yl|, Yo,y € V, € um espago métrico

tomando a métrica induzida d.

Demonstracao: Utilizando as propriedades de norma, temos que

Aa) = o=yl = (-1 —2)| = |~ 1lly— el =1y — ]| = dly2);

d(zy) = v —yll = lz =2+ 2z =yl <[l —zl| +[|z =yl = d(z,2) + d(z,y).

Portanto d(x,y) = ||z —y|| ¢ uma métrica em V.

Dessa forma, podemos concluir que todo espaco vetorial normado pode ser um espaco
métrico munido da métrica induzida d(z,y) = ||z —y||. Vale ressaltar que uma norma
indica o comprimento de um vetor do espago, ja a métrica induzida determina a distancia

entre dois vetores do espaco.

Tomemos alguns exemplos em espagos vetoriais normados envolvendo fungoes limita-
das. Antes relembremos o seguinte conceito, dado X um conjunto nao vazio, a fungao

f: X — R é dita limitada se existe k € R tal que |f(z)| <k, Vx € X.

1
o ¢ uma fungao limitada.

Exemplo 1.1.7. A fung¢io f:R — R, com f(z)= 7T
x
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Figura 4 - Grifico de uma funcao limitada.

Fonte: o autor.

Com efeito, como 22 > 0, entdo 22 +1> 1, logo
1 1
)= 'x2+1’ B 22 +1 <
Dessa forma, definiremos uma norma para o espago vetorial de funcao F(X,R) = {f:
X — R ; f élimitada}.

1
< 1. Portando, tomando k = 2,
x2+1

2.

temos |f(x

Exemplo 1.1.8. F(X,R) tem a estrutura de espago vetorial sobre o corpo dos reais,

munido das operagoes

+: F(X.R) x F(X,R) — F(X,R)
(f.9) — (f+9)(x) = f(z)+g(x)

R x F(X,R) — F(X.R)
A S) = (A (@) = A f(2),
em F(X,R) temos a sequinte norma:
I FXR) — Ry

= lflly = sup{|f(2);z € X}. (2)

Figura 5 - Representacao geométrica da norma definida no espaco de fungoes limitadas.

D R o S P i =2 -1 0 1 2 e "y T 7

Fonte: o autor.
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De certo,

[flh=0<sup{|f(z)z € X} =0& f(z) =0, Vo e X.

Isto é f é a funcao nula, que é o vetor nulo deste espago.

Agora,
[AfllL=sup{[A- f(z)[;x € X} =sup{|A-|[f(z)[;x € X} =|A[-sup{|f(z);z € X} =|A[-[[f]1.
Por fim, seja g € F(X,R),

[f+glli =sup{[f(z) +g(z)[;z € X}
<sup{|f(z)|+|g(z)|;x € X}
<sup{|f(z)|;z € X}+sup{|g(z);z € X}

= [lf I+ llglls-

Portanto, a fun¢ao (2) é uma norma para o espago vetorial F(X,R).

Exemplo 1.1.9. No espaco vetorial
G(la,b] R) ={g:[a,b] — R; g é continua },
com [a,b] C R, munida das mesmas operagoes que F(X,R). a fungio
I G([a,b] R) — Ry
g lolh = [ lofa)ldz

€ uma norma.

Figura 6 - Representacao geométrica norma definida no espaco de fungoes continuas.
N

2

YOI
1fll,

0 wi2 b 3m/2 2 5w/ 2
f
=1

Fonte: o autor.
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De fato, a norma esta bem definida pois toda func¢ao continua num intervalo fechado

é limitada. Efetuando as mesmas verificacbes do exemplo anterior,obtemos

b
lgle =0 [ lg(w)ldz =0 & lg(x)| = 0,¥z € [a,] & g(z) = 0,V € [a,],

ou seja, g € identicamente nula. Agora,
b b b
Iglle = [ Ag(@)lde = [“A-lg@dz = 1AI- [ lg(@)lde = A -lgle
Por fim, seja h € G([a,b] ,R),

lg+hllo = [ o)+ hallde < [ lg()] + n(o)lda

b b
= [Nlg(@)ldz+ [ |h()ldz = lgll2+ k]l

Logo, || ||2 ¢ uma norma para o espago vetorial G([a,b] ,R).

Assim, vamos analisar alguns exemplos de espagos métricos.

Exemplo 1.1.10. O par (F(X,R),d1) é um espago métrico, em que

di(f,h) = |If = hlly = sup{[f(2) — h(z)|;2 € X}

A segquir ilustramos a representag¢do geométrica da métrica induzida pela norma || ||1.

Figura 7 - Representacao geométrica da métrica induzida pela norma definida no espaco

de fungoes limitadas.

2

2

Fonte: o autor.
Exemplo 1.1.11. O par (G([a,b] ,R),d2) é um espago métrico, com

b
da(g,h) = llg—hll2 :/a lg(x) — h(z)|dz.
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A seguir temos a representaciao geométrica da métrica induzida pela norma || 2.

Figura 8§ - Representacao geométrica da métrica induzida pela norma definida no espagco

de fungoes continuas.

Fonte: o autor.

1.2 Bolas Abertas

Definigao 1.5. Seja (M,d) um espago métrico, p € M um ponto e € >0 um nimero real.

A bola aberta de centro p e raio €, é o conjunto dos pontos x € M, tais que a distancia de

x ao ponto p € menor que €. Ou seja,
B(pe) ={z € M;d(z,p) <e}.

Figura 9 - Representagdo intuitiva da bola Aberta de centro em p e raio €.

..........
,,,,,,,
- ~

S~
.

-

— ~———
-

-

~ L
=8 -
‘‘‘‘‘
-----------

Fonte: o autor.
Exemplo 1.2.1. No espaco métrico (R,d), em que d é a métrica usual, a bola aberta
B(pe) ={zr € Mid(xp) <e} ={x e M;[z—p| <e} = (p—ep+e),

¢ representada geometricamente pela figura a sequir.



Figura 10 - Representagao geométrica bola aberta na métrica usual de R.
B(p.€)
p-€ p pte

Fonte: o autor.

Exemplo 1.2.2. Considere o espago métrico (R?,dg), com

de((z1,72),(y1,y2)) = \/(901 — 1)+ (22— y2)%

Sejam x = (x1,x2) € p= (p1,p2), a bola aberta é dada por:

Bag(p,e) ={zr € M ; dg(z,p) <e}
Z{IEEM; \/($1—p1)2+($2—pz)2<€}

—{zeM; (21—p1)°+(wa—p)* <*};

e representada geometricamente pela imagem a sequir.

Figura 11 - Representacao geométrica da bola aberta na métrica euclidiana.

------
""""
- -~

Se

Fonte: o autor.
Exemplo 1.2.3. Considere o espago métrico (R?,dr), com

dr((v1,72),(y1,92)) = |21 —y1| + |22 — y2|.

Sejam x = (x1,x2) e p= (p1,p2), a bola aberta é dada por:

BdT(pve) - {ZL‘ eM ; dT(xap) < 5}

20
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= {2 € M;|z1 —p1| +|v2 —p2| < e}
:{xEM;ng—p2| <€—|!E1—p1|}

={reM;|lr1—p1|+p2—ec <z <e+p2—|r1 —p1|}

e representada geometricamente pela imagem a sequir.

Figura 12 - Representagdo geométrica da bola aberta na métrica do tazista.
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Fonte: o autor.

Exemplo 1.2.4. Considere o espagco métrico (R?,dyy), com

dyr((z1,22),(y1,y2)) = max {|z1 —y1|,|z2 —y2|}.

Sejam x = (x1,x2) e p=(p1,p2), a bola aberta é dada por:

Bay, (pe) ={zr €M ; dy(z,p) <e}
={z e M ; max{|r; —p1|,|x2a —p2|} <}
={zxeM; |x;—pi|<eel|ra—pa| <&}

={reM;p—ec<z1<pit+eepr—e<zy<py+e},

e representada geometricamente pela imagem a sequir.
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Figura 13 - Representacdo geométrica da bola aberta na métrica do mdximo.

Fonte: o autor.

Seja (M,d) um espago métrico, uma bola aberta contida em M possui as seguintes

propriedades basicas.
P1 Se e; < g, entio B(p,e1) C B(p,€2).
De fato,

r € B(p,e1) & d(x,p) <el <ex=d(x,p) < ea < x € B(p,ea).

Logo, B(p,e1) C B(p,e2).

P2 Dado q € B(p,e), existe § >0 tal que B(q,0) C B(p,e).

Com efeito, como g € B(p,¢), temos que d(p,q) < €, logo tomando § =€ —d(p,q) > 0,
dado z € B(q,0) temos que

d(z,q) <0 =e—d(p,q) = d(z,q) +d(p,q) <e.
Pela tultima propriedade de métrica,

d(xz,p) <d(z,q)+d(p,q) < e =z € B(p,e).

Portanto, B(q,0) C B(p,e).

P3 Sejam B(p,e1) e B(q,e2) bolas nao disjuntas. Se t € B(p,e1) N B(q,e2), entdo existe
d >0 tal que B(t,0) C B(p,e1) N B(q,e2).
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A situagao esta ilustrada na figura a seguir.

Figura 14

Fonte: o autor.

Deveras, tomando §; = €] —d(t,p). Para x € B(t,01), temos que

d(z,t) <01 =€ —d(t,p) & d(z,t)+d(t,p) < €.

Note que

d(z,p) <d(z,t)+d(t,p) < e1 = d(z,p) < €1 & x € B(p,e1).

Agora, tomando 62 = e —d(t,q) e y € B(t,02),

d(y,t) < 09 = ea —d(t,q) & d(y,t)+d(t,q) < €.

Como
d(y,q) <d(y,t)+d(t,q) < ea = d(y,q) < €2 < y € B(q,e2).

Portanto, basta considerar § = min {d1,02} para que B(t,0) C B(p,e1) N B(q,€2)
Exemplo 1.2.5. As bolas abertas no espago métrico (F([a,b],R),d1), onde
dy(f,h) = |[f = hlly = sup{[f(z) — h(z)|;2 € [a,b]},
sao dadas por

B(h.e) ={f € F(la,b],R);[[f —hll1 <}
={f € F([a,b] R);sup{[f(x) — h(x)|;z € [a,b]} <e}.
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Figura 15 - Representagao geométrica da bola aberta no espaco de funcoes limitadas.

Fonte: o autor.

1.3 Meétricas Equivalentes

Defini¢ao 1.6. Sejam d e d' métricas sobre um conjunto M. Dizemos que d e d sdo

métricas equivalentes se para cada p € M, dado € >0, existe 6,0’ >0 tais que

1. By(p,0) C By (ps€);
2. Ba(p,0') C Ba(p,e).

Exemplo 1.3.1. As métricas dg e dys sobre R? sdo equivalentes.

Com efeito, dado p = (p1,p2) € R?, tome § = ¢. Seja x = (z1,22),

€ By, (pd) & dp(wp) < =c e /(11— p1)2+ (z2a—p)? <c.

Mas, day(2,p) = max{|e1 — pil,lz2 — pal} = [, — py |, para algum r € {1,2}. Logo

dur(2,p) = & —prl = /(@ —pr)? < /(@1 —p1)? + (22— p2)? <,

2
entdo x € By, (p,9). Ou seja, Bq,(p,0) C Ba,,(p,€). Agora, considere ¢’ = %
2

2 € By, (p,6') & dyy(,p) < 8 = %

V2

& max {|r1 —p1|,|ze —p2|} < 9

2
= — -maxA|r] —p1|,|r2 — < €. 3
7 {lz1 = p1l w2 —p2l} (3)
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Vimos que dys(x,p) = |z, — pr|, para algum r € {1,2}, logo

max {|z1 —p1],|z2 —p2|} = |z — Dr|

=/ (zr —pr)?
= \/("ET —pr)* + (@ —pr)?
2
(21— p1)?+ (22 — p2)?
- e

\/_
(@1 —p1)?+ (22— p2)2.
Substituindo em (3), obtemos

%' <§ : \/(SL’l —p1)2+(f€2—p2)2> < % -max {|z1 —p1|,[z2 —p2|} <e=

\/(961 —p1)?+ (22 —p2)? < e = dp(v,p) <€ x € By (pe).

Assim, Bg,,(p,0’) C Bgy(p,€). Portanto, as métricas dg e dps sdo equivalentes.

Exemplo 1.3.2. Em R, a métrica zero-um ndo € equivalente a métrica usual.

De certo, considere como contra exemplo a bola aberta By, ( —) = {1}. Para todo

§>0, By(1,6) = (1—6,140) € {1} = By, (1,5).

Proposicao 1.3. Sejam d e d' métricas sobre um conjunto M. Se existem r,s >0 tais

que
rod(zy) <d(zy) <s-d(zy), Yoy e M,

entio d e d' sao equivalentes.
Demonstracgao: Dados z,y € M e € > 0, tome 6 = g,
x € By(p,0) & d(z,p) <= g = s-d(z,p) <e.
Mas, por hipotese
d'(z,p) <s-d(z,p) < e=d'(x,p) < €< x € By(p,e).

Agora, admita 0’ =€ r,

€ By(p,d) e d(xp) <d =cr=d(z,p) <e-r



Por hipotese,

r-d(z,p) <d(z,p) <er=r-dxp) <er=dxp) <esx€ By(pe).

Portanto, as métricas d e d’ sao equivalentes.

Proposicao 1.4. As métricas em R"

dp(2,y) = /(@1 —y1)2 4+ (20— yn)?,

dT(fL‘,y) - |l’1 _y1| ++|$n_yn|>
dM($,y) :max{|x1 _y1|,---,|$n_yn|}a

em que x = (x1,...,2n) €y = (Y1,...,Yn), satisfazem as sequintes desigualdades:
dy(zy) <dg(xy) <dp(zy) <n-dy(xy), Vey e R”

e, portanto, sao equivalentes entre si.

Demonstracgao: Dados z,y € R", temos que

dM($,y) = max{|x1 _y1|,,|xn_yn|}

= |z, — yr|, para algum r € {1,...,n}

= /(@ —yr)?
<@ —y1)2 4+ (20— yn)?
= dE(LL’,y).

Por outro lado,

d3(z,y) = (Jo1 —y1 |+ + |20 — ynl)?

n n
= o —yil? 2 |z — vl — )

=1 i,j=1
i#j
n
= di(zy)+2- Y |z —yillz; —yjl.
ij=1
i#]

Logo,
d7(z,y) > dy(z.y) = dr(zy) > dg(z.y).

26
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Por fim, para todo i =1,...,n,

‘xl_yl| < max{\xl _y1|77|xn_yn|} = dM<x7y)

Assim,

dr(zy) = |1 =yl 4+ +|zn —yul <n-du(z,y).
Portanto, é provada a validade das desigualdades e consequentemente pela proposi¢cao

anterior que as trés métricas sao equivalentes entre si.

Veremos nos proximos capitulos algumas aplicacdes importantes de métricas equiva-

lentes dentro de espagos topoldgicos.
1.4 Sequéncias

Definigao 1.7. Seja (M,d) um espago métrico. Uma sequéncia em M é uma fungdo

z: N— M

n+— x(n) =x,
em que xy € o n-ésimo termo. Vamos denotar a sequéncia por (zy)nen ou simplesmente
(Tn)-
Exemplo 1.4.1. Seja n € N, as funcoes

—nr+1 para0§x<%
0 para%ﬁ:pgl

fn : [071] — R, com fn<x) = {

formam uma sequéncia (fn)neny dentro do espago wvetorial normado G([0,1],R) = {f :

[0,1] — R; f é continua}.

Definicao 1.8. Uma subsequéncia € uma restricio da fung¢do x a um subconjunto in-
finito N' = {n1 <ng <--- <ng} CN. Usaremos (zy, )reny ou (Tn,) para mencionar a

subsequéncia ¥’ = x|y .

Defini¢ao 1.9. Seja (M,d) um espago métrico, X C M € limitado quando existe k € M
tal que d(z,y) <k, para qualquer z,y € M.

Exemplo 1.4.2. Todo espago métrico munido da métrica zero-um € limitado.

De fato, basta tomar k = 1. Pela definicdo da métrica zero-um, do(z,y) < 1, para todo

rye M.
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Defini¢ao 1.10. Seja (M,d) um espago métrico. Dizemos que p € M é o limite de uma

sequéncia (xp)nen em (M,d) se, para qualquer € > 0 dado, eziste ng € N tal que n > ng

implica em d(x,,p) < e. Ou seja,
Ve >0, dng €N ; n>ng= x, € By(p,e).

Quando p € o limite de uma sequéncia (), esta € convergente e converge para p. Deno-

taremos por limy,_ oo xp = p, limx, =p ou x, — p.

Exemplo 1.4.3. No espago métrico (R,dy) as unicas sequéncias convergentes sao as es-

taciondrias, isto €, se x, — p, entao existe r € N tal que x; =p, Vi >r.

Certamente, como a sequéncia converge para um valor p € R, temos que

Ve>0, dng € N; n>ng= do(zp,p) <e€

Entao considere qualquer 0 < e < 1, para n > nyg

do(zp,e) < e<1=do(zp,e) =0=z, =p.

Assim, basta tomarmos r = ng+ 1, para que x; = p,Vi > r. Portanto, neste espago,

toda sequéncia convergente é estacionaria.

Exemplo 1.4.4. No espago métrico (G([0,1],R),d2), onde da(f,g9) = ||f —gll2, a sequéncia

de funcoes

—nxr+1 para0§x<%

fn . [071] — R, com fn<x) = {

1
0 para o <x <1
converge para a fungao nula fo =70
Deveras, para cada € > 0, considere ng = 5-. Dessa forma,
> ! =n> ! = €> !
n>ng=—=>n>—=>€>_—
07 2 2¢ o’

Entao,

1 1 1
do(Furf0) = = foll2 = [ 1fu=foldz = ["(fu= fo)da+ [, (fu—fo)dr

3|~ 3l

1

—/ — fo) dx—/o_( nx+x)dx = l_n_x?ﬂ]

2 0
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Portanto, (f,) converge para f.

Proposicao 1.5. Toda sequencia (xn)nen convergente em um espago métrico (M,d) é

limitada.

Demonstragao: Como (z,,) é convergente, existe um p tal que x,, — p € M. Isto é,
dado e =1, existe r € N tal que n > r implica em d(z,,p) < 1. Considerando que os termos

x1,...,xy sdo finitos, entdo tome k = max{d(x1,p),...,d(x,,p),1}. Logo, dados i,j € N,

d(zi,x;) < d(xi,p)+d(p,xj) < k+k=2k.

O conjunto {z,} ¢ limitado por 2k. Portanto, a sequéncia (z,,) ¢ limitada.
Proposigao 1.6. Seja (M,d) um espago métrico. Se uma sequéncia (xy,) converge para
um determinado p € M em (M,d), entao toda subsequéncia (x,,) converge para o mesmo

valor p.

Demonstracdo: Dado € > 0, existe ng € N tal que n > ng = d(z,,p) < e. Tomando
ko € N de modo que ny, > ng, obtemos d(x,,,p) < € como queriamos. Portanto, toda

subsequéncia é convergente e converge para o mesmo ponto.

Proposigao 1.7. Sejam d e d’ métricas equivalentes no espaco métrico M. Uma sequéncia

(xn) € convergente em (M,d) se, e somente se, é convergente em (M,d').

Demonstracao: Seja a € M de forma que z, — a em (M,d), da equivaléncia das
métricas, para todo € > 0, existe § > 0, tal que Bg(a,0) C By /(a,e). Por hipétese, para este

0, existe n; € N tal que para n > n;

Ty € By(a,0) C By(ae) = x, € By(a,e).

Logo, &, — a converge em (M,d’). Reciprocamente, suponha que x,, — b em (M,d'),
da equivaléncia temos

Ve > 0,38 > 0; By (a,0') C By(a,e). (4)

Da hipotese,
dng € Nyn > ng =z, € By(a,d). (5)

Logo, de (4) e (5), &, — a converge em (M,d).
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1.5 Continuidade

Definicao 1.11. Sejam (M,d) e (N,d') espagos métricos. Uma aplicagdo
f:(M,d) — (N,d") é continua num ponto p € M se, para todo € >0, existe 6 >0, tal que
r €M ed(x,p) <o implica em d'(f(x),f(p)) <e.

Dizemos que [ € continua se for continua em todo ponto de seu dominio.
Exemplo 1.5.1. Toda funcao f: (R,dy) — (R,d), em que dy é a métrica zero-um e d é

a métrica usual dos reais, é continua.

Com efeito, dada a fungao f: (R,dp) — (R,d) e p € R. Para qualquer ¢ > 0, basta
tomar 0 = %, logo
1
do(z,p) <6 = 3 =do(z,p)=0=>2x=p=

f@) = f(p) = d(f(x),f(p)) =0 <e

Portanto, f é continua.
Exemplo 1.5.2. A funcdo projecio da i-ésima coordenada dada por
pi s My X - X My, — M;
(1, yxp) — pix1, .. 1) = x4
¢ continua em a € My x --- x M,,.

De fato, utilizando a métrica do taxista, Sejam a = (a1, ...,a,) e © = (x1,...,2,) per-

tencentes a My X --- X M, dado € > 0, tome d = ¢, assim

n
d(za)<d=e=)> |ri—ai|<e=|ri—a| <e,i=1,...n
1=1

= d(z,ai) < € = d(pi(x),pi(a)) <e.

Portanto, p; é continua em a.

Exemplo 1.5.3. Uma funcio f: (M,d) — (N,d") é chamada de Lipschitz se existe k >0
tal que d'(f(x),f(y)) < k-d(z,y), para todo x,y € M. Toda fun¢io de Lipschitz é continua.

De certo, pois seja f uma funcao de Lipschitz, existe k& > 0 de tal forma que

d'(f(z),f(y)) < k-d(zy). Dessa forma, dado € > 0, tomando § = 1 temos

day) < 0= d(f(2).f(y) < k-day) <k-0=k- =€
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isto é, d(z,y) <6 =d'(f(x),f(y)) <e. Portanto, f é continua.

Proposigao 1.8. Sejam (M,d) e (N,d’) espagos métricos. Uma fungio f: (M,d) —
(N,d") é continua em p € M se, e somente se, para toda sequéncia (Ty)nen C M, tal que

Ty — p, tem-se que f(x,) — f(p).

Demonstragao: Suponha que f é continua em p e seja (x,) uma sequéncia de pontos

de M, com xz,, — p. Da continuidade de f, para todo ¢ > 0,

30 > 0;d(x,p) <= d(f(2).f(p)) <e. (6)

Da convergéncia de (z,) para este § > 0,

dng €N ; n>ng = d(x,,p) <. (7)

Assim, por (7) e (6), d(f(zyn),f(p)) < e para todo n > ng, isto é, f(x,) — f(p).
Reciprocamente, suponha por absurdo que x,, — p implica em f(x,) — f(p), mas f

nao é continua em p. Entao

Je>0:V >0,3xe M;dx,p) <& =d(f(zx),f(p))>e

Além disso, para cada ¢ = %, existe x,, € M tal que

Arnp) <8 =~ e d(F(wn) f(7)) > e

Assim, por construgao x, — p, mas f(x,) - f(p), contrariando a hip6tese. Portanto,

f é continua em p.
1.6 Topologia dos Espagos Métricos

Definigao 1.12. Seja (M,d) um espago métrico e X C M. Dizemos que a é ponto interior
de X se existe € >0 tal que Bgy(a,e) C X.

Defini¢ao 1.13. Dizemos que A C M, sendo (M,d) um espago métrico, é aberto quando

todos seus pontos sdo interiores.

Exemplo 1.6.1. Seja (R,d) um espago métrico, em que d é a métrica usual, todo intervalo

aberto da reta é um conjunto aberto em (R,d).
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De fato, seja (a,b), com a,b € R, um intervalo aberto na reta, tome x € (a,b), ou seja,

—a b—
a<x<b Entao e= min{x 5 a’Tx} > (0, suponha sem perda de generalidade que
r—a
€=
2
( r—a x—a) (:p+a 3x—a)
T — T+ = , .
2 2 2 2
Note que
NN r+a - a+a
xr>a =a
2 2
e
3r—a +x—a< +b—:L’ x+b<b+b b
=r+——<zx = =b.
2 2 2 2 2
3 —
Portanto, o intervalo (a,b) é um conjunto aberto em (R,d), pois <:1:—2Fa’ :1:2 a)

(a,b).
Exemplo 1.6.2. Seja (M,dy) wm espago métrico, onde dy € a métrica zero-um. Todo
subconjunto de M é aberto em (M,dp).

Seja X C M e a € X, tomando € = % temos que By, (a,e) = {a}, entdo By, (a.e) C X,
ou seja, todo subconjunto X C M ¢é aberto em (M,dp).
Proposicao 1.9. Seja (M,d) um espago métrico. Toda bola aberta contida em M é um

subconjunto aberto de M.

Demonstracao: Seja B(p,e) = {x € M;d(x,p) < €} uma bola aberta. Seja a € B(p,e),

considere € = ¢ —d(p,a), vamos mostrar que B(a,c) C B(p,e).

x € Blag) & d(z,a) <e=e—d(pa) < d(z,a)+d(a,p) <e.

Da desigualdade triangular, temos

d(z,p) < d(z,a)+d(a,p) < e d(x,p) <e<x € B(pe).

Portanto, toda bola aberta é um conjunto aberto em M.

Teorema 1.1. Seja (M,d) um espago métrico. Entao:

1. @ e M sao conjuntos abertos;

n

s

2. Sejam Ay, Aa,..., A, conjuntos abertos em M, entdo a interse¢io finita ﬂ A; é
=1
aberta;
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8. Seja {Ax}yep uma familia qualquer de conjuntos abertos de M, entdo a unido qual-

quer U Ay é aberta.
AEA

Demonstracao: Provaremos cada um dos itens separadamente.

1. O conjunto @ é aberto por vacuidade e M é aberto pois, para todo p € M, tomando

e =1, obtemos que B(p,1) ={z € M;d(z,p) <1} C M.

n
2. Dado p € ﬂ A;, entao p € A; para todo 1 =1,...,n, em que cada A; é um aberto,
i=1
logo existe €; > 0 tal que B(p,¢;) C A;. Considere € = lgug {€;}, entao
<i<n

n
B(p,e) CAi, i=1,...n= B(p,e) C [ As.
1=1

n
Portanto, ﬂ A; é um aberto em M.
i=1

3. Dado p € U A, entdo p € Ay para algum A € A. Como cada Ay é aberto, existe
AEA
e >0 de tal modo que B(p,e) C Ay. Isso implica que B(p,e) C | J Ay. Portanto, a

AEA
uniao infinita de conjuntos abertos em M é aberta em M.

Note que o item 2 do teorema 1.1 nao vale para interseces infinitas, um contra-
exemplo pode ser obtido no espaco métrico R munido da métrica usual. A intersecao

infinita de intervalos da forma (—%,%) resulta em {0} que nao é aberto em (R,d).

No proximo capitulo veremos que quando uma cole¢ao de subconjuntos de M satis-

fazem o Teorema 1.1, essa colecao ¢ denominada uma topologia para M.
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2 ESPACOS TOPOLOGICOS
2.1 Definicdo e Exemplos

Definicao 2.1. Uma topologia num conjunto T é uma colecio T de subconjuntos, que

satisfazem as sequintes propriedades:

1. 9T eT;

n
2. Al,AQ, ,AnET:> ﬂAiGT;
=1

3. Seja {Ax} cp uma familia qualquer de subconjuntos. {Ay}cp €T= |J Ay ET.
A€A

Neste caso, cada elemento de T é chamado de aberto. O par (T,7) é chamado de espago

topologico.

Exemplo 2.1.1. Considere o conjunto T'= {a,b,c}. Vamos apresentar alguns exemplos

simples de topologias.

(Z) 1= {gv{CL’b’C}};
(“) = {@,{a},{a,b,c}};
(iii) 3 = {2 {a,c},{a,bc}}.

Com o mesmo conjunto, podemos verificar também colecoes que nao sao topologias.

(iv) 14 ={2,{b},{a,b}}, pois T & 14;
(v) 5 ={D{a,b},{b,c} {abc}}, pois {ab} N{b,c} ={b} & 75;
(vi) 76 ={9,{a},{b},{ab,c}}, pois {a}U{b} ={a,b} & 75.

Exemplo 2.1.2. Dado T conjunto qualquer, 7 ={2, T} é uma topologia em T, que serd

denominada topologia trivial.

Com efeito, temos que @, T' € 7. Além disso, NT = € 17e FUT =T € 7. Portanto,

7 é uma topologia.
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Exemplo 2.1.3. Seja (M,d) um espago métrico qualquer, a colegao
T={AC M;A é aberto em (M,d)}
¢ uma topologia.

Este exemplo decorre diretamente da definicao de topologia juntamente com o Teo-

rema 1.1.

Exemplo 2.1.4. Dado T conjunto qualquer, em que P(T') é o conjunto formado por todos
0s subconjuntos de T, T ="P(T) é uma topologia em T, que serd denominada topologia

discreta.

Deveras, neste caso, todo subconjunto de T sera aberto, logo as trés propriedades

topologicas sao satisfeitas.

Exemplo 2.1.5. Seja f:.S — X uma aplicagio de um conjunto arbitrario S num espagco
topoldgico (X,7). A colecio 7' = {f~1(A) C S; A€ 1} é uma topologia em S. Esta chama-
se topologia induzida em S pela aplicagio f: S — X.

Com efeito, como @,X € 7, temos que f1(X)=Se7 e f7}(2) =2 € 7. Sejam
f~YA;) €7, A, temos

N 74 = ! (Q AZ) |

=1

n n
Como 7 é uma topologia (] A; € 7, logo ! (ﬂ Ai> € 7/. Agora dada uma fa-
i=1 i=1
milia arbitrdria {4} ea de abertos de X, a unido [ J Ay também serd aberta. Seja
PYSIN
fH(Ay) €7, com A €A,

AEA AEA

Ui =r=" (U (AA)) et

Portanto, 7/ = {f~1(A) C S; A é aberto em X} é uma topologia induzida em S pela
aplicacao f. A demonstracao das propriedades de funcao inversa utilizadas nesta demons-

tracdo podem ser encontradas na referéncia [4].

Um subespago do espaco topoldgico X ¢é definido a partir de um caso particular do

exemplo acima.

Seja S um subconjunto do espaco topologico X. A colecao

= {i_l(A) C S ; Aéaberto em X}
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¢ uma topologia induzida em S pela aplicagdo i: S — X, com i(z) =z, Yz € S. O
subconjunto S munido desta topologia 7/, é chamado subespaco topolégico de X.

Note que i !(A) = AN S, para todo A aberto de X. Assim a topologia é dada por
7 ={ANS ; A é aberto em X}.

Exemplo 2.1.6. Seja (R,d) um espago métrico munido da métrica usual, com a to-
pologia T = {A ; A é aberto em R}. A topologia induzida em [0,1) C R pela aplicagio
i:10,1) — R, com i(z) =z, Ve €[0,1) é

' ={AN[0,1) ; A é aberto em R}.

Observe que os elementos de T/ nao necessariamente sio elementos de 7. Por ezemplo,
tome A = (—1,%), entao (—1,%) N[0,1) = [0,%) ¢ um aberto em [0,1).

Proposi¢ao 2.1. Sejam (M,d) e (M,d") espagos métricos, para que d e d definam a

mesma topologia, € necessdario e suficiente que sejam equivalentes.

Demonstragao: Sunponha que d e d’ definam a mesma topologia 7. Assim, (M,d) e
(M,d") possuem os mesmos abertos. Como em espagos métricos, toda bola aberta é um
conjunto aberto, vide Proposi¢ao 1.9, dado € > 0 e z € M, By(z,€) é aberto em (M,d) e
(M,d"). Por defini¢ao existe 6 > 0 tal que

By (x,0) C Bg(x,e).

Analogamente, By /(x,e) é aberto em (M,d') e (M,d), logo existe ¢’ > 0 tal que

Bd(a:,él) C By (:U,e).

Portanto, as métricas sao equivalentes. Reciprocamente, considere A aberto em (M,d)
e seja x € A, entao existe €1 > 0 tal que By(a,e1) C A. Da equivaléncia das métricas, temos

que existe 6 > 0 tal que

By (a,0) C By(a,e;) C A= By(a,0) C A.

Logo, A é aberto em (M,d’). Seja B um aberto em (M,d'), entao dado y € B temos

que existe €3 > 0 tal que By (a,e2) C A. Da equivaléncia, existe &’ > 0 tal que

By(a,0") C By (a,ea) C A= By(a,d') C A.

Portanto, B é aberto é (M,d).
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Definicao 2.2. Um espago topoldgico é chamado metrizavel quando € possivel definir uma
métrica d de tal forma que os abertos no espago métrico gerado coincidam com os abertos

do espago topoldgico. Do contrdrio, o espago € nao metrizavel.
Exemplo 2.1.7. Todo espaco métrico é um espago topolégico metrizavel.
Exemplo 2.1.8. Um espago topoldgico T munido da topologia discreta T ="P(T) é um
espaco metrizavel.
De certo, tomando a métrica zero-um, todos os subconjuntos de 7" serdao abertos no

espago métrico (T',dy), vide exemplo 1.6.2.

Definicao 2.3. Um espaco topologico X € um espaco de Hausdorff se para quaisquer dois

pontos x,y € X, com x # vy, existem abertos A,B C X tais quex € A, ye B e ANB=0.

Figura 16 - Representagdo intuitiva de um espaco de Hausdorff.

Fonte: o autor.

Exemplo 2.1.9. Seja (M,d) um espago métrico, entdo M é um espago de Hausdorff.

Sejam z,y € M, com x # y, tomando € = d(xz’y) >0, A= B(z,) e B= B(y,e), temos

que A e B sao abertos em M, pela proposicao 1.9, que contém, respectivamente, x e y

com AN B = @. De fato, se existisse a € B(x,e) N\ B(y,¢),

d(z,a) <e= @ = d(z,a) < @; (8)
d(y,a) <e= d(xz,y) =d(y,a) < d(a:z,y) (9)
Somando (8) e (9), obtemos
d(z,a)+d(y,a) < d@y) + dey) _ d(z,y).

2 2

Das propriedades de métrica, d(z,y) < d(x,a)+d(y,a) < d(x,y), que é um absurdo.
Portanto, B(xz,e) N B(y.e) = 2.
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Exemplo 2.1.10. O espago topoldgico (T,1), munido da topologia T = {T,&} ndo é um

espaco de Hausdorff, consequentemente nao é metrizdvel.

Certamente, sabemos que o tnico aberto deste espago que contém x é o proéprio T,
mas também é o tinico que contém ¥, entao nao existe abertos disjuntos contendo x e y,

respectivamente.
2.2 Ponto Interior, Vizinhanga, Conjunto Aberto e Ponto de Fronteira

Definicao 2.4. Seja S um subconjunto do espago topolégico X. Um ponto x € S € interior
de S quando existe um aberto A de X tal que x € ACS. O conjunto dos pontos interiores

de S € chamado de interior de S e denotado por int(S).

Proposicao 2.2. O interior de um subconjunto S num espaco topologico X, é a unido

de todos os subconjuntos abertos de X que estao contidos em S.

Demonstracao: Seja {A)} ea uma familia de abertos de X tal que Ay C Se A= U Ay

AEA
a unido arbitraria de todos eles, isso significa que A C S. Evidentemente, x € A implica

que € Ay C S, para algum X € A, logo = € int(S). Agora para cada = € int(S), existe

um aberto A, em X tal que x € A, C S, entao x € U A, C U A, isto é, x € U Ay.
x€int(S) AeA AEA

Portanto, int(S) = | J Aj.
AEA

Corolario 2.1. S € aberto em X se, e somente se, S =int(95).

Demonstragao: Seja .S um conjunto aberto em X, que por sua vez é aberto em S, entao

S c |J Sy e pela proposicao 2.2, | Sy = int(S), logo S C int(S). Como int(S)C S
AEA AEA
por definicao, S = int(S). Reciprocamente, pela proposigao 2.2, int(S) = U Sy, logo
AEA
int(S) =S é aberto em X pois é uma unido de abertos.
Definicao 2.5. Seja X um espago topologico. Um conjunto V' é uma vizinhanga de x € X

se V' contém um aberto que contém x, isto €, se x € int(V'). Denotaremos por V.

Exemplo 2.2.1. Toda bola aberta com centro em x num espago métrico (M,d) é uma

vizinhanga de x € M.

Deveras, como toda bola aberta é um conjunto aberto em (M,d), dado € > 0, para
todo y € B(x,€), y é ponto interior de B(z,e). Portanto, toda bola aberta centrada em x

¢ uma vizinhanca de x.
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Corolario 2.2. Um conjunto A € aberto em um espaco topologico X se, e somente se, €

uma vizinhanca de cada um dos seus pontos.

Demonstragao: Seja A um conjunto aberto em X, sabemos que A = int(A), vide co-
rolario 2.1. Entao todo ponto de A pertence ao seu interior, isto é, A é uma vizinhanca
de todos os seus pontos. Reciprocamente, suponha que A seja uma vizinhanca em X de
todos os seus pontos, ou seja, para todo z € A, x € int(A), isto implica que A = int(A),

logo A é aberto em X.

Definigao 2.6. A fronteira de um subconjunto S de um espaco topologico X € o conjunto
fr(S) formado por todos os pontos x € X tais que toda vizinhanga de x contem pontos de
S e do complementar X —S. Dessa forma, é equivalente dizer que x € fr(S) se x nao é

ponto interior de S nem de X —S.

Exemplo 2.2.2. Num espago métrico (M,d), x € ponto de fronteira de S C M se, e
somente se, para todo € >0, By(x,e)NS # @ e By(z,e)N(M —S) # 2.

2.3 Sequéncias

Defini¢ao 2.7. Seja X um espago topologico. Uma sequéncia (zp)nen em X converge
para a € X se, e somente se, para toda vizinhanca V, em X, existe ng € N, de modo que

n>ng=x, €V,.

Exemplo 2.3.1. Num espago topologico munido da topologia discreta, se uma sequéncia

¢ convergente, entdo ela € estaciondria.

Com efeito, seja (x,) uma sequéncia de pontos do espago topoldogico X que converge
para p € X, temos que para toda vizinhanca V de p em X, existe ng € N tal que x, € V.
Como todo subconjunto é aberto, tome V = {p}, logo, para n > ng, x, € {p}. Ou seja,

xn = p. Portanto, a sequéncia é estacionaria.

Proposicao 2.3. Seja (xy,) uma sequéncia convergente em X, sendo X um espaco de

Hausdorff, entdo o limite da sequéncia € unico.

Demonstracao: Suponha que x,, — p e x,, — ¢, com p # q. Seja V), e V, vizinhangas
em X, tais que VNV,
dng € N; n>ng=x, €V).

dneN; n>n =z, €V,
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Logo, para n > ng = max{ng,n1 }, temos x,, € V,NV,. Isto é, para toda vizinhanca V,,
e Vg, existe um indice ng € N tal que V,NV, # &, contrariando o fato de ser um espago

de Hausdorff. Portanto, em espacgos de Hausdorff, o limite de uma sequéncia é tinico.

Exemplo 2.3.2. Num espaco topologico munido da topologia trivial, toda sequencia con-

verge é convergente e converge para todo ponto do espaco.

De certo, seja (x;,) uma sequéncia de pontos do espago topoldgico (X,7), com 7 =
{2,X}. Dada uma vizinhanca V' de a em X, temos que a € A C V', em que A é aberto,
mas pela topologia dada, A = X, logo, V = X. Entado para toda vizinhanca V', tome
ng=1,n>nyg=1=x, € X =V. Portanto, toda sequéncia (z,) converge para todo

ponto de X.

Observe que é possivel mostrar que este espaco nao é metrizavel, pois contraria o

teorema 2.3.

2.4 Conjunto Fechado, Ponto Aderente e de Acumulacéo

Definicao 2.8. Um subconjunto F' de um espaco topologico X diz-se fechado quando seu

complementar F¢= X — I ¢ aberto.

Assim, num espago topologico qualquer (T,7), dado A € 7, A°=T — A é um conjunto
fechado.

Proposicao 2.4. Os subconjuntos fechados de um espaco topologico X possuem as se-

gquintes propriedades:

1. @ e X sdao fechados;
2. A intersecao arbitrdaria de conjuntos fechados em X ¢é fechada em X;

3. A unido finita de conjuntos fechados em X € fechada em X.
Demonstragao:

1. Decorre diretamente da definicdo de fechado por complementar de aberto, como o

@ e X sao complementares um do outro, sao fechados.
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2. Dada uma familia qualquer {F)} cp de conjuntos fechados em X, temos que cada

Ay =X — F), sera aberto em X. Logo a reuniao

UA=UKX-F)=X-()F

AEA AEA AEA

é aberta e o complementar sera fechado. Portanto, a intersecao arbitraria ﬂ Fé

AEA
fechada.

3. Sejam F1,...,F, conjuntos fechados, temos que cada A; = X — F;, com i =1,...n,

sao conjuntos abertos em X, logo a intersecao finita

n n n
NAa=NX-F)=x-UF
AEA AEA AEA

n
é aberta, ou seja, o complementar U F; é fechado.
PYSIN

Definicao 2.9. Seja S um subconjunto de um espago topologico X. Um ponto v € X
diz-se aderente a S quando toda vizinhanca de x em X contém pelo menos um ponto de
S. O conjunto dos pontos de X que sao aderentes a S chama-se fecho de S e indica-se

com a notacao S.

Observe que, dado um ponto x € S e V uma vizinhanga de = em X, é valido que
VNS # @, pois x pertence a essa interse¢cdo. Por consequéncia, todos os pontos de S

serdo aderentes a S, isto é, S C S.

Outra forma de interpretar a definicao de ponto de aderéncia é tomando todo aberto,
j4 que todo aberto é uma vizinhanca de seus pontos, vide coroldrio 2.2. Assim, x € S se,
e somente se, para todo aberto A de X contendo z, ANS # &, ou seja, AL X —S. Entao

para que x € S é necessdrio e suficiente que x ¢ int(X — 9).

Exemplo 2.4.1. Em R, o fecho do conjunto dos pontos da sequéncia (), com , = L

n’
é {2 € Ryn € N}U{0}, pois, para toda vizinhanga Vy em R, Von{2;n € N} # @.

Exemplo 2.4.2. Em R, temos que Q = R.

De fato, dado x € R, para toda vizinhanca V,, em R, V, NQ # &, pois Q é um conjunto

denso nos R, a demonstracao desta informagiao pode ser encontrada em [3].

Exemplo 2.4.3. Seja (M,d) um espago métrico e X C M. O ponto p € M € aderente ao
conjunto X se, e somente se, para todo € >0, By(p,e)NX # .
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Proposicao 2.5. O fecho de um subconjunto S num espago topoldgico X ¢é a intersecao

de todos os subconjuntos fechados de X que contem S.

Demonstracao: Seja {F)\} cp a familia de todos os fechados de X tal que S C F)

e = ﬂ F\ a intersecao arbitraria de todos eles, entao S C F. Evidentemente, cada
AEA
X —F) éabertoem X —S e X —F=[J(X—F\) =int(X —S). Pela definicio z € X ¢
PYSIN
ponto aderente quando z ¢ int(X —S5), logo o conjunto dos pontos aderentes é formado

por todos os pontos de X que nao pertencem ao int(X —5):

S=X—int(X-8)=X—(X-F)=F.

Portanto, S = ﬂ F.
AEA

Corolario 2.3. ' C X ¢ fechado se, e somente se, ' =F.

Demonstragao: De fato, seja {F)} ea a familia de todos os fechados de X, com F' C F},

pela proposicao 2.5 sabemos que F = ﬂ F). Como F' é um conjunto fechado de X, temos

AEA

que F'= F)y, para algum A € A. Logo (] F\=F. Logo, F = F. Reciprocamente, supondo
AEA

que F' = F, pela proposicao 2.5 temos que F = ﬂ F)\, portanto F' é fechado pois é uma

PYSIN
intersecao de fechados.

Definicao 2.10. Seja S um subconjunto de um espago topologico X. Um ponto x € X
chame-se ponto de acumulacdo de S quando toda vizinhanca V' de x em X contem algum
ponto s € S, tal que s # x. O conjunto dos pontos de acumulacao de S chama-se derivado

de S e denota-se por S'.

Exemplo 2.4.4. Em R, o derivado do conjunto dos pontos da sequéncia (), com x, = %,

¢ {0}, pois, para toda vizinhanga Vo em R, VoN{x,} # @, vide ezemplo 2.4.1.
Exemplo 2.4.5. Em R, temos que Q' =R.

Certamente, dado x € R, para toda vizinhanca V,, em R, VN (Q —{z}) # &, pois Q
¢ um conjunto denso nos R, vide exemplo 2.4.2.

Exemplo 2.4.6. Seja X um subconjunto do espago métrico (M,d), x € X' se para toda
bola aberta com centro em x, By(x.e)N(X —{z}) # @.

Proposicao 2.6. Seja X um espago topoldgico. Para todo subconjunto S C X, tem-se
S=5uUs".
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Demonstracio: Seja S um subconjunto de X, temos que SUS’ C S decorre diretamente
da definicdo de ponto aderente e de acumulacio. Agora seja x € S, para toda vizinhanca,

Ve em X, VNS # @. Dito isto temos duas possibilidades,
reS=zeSUY

ou

r¢S=3s€S, s#r;s5€V,=seS =recSUS".

Portanto, S = SUS’.

Corolario 2.4. Um conjunto F C X € fechado se, e somente se, F' C F.

Demonstracao: Seja F'C X um conjunto fechado, sabemos que F' = F e, pela Proposicio
2.6, F = FUF'. Assim,
F=FUF =F CF.

Reciprocamente, suponha que F’ C F, juntamente com a Proposicao 2.6, temos que
F =FUF'=F. Portanto, F' é fechado.

Observacao 2. Os conjuntos apresentados nos exemplos 2.4.1 e 2.4.4, assim como 2.4.2
e 2.4.5, ilustram a proposicao.

2.5 Continuidade e Homeomorfismo

Definicao 2.11. Uma aplicagio f: X — Y, sendo X e Y espacos topoldgicos, diz-se

continua quando a imagem inversa f~1(B) de todo aberto B CY for um aberto em X.

Provaremos na préxima proposicao que a defini¢ao acima é consistente com a defini¢ao

de continuidade dada nos espagos métricos

Proposicao 2.7. Sejam (M,d) e (N,d') espagos métricos, f:(M,d) — (N,d') é continua
se, e somente se, [ (A)={x € M; f(x) € A} é aberto em (M,d) para todo aberto AC N.

Demonstragido: Dado a € f~1(A), entdo f(a) € A. Como A é aberto, existe € > 0 tal
que By(f(a),e) C A. Além disso, da continuidade de f, segue que para esse €, existe § >0

de forma que

z € Byla,0) = f(z) € By(f(a)e) CA= f(z) € A=z € fHA).
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Isto é By(a,6) C f~1(A). Portanto, f~1(A) é aberto. Reciprocamente, suponha que
f71(A) é aberto em X, para todo aberto A em Y. Assim, dado a € M e dado € > 0,
considerando A = By /(f(a),e) temos a € f~1(A). Como f~1(A) é aberto, existe > 0 tal

que

Ba(a,0) C f71(A) = f(Ba(a,0)) € A= Ba(f(a).e).

Logo,
x € By(a,0) =z € fH(A) = f(z) € A= By(f(a)e).

Portanto, f é continua em a.

Proposicao 2.8. Sejam X, Y e Z espacos topolégicos. A composta go f : X — Z de

duas aplicagoes continuas f: X — Y e g: Y — Z € continua.

Demonstragio: Como g é continua, para todo aberto B em Z, g~ }(B)={ycY;g(y) €
B} é aberto. Da continuidade de f, a imagem inversa de todo aberto é aberta, particu-

larmente, f~1 (g7 (B)) = (go f)~Y(B) é aberta. Portanto, go f é continua.

Corolario 2.5. Sejam M,My,..., M, espacos métricos. Uma aplicagao f: M — My X
co X My, com f(z) = (f1(x),...,.[n(z)) é continua no ponto a € M se, se somente se, cada

fi: M — M; € continua no ponto a.

Demonstragao: Seja p;: M x --- x M,, — M; a fun¢ao projecao, com p;(x) = z;, temos
que f; =pio f. Logo, se f é continua em a € M, entao f; também serd continua em a, pois
¢ a composta de fungoes continuas. Reciprocamente, suponha que f1,...,f, sao fungoes

continuas em a. Dado € > 0 qualquer, existem d1,...,0, tais que

d(z,a) < 6; = d(fi(x),f(a)) <€, i=1,...,n.

Utilizando a métrica do maximo, tome § = 121_12 {01,...,0n}, entdo
<i<n

d(f(x).f(a)) = max{d(fi(z).f(a)), i=1,....n} <e.

Portanto, f é continua em a.

Note que, pela proposicao 2.1, esta demonstracao vale para todas as métricas que sao

equivalentes a métrica do maximo, como a euclidiana e do taxista.

Proposicao 2.9. Dadas as topologias T e 7/ num espago topolégico X. Para que 7/ C 7

¢ necessdrio e suficiente que a aplicagdao identidade i : (X,7) — (X,7') seja continua.
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Demonstragdo: Suponha que 7/ C 7 e seja B um aberto em (X,7'). Como i~ }(B) =
B € 7' segue que i~ 1(B) € 7 para todo B C 7/, ou seja i é continua. Agora, na reciproca,
temos que 7 é continua, entdo i~1(B) é aberto em (X,7) para todo aberto B em (X,7').

Isto é, para todo B € 7/, fl(B) = B € 7. Portanto, 7/ C 7.

Proposicao 2.10. Sejam X e Y espagos topologicos. Para que uma aplicagio f: X —Y
seja continua, é necessdrio e suficiente que a imagem inversa f~Y(F) de todo conjunto

fechado F CY seja um subconjunto fechado em X.

Demonstragio: Seja f uma funcdo continua, temos que f~!(A) é aberto em X, para

todo aberto A em Y. Seja FF'= X — A, temos que F é fechado em Y. Entao,
A =X -F) =X - f1(F),

vide referéncia [4], ¢ um aberto em X. Logo f~!(F) ¢ fechado em X. Reciprocamente,
suponha que f~(F) é fechado em X, para todo F fechado em Y, tomando A = X — F

aberto em Y, obtemos
X—fMF) =X—f M (X -A)=X—(X—f1(4)=f""(4)
aberto em X, para todo aberto A em Y.
Portanto, f é continua.

Definicao 2.12. Um homeomorfismo h: X — Y, de um espaco topologico X sobre um
espaco topologico Y ¢é uma aplicagdo continua e biunivoca de X sobre Y, cuja inversa

h=1:Y — X também é continua.

Exemplo 2.5.1. A esfera menos o "polo norte”: S? —{(0,0,1)} é homeomorfa ao plano

R?, em que S* = {(z,y,2) € R*;a? +y* + 22 =1},

Demonstragio: A imagem a seguir ilustra a situacao, sendo (a,b,c) € S? —{(0,0,1)}.
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Figura 17 - Representacao geométrica da esfera S% —{(0,0,1)}.

Z

\

Fonte: o autor.

Mostraremos que a funcao

h:S%—{(0,0,1)} —R?
Ty
(zy,2)— <1—z’1—z>

¢ um homeomorfismo. Note que h é continua, pois suas fungoes coordenadas hy,hs :

52—{(0,0,1)} — R, com hy(z,y,2) = 7 e ha(z,y,2) = 7 sdo continuas, pois os pontos

de R? em que z =1 nao pertencem ao dominio, vide corolarlo 2.5.

Provaremos agora que existe a inversa h™! e que esta é continua. Considere a funcao

g:R?— S2—{(0,0,1)}

(5.4) s 2 2y 22 +y?—1
i w2yt Uy Ut y? 1)

Temos que:

g(h(z,y,2)) =

= il)

Y
— 2z 1—z

(=
(EREes s b s
( 2151—2 2y(1—2)  a?+y?—(1—2)?
(7
-(55

x2+y +(1—2)2"224+y2+(1—2)2 22 +y2+ (1 —2)? )

—2) 2y(1—2) +y —1+2z—2
x2 +y +z2+1—2z 24y? 42241 2z’x2+y2+z2+1—2z>
2x y(1—2) 22 —222

2— 2z ’ 2 22 1 2—2z )
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(2:5(1—,2) 2y(1—2) 22(1—,2))
2(1—2) 2(1—2) 2(1—2)

= (2,9,2).

Além disso, obtemos

2 2u 2?4y’ -1
h(g(x’y)):h<x2+y2+1’x2+y2+1’x2+y2+1>
2x 2y
e ! 2 +y2+1
= 22 —1". 2421
CaZ4y?+l 0 a4y 41
2z 2y
224241 224y 41
= 2 T 2
24y 41 2249241

= (z,y).

Logo, a funcdo g é a inversa de h, podendo ser denotada por h~'. Note que h~!
é continua, pois suas func¢oes coordenadas sdo funcoes continuas. Portanto, a esfera

S2—-{(0,0,1)} é homeomorfa ao plano R
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3 CONJUNTOS COMPACTOS

Definicao 3.1. Sejam X um espago topologico e S um subconjunto de X. Uma colegdo

C ={C\}xen formada por subconjuntos de X é uma cobertura de S quando S C U Ch,

AEA
ou seja, para cada s € S, existe um indice X € A tal que s € C'. Tome o conjunto Ay C A.

Dizemos que a subcolegio {Cy}rep, € uma subcobertura de S se S C U Ch.
Y
Uma cobertura é aberta se os subconjuntos que a compoe sao abertos. Analogamente,

uma cobertura é fechada se os subconjuntos sao fechados.

J4 a cardinalidade da cobertura depende do conjunto ao qual os indices pertencem.

Se A for finito, enumeravel ou nao enumeravel a cobertura também o sera.

Definicao 3.2. Seja K C X, sendo X é um espaco topologico. O conjunto K é compacto

se para toda cobertura C ={C\} ep por abertos de X, existir uma subcobertura finita, ou
n
seja, existem Ai,Aa,....\p € A, de tal forma que X C U Cy,-
i=1
Considerando um espago compacto, uma forma de analisar esta definicdo é tomar os
complementares de cada C). Dessa forma, {C)} cp é uma cobertura por abertos de X

se, e somente se, { F)\} ep, com F\ = X — (), forma uma familia de fechados em X, com
ﬂ h=0o.
AEA

Por consequéncia, para que X seja compacto é necessario e suficiente que para toda

familia { F)\ } xea de subconjuntos fechados em X, cuja intersegao ﬂ F\ =@, contém uma
AEA

n
subfamilia finita {F),,...,F),} com a intersecdo (| F\, = @.
i=1

Dizemos que uma familia possui a propriedade de intersecao finita quando toda familia
n

finita {F),,...,F),} possui a intersecao ﬂ F\, # 9. Logo, X é compacto se, e somente
i=1
se, toda familia que possui a propriedade de intersecao finita tem a interse¢ao ﬂ F\# 2.
AEA

Exemplo 3.0.1. Todo espago topologico X finito € compacto.

Deveras, como o espago ¢é finito, a cardinalidade dele é igual a algum n € N, isto é

X ={x1,x9,...,xn}. Logo, dada uma cobertura C = {C)} ea por abertos de X, basta
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n

tomar uma subcobertura tal que z1 € C1, 29 € Co,...,x,, € Cy, assim X C U C;. Portanto
i=1

X é compacto.

Exemplo 3.0.2. R ndo é compacto.

Com efeito, a cobertura C = {(—n,n);n € N}, esta ndo possui subcobertura finita, pois

para todo n natural, existe ny € N tal que ny > n.

Exemplo 3.0.3. Um espaco topoldgico X infinito e munido da topologia discreta nao é

compacto.

De certo, ja que todo subconjunto de X é aberto, vide exemplo 2.1.4, podemos tomar
a cobertura aberta C = {C)},ea, cujo Cy = {x}, para cada = € X, a qual ndo possui

subcobertura finita.

Proposicao 3.1. Sejam K e L subconjuntos compactos de um espago topolégico X, entao

K UL é compacto.

Demonstragao: Sejam K e L conjuntos compactos e {C)} cp uma cobertura aberta

de K'UL, temos que {C)} cp é uma cobertura de K e de L, da compacidade de ambos,
k l

existem subcoberturas finitas tais que K C U Cy,eLC U C;- Assim, temos que

1=1 7=1

k l
KULC (U C/\Z.) U (U C)\j),
=1 j=1

entdo K UL é compacto.

Proposicao 3.2. Num espagco compacto, todo subconjunto infinito possui um ponto de

acumulacao.

Demonstracao: Seja K um espago compacto e suponha por absurdo que existe um
subconjunto infinito X que nao possui ponto de acumulagao. Sendo infinito, X contém um
subconjunto enumeréavel F'={x1,...,Ty,...} que também nao possui ponto de acumulagao.
Segue da proposicdo 2.6 que F' = FUF', mas F' = @, entdo F = F implicando que
F é fechado em K. Assim, a familia {F},},cy de fechados, com F,, = {x,,xn41,...},

possui a propriedade de intersecao finita, de fato, para toda subfamilia {Fp,,... . F}y, }
k

com ny <ng < --- <ng, temos ﬂ Fy, = F,,. Entretanto, ﬂ F,, = @ por construcao, logo
=1 neN

K nao é compacto, contrariando a hipétese. Portanto, todo subconjunto infinito possui

um ponto de acumulacao.
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Proposicao 3.3. Todo subconjunto fechado F' de um espaco compacto X é compacto.

Demonstracgao: Seja F' C U C\ uma cobertura de F' por abertos C'y C X. Como X é
AEA
compacto e {C\} UA, com A= X —F, é uma cobertura por abertos para X, entao existe

n
uma subcobertura finita X C (U C Ai) UA. Ja que F nao esta contido em A, temos que
=1

n
FC U C),. Portanto, F' é compacto.
i=1
Proposicao 3.4. Seja X um espaco de Hausdorff. Todo subconjunto compacto K C X é

fechado em X.

Demonstracgao: Seja x € X — K, pela definicdo de Hausdorff, para cada y € K existem

abertos A, contendo = e B, contendo y, tais que A,N B, = . Assim, obtemos uma

n
cobertura aberta K C U By, a qual possui uma subcobertura finita K C U By,. Além
yeK i=1

n
disso, A= ﬂ Ay, ¢ um aberto contendo z, com ANK = &, ou seja, A C X — K, concluindo
i=1
assim que x € int(X — K). Portanto, X — K é aberto, isto é, K é fechado em X.
Proposicao 3.5. Seja (M,d) um espago métrico, K C M é compacto, entio K é limitado
e fechado.

Demonstragao: Seja K um subconjunto compacto do espago métrico (M,d). Para cada
x € K, seja Cyp = B(x,1). Assim, K C U C, é uma cobertura para K. Da compacidade

zeK
n

de K, existe uma subcobertura finita K C U Cy,;, com x1,...,x, € K. Dados y,z €
i=1
K, sabemos que y € Cy, e z € Cy;, para algum 4,j = 1,...,n. Dessa forma, seja k =

maxa<i<n{d(r1,2;)},temos que

d(y,Z) < d(y,ZL'l) +d($‘1,2’)
< (d(y,xi) +d(zizr)) + (d(z1,25) + d(25,2))
<(1+k)+(k+1)=2k+2

Portanto, K é limitado por 2k +2. Como todo espago métrico é um espaco de Haus-

dorff, pela proposicao 3.4, segue que K é fechado em (M,d)

Observacao 3. A reciproca da proposicio 3.5 nao € valida, como contra exemplo podemos
enunciar o espago métrico (R,dy), em que dy é a métrica zero-um, que, apesar de ser
fechado e limitado, nao é compacto, pois € um conjunto infinito e a métrica zero-um

induz uma topologia discreta, vide exemplos 1.4.2, 2.1.8 e 3.0.3.
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Proposicao 3.6. A imagem de um conjunto compacto por uma aplicagcdo continua € um

conjunto compacto.

Demonstracao: Sejam X e Y espacos topoldgicos e f: X — Y uma aplicagdo continua.

Dado um subconjunto compacto K C X, seja f(K) C U C\ uma cobertura por abertos
PYSIN
contida em Y. Da continuidade de f, os conjuntos f~!(C)) constituem uma cobertura
n

aberta do compacto K, entdao existe uma subcobertura finita K C U f_l(C \;)- Assim,
=1

n
pela definigdo de imagem inversa, f(K) C U C),. Portanto, f(K) é compacto.
=1

Corolario 3.1. Toda aplica¢io continua f: K — 'Y de um espaco compacto K num

espaco de HausdorffY € fechada, ou seja, a imagem de todo fechado em K € fechada em
Y.

Demonstragao: Deveras, tome F' um subconjunto fechado de K. Da proposicao 3.3
temos que F' é compacto. Pela proposi¢ao 3.6, f(K) CY é um conjunto compacto.

Finalmente, pela proposigao 3.4, f(K) é fechado.

Proposicao 3.7. Toda funcao real continua f: K — R, definida num espagco compacto

K, ¢ limitada e atinge os seus extremos. Isto €, existem pontos xg, x1 € K tais que

f(xo) =inf{f(z);z € K} e f(x1) =sup{f(z);z € K}.

Demonstrac¢ao: Da proposicao 3.6, temos que f(K) C R é um conjunto compacto nos
reais, logo é fechado e limitado, vide proposicdo 3.5. Da limitacdo temos que existe
inf(f(K)) e sup(f(K)). Além disso, como é fechado, entdao inf(f(K)),sup(f(K)) €
f(K) C f(K), vide corolario 2.4. Logo, existem g, x1 € K tais que f(xo) =inf(f(K)) e
F(1) = sup(£(K)).

Proposicao 3.8. Toda aplicacao f: K —'Y, continua e biunivoca, de um espaco com-

pacto K sobre um espaco de Hausdorff'Y € um homeomorfismo.

Demonstragao: Pelo corolario 3.1 sabemos que f(F') é um conjunto fechado para todo
fechado em F C K, logo pela proposicao 2.10, temos que f~' é continua. Portanto, f é

um homeomorfismo.
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4 CONJUNTOS CONEXOS

Definicao 4.1. Seja X um espago topologico. Dizemos que X é conexo quando os unicos
subconjuntos de X abertos e fechados simultaneamente sio @ e X.

No caso de um espago topologico nao ser conexo, ele é denominado desconexo.

Exemplo 4.0.1. Todo espago topologico munido da topologia discreta é desconexo.

De fato, todos os subconjuntos deste espago sao abertos, inclusive os complementares,

entao sao abertos e fechados, vide exemplo 2.1.4.

Exemplo 4.0.2. R—{0} ¢ desconezo.

Certamente, note que (—o0,0) e (0,00) sdo conjuntos abertos em R —{0}. Além disso,

(—00,0)¢ = (0,00), logo ambos sao abertos e fechados.

Proposicao 4.1. Para que um subconjunto ndo vazio e nao unitario I C R seja conexo

¢ necessario e suficiente que I seja um intervalo.

Demonstracao: Seja [ um intervalo da reta com extremos a e b. Suponha que [ seja
desconexo, logo existe um subconjunto S # @ e S # I tal que S é aberto e fechado. Como S
é aberto, dado ¢ € S temos que ¢ € int(.S), entdo podemos considerar o intervalo (r,s) C S,
de forma que ¢ € (r,s). Seja b =sup{t € I;(rit) C S} e ' =inf{t € I;(t,s) C S}. Assim
(@' V') C S. Mas S é fechado, logo a’,b € S’ C S. Além disso, S ¢é aberto, o que implica em
a' b € int(S), entao existem €,d > 0 tal que (' —4d,s) C S e (rt/ +¢€) C S, contrariando a
definicao de supremo e infimo. Portanto, I é conexo. Reciprocamente, seja I um conjunto
conexo da reta, suponha que I/ nao é um intervalo, entao existem a,b € [ e ¢ ¢ I de modo
que a < ¢ < b. Dessa forma, sejam G = (—oo,c)NI e H = (¢,00) N1 abertos em I, temos
que I — G = H. Portanto, G e H nao vazios e diferentes de I, pois a € G e b € H, sao

abertos e fechados, contrariando a hipétese, significando que I é um intervalo.

Note que a demonstracao ¢ valida para qualquer que seja o intervalo da reta, incluido

(—o00,+00) =R. Portanto, a reta é conexa.

Proposigao 4.2. Um espago topologico X € desconexo se, e somente se, existem A,B C X

abertos e ndao vazios tais que ANB=2 e AUB = X.
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Demonstracao: Como X é desconexo, entao existe A C X de forma que A é aberto e
fechado, isto é, A é aberto e A° também é aberto, além disso ANA =2 e AUA = X.
Portanto, existe A e B = A€, tais que ANB =9 e AUB = X. Na reciproca, temos
que A°= B é aberto e B¢ = A é aberto. Assim existem A,B # @ e A,B # M abertos e

fechados. Ou seja X é desconexo.

Proposicao 4.3. Seja X um espago topologico e S C X um conjunto conexo. Se

f: X —Y ¢ continua, entio f(S) é um conjunto conexo.

Demonstracao: Sumponha que f(S) nao seja conexo, entao existe A C f(.S) aberto e
fechado tal que A # @ e A # f(S). Da continuidade de f, f~1(A) é aberto. Mas A°
é aberto também, logo f~1(A¢) = (ffl(A))c é aberto. Assim, f~'(A) C S é aberto e

fechado, entao S nao seria conexo, contrariando a hipé6tese. Portanto, f(S) é conexo.

Corolario 4.1. Seja X um espago topologico e conexo. Se f: X — R é uma funcao

continua, entao f(X) é um intervalo.

De fato, da proposigao acima temos que f(X) C R é conexo, portanto é um intervalo.

Corolario 4.2. Seja f : [a,b] — R wma fung¢io continua no intervalo [a,b].  Se

fla) <c< f(b), entdo eziste x € [a,b] de modo que f(x)=c.

Certamente, como todo intervalo é conexo e f é continua, f([a,b]) é conexo e, portanto,

um intervalo. Isto ¢, existe = € [a,b] tal que f(z)=c.

Definicao 4.2. Um espaco topolégico X é dito conexo por caminhos quando, dados dois
pontos quaisquer a,b € X | existe uma aplicagao continua f:[0,1] — X, chamada caminho,

com f(0)=a e f(1) =0, sendo a e b extremidades do caminho.

Proposicao 4.4. Todo espago topologico conexo por caminhos é conexo.

Demonstracao: Seja X um espago topoldgico conexo por caminhos e suponha por
absurdo que X seja desconexo. Assim, existe A C X nao vazio, A e A® sdo abertos em X.
Tome a € A e b e A°, por hipdtese existe um caminho f : [a,b] — X continuo de modo
que f(0)=ae f(1)=b. Como f é continua, f~1(A) e f~1(A°) = [f~1(A)]° abertos em
[0,1]. Assim temos que 0 € f~1(A) e 1 € f~1(A°), logo f~1(A) C[0,1] é aberto e fechado,
com f~1(A)# @ e f1(A) #[0,1], o que é um absurdo pois [0,1] é conexo. Portanto, X

é conexo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, realizamos um estudo sobre espagos métricos e topoldgicos com o
objetivo de adquirir um conhecimento introdutério sobre topologia geral. Abordamos di-
versos temas importantes como a topologia dos espagos métricos, continuidade de fungoes,

convergéncia de sequéncias, espagos homeomorfos, espagos conexos e compactos.

Ademais, com o intuido de tornar os conceitos mais tangiveis ao entendimento e tam-
bém como forte de exemplos, apresentamos inicialmente um estudo sobre as propriedade
topoldgicas inerentes aos espacos métricos para, posteriormente, introduzir o conceito de
espacos topologicos. Vale destacar também que neste trabalho foram apresentados diver-
sos exemplos a cada defini¢do e resultado proposto, dando um carater pessoal e também

elucidando os conceitos apresentados.

Por fim, pode-se notar a importancia do estudo dos varios toépicos apresentados, nao
apenas para a construg¢ao de uma nocao basica sobre espagos métricos, mas também para
a compreensao da nocao mais geral de espagos topologicos, sendo este um tema amplo

que possui diversos resultados importantes para a area da Matemdatica Pura.
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