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RESUMO

Este trabalho apresenta uma introdu¢do aos principais critérios que caracterizam a metrizabi-
lidade de espagos topoldgicos, destacando a relevancia dos axiomas de separacdo e das bases
enumeraveis na andlise de quando uma topologia pode ser induzida por uma métrica. Apre-
sentamos resultados cldssicos de metrizabilidade, exemplos e aplicagdes. Ao final, discutimos

condi¢des suficientes para a metrizabilidade de espacos mais gerais.

Palavras-chave: Topologia geral; Bases; Espacos metrizaveis; Metrizabilidade.



ABSTRACT

This work presents an introduction to the main criteria that characterize the metrizability of
topological spaces, highlighting the relevance of separation axioms and countable bases in de-
termining when a topology can be induced by a metric. Classical results, examples and applica-

tions are presented, as well as sufficient conditions for the metrizability of more general spaces.

Keywords: Topology; Bases; Metrizable spaces; Metrizability.
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distancia entre os pontos x € y.

espaco euclidiano real de dimensdo n > 0.

funcdo maximo.
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espaco topoldgico X, com topologia 7.
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interior do conjunto A.

complementar do conjunto B em rela¢io ao conjunto A.
espaco topoldgico X equipado com a topologia 7.
axiomas de separacao.

sequéncia de temo geral z,,.

convergéncia da sequéncia (x,,),en para o ponto .

espaco das fungdes de X em Y.
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1 INTRODUCAO

O estudo dos espagos topoldgicos e, em particular, das condi¢des que garantem a sua
metrizabilidade, ocupa lugar central na Topologia Geral. Como coloca (STEEN; SEEBACH;
STEEN, 1978) em seu prologo, a busca por condi¢cOes necessdrias e suficientes para a
metrizabilidade de espacos topoldgicos € um dos problemas mais antigos e produtivos da
topologia.

A nocdo de espaco métrico X, concebida a partir da defini¢do de uma distancia ou

métrica (em X)), que trata-de de uma fungao
d: X x X —R,

satisfazendo condicdes bastante razodveis (identidade, simetria e desigualdade triangular),
possui forte apelo intuitivo e permite, dentre muitas questdes tedricas, aplicar técnicas analiticas
na investigacdo de propriedades topoldgicas. No entanto, desde as primeiras investigacoes é
sabido que nem toda topologia € induzido por uma métrica. Nessa dire¢do podemos mencionar
os exemplos cldssicos de espacgos de funcdes que surgem naturalmente em contextos explorados
pela andlise funcional.

De forma geral, dada a sua relevancia, diversas conclusdes foram sendo obtidas ao
longo dos anos, como os teoremas cldssicos de metrizacdo Urysohn (1925) e Nagata—Smirnov
(1951), que desempenham papel fundamental na teoria. Tais resultados estabelecem condi¢des
necessdrias e suficientes para que um espago topolégico (X, 7) seja metrizdvel, envolvendo
propriedades como regularidade, normalidade, existéncia de bases numeraveis e 0s axiomas
de separacdo (14, T», T;, etc.). E, além de fornecer caracterizacdes abstratas, teoremas de
metrizabilidade também produzem ferramentas concretas.

O presente trabalho tem como objetivo apresentar alguns desses critérios cldssicos de
metrizabilidade, com énfase em caracterizagdes baseadas justamente nos axiomas de separacao
e de enumerabilidade. Ao final, damos um destaque para o enunciado e demonstracdo do
Teorema de Metrizacdo de Urysohn, que estabelece condi¢des topoldgicas naturais sob as
quais um espaco ¢ garantidamente metrizavel, oferecendo assim uma caracterizacdo robusta

e amplamente utilizada na teoria moderna.



2 ESPACOS METRICOS

Nesse capitulo definimos o conceito de métrica em um conjunto, bem como a no¢ado de
espaco métrico juntamente com alguns exemplos. Além disso investigamos algumas propriedades
essenciais que utilizamos nos capitulos seguintes. Para esse fim utilizamos como referéncias

principais os textos (AURICHI, 2022) e (LIMA, 2009b).

2.1 DEFINICAO E EXEMPLOS INICIAIS

Definicao 2.1. Uma métrica em um conjunto X € uma funcdo d : X x X — R, que a cada par

(z,y) € X x X associa um niimero real d(x,y) € R, satisfazendo aos seguintes axiomas:

(i) d(z,y) =0comz =yed(z,y) > 0sex #y;
(i) d(z,y) = d(y, z);

(i) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

para quaisquer z,y,z € X. Chamamos de espaco métrico ao par (X, d) em que X é um

conjunto ndo-vazio e d € uma métrica em X.

Exemplo 2.1 (Métrica zero-um ou discreta). Qualquer conjunto ndo-vazio X pode ser equipado

com uma métrica: basta definird : X x X — R, por

0,sex=y
d(z,y) =
1,sex #y

Essa métrica é chamada de métrica zero-um ou métrica discreta.

Exemplo 2.2. A reta real € talvez o exemplo mais relevante de espago métrico, pois as
construgdes mais gerais surgem naturalmente como uma generalizacdo de sua métrica usual

definida pelo valor absoluto, ou seja,
d:RxR =R, dz,y) =z —1y|
E uma tarefa simples' verificar que o par (R, d) é de fato um espaco métrico.

Exemplo 2.3. Uma generalizacdo natural para o caso da reta real acima se dd por meio dos
espacos euclidianos R™’s. Para n = 1 obviamente R! = R, para n = 2 temos o plano

euclidiano, comumente equipado com a métrica

Na verdade apenas a desigualdade triangular ndo € imediata, e uma demonstracdo desse resultado pode ser
encontrada em (LIMA, 2010), p. 14.



d(<x1’ x2)7 (yl>y2)) = \/<$1 - yl)2 + (5172 - y2)2

E, de modo geral, para n um niimero inteiro positivo qualquer, R™ é o produto cartesiano de n
cOpias de R, isto é,

Rn:{(xl 7xn);$1a"' ,l’nER}7

equipado com a métrica

A2 5) = /o1 = T (@n = p)? =

parax = (z1, -+ , ),y = (Y1, ,yn) € R™ quaisquer.
Verificar que a fungdo d, acima definida, de fato satisfaz as condi¢des exigidas para uma
métrica é necessdrio. Com efeito, é evidente que d(z,x) = 0, que d(x,y) > 0se z # y e que

d(x,y) = d(y, z). Resta, portanto, verificar apenas a desigualdade triangular. Para isso, sejam

r=(r1,...,Tn), ¥y = (Y1, Yn) €2 = (21,..., 2,) em R". Devemos mostrar que
Z(% —2)* < Z(ﬂ% — Y+ Z(yz - z)*.
i=1 i=1 i=1

Nesse sentido, fazendo z; — y; = a; e y; — z; = b; parai = 1,..., n, observe que

e, elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado, vemos que isto equivale a mostrar

que

n n n n n

D@+ 30 2 Y abi < 3 o(@) + D (07 +2, | D (@) | D602,

=1 =1 1=1 =1 i=1

0 que por, sua vez, € equivalente a

Por fim, note que a validade da dltima desigualdade segue entdo como uma consequéncia

da desigualdade de Cauchy-Schwarz?.

2 Veja (LIMA, 2009a), p. 22, para a demonstragio completa.



Observacdo 2.1. Convém destacar que um espaco pode possuir mais de uma métrica. Por
exemplo, em R" além da métrica d definida no exemplo anterior podemos ainda considerar

as métricas da soma d’' e do méaximo d”, a saber

n

d'(z,y) = Z |z — yil

=1

d"(z,y) = max{|z; —yi|; i =1,--- ,n},
para quaisquer x = (z1, - ,Tn), Yy = (Y1, , Yn) € R™. Além disso, verifica-se a desigualdade
d'(z,y) < d(z,y) <d'(z,y) <n-d'(z,y).
Exemplo 2.4 (Métrica do supremo). Seja [a, b] um intervalo fechado da reta e considere
C([a,b]) ={f : [a,b] = R, f & continua}.
Definimos em C/([a, b]) uma métrica d da seguinte forma:

d(f,g) = sup |f(z)— g()|.

z€[a,b]

Verifiquemos que d é de fato uma métrica: é imediato que d(f,g) > 0e d(f,g) = 0 se,
e somente se, f = g. Além disso, como |f(z) — g(x)| = |g(z) — f(x)|, entdo d(f, g) = d(g, f).

Por fim, para todo x € [a, b], temos

|[f(2) = W) < [f(2) — g(2)] +[g(x) — h(z)].

Logo, tomando o supremo em ambos os lados, obtemos

d(f,h) <d(f,g)+d(g,h).

Essa métrica é conhecida como a métrica do supremo, e com isso o par (C([a,b]),d) é um
espaco métrico.

Intuitivamente, a distincia d( f, g) mede o maior desvio possivel entre os valores de f
e g no intervalo [a, b], ou seja, as fung¢des sdo “préximas” se seus valores sdo uniformemente

proximos.
2.2 ABERTOS E FECHADOS

Definicio 2.2. Sejam (X, d) um espago métrico, a € X e r > 0 um nimero real positivo.



(a) Chamamos bola aberta de centro em a e raio r ao conjunto B,.(a), dos pontos de X

cujas distancias até o ponto a € menor que r. Ou seja
B.(a) ={zx € X;d(z,a) < r}.

(b) Chamamos bola fechada de centro a e raio r ao conjunto B, [a], dos pontos de X que

estdo a uma distancia menor do que ou igual a r do ponto a. Ou seja

B.la] = {x € X;d(z,a) <r}.

Definicao 2.3. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que A C X € aberto se, para todo
x € A, existir um nimero real » > 0 tal que B,(z) C X. Dizemos que F' C X ¢ fechado se

X \ F é aberto.
Exemplo 2.5. Seja (X, d) espago métrico. Entdo X e () sdo abertos em X.
Proposicao 2.1. Sejam (X, d) um espagco métrico, v € X e r > 0. Entdo:

(a) B,.(x) é aberto;

(b) B,|x] é fechado.

Demonstragdo. (a) Sejay € B,.(z) e tome s = r — d(x,y) > 0. Vamos provar que B(y) C
B,.(z). De fato, seja z € B;(y). Temos:

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) < s+ d(z,y) =r —d(z,y) + d(z,y) = .

logo, z € B,(z). Portanto B,(y) C B,(x).

(b) Seja a ¢ B,[x]. Vamos mostrar que existe s > 0 tal que Bs(a) C X \ B,[z]. Como
a ¢ B,[z], temos d(x,a) > r. Considere s = d(x,a) —r > 0 e observe que Bs(a) N B,[z] = (),

isto é, que Bs(a) C X \ B,[z]. De fato, suponha que exista b € Bs(a) N B,[z]. Entdo
d(z,a) < d(z,b) +d(b,a) <r+s=d(z,a),
uma contradi¢do. 0

Proposicdo 2.2. Seja (X, d) um espaco métrico. Dados quaisquer dois pontos z,y € X,

existem abertos A e B disjuntos tais que x € A ey € B.

Demonstracdo. Se existisse algum ponto a € A,.(x) N By(y), terfamos d(x,a) < re d(y,a) <

s.Dai d(x,y) < d(z,a) + d(y,a) <r+ s < d(z,y) o que é um absurdo. O



Observacdo 2.2. Espacos que possuem a propriedade apresentada na Proposi¢do 2.2 sdo
chamados de Espacos de Hausdorff ou T, conforme a definicdo 3.12 mais geral para espagos
topoldgicos. O que provamos, portanto, € que todo espaco métrico ¢ Hausdorff. Em outras

palavras, satisfazer tal poprieadade é uma condi¢io necessdria para um espaco métrico.

Definicao 2.4. Seja X um espaco métrico. Um ponto @ € X chama-se ponto isolado de X
quando ele é uma bola aberta em X, ou seja, quando existe r > 0, tal que B,(a) = {a}. Isto
significa, evidentemente, que além do prérpio a, ndo existe outros pontos de X a uma distancia
de a inferior a r. Dizer que um ponto a de X ndo € isolado, significa afirmar que para todo

r > 0 pode se encontrar um ponto x € A tal que 0 < d(a, z) < r.

Definicao 2.5. Um espaco X chama-se discreto quando todo ponto de X € isolado. Por exemplo,
um espago com a métrica zero-um € discreto. Um subconjunto Y C X chama-se discreto
se quando o subespago Y (métrica induzida) é discreto. Isto significa que, para cada x € Y

acontece Y N B,.(x) = {x}.

Definicao 2.6. Um ponto a diz-se aderente a um subconjunto Y de um espaco métrico X
quando d(a,Y) = 0. Isto significa que existem pontos de Y arbitrariamente préximos de a, ou

seja, para cada € > 0, podemos encontrar = € Y tal que d(z,Y) < e.

Definicao 2.7. O fecho (ou aderéncia) de um conjunto Y num espaco métrico X € o conjunto
Y dos pontos de X que sio aderentes a Y. Portanto, escrever a € Y é o mesmo que afirmar que

o ponto a € aderente a Y em X.

Proposicido 2.3. Seja X um espaco métrico. Dado F C X, tem-se F = F se, e somente se,
X \ F é aberto. Em outras palavras: um conjunto é fechado se, e somente se, contém todos os

seus pontos aderentes.

Demonstracdo. E suficiente observar que F = F se, e somente se, 0s pontos que nio pertencem
a F' ndo sdo aderentes a F'. Isso, por sua vez, é equivalente a dizer que, para todo a € X \ F,
existe r > 0 tal que a bola aberta B,.(a) ndo contém pontos de F', ou seja, paratodoa € X \ F,

existe r > O tal que B,(a) C X \ FF < X \ F é aberto. N

Proposicao 2.4. Os subconjuntos abertos de um espaco métrico X qualquer possuem as seguintes

propriedades:

(i) o espaco todo X e o vazio () sdo subconjuntos abertos de X ;



(ii) se (Ax)xer for uma familia qualquer (finita ou infinita) de subconjuntos abertos de X,

a unido A = UkeL Ay € um subconjunto aberto de X ;

(iii) aintersecdo A, N ....N A, de uma familia finita de subconjuntos abertos Ay, ....A, em

X é ainda um subconjunto aberto de X.

Demonstracdo. Para (i), é claro que X é aberto; para mostar que () é aberto basta notar que um
subconjunto qualquer de X s6 deixa de ser aberto quando existe uma ponto tal que nenhuma
bola de centro nele esteja contido no conjunto. Como ndo existe tal ponto, o conjunto vazio nao
viola tal propriedade.

Com relagdo a (ii), dado x € A, existe um indice A\ € L tal que x € Ay,. Como A, é
aberto, existe uma bola B.(x) contida em A, logo B.(z) C A.

Por fim, Sejam = € A;()....[)| A,. Para cada i € {1,...,n} existe uma bola aberta
B, (x) contida em A;. Tomemos € = min{ey, ..., €, } de forma que ¢ > 0 e B.(x) C B(x;¢;) C
A; para cada i, ou seja, B.(x) C Ay N..... NA,.

]

Corolario 2.1. Os subconjuntos fechados de um espaco métrico X qualquer possuem as seguintes

propriedades:

(a) 0 e X sdo conjuntos fechados;
(b) a intersecdo arbitrdria de conjuntos fechados é fechada;

(c) a unido finita de conjuntos fechados é fechada.

Demonstracdo. Pela proposi¢do 2.4 , sabemos que () e X sdo abertos, que unides arbitrdrias de
abertos sdo abertas e que intersecoes finitas de abertos sdo abertas. Portanto o resultado segue
pelas propriedades dos complementares. Precisamente, para (a), como um conjunto é fechado
se, e somente se, o seu complementar é aberto, e como X \ ) = X e X \ X = () sdo abertos,
pela Proposi¢ao anterior, segue que ambos sao também fechados.
Para (b), Sejam { F} },c; uma familia arbitraria de conjuntos fechados. Entdo cada complemento

X \ F; é aberto. Pelas leis de De Morgan, temos

X\ [OF) =X\ F),

el i€l

e segue o resultado.
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Por fim, para (c), Sejam F1, ..., F,, uma familia finita de conjuntos fechados. Como os
complementares X \ F}, sdo abertos, pelas leis de De Morgan, temos
x\ (U] - e
k=1 k=1

e o reutado segue novamente pela proposicao anterior. [
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3 ESPACOS TOPOLOGICOS

Neste capitulo definimos o conceito de espaco topoldgico, apresentamos alguns
exemplos e também enunciamos os axiomas de separagdo e enumerabilidade, que sdo
ferramentas importantes para estabelecer os critérios de metrizacdo que estudamos ao longo
do texto. Ao fim do capitulo estabelecemos o conceito de espaco compacto. As principais

referéncias utilizadas foram (AURICHI, 2022), (LIMA, 2009a) e (MEZABARBA, 2025).

3.1 DEFINICAO E EXEMPLOS INICIAIS

Definicao 3.1. Seja X um conjunto. Uma fopologia em X € uma colecdo 7 de subconjuntos de

X que satisfazem aos seguintes axiomas:
(a) @ e X pertencem a T;
(b) 7 éfechado para interse¢des finitas, isto €, se A;,--- ; A, € 7,entdo A;N---NA, €.
(c) 7 é fechado para unides arbitrdrias, ou seja, se A = {A;; ¢ € [} é uma familia de
elementos de 7, entdo | A € 7.
Um espago topoldgico é um par (X, 7) em que X é um conjunto e 7 € uma topologia em X.
Nesse caso dizemos que os elementos de 7 sdo os abertos do espago topoldgico (X, 7).
Observagdo 3.1. Na maioria das vezes iremos indicar um espaco topolégico (X, 7) simplesmente

por X, quando estiver claro qual € a topologia 7 que estd sendo considerada.

Exemplo 3.1 (Topologia catética e topologia discreta). Todo conjunto pode ser equipado com

ao menos duas topologias. De fato, se X € um conjunto qualquer, podemos sempre considerar
T={0,X}er ={{z}; z € X},

que sdo chamadas respectivamente de topologia cadtica e topologia discreta em X. E um
exercicio simples a verificacdo de que tais familias constituem, de fato, topologias em X,

segundo a Definicdo 3.1.
Exemplo 3.2. Seja X um conjunto ndo vazio. A topologia cofinita em X € a familia
Teot ={U C X : U =0 ou X \U é finito }.

Isto €, os abertos sdo exatamente o conjunto vazio e todos os subconjuntos de X cujo complementar

¢ finito.
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Exemplo 3.3. Todo espaco métrico (X, d) é um espago topoldgico, gracas a Proposicdo 2.4.

Nesse caso indicamos a topologia pelo simbolo 7;. De forma geral, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.2. Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Dizemos que X é metrizdvel quando existe

uma métrica d em X tal que 7 = 7.

Observacdo 3.2. Naturalmente a definicdo acima suscita a seguinte pergunta: fodo espaco
topoldgico é métrico? Em outras palavras, dado (X, 7) um espaco topolégico, é sempre possivel
encontrar uma métrica d : X x X — R tal que 7 = 74? O préximo exemplo, apesar de simples,

responde a essa questdo.

Exemplo 3.4 (Um espago niao metrizavel - Espago de Sierpinski). Conforme demonstramos
na Proposi¢do 2.2 assim como na Observacao 2.2, todo espaco métrico € Hausdorff, dessa
forma, se todo espago topoldgico fosse metrizavel, ele seria também Hausdorff. Entretanto,
considerando X = {0,1} com a topologia 7 = {0,{1},{0,1}}, observe que este ndo é
Hausdorff, portanto ndo deve existir nenhuma métrica d em X para a qual 7 = 7,. Este espaco
€ conhecido como espaco de Sierpirniski. Para apresentar um exemplo que aparente ser menos

artificial, precisaremos de alguns conceitos preliminares que faremos a seguir.

Definicdo 3.3. Seja X um espaco topoldgico e x € X. Chamamos de vizinhanga de x a

qualquer subconjunto V' C X talquex € Veexiste Ac Tcomz € Ae ACV.
Observagdo 3.3. Note que se x € V' e V' € aberto, entdo € claramente uma vizinhanca de x.

Definicdo 3.4. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que um subconjunto F° C X é

fechado se seu complementar X \ F' é aberto, ou seja, X \ F' € 7.
Definicao 3.5. Sejam X um espaco topolégicoe A C X.

(a) Chamamos de fecho de A ao subconjunto

emque F = {F C X ; F éfechadoe A C F}.

(b) Chamamos de interior de A ao subconjunto

int(4) = | JV

Vey

noqual V ={V C X; Véabertoe V C A}.
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Proposicio 3.1. Sejam X um espaco topolégico e A C X. Entdo A é um subconjunto fechado

enquanto o interior int(A) é um subconjunto aberto.

Demonstracdo. Mostremos que A é fechado. Pela definicdo, A é a intersecdo de todos os

conjuntos fechados que contém A. Ou seja,
A=({FCX:Féfechadoe A C F}.

Como uma intersegio arbitraria de conjuntos fechados é fechada, segue que A é fechado.

Uma demonstracdo alternativa: seja + € X \ A. Por definicdo de fecho, existe uma
vizinhanga aberta U de z tal que U N A = @. Assim U C X \ A, logo X \ A é aberto. Portanto
A é fechado.

Vamos verificar agora que int(A) é aberto. Pela definigdo, int(A) é a unido de todos os

conjuntos abertos contidos em A. Ou seja,
int(A) = | {U € X : U éabertoe U C A}.

Como uma unido arbitraria de conjuntos abertos é aberta, segue que int(A) é aberto.

Também se pode usar a relagdo com complementares: int(A) = X \ (X \ A). Como

(X \ A) é fechado, seu complementar é aberto, portanto int(A) é aberto. O

Definicao 3.6. Seja X um espago topolégicoe A C X. Um ponto x € X é chamado ponto

aderente de A se para todo aberto V' com = € A, a interse¢do V' N A é ndo-vazia.

Proposicio 3.2. Seja X um espaco topoldgico e A C X. Entdo A é precisamente o conjunto

dos pontos aderentes a A.

Demonstracdo. Chamemos de D o conjunto dos pontos aderentes a A. Vamos provar que o
A C D.Sejaxz € A. SejaV aberto tal que z € V e suponha V N A # (). Logo A € X \ V que
é fechado. Assim, pela definicio de A, segue que A C X \ V, contradi¢io com o fato de que
rc€AexrcV.

Mostraremos agora que D C A. Para isso, seja z € D e suponha que v ¢ A,logoxr € X \ A
que é aberto. Como = € D, temos que (X \ A) N A # () contradigdo, pois A C A. O
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3.2 BASES

Definicio 3.7. Seja (X, 7) um espaco topolégico. Dizemos que B C 7 é uma base para (X, 7)

se, para cada aberto ndo vazio A € 7, existe uma familia A C B tal que

A=|JB.

BeA

Proposicao 3.3. Uma familia B de subconjuntos de T é uma base de (X, T) se, e somente se,

para todo aberto ndo vazio A € T e para cada ponto x € A, existe B € B tal que v € B C A.

Demonstracdo. Suponha que B seja uma base e tome A € 7. Para cada x € A, existe B, € B

comz € B, C A. Assim,

A:UB%

z€EA

Reciprocamente, suponha que paratodo z € A € Texista B € Btalquexz € B C A.

Entao podemos escrever

A= B,

B'eB’

em que B’ C B. Portanto, B é uma base. O

Exemplo 3.5. Seja X um conjunto qualquer. A colecdo formada por todos os subconjuntos

unitdrios de X € uma base para a topologia discreta em X.

Definicao 3.8. Seja X um espaco topoldgico. Uma familia B de subconjuntos de X é chamada

de sub-base para X se o conjunto das intersecdes finitas de elementos de B,
{BiN---NB,; By,...,B, € B, ne N},
constitui uma base para a topologia em X.

Definicdo 3.9. Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja z € X. Dizemos que uma familia

B, = {B,}nen de vizinhangas de = é uma base local enumerdvel em x se:

1. Cada B,, é uma vizinhanga de z, isto é, = € int(B,);
2. Para toda vizinhanga V' de z, existe n € N tal que B, C V.
Em outras palavras, uma base local enumerdvel em = € um sistema fundamental de

vizinhangas de v formado por uma sequéncia de vizinhancas que aproximam qualquer outra

vizinhanca de z.
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3.3 AXIOMAS DE SEPARACAO

Definicao 3.10. Dizemos que um espago topoldgico X € T se, para quaisquer x,y € X
distintos, existir um aberto que contenha somente um dos pontos. Isto é, x € Aey & A

ouxr ¢ Aey € A.

Exemplo 3.6. Todo espaco com pelo menos dois pontos equipado com a topologia cadtica ndo

¢ T, enquanto todo espaco (com pelo menos dois pontos distintos) discreto o €.

Proposicao 3.4. Um espaco topologico X ¢é Ty se, e somente se, para quaisquer t,y € X

distintos e para quaisquer bases locais B, e B,, para x e y respectivamente, tem-se B, # B,,.

Demonstragdo. Suponha que (X, 7) é Ty. Tomemos z,y € X pontos distintos e 5., B, bases
locais arbitrdrias para x e y respectivamente. Por X ser Ty, existe um aberto A tal que z € A
ey ¢ A,ouxr ¢ Aey € A. Sem perda de generalidade, suponha o primeiro caso. Por B, ser
base, existe B € B, talque v € B C A. Como y ¢ A, segue que y ¢ B e, portanto, B ¢ 3,
mostrando que B, # B,

Reciprocamente, suponha que para quaisquer x,y € X distintos, toda base local de x

seja distinta de qualquer base local de y. Em particular,
B,={Aer;xecA} e B,={Aer;yc A}

sdo bases locais de z e y respectivamente. Logo, B, # B, pela hipdtese. Assim, existe B € B,

tal que B ¢ B, ou existe B € B, tal que B ¢ B,. O

Definicao 3.11. Dizemos que um espago topoldgico X € 77 quando para quaisquer x,y € X

distintos, existir um aberto A C X talquex € Aey ¢ A.

Observacdo 3.4. Obviamente ser 77 implica em ser 7y,

2

Proposicao 3.5. Um espaco topolégico X é Ty se, e somente se, para todo v € X, {x} é

fechado.

Demonstragdo. Seja X um espaco topoldgico sendo 7. Sejam z, y distintos pertencentes a X,
entior € Aey ¢ A,ese X é Ty logo AN{z} = logoy ¢ {T}. Sabemos que o tinico ponto
que pertence ao fecho de = é o proprio x. Perceba que {z} é fechado para qualquer x € X, logo

X\ {z}éaberto,y € X \ {z}ey ¢ {z} O
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Exemplo 3.7. Qualquer conjunto X equipado com a topologia cofinita € um exemplo de espaco

Ti.

Exemplo 3.8. Todo espago métrico é T (e por conseguinte 7). De fato, se (X, d) € um espago
métrico e z € X € um ponto qualquer, entdo dado y € X \ {z} temos B,(y) C X \ {z}, para

r =d(z,y) > 0, o que garante que o complementar de {z} é aberto em X.

Definicao 3.12. Dizemos que um espaco topolégico X é 15 ou de Hausdorff quando, para

quaisquer x,y € X distintos, existirem abertos disjuntos A, B C X taisquex € Aey € B.

Observacdo 3.5. A definicdo acima trata-se exatamente da generalizacdo da propriedade
homoénima para os espacos métricos, conforme a Proposi¢do 2.2. A grande diferenca é que
nem todos os espagos topoldgicos gozam dessa propriedade, conforme o exemplo 3.4. Além

disso, ser T, implica em ser 7, mas a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 3.9. Seja X um espaco topologico munido da topologia cofinita. Se X for infinito,
entdo serd 7 mas nao serd 7,. Com efeito, veja que se x e y sdo pontos distintos em X, entdo
para A e B abertos que contenham x e y, respectivamente, entdo naturalmente A = X \ F} e
B = X \ Fy, com Fj e F, finitos. Entdo AN B = X \ (F} U Fy), ndo satisfazendo, portanto a

condi¢do para ser 75.

Definicao 3.13. Dizemos que um espacgo topoldgico X € T3 quando para quaisquer © € X e
F C X fechado, com = ¢ F existem A, B C X abertos disjuntos tais que x € Ae F' C B. Se,

além disso, X for 7}, diremos que ele € um espago regular.

Exemplo 3.10. Todo espago métrico é regular. De fato, se (X, d) é um espago métricoe x € X

e I’ fechado com x ¢ F, basta tomar
1 1.
r= §d(x,F) = §1nf{d(x,y); yeF} >0
e definir os abertos A = B,.(x) e B= X \ B,[z].

Proposicao 3.6. Um espaco topologico X é T; se, e somente se, para todo x € X e para todo

aberto VC X aberto com x € V, existe um aberto A C X tal que x € A C AcCV.

Demonstracdo. Suponha X espago T5. Sejax € X eV € 7talque x € V. Note que X \ V
é fechado e x ¢ X \ V. Entdo existem A, B abertos disjuntos taisque x € Ae X \ V C B.
Assim A C X \ B que é fechado. Logo, AC X \ B € V.
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Reciprocamente, mostraremos que X € 75. Seja x € X e F' C X fechado, tais que
x ¢ F.Entdo X \ F' é aberto que contém z. Logo existe A abertotalquexr € A C A C X\ F.
Notequer € Ae FC X\ Ae AN(X\A)=0. O

Definicao 3.14. Dizemos que X é T} se, para quaisquer F, G C X fechados disjuntos, existirem
A, B abertos disjuntos, tais que F' C A, G C B. Se, além disso, X for 77, entdo X é chamado

espago normal.

Exemplo 3.11 (A reta de Sorgenfrey). No conjunto R dos niimeros reais considere a topologia
gerada a partir da base B = {[a,b); a < b}. Tal espago topolégico é conhecido pelo nome
de A reta de Sorgenfrey, e frequentemente indicada pelo simbolo Rg. Vamos mostrar que Rg é
normal.

Primeiramente note que é 7 : Sejam F', G fechados disjuntos. Para cada a € F' e cada

b € G, podemos escolher ponsotos z(a) e y(b) de forma que
[a,2(a)) NG =0 e [byb)NF =0
Note que isso € possivel pelo fato de os complementares de F' e GG seres abertos. Sejam

A=Jlaz@) e B=Jbyo)

acF beG

Note que ' C Ae G C B, e que A e B sio abertos. Vamos mostrar que AN B = ).

Suponha que ndo. Entdo existe ¢ € A N B. Para tanto, existem a € ' e b € G tais que

¢ € la,z(a)) N [b,y(b))-

Caso a < b: entdo x(a) < b, pois b ¢ [a,z(a)); logo [a, z(a)) N [b,y(b)) = 0, absurdo.
Se b < a, obtém-se uma contradicdo de maneira andloga. E claro que a = b ndo pode ocorrer

por estarmos supondo F NG = ().

Observacdo 3.6. Apesar da reta de Sorgenfrey ser normal, conforme vimos no exemplo anterior,
é possivel mostrar! que o produto Rg x Rg nio é normal. Em particular, produto de espacos

normais nao € necessariamente normal.

3.4 AXIOMAS DE ENUMERABILIDADE

Definicdo 3.15. Dizemos que um espaco topoldgico satisfaz o primeiro axioma de
enumerabilidade se, para todo x € X, existe um sistema fundamental de vizinhangas (bases

locais enumeraveis).
' Vide proposi¢do 4.2.3 em (AURICHI, 2022).
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Exemplo 3.12. Todo espaco métrico (X, d) satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.
Para isso basta notar que {B1(x) : n € Nyg} é um sistema fundamental de vizinhangas para

cadaz € X.

Definicao 3.16. Dizemos que X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade se admite uma

base enumeravel.

Exemplo 3.13. A reta real satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade, ja que {(a,b) : a,b €

Q} é uma base.

Definicio 3.17. Seja X um espaco topoldgico e sejam (x,,),en uma sequéncia de pontos de X.
Dizemos que (x,,),en converge para z € X se para toda vizinhanga V' de x, existe um ny € N

tal que para todo n > ng, z,, € V. Notacdo z,, — x.

Observacdo 3.7. Sabemos que o segundo axioma de enumerabilidaede implica no primeiro:
se B é uma base enumerdvel para a topologia de X, entdo o subconjunto de B formado por

aqueles elementos da base que contém o ponto = é uma base enumerdvel em z.

3.5 COMPACTOS

Definicao 3.18. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que uma familia A de subconjuntos
de X é uma cobertura (ou recobrimento) de X se

JAa=x

AecA

Quando todos os conjuntos de A sdo abertos em X, dizemos que A é uma cobertura aberta.

Definicio 3.19. Um espaco topolégico (X, 7) é dito compacto se, para toda cobertura aberta A

de X, existe uma subcobertura finita A" C A tal que
JAa=x
AeA’

Em outras palavras, € possivel cobrir X com um niimero finito de abertos da cobertura inicial.

Exemplo 3.14. Subconjuntos finitos constituem os primeiros exemplos de compactos, por
razdes Obvias. Também qualquer intervalo fechado [a,b] C R é compacto, com a topologia

usual da reta, o que embora nio seja um resultado imediato, assumiremos como verdadeiro?.

2 Para uma demonstrago, veja o exemplo 1 na p. 210 de (LIMA, 2009b)
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Proposicao 3.7. Sejam X um espaco compacto e F' C X um fechado. Entdo F' é compacto.

Demonstracdo. Considere .4 uma cobertura aberta de F'. Para cada A € A, seja A* um aberto
em X tal que A* N F = A. Defina A* = {A* : A € A}. Observe que A* U {X \ F'} constitui
uma cobertura aberta de X. Como X € compacto, essa cobertura admite uma subcobertura

finita. Logo, A também possui uma subcobertura finita, o que mostra que F' é compacto. [

Lema 3.1. Sejam X um espago de Hausdorff, v € X e K C X um compacto tal que x ¢ K.

Entéo existem abertos A e B tais que x € A, K C Be AN B = ().

Demonstragdo. Para caday € K, como X é de Hausdorff, existem abertos A, e B, tais que

reA,y€ B,eA,NB,=0.Como K é compacto, existem pontos v, . .., y, € K tais que

KgO@r
=1

Defina entao
A=(4, e B=|]JB,.
i=1 i=1

Os conjuntos A e B sdo abertos, com x € Ae K C B. Suponha, por contradi¢do, que AN B #
(). Entdo existe z € A N B e, portanto, z € B, para algum j. Mas como z € A C ij, temos

z € Ay, N B,,, oque é impossivel. Logo, AN B = . U
Proposicao 3.8. Sejam X um espaco de Hausdorff e F' C X um compacto. Entdo F' é fechado.

Demonstracdo. Seja x € X \ F. Pelo lema anterior, existem abertos A e B tais que x € A,

F C Be AN B = (. Isso mostraque = € X \ B, o qual é aberto, logo F' é fechado. U

Corolario 3.1. Seja X um espaco compacto e Hausdorff. Um subconjunto F' C X ¢ fechado

se, e somente se, F' for compacto.

Proposicao 3.9. Sejam X um espaco de Hausdorff e F,G C X compactos e disjuntos. Entdo
existem abertos Ae Btaisque F C A,G C Be ANB = (.

Demonstragdo. Como F' e GG sdo compactos e disjuntos, pelo Lema anterior, para cada x € F
ey € G existem abertos A, e B, taisque z € A,,y € B, e A,N B, = (). Como G é compacto,

existem pontos y1, vs, . . ., Yy, € G tais que



20

Definimos entéo
A=A, e B=|]JB,.
i=1 i=1
Os conjuntos A e B sdo abertos, ' C A,G C Be AN B = 0. O

Proposicao 3.10. Todo espaco compacto de Hausdorff é normal.

Demonstracdo. Sabemos que em espacos de Hausdorff, conjuntos compactos sao fechados.

Assim, aplicando o resultado anterior, obtemos a normalidade do espaco. L]
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4 FUNCOES CONTINUAS

Neste capitulo definimos o conceito de fung¢do continua, que trata-se de uma ferramenta
importante para investigar propriedades topoldgicas. Em especial, estabelecemos critérios de
continuidade a partir de sequéncias, condi¢Oes para a existéncia de extensdo (continua) de uma
funcdo e a definicdo de homeomorfismo, essenciais para o principal teorema que discutimos do
capitulo 5. Utilizamos como referéncias principais os textos (AURICHI, 2022), (MEZABARBA,
2025) e (LIMA, 2009a).

4.1 DEFINICAO E EXEMPLOS

Definicao 4.1. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Diz-se que uma funcdo f : X — Y &
continua em um ponto x € X se, para cada vizinhanga B de f(z) existe uma vizinhangca A de
x de forma que f(A) C B. De forma geral, diremos que f é continua se for continua em todo

ponto, ou seja, quando para qualquer B aberto em Y a pré-imagem f~'(A) é aberto em X.

Exemplo 4.1. Para qualquer espaco topoldgico X, a fun¢do identidade /(x) = =z, para todo
x € X, é obviamente continua. Também qualquer fungéo constante f : X — Y, f(z) = vo,
paratodo z € X ey € Y fixado, € continua, uma vez que Im(f) = {yo} e f~'(B) = X para

todo aberto B C Y com gy, € B.

Observacdo 4.1. Note que a definicdo de continuidade de uma funcdo estd intrinsecamente
associada as topologias dos espagos envolvidos. Além disso, se f : X — Y € uma funcgdo e se
a topologia de Y é dada por uma base B, entdo para verificar a continuidade de f € suficiente
mostrar que a imagem inversa de cada elemento bdsico € aberta: um conjunto aberto arbitrario

V de Y pode ser escrito como uma unido de elementos basicos

V:UBQ.

acyj
Assim,

Fr) = F(Ba)

acjg
de modo que f~1(V) é aberto sempre que cada conjunto f~1(B,) for aberto.
Analogamente, se a topologia sobre Y é dada por uma sub-base S, entdo para verificar
a continuidade de f é suficiente mostrar que a imagem inversa de cada elemento da sub-base

¢ aberto: se um elemento basico B de Y pode ser escrito como uma intersecdo finita B =
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Sy N---N S, de elementos da sub-base, deduz-se da equagao

FHB) =71 S) NN fH(Sh)
que a imagem inversa de cada elemento bdsico € aberto.

Exemplo 4.2. Considere uma fungdo real f : R — R. Nas disciplinas de calculo e analise,
tradicionalmente a continuidade de f € definida mediante o uso dos epsilons e deltas, o que
pode contribuir para a percep¢do erronea de que se trata de um conceito ndao geométrico. A fim
de verificar que tal defini¢do e a versao topoldgica que apresentamos aqui sdo equivalentes, seja

zo € R, e dado € > 0, o intervalo

V = (f(zo) — &, f(wo) +€)

é um conjunto aberto do espago de chegada R. Portanto, f~!(V') é um conjunto aberto no espago
de saida R.

Como f~(V') contém o ponto o, ele deve conter algum elemento bdsico (a, b) ao redor
de x(. Escolhemos § como sendo o menor dos dois niimeros xg — a € b — x.

Assim, se |z — x| < 0, entdo o ponto z deve pertencer a (a, b), de modo que f(z) € V,
ou seja,

[f (@) = f(mo)| <,

mostrando que, de fato, a definicdo topoldgica generaliza o conceito de continuidade vista nas

disciplinas introdutdrias.
Proposicao 4.1. A composicdo entre funcoes continuas é uma fungdo continua.

Demonstragcdo. Sejam f : X — Y eg : Y — Z funcdes continuas. Dado B C Z aberto,
a continuidade de ¢ implica em ¢g~!(B) ser aberto em Y. Da continuidade de f segue que

/(g7 (B)) é um aberto em X. Consequentemente,
A=f"(g7'(B)) = (g0 f)"(B)
€ um aberto, portanto a funcdo composta g o f € continua. [

Definicao 4.2. Dizemos que um sunconjunto A de um espaco topolégico X é denso (em X)
quando A = X. Equivalentemente, A é denso em X quando, para qualquer z € X e V

vizinhanca de , tem-se V N A # ().

Exemplo 4.3. Em R", o subconjunto Q" é denso.
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Proposicao 4.2. Sejam X e Y espacos topologicos e f : X — Y uma funcdo continua e

sobrejetora. Se D ¢ denso em X, entdo f(D) é denso em Y.

Demonstragdo. Se A C Y ndo vazio, entdo por f ser sobrejetora, f~1(A) # D e, sed € D, tal
que d € f71(A), ouseja, f(d) € A, entdo f(D) N A # (. O

4.2 CONTINUIDADE E SEQUENCIAS

Defini¢sio 4.3. Considere o conjunto N | J{oco} com a topologia gerada pelos conjuntos da forma
{n},n € Nou{oo} U A, em que N\ A ¢ finito. Chamamos esse esse espaco de espaco de

sequéncia convergente.

Proposicao 4.3. Seja X um espago topolégico e seja f : N| J{oc} — X uma fungdo. Entao, f
é continua se, e somente se, f(n) — f(o0) (i.e., a sequéncia (x,,)nen em que cada x, = f(n),

é convergente para v = f(0))

Demonstra¢do. Suponha que f é continua. Seja A aberto tal que f(co) € A. Como f é
continua, entdo f~!(A) é aberto. Logo N\ f~!(A) é finito, ou seja, existe ng € N tal que

paran > ng,n € f~(A). Logo, paran > ngy, f(n) € A. O

Proposicdo 4.4. Sejam X e Y espacos topoldgicos, [ - X — Y uma funcdo continua e () nen

uma sequéncia convergente para x € X. Entdo f(z,) — f(zx)

Demonstracdo. Seja ¢ : N J{occ} — X, com ¢)(n) = z e ¢p(o0) = z,. Note que ¢ é
continua pela proposicdo anterior. veja também que f o i) é continua, pela composi¢do de
funcdes continuas. Note que (f o ¢)(n) = f(x,) paran € Ne (f o)(oc0) = f(o0). Pela

proposicdo anterior aplicada a f o ¢ temos f(x,) — f(z). O

Proposicao 4.5. Sejam X e Y espacos topologicos, onde X possui bases locais enumerdveis.
Uma funcdo f : X — Y é continua se, e somente se, para toda sequéncia (x,,),eny em X tal

que T, — x, tem-se f(x,) — f(x).

Demonstragdo. Ja esta feito supondo f continua. Para a reciproca, sejam x € X e (B, )nen
base local para z. Seja A aberto em Y tal que f(z) € A. Mostremos que existe V" aberto tal que
r eV C frl(A).

Suponha, por contradi¢do, que ndo existe. Entdo, para todon € N, temos que (), <n Bk 7
f7'(A). Seja x,, € ,, B tal que f(z,) ¢ A. Agora, observe que z,, — . De fato, seja

V' > z aberto. Existe n € N tal que x € B,, C V. Portanto, para todo m > n, x,, € V.
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Note, também, que f(z,) /4 f(x). De fato, veja que f(z) € A, que é aberto e, para
todon € N, f(x,) ¢ A, o que é contradicio. O

43 EXTENSAO DE FUNCOES CONTINUAS

Definicao 4.4. Sejam X e Y espacos topolégicose A C X e f : A — Y uma funcdo continua.
Dizemos que uma fung¢do continua g : X — Y é uma extensdo de f quando f(a) = g(a) para

todo a € A.

Proposicao 4.6. Sejam X e Y espacos topologicos, com 'Y Hausdorff. Se D C X é denso e
fy9 : X — Y sdo fungdes continuas tais que f(x) = g(x) para todo x € D, entdo f = g.
Isto é, os valores de f em um subconjunto denso determinam, no mdximo, uma vunica fun¢do

continua.

Demonstra¢do. Admitamos, por contradi¢do, que f # ¢. Entdo, existe z € X com f(x) #
g(x). Como Y é Hausdorff, existem abertos disjuntos A e B com f(z) € Ae g(x) € B. Assim,
f~YA) e g~1(B) sdo abertos em X que contém z. Portanto, existe d € f~1(A) N g~'(B). Mas

como d € D, temos f(d) = g(d), o que é impossivel. O

Lema 4.1. Seja X um espago topoldgico e suponha que exista uma familia de fechados (F)scq

satisfazendo as condicoes

1. F, C Int(Fy) sempre que r < s;

2. U F, = X;
seQ

3. () F=0

s€Q
Entdo a fungdo ¢ : X — R, definida por o(x) = inf{r € Q : x € F,}, é continua.

Demonstragcdo. Primeiro, note que (¢ estd bem definida gracas as condi¢des (2) e (3). Para

verificar a continuidade, tomemos a,b € R com a < b e mostremos que

e M@ b)] = |J (Ins(F)\F),
(r,8)eQ
onde

Q={(r,s)eQ*:a<r<s<b}.

De fato:
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= Sex € ¢ !(a,b)], entdo a < p(x) < b. Assim, podemos escolher racionais r, s tais
que a <1 < @(xr) < s < b Como ¢(x) < s,temos x € F; C Int(Fy). Além disso,

©(x) > rimplica z ¢ F,. Portanto, z € Int(Fy) \ F,.

< Se x € Int(Fy) \ F, para algum (r,s) € @, entdo v € F; e x ¢ F,. Isso implica

r < (z) <s.Comoa<r<s<b, obtemos a < p(x) < b, logoz € o [(a,b)].

Assim, a igualdade esta verificada, e concluimos que ¢ ~![(a, b)] é aberto, jd que € unido

de abertos. Portanto, ¢ é continua. O]

Proposicao 4.7. Seja X um espaco topologico Ty, A C X um fechado e f : A — [0,1] uma

fungdo continua. Entdo existe uma extensdo p : X — [0,1] de f.
Demonstragdo. Fixer € Qe s € QN (0, 1). Definimos;
A ={zeA: f(x) <r}, Us=X\{zxeA: f(x)> s}

Note que, como f €é continua, A, é fechado em X (pois A, = f~!((—o0,r])). Além disso, U, é
aberto, e se r < s, entdo A, C Us.

Agora, considere (7, S, )nen Uma enumeragdo de
P={(rs)€Q*:0<r<s<1}.

No espaco [0, 1], cada intervalo (r, s) contém algum racional ¢ com r < ¢ < s. Assim,
temos também que A, C Us,.

Nosso objetivo é construir uma sequéncia (H, ),y de abertos em X tal que

(a) A, C H, C U, paratodon € N;

(b) H, C H,, sempre que (7, 5m) C (70, Sn).
Faremos essa construcdo por inducao. Pelo axioma 7}, podemos escolher H tal que
A,, C Hy C Hy C U,,.

Agora suponha que jd tenhamos definido H; para todo j < n, satisfazendo (a) e (b).

Vamos definir H,,. Considere os conjuntos de indices

J={j<n:(rjs;) C(r,sn)}, K={k<n:(r,,s,) C (e, sk)}-
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Pela hipétese de indugio, temos que H; C H,, para j € J, e também que H,, C H} para
k € K. Assim, novamente pelo axioma 7}, podemos escolher H,, aberto de forma que
ArnUUEcHnCEcUsnm ﬂ H,.
j€J kEK
Portanto, a construgdo da familia (H,),cn estd concluida. Para facilitar, reindexamos
essa familia de modo conveniente
Por fim, pela prépria construcio, obtemos as propriedades desejadas.

Note que, pela construgdo, temos
A, C Hy o C U, paratodo (r,s) € P,

e ainda

Hqo C Hyyp), sempreque (r,s) C (a,b).

Estamos prontos para definir a familia (F}),cg como no lema anterior. Para isso, dividimos

€m Casos:

e Se r < 0, definimos F, = &;

* Se0<r<lentio F, =\, Hps):

s>r

e Ser > 1, tomamos F, = X.

E imediato que cada F;. é fechado e UTGQ F, = X. Falta mostrar que, se r < t, entao
F, C Int(F}).

Esse fato € evidente nos casos em que 7 < Qou s > 1. Restao casoem que 0 < r <
t < 1, que € justamente a situacao principal.

Fixe t € Q tal que r < t < s. Note que

F. C H(ns) C H(t,u) C m H(m,) = Int(Ft).

v>t
Portanto, de fato F,. C Int(F}). Assim, temos a familia de fechados (F}.),cq satisfazendo
todas as condi¢des do lema.

Definimos entdo a fun¢do
F(z)=inf{r e Q:z € F,}.

Pelas propriedades anteriores, essa funcao € continua. Além disso, por defini¢io dos F;.,

temos 0 < F'(z) < 1 paratodox € X.



27

Resta verificar que F estende f. De fato, se z € A, entdo

re(A=4 <+ zec()|F=F.
s>r s>r

Logo, pela definicao de F', obtemos
F(z) = f(z), paratodoz € A.

Portanto, F' é uma extensdo continua de f ao espagco X.

]

Corolario 4.1. Um espaco topologico X é T, se, e somente se, para quaisquer fechados

disjuntos F' e G, existir uma fun¢do continua f : X — [0, 1] tal que f(F) = {0} e f(G) = {1}.

Demonstra¢do. Como a funcdo g : F UG — [0,1], definida por g(x) = O0se z € F e
g(x) = 1se x € G é continua, qualquer extensdo f de g, segundo a proposi¢do anterior,

satisfaz a condi¢c@o. Reciprocamente, note que

F7H0,1/2) e f7H(1/2,1]

sdo abertos. O]

44 HOMEOMORFISMO E MERGULHO

Definicao 4.5. Sejam X e Y espagos topoldgicos e f : X — Y uma func¢io continua. Dizemos
que f é um homeomorfismo quando é bijetora e sua inversa f ! : Y — X ¢ também continua.

Nesse caso, diremos que os espacos X e Y sdo homeomorfos e indicamos pelo simbolo X = Y.

Exemplo 4.4 (Projecio etereografica). Considere a esfera S™ C R™"! e fixe um ponto py € S™.
E possivel mostrar que S \ {po} é homeomorfo a R". Para isso, utilizando a decomposigo
R™ = R" x R e escrevemos um ponto (a,b) com a € R" e b € R, a esfera unitéria € entdo

descrita por

S™ = {(a,b) € R"™ - ||a|* + 6> = 1}.
Escolhemos py = (0, - - - , 1), o pdlo norte da esfera, o hiperplano
V =R" x {0} c R

¢ identificado com R” por meio da aplicagdo (homeomorfismo) f : S™ \ {po} — V definida

por: dado (a,b) € S™\ {po}, tracamos a reta passando por py e (a, b) e tomamos como f(a,b)
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o ponto de interse¢do dessa reta com V. Se p = (a, b), a reta que passa por pg e p é dada por
2(t) = po+t(p —po) = (0,1) +t(a,b = 1) = (ta, t(b—1) +1).

Para que z(t) € V, devemos ter t(b — 1) + 1 = 0, ou seja

1

t=—.
1—b

Substituindo em z(t), obtemos

fla,b) = (%b o) .

Observacdo 4.2. Em geral, mostrar que dois espacos topoldgicos sao homeomorfos é menos
custoso do que o contrdrio, ja que basta exibir uma fun¢do que cumpre essa tal condi¢do. Por
conta disso faz-se uso de ferramentas que detectam caracteristicas de espacos que eventualmente
podem ser homeomorfos, isto €, s@o invariantes por homeomorfismos. Essa é a motivacdao da

préxima definicdo.

Definicao 4.6. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que uma propriedade P de X € um
invariante topoldgico quando ela € preservada por homeomorfismos. Ou seja, se Y € um espaco

homeomorfo a X, entdo também satisfaz P.

Exemplo 4.5. Todos os axiomas de separacio e as propriedades de enumerabilidade apresentados

anteriormente sdo invariantes topol4gicos.
Proposicao 4.8. A metrizabilidade é um invariante topologico.

Demonstragcdo. Sejam (X, 7) e (Y, o) espagos topoldgicos e f : X — Y um homeomorfismo.
Suponha que X seja metrizdvel, isto é, existe uma métrica d em X tal que 7x = 7,4. Definimos

entdo a funcdo dy : Y X Y — R por

dy (y1,y2) = d(ffl(yl)a fﬁl(y2))

paray;,ys €Y.

Veja que dy é uma métrica em Y, pois dy (y1, y2) = 0 se, e somente se,

d(f~(y1), [ (y2)) = 0,

0 que ocorre se, e somente se, [ (y1) = f 1 (yz),ist0 €, y; = yo. A simetria segue imediatamente

da simetria de d, enquanto a desigualdade triangular € verificada da seguinte forma: para yy, y», y3 €
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Y, veja que
dy (yi,ys) = d(f~ (), f (y3))
< d(f Ty f TN w2)) + (T (2), £ (ws))
= dy(y1,2) + dy(y2,¥3)-
Por construcdo, a aplicacdo f é uma isometria! quando vista como uma aplicacdo entre os

espagos métricos (X, d) e (Y, dy ), pois para quaisquer x1, zo € X vale

dy (f(z1), f(x2)) = d(f~ o f(a1), f' o flaz)) = d(x1, 22).

Portanto, por construcdo, a topologia induzida por dy em Y € exatamente a topologia de Y, ou

seja, o = 04, €Y € metrizdvel. O

Observagdo 4.3. Seja f : X — Y uma funcdo continua. Se f € injetora, mas ndo necessariamente
sobrejetora, entdo a fun¢do f:X—>f (X) CY, que se trata apenas de f com o contra-dominio
restrito apenas a imagem de f, ¢ um homeomorfismo. Ou seja, sempre que f for uma aplica¢io

injetora, entdo é possivel identificar X com a sua imagem f(X)em Y.

Definicao 4.7. Sejam X e Y espaco topoldgicos. Dizemos que uma aplicagdo f : X — Y é

um mergulho (topolégico) quando X = f(X).

Exemplo 4.6. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e (Y, d) um espago métrico. Se existir um

mergulho f : X — Y entdo X é metrizdvel. Com efeito, basta verificar que

dx (w1, 22) = d(f(21), f(22)

define uma métrica em X, de forma que 7 = 74, .

4.5 TOPOLOGIA PRODUTO

Observagdo 4.4. Sejam (X, 1) e (Y, o) espagos topolégicos. O conjunto de todos os subconjuntos
daforma A x B,em que A € Te B € 0, é claramente uma topologia em X x Y, que é chamada
apropriadamente de ropologia produto. Observe que se 3 e By forem bases para (X, 7) e (Y, 0),
respectivamente, entao

B:{BIXBQ;BleBl,BQEBQ}

¢ uma base para a topologia produto em X x Y. Além disso, esta € a menor topologia em

X x Y que torna as projegdes 7x : X XY — X enmy : X x Y — Y continuas. Com efeito,

' Tsto é, f preserva as distancias.
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0s conjuntos em
{7'[V]; V abertoem X} U {my'[W]; W abertoem Y}
geram tal topologia em X x Y. Tal construcdo serve de motivagao para a seguinte generalizagao.

Definicio 4.8. Seja F = {f, : X — Y, }oca uma familia de fun¢des, na qual X é um conjunto
e cada (Y, 7,) é um espaco topoldgico. A topologia fraca induzida por F é a topologia em X
gerada pelos conjuntos

71V, acA Ve,

Observagdo 4.5. Por construcdo, cada f, como na definicdo anterior é continua relativamente

a topoloia fraca induzida pela familia .

Definicao 4.9. Seja {(X,, 7o) }aca uma familia de espagos topoldgicos. A topologia produto®

cm

H Xo ={(Za)aca; o € X, Va € A}.

acA

€ a topologia fraca na qual as projecoes

Te H X5 — X, 7Ta<(I5)B€A) = T,
BEA

sdo todas continuas, de forma que os conjuntos 7, }[U], com U aberto em X, constituem uma

sub-base para essa topologia.

Observagdo 4.6. Note que a topologia produto é gerada pelos conjuntos da forma [] sea Vs

onde

V, se 0 = «,
Vg =

X,Ba SBB#O[,

com V aberto em X,,. Assim, 7, '[V] = []5.4 Vs

Exemplo 4.7. Nem todo produto de abertos na topologia produto é aberto. Por exemplo,
A=]] (G 1+
neN

ndo é abertoem [ [ R.

2 Também chamada de topologia de Tychonoff.
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Proposicio 4.9. Se (F,)aca ¢ uma familia de conjuntos fechados em X, entdo [, Fu €

fechado em [ ], 4 Xa.

Demonstragdo. Seja x = (To)aca € [[nea Xa \ [Ioea Fao- Existe ag € A tal que zq, ¢ Fi,.

Como F,, € fechado, existe um aberto V' C X, com

Tay €V € VN F, =0

Defina
‘/7 S€ B = Qp,
Vg =
Xg, sef # .
Entio B = [[3., Vs € aberto, v € Be BN ][], Fa = 0. Portanto, o produto [, , Fao é
fechado. U

Proposicao 4.10. Se cada espaco topolologico X, o € A, é'T;, para 1 = 1,2,3, entdo o

produto [[,c, Xa €T;,i=1,2,3.

Demonstragdo. Veja a Proposicdo 4.1.7 em (AURICHI, 2022). 0

Observacdo 4.7. Ja sabemos pela Observagdo 3.6 que o produto de espagcos normais nao é,

necessariamente, normal.

Proposicao 4.11. Se cada espaco topologico X,,, o € A, satisfaz o primeiro (segundo) axioma

de enumerabilidade, entdo o produto [, , Xo também o satisfaz.
Demonstragdo. Veja a Proposicao 4.2.1 em (AURICHI, 2022). [

Teorema 4.1 (Tychonoff). Se { X, }oca é uma familia de espagos compactos, entdo o produto

[1,ca Xa € compacto.
Demonstragdo. Veja o Teorema 5.2.1 em (AURICHI, 2022). 0

Observagdo 4.8 (Métrica em produto de espagos métricos). Se (Xi,dy),-- -, (X, d,) sdo espagos

métricos, entdo ndo € dificil perceber que a fungao

dﬁ‘X}XﬁXZ%R,
=1 =1

dado por d((x1, -+ ,xn), (Y1, ,yn)) = di(x1,y1) + - - + dp(2p, yp) define uma métrica em

[T, Xi, que por razdes 6bvias é chamada de métrica produto.
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O “problema” reside em reproduzir tal constru¢cdo para um nimero infinito de espacos,
pois ndo se pode garantir, em geral, que a série

Z da(Zas Ya)

a€A

seja convergente, para uma familia qualquer de espagos métricos { X, dy faca-

Definicio 4.10. Seja { X, d, }aca uma familia de espacos métricos e suponha que, para cada
o € A, exista uma constante c,, > 0 tal que a série ) _ . , ¢, seja convergente € do(Zq, Ya) < Co

sejam quais forem z,, y, € M,. Entdo a métricaem M = [] M,,

d(fL‘, y) = Z da(xav ya)'

acA

a€cA

estd bem definida, e torna o par

(M =11 Ma,d)

acA
um espago métrico, chamado produto da familia {M,,d,}. A métrica d é chamada métrica

produto.

Observagdo 4.9. Se M = [],. 4 M., note que cada uma das projecoes p, : (M, d) = (M, d,)
€ continua. Assim, se A, € um subconjunto aberto de M, sua imagem inversa, p;l (An), é um

subconjunto aberto de M. Os conjuntos desse tipo sao chamados abertos bdsicos do produto.

Exemplo 4.8 (Espaco de Hilbert e cubo de Hilbert). Chamamos espaco de Hilbert ao espago
métrico H, constituido por todas as sequéncias (x,),cny em que a série Zf; x; converge,

equipado com a métrica

0o 1/2
d ((xn)nGNv (yn)neN) = (Z(% - y2>2> .

i=1
E possivel mostrar (veja a p. 64 de (STEEN; SEEBACH; STEEN, 1978)) que H ¢ homeomorfo
a RY, o produto enumerdvel de cépias de R.

Seja Z C H das sequéncias (x,)nen tais que 0 < z; < 1/j, para cada j € N. Este
espaco, equipado com a métrica induzida (subespaco), é chamado cubo de Hilbert, por ser

homeomorfo ao produto [0, 1]. Explicitamente, a fungio
g:T—[0,1]", g(z1,22,35---) = (21,225,373, -)

¢ um homeomoefismo, ou seja, g : Z = H.
Além disso, a métrica em Z coincide com a métrica produto e, como cada intervalo [0, 1]

€ compacto, segue pelo teorema 4.1 que Z € um espago métrico compacto.
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5 ESPACOS METRIZAVEIS

Neste capitulo trabalhamos resultados que caracterizam os espacos metrizaveis a partir
dos axiomas de separa¢ao e enumerabilidade, apresentados anteriormente. No final demonstramos
o teorema de metrizacdo de Urysohn, que afirma que todo espaco 75, normal e com base
enumeravel, pode ser mergulhado no cubo de Hilbert, e portanto herda a sua métrica. Adotamos
como referéncias principais os textos (AURICHI, 2022), (MUNKRES, 2000) e (MEZABARBA,
2025).

5.1 ALGUMAS OBSTRUCOES

Observagdo 5.1. Ja sabemos pela proposicao 2.2 que todo espaco metrizavel é 75. Este fato
constitui talvez a obstrucdo mais simples para verificar se um espago topoldgico € ou nao
metrizavel, e pudemos verificar sua aplicacdo conforme o exposto nos Exemplos 3.4 e 3.9.

A seguir faremos a constru¢do de um exemplo mais elaborado.

Exemplo 5.1 (Convergéncia em quase todo ponto). Seja R® o conjunto de todas as fungdes

reais f : R — R. Definimos uma topologia em R¥ tomando como base os conjuntos da forma
U(f; F L }oer) = { g € R¥; g(a) € I, paratodow € F},

onde f € R® ¢ uma fun¢iio dada, I/ C R é um conjunto finito e, para cada z € I, o conjunto
I, C R é um intervalo aberto.

Dessa forma, uma vizinhanga basica de uma fun¢ao f : R — R controla o valor da
fun¢do apenas em um conjunto finito de pontos. Fora de /', nenhuma restricdo € imposta. Nesta
topologia, dizemos que uma sequéncia (g,) converge para f se, para cada n, g,(z) = f(x)
para todos os valores de x fora de um conjunto finito (dependente de n). E uma nocdo de
convergéncia extremamente fraca, no sentido de que ndo exige controle uniforme nem controle
pontual global.

Vejamos que tal topologia ndo é Hausforff: Considere duas fungdes distintas f,g € Y

tais que elas diferem apenas em um conjunto finito

K={zeR; f(z) #g(x)}

e vejamos que f e g ndo podem ser separadas por vizinhangas abertas distintas.
Seja U(f; F,{I,}) uma vizinhanca bésica de f. Como [ ¢ finito, basta escolher I’

grande o bastante para conter o conjunto finito K onde f e g diferem. Nessa situacio, teremos
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g € U(f; F,{I,}) sempre que cada intervalo [, contém f(x). E de modo semelhante, toda
vizinhanga de g contém f.

Explicitamente, considere as fungdes f = 0 identicamente nulae g(z) = 1sex =0e
g(x) = 0 para todo = # 0. Observe que elas diferem apenas no ponto 0. Assim, se 0 ¢ F,
entdo toda vizinhanga bdsica U(f; F,{I,}) de f contém g. Se 0 € F, basta tomar I, um
intervalo aberto contendo 0 para que novamente g pertenca a vizinhanga. Portanto ndo ha

abertos disjuntos que separem f de g.
Proposicao 5.1. Todo espaco metrizdvel é normal.

Demonstracdo. Seja (X, 7;) um espago topolégico metrizdvel, com métrica d, e sejam A e
B subconjuntos fechados disjuntos de X. Para cada a € A, escolhemos ¢, > 0 de tal modo
que B, (a) N B = () e, similarmente, para cada b € B, escolhemos ¢, > 0 de tal modo que
B, (b) N A = (). Definindo

U=|]JBlaze/2) e V=JBb=/2).

a€A beB

temos U e V' conjuntos abertos que contém A e B, respectivamente, e disjuntos. De fato, se
existisse z € U NV, entdo

z € B(a,e,/2) N B(b,&p/2)

para algum a € A e algum b € B. Pela desigualdade triangular, temos

€a Tt Ep

d(a,b
(a,) < =

Mas se ¢, < &y, entdo d(a,b) < &,, de modo que a bola B., (b) conteria o ponto a. Se €, < &g,
entdo d(a,b) < &,, de modo que o ponto b estaria na bola B, (a). Como nenhuma dessas

situagdes € possivel, segue o resultado. [

Observacdo 5.2. Até agora, gracas aos resultados dos Exemplos 3.8, 3.10 e Proposicdes 2.2 e
5.1 temos que todo espaco metrizdvel € ,Tq,T1,T5,T5 e Ty. Em simbolos, podemos sintetizar
essa infirmagdo por

Metrizavel — T;, 1 = 0,1, 2,3, 4.

Observacdo 5.3. Enquanto o exemplo 3.12 estabelece que todo espaco metrizdvel deve satisfazer
o primero axioma de enumerabilidade, o mesmo nao ocorre com o segundo axioma de
enumerabilidade. De fato, se tomarmos a reta real com a métrica discreta veremos que este
ndo satisfaz ao segundo axioma de enumerabilidade, ja que a base {{z}; + € R} é obviamente

nio-enumeravel.



35

5.2  MERGULHO DE URYSOHN

Proposicao 5.2. (Urysohn) Todo espago de Hausdorff normal X, com base unumerdvel, é

homeomorfo a um subespaco do cubo de Hilbert' T. Consequentemente, X é metrizdvel.

Demonstragdo. A estratégia da demosntracdo consiste em construir uma forma de mergulhar
X no cubo de Hilbert, no sentido do exemplo 4.6, razdo pela qual o resultado € conhecido
na literatura como Teorema do mergulho de Urysohn ou mesmo Teorema de metrizacdo de
Urysohn. O resultado seguird do fato de que o cubo de Hilbert € metrizével, conforme o exposto
no exemplo 4.8.

Para isso, seja B = (B,,) uma base enumeréavel de X. Diremos que um par ordenado
P = (B,,, B,,) é admissivel quando B,, C B, Evidentemente, o conjunto dos pares admissiveis

€ enumeravel. Escolhamos, de uma vez por todas, uma enumeragao
(P, Ps,..., P, ...)

dos pares admissiveis. Para cada par admissivel P, = (B,,, B, ), podemos escolher uma fungio
continua f; : X — C pondo, paratodo f;(B,,) = 1e f;(X—B,) = 0. Definimos uma aplica¢do
f: X —=C,por
fl@) = (fi(2)/2, fi(x)/22,...).

segue que f € continua. Mostraremos que f é injetora.

Como X é de Hausdorff, dados = # y, existe : em B tal que = € B,,, y ¢ B,,. Assim,
pelo Coroldrio 4.1, existe uma fungdo f; tal que f;(z) = 1 e fi(y) = 0. Logo, f(x) # f(y).

Finalmente, para provar que f € um homeomorfismo de X sobre f(X), resta mostrar que
f transforma abertos de X em abertos de f(X). E suficiente considerar um aberto da forma B;,.
Dado By, seja J C N o conjunto dos indices 7 tais que existe um par admissivel P, = (B,,, B,,)

cujo segundo elemento é 5. Note que, quando ¢ € J, o conjunto
Ai={yeC; yi >0}

é aberto em C, pois f;(X \ By) = 0. Logo, A = |J,., A; também € aberto em C'. Afirmamos
que

f(Br) = AN f(X),
o que garantird que f(Bj) é aberto em f(X). Ora, em primeiro lugar, se © € By, entdo, pelo

lema, existe ¢ € N tal que x € B,, C B, = By. Assim, P, = (B,,, B,,) é um par admissivel,

' Veja o Exemplo 4.8.
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com f;(x) = 1. Segue-se que f(z) € A; C A, donde f(z) € AN f(X). Isto mostra que

f(Br) C AN f(X).

Reciprocamente, se f(xz) € AN f(X) entdo existe i € J tal que f;(z) > 0 e assim
x € By. Portanto, AN f(X) C f(By). O

Definicao 5.1. Chamamos variedade topoldgica de dimensdo n a qualquer espago topoldgico
X de Hausdorff que satisfaga o segundo axioma de enumerabilidade e que, além disso, para
cada ponto z € X, existam U, C X um aberto contendo z € um homeomorfismo ¢ : U, —
w(U;) € R™ Tais espagos sdo bastante relevantes e constituem uma importante classe de
espacos topoldgicos, podendo ser percebidos como uma generaliza¢io dos espacos euclidianos.

Por essa razdo podemos nos referir a eles como espagos localmente euclidianos.

Observacdo 5.4. Nao ¢ dificil perceber que toda variedade topoldgica é localmente compacta,
ou seja, todo ponto possui uma vizinhanca compacta. Basta, para isso, perceber que como ¢ :
U, — ¢(U,) é um homeomorfismo, entdo escolhemos uma bola aberta B,.(p(x)) C ¢(U,) de

modo que
Ve = ¢ (Br[o(@)])
serd um compacto em X, pela continuidade de p, com x € int V, ou seja, uma vizinhanca de

rem X.
Proposicao 5.3. Todo espagco de Hausdorff localmente compacto é regular.

Demonstragdo. Seja X um espago de Hausdorff localmente compacto. Para x € X e F' fechado
com z ¢ F, tome K um compacto em X tal que x € int K. Como X é Hausdorff, para cada
y € F'N K podemos escolher abertos disjuntos U, e V, taisque z € U, ey € V,.

Observando que F' N K é compacto (fechado em um compacto Hausdorff), e que os
conjuntos V,, N (F' N K) formam uma cobertura aberta de /"N K, entdo existe uma subcobertura
finita, digamos {V,,,--- , V. }.

Sejam

VzOKeU:ﬁ%ﬂ
=1 =1

com FNK CV,zeUy,paracaday € FNK,ex € U. Além disso, como U, NV, = (), entdo
também U e V' sdo disjuntos.
Agora, considerando os conjuntos UNint K e VU(XNK), observe que eles sdo abertos

(pois s@o unido de abertos). Além disso,comox € Uex € int K,entdox € U N K.
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Por fim, observe que, como F' C V U (X \ K), temosint K C K, X \ K C X \ int K
e portanto int K N (X \ K) = (). Com isso temos

UNK)N(VU(XNK)) =0,
que sdo os conjuntos disjuntos que separam x € F' como queriamos. 0
Corolario 5.1. Toda variedade topologica é metrizdvel

Demonstracdo. Segue imediatamente da proposicdo anterior juntamente com o teorema de

Urysohn. 0

Corolario 5.2. Para que um espaco compacto de Hausdorff X seja metrizdvel, é necessdrio e

suficiente que X tenha base enumerdvel.

Demonstragdo. Com efeito, se X possui uma base enumeravel, entdo X € metrizdvel porque
todo espaco compacto de Hausdorff € normal, gracas a Proposi¢ao 3.10. Reciprocamente, basta

notar que todo espaco métrico compacto possui uma base enumeravel. [

Exemplo 5.2. Enquanto o espaco [0, 1]" é de fato metrizdvel (vide Exemplo 4.8), o Corolario
anterior nos permite concluir que qualquer espago [0, 1]*, para A um conjunto ndo-enumeravel,
nao € metrizdvel (considerando a topologia produto), por ndo possuir base enumeravel. De
fato, basta ver que os abertos em [0, 1]* sdo necessariamente gerados por conjuntos conforme a
Observagio 4.6. Mais geralmente, podemos estabelecer que [0, 1] é metrizdvel se, e somente

se, A é enumeravel.
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6 CONCLUSAO

O estudo desenvolvido ao longo deste trabalho teve como propdsito investigar critérios
classicos de metrizabilidade, com énfase nos axiomas de separacdo e de enumerabilidade,
culminando na apresenta¢do e demonstracdo do Teorema de Metrizacao de Urysohn. Ao longo
do texto foi possivel observar que, embora a defini¢do de métrica seja por vezes independente, a
priori a topologia, existem condi¢cdes puramente topoldgicas (separacao e enumerabilidade) que
sao suficientes para caracterizar quando uma topologia admite uma métrica compativel. Nesse
sentido, o Teorema de Urysohn, apresentado originalmente por P. Urysohn em 1925, constitui
uma dos resultados fundamentais da Teoria.

Entretanto, apesar de seu papel central, o Teorema de Urysohn representa apenas uma
parte de um panorama muito mais amplo. Muitos outros resultados profundos foram
desenvolvidos ao longo do século XX, como os Teoremas de Metrizacdo de Nagata—Smirnov,
que estabelecem condi¢des equivalentes de metrizabilidade baseadas em nogdes de bases
o-discretas e redes locais estruturadas (veja, por exemplo, o Capitulo 4 de (ENGELKING,
1989)) que refinaram significativamente nossa compreensao da metrizabilidade, proporcionando
critérios mais flexiveis e aplicdveis a contextos mais gerais.

Assim, observamos também que, embora seja bem desenvolvida, ainda permanecem
diversas questdes abertas e linhas de pesquisa ativas envolvendo conceitos de metrizabilidade
e suas generalizacdes (problemas envolvendo espacos submetrizdveis, paracompactos, espagos
de funcdes ou produtos infinitos em geral), com publica¢des recentes em muitos periddicos
internacionais.

Dessa forma, concluimos destacando que a metrizabilidade, longe de ser um assunto
esgotado, permanece um campo fértil para estudo e pesquisa. Assim, embora este trabalho
tenha se limitado a apresentar resultados cldssicos e essenciais, o tema ainda oferece intimeras
oportunidades para aprofundamento, seja por meio da investigacdo de teoremas mais gerais,
seja pela exploracdo de novas estruturas topoldgicas cujas propriedades métricas ainda nio sdo

plenamente compreendidas.
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