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1 Introduction

Equacoes Diferenciais em SLIT-Cs

Nos SLIT-Cs, o comportamento do sistema pode ser descrito por equacoes diferenciais lineares com
coeficientes constantes. Essas equagoes relacionam a entrada do sistema z(t) com a saida y(t) e
suas respectivas derivadas.

Forma Geral da Equacao Diferencial

A forma geral de uma equagao diferencial que descreve um SLIT-C é:

d"y(t) d"ty(t) dy(t) d™mx(t) dm™la(t) dx(t)
=g Hn1 g T =g a0y (t) = b =g b~ g b (t)
(1)
onde:

e y(t) é a saida do sistema.

e x(t) é a entrada do sistema.

® a,, a,_1, ..., ag sa0 os coeficientes da saida.

® by, b1, ..., by sdo os coeficientes da entrada.

e n e m sao os maiores graus das derivadas da saida e da entrada, respectivamente.

Para garantir a causalidade, onde a saida em qualquer instante depende apenas da entrada
presente e passada (e nao da futura), é necessdrio que n > m. Isso implica que o grau do polinémio
que representa a derivada da saida deve ser maior ou igual ao grau do polinémio que representa a
derivada da entrada. Dessa forma, a funcao pode ser representada na forma de somatério:

)

dy(t) S~ dmult
Z an%p = Z bm dt”g ) (2)

n=0 m=0

Nesta equagao:
e y(t) representa a saida do sistema, que é a fun¢do que queremos determinar.
e u(t) representa a entrada do sistema, que é a fungao que excita ou controla o sistema.

dry(t)
atk

d™u(t)
dt’"l

s@o as derivadas de y(t) em relagdo ao tempo até a ordem n.

sao as derivadas de u(t) em relagdo ao tempo até a ordem m.
e ay e by, sdo coeficientes que podem depender do tempo ¢, da saida y(t) e da entrada wu(¢).

A representagdo no espago de estado é uma abordagem alternativa e poderosa para analisar
e projetar Sistemas Lineares Invariantes no Tempo (SLIT-Cs). Enquanto a representagdo por
equagoes diferenciais e a funcao de transferéncia sdo tteis, a representacao no espago de estado
oferece uma visao mais geral e pode lidar com sistemas de ordem superior de forma mais eficiente,
além de ser mais adequada para anélise e controle de sistemas multivaridgveis (MIMO - Multiple
Input Multiple Output).



Representacao no Espaco de Estado

Na representacao no espago de estado, um sistema SLIT-C é descrito por um conjunto de equagoes
diferenciais de primeira ordem. A dinamica do sistema é capturada por duas equagoes:

Equacoes do Espaco de Estado

Para um sistema com estado x(t), entrada u(t) e saida y(t), as equacoes do espago de estado sdo:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (3)

¥(t) = Cx(t) + Du(t) (1)
onde:

e x(t) é o vetor de estado.

e u(t) é o vetor de entrada.

e y(t) é o vetor de saida.

e A ¢ a matriz de estado.

e B ¢é a matriz de entrada.

o C ¢ a matriz de saida.

e D ¢é a matriz de transmissao direta.

A representacao no espacgo de estado oferece uma maneira compacta e poderosa de modelar
sistemas dindmicos, especialmente aqueles que sdo de ordem superior (ou seja, com muitas varigveis
de estado). Ela facilita a andlise de estabilidade, controlabilidade e observabilidade do sistema. Aqui
estao algumas propriedades importantes:

e Controlabilidade: Um sistema é controldvel se, para qualquer estado inicial x(0) e qualquer
estado final desejado x(ts), existe uma entrada u(t) que leva o sistema de x(0) a x(tf) em
um tempo finito t;.

e Observabilidade: Um sistema é observével se, a partir das saidas y(t) ao longo do tempo,
é possivel determinar o estado interno x(t).

Essas propriedades sao essenciais para a sintese de controladores e observadores, que sao usados
para regular o comportamento do sistema e estimar estados nao medidos, respectivamente.

Exemplo:

Considere um sistema de segunda ordem, como um massa-mola-amortecedor:

mi + b + kx = u(t) (5)

Podemos representé-lo no espago de estado como:



Entao, as equacoes de estado e saida seriam:

Neste exemplo, A = {_Ok _14, B = [9}, C= [1 0] eD =0.

Estabilidade de SLIT-Cs por Lyapunov

A estabilidade em SLIT-Cs pode ser analisada utilizando o critério de estabilidade de Lyapunov.
A teoria de Lyapunov fornece uma poderosa ferramenta para verificar a estabilidade de sistemas
dindmicos sem a necessidade de resolver explicitamente as equagoes diferenciais do sistema [3].

Estabilidade de Lyapunov para SLIT-Cs

Considere um sistema linear invariante no tempo descrito no espago de estado:

x(t) = Ax(!) (8)

Funcgao de Lyapunov

Para analisar a estabilidade deste sistema, definimos uma funcdo de Lyapunov V(x), que é uma
fungao escalar positiva definida e candidata a representar a ”energia” do sistema. Uma fungao
comum utilizada para sistemas lineares é a fungao quadratica:

V(x) = x"Px (9)

onde P é uma matriz simétrica positiva definida ( P >0 ).

Critério de Estabilidade de Lyapunov

Para que o sistema seja estdvel por Lyapunov, a derivada de V(x) em relagdo ao tempo deve ser

negativa definida (V(x) < 0). Calculamos a derivada total de V(x) ao longo do sistema:

V(x) = %(XTPX) =x"Px +xTPx (10)
Substituindo X = Ax na equagao acima:
V(x) = (Ax)TPx 4+ xTP(Ax) = xTATPx + xTPAx (11)
Simplificando, obtemos:
V(x) =xT(ATP + PA)x (12)

Para que V(x) seja negativa definida, a matriz Q = ATP + PA deve ser negativa definida
(Q<0).



Resumo dos Passos
1. Escolha de P: Selecione uma matriz simétrica positiva definida P.
2. Verificacao de Q: Calcule Q = ATP + PA.

3. Condicao de Negatividade: Verifique se Q é negativa definida.

Exemplo

Considere o sistema:

a=]9 (13)

Escolhemos P como a matriz identidade para simplificacao (P =1I).

T |0 =2 0 17 10 -1
Q=AP+PA= L 3] T2 -3 7|1 -6
Para Q ser negativa definida, seus autovalores devem ser negativos. Calculamos os autovalores

de Q:

- -1

det(Q-AD) = |"7

‘:)\2+6>\+1

As raizes desta equacgdo quadratica fornecem os autovalores. Podemos verificar se eles séo
negativos usando o discriminante (b? — 4ac):

A=62—-4-1-1=36—-4=232

Os autovalores sao:

/\12

)

—6+ /32
:%?:—:ﬁ\/f?

Como ambos os autovalores tém partes reais negativas, Q é negativa definida, indicando que o
sistema é estdvel no sentido de Lyapunov.[2]

i|% Inclua os caminhos para YALMIP e SeDuMi
2| addpath (’/path/to/yalmip’) ;
3| addpath (’ /path/to/sedumi’) ;

5|% Definindo parametros do sistema
m = 1;
71c = 2;
k = 3;

0| % Matriz A do sistema massa-mola-amortecedor
A = [0 1; -k/m -c/m];

13|% Vari vel de decisao P (matriz sim trica positiva definida)




P = sdpvar(2, 2);

% Restricao de Lyapunov: A’P + PA < 0

{LMI = A’*P + PxA < O;

% Restri es adicionais (P positivo definido)
F = [LMI, P > 0];

% 0p es do solver
;|options = sdpsettings(’solver’, ’sedumi’);

5% Solu o do problema

sol = optimize(F, [], options);

% Verifica o da solu o
if sol.problem == 0
disp(’A matriz P encontrada 1)
value (P)
>l else

disp(’Problema na solu o0:7);
sol.info

5| end

Listing 1: Exemplo por Lyapunov

Controle via Realimentacao de Estado

Para usar a teoria de Lyapunov na andlise da estabilidade de um sistema realimentado, considera-se
uma fungao de Lyapunov V(z), que é uma fungao escalar de & com as seguintes propriedades|3]:

e V(x) é positiva definida, ou seja, V(x) > 0 para todo = # 0 e V(0) = 0.

e A derivada de V(z) ao longo das trajetérias do sistema, V(x), é negativa definida, ou seja,
V(x) < 0 para todo = # 0.

Uma escolha comum para a funcao de Lyapunov é uma fungao quadratica:

V(z) =2 Px (14)

onde P é uma matriz simétrica positiva definida. Agora, suponha que todos os elementos de X
sejam lidos por sensores. O sinal de realimentagao a ser usar sera:

u=rkiz +kzri+..+kyzr, =Kz (15)

Sendo K a determinar. Voltando ao Espaco de Estados tomando a equagéo (3), temos:

X(t) = Ax(t) + Bu(t) = Ax(t) + Bx(H)K = (A + BK)x(1). (16)




Com A € R?*2 ¢ B € R?X!, aplicando o método de Lyapunov, devemos encontrar uma matriz
P > 0, tal que

(A+ BK)" P+ P(A+ BK) <0 (17)
para um calculo ruim, temos:

ATP+ K'B"P + PA+ PBK <0 (18)

cujo termo KTBTP é uma multiplicacio de varidveis, e, portanto, é um termo nao linear. Logo,
nao se trata de uma LMI. Para realizar um céalculo adequado, usando o critério de Lyapunov e
considerando (16), e levando em conta a comutatividade dos termos,

(A+ BK)P+P(A+BK)" <0

AP+ BKP+ PAT + PKTBT <0 (19)

usando mudanca de varidvel KP = W. Note que, WT = P~1KT = PKT. Portanto (20) é
linear.

AP+ PAT + BW +WTBT <0 (20)
P3 P4
W = [w1 wg] (22)

com P € R?*2 ¢ W € R'*2, Na realimentacao de estados, isso implica projetar uma lei de
controle da forma:
u(t) = Ka(t) (23)

onde K é a matriz de ganho de realimentacao de estado. A escolha apropriada de K pode
estabilizar o sistema. Portando do célculo ruim:

P>=0 (24)
ATP+ KT"BTP + PA+ PBK <0

Fato: Toda matriz definida positiva é invertivel. Além disso, é possivel admitir que a inversa
de uma matriz simétrica também é simétrica. Portanto, supondo a existéncia de P e P sendo

simétrica, entdo PT também existe. Assumindo T'= P~ = (P’l)T7 obtém-se:

P [ATP+PA+ K"B"P+ PBK|T <0 (25)

Q

a expressao (25) ndo é uma Lmi, necessitando do seguinte tratamento matematico,

pPtA pp! 4P 'KTBT pp~'! + P7'P AP'4+ P7'P BKP'<0
S—— S—— S—— S——
Identidade Identidade  Identidade Identidade



AP '+ AP '+ P'KTBT + BKP ' <0

definindo a mudanca de varidvel em (26) e (27), temos,
PT=Q (26)

KP'=KQ=WK=WQ™! (27)

fato: Sejam A e B matrizes de dimensdes compativeis, entdo (AB)Y = BTAT, com isto,
(KP1)" = (P~ )" KT = P~1KT, assim:

P1AT - AP 4+ WTBT + BW <0 (28)
Portanto, temos (29) como LMIs.
T AQ A WTET (29)
QAT + AQ + WTBT + BW <0

% Inclua os caminhos para YALMIP e SeDuMi

;| addpath (genpath (’C:\Users\jonat\Downloads\YALMIP -master’)) ;

addpath(’C:\Users\jonat\Downloads\sedumi-1.3.5");

% Definindo par metros do sistema
m = 1;
c = 2;
k = 3;

% Matriz A do sistema massa-mola-amortecedor
A= [0 1; -k/m -c/m];
[0; 1/m];

(o5}
1]

% Pequena toler ncia para simular inequa es estritas

‘lepsilon = le-6;

% Vari veis de decis o
= sdpvar (2, 2);

Q
W sdpvar (1, 2);

i|% Restri es de Lyapunov para o sistema com realimenta o de

estados
LMI = [Q >= O

5|Q * A + A ¥ Q + W *x B’ + B x W <= 0]

% Solu o do problema
sol = optimize (LMI, trace(Q));




0|% Verifica o da solu o

s1/{if sol.problem == 0

32 % Valores de Q e W encontrados
Q_value = value(Q)

34 W_value value (W)

36 % Calculando P e K

37 P = inv(Q_value)

38 K = W_value * Q_value

39

10 disp(’A matriz P encontrada 1)

11 disp(P);

12 disp(’0 controlador K encontrado 29) 8
disp (K) ;

u| €else

15 disp(’Problema na solu 0:7);

46 sol.info

7| end

Listing 2: Exemplo por Realimentacao de Estados

cujo o resultado encontrado como mostrado abaixo:

| 1 : -1.24E-01 3.21E+00 0.000 0.1900 0.9000 0.9000 1.67 1 1
2.1E+00

2 2 : -3.75E-03 1.67E-01 0.000 0.0521 0.9900 0.9900 1.42 1 1
6.2E-01

SH: -3.71E-05 1.67E-03 0.000 0.0100 0.9990 0.9990 1.02 1 1

2.1E-02

| 4 : -3.46E-07 1.56E-05 0.000 0.0093 0.9990 0.9990 1.00 1 1
2.0E-04

B 3 -3.23E-09 1.46E-07 0.000 0.0093 0.9990 0.9990 1.00 1 1

1.8E-06

6 6 : -3.01E-11 1.36E-09 0.000 0.0093 0.9990 0.9990 1.00 1 1
1.7E-08

7 7 : -2.80E-13 1.27E-11 0.000 0.0093 0.9990 0.9990 1.00 1 1
1.6E-10

oliter seconds digits C*X bxy

10 7 0.0 12.0 0.0000000000e+00 -2.7989507534e-13

| lAx-b| = 5.3e-12, [Ay-c]l_+ = 1.9E-13, |x|= 1.6e+00, |yl= 2.8e
-01

s|Detailed timing (sec)

14 Pre IPM Post

15/ 1.283E-02 1.117E-01 2.615E-03

is|Max-norms: ||bll=1, [|lcll = 0,




Cholesky ladd|=0, |skipl| =

Q_value =
1.3988e-13
-3.3118e-13
| W_value =
-3.8252e-13
P =
-1.5540e+12
-3.6759e+12
K =
9.2179e-14

-1.5540e+12

-3.6759e+12
0 controlador

9.2179%9e-14
>>

-3.3118e-13
1.4001e-13

-2.7833e-01

-3.6759e+12
-1.5526e+12

-3.8970e-14

36| A matriz P encontrada

-3.6759%9e+12
-1.5526e+12
K encontrado
-3.8970e-14

0,

[IL.L|

1.0552.

Analise de Estabilidade com Realimentacao de Estado

Lyapunov Discreta: ¥ = Az 6 assinstoticamente estével se 3P = 0, talque,

ATPA—P <0

P—ATPA =0

P—ATPP'PA-0

|

P PA
ATP P

| -0

(30)

Neste contexto, como T = Az + Bu, u = Kz, entao, T = (A+ BK)z. Por Lyapunov temos

P > 0, tal que,

(A+BK)" P(A+BK)— P <0

10




(A" + K"B") (PA+ PBK) - P <0

ATPA+ ATPBK + KTB"PA+ KTBT"PBK — P <0

-1
partindo das seguintes observagoes iniciais: T = {PO Po,l ,PTl=Q, KQ=WeK =
1 . Q AQ + BW
W@, com isso, podemos estabelecer que [Q AT £ WTRBT 0 > 0. Com essas ferra-
mentas em maos. Tomando (??) por complemento de Schur, temos:
P P (A + BK) .0
(A+ BK)" P P
1 A+ BK] [P~ 0 <0
P1(A+BK)"' P I 0o p!
p-! (A+ BK) P! .0
P~ (A+ BK)" p-!
Uma outra forma de garantir a estabilidade na equagao de estado (?7?), bastando substituir a
lei de controle u(t) = —Kxz(t) [1], obtemos o sistema fechado:
z(t) = (A — BK)z(t) (31)

precisamos encontrar uma matriz K tal que a matriz A — BK torne o sistema estavel. Usando
a funcgdo de Lyapunov, a derivada de (??) ao longo das trajetérias do sistema é:

V(z) = % (27 Pz) = 27 (P (A— BK)+ (A— BK)" P) v (32)

Para que o sistema seja estavel, precisamos que V(m) seja negativa definida. Isso implica que:

P(A—-BK)+(A-BK)'P <0 (33)

Se for possivel encontrar uma matriz P simétrica positiva definida que satisfaca essa equacao
para uma dada matriz K, entao o sistema fechado é estavel.

1.1 LMlIs por Complemento de Schur
2 Norma H.

A norma H., é um conceito fundamental no controle de sistemas lineares, especialmente na teoria
de robustez e na sintese de controladores robustos. Ela é usada para medir a resposta maxima de
um sistema a entradas persistentes, sendo particularmente 1til para analisar e projetar sistemas
que devem manter desempenho adequado sob perturbacoes e incertezas.

11



Definicao de Norma H

Para um sistema linear invariante no tempo (LTI) descrito pela fungio de transferéncia G(s), a
norma H., é definida como:

1Glla., = SléﬂgamaX(G(jw)) (34)

onde:
e G(jw) é a fungdo de transferéncia avaliada na frequéncia.
e jw (frequéncia imagindria pura).

® 0max(G(jw)) é o maior valor singular de G(jw) para a frequéncia w.

Interpretacao Fisica

A norma H,, quantifica o ganho maximo do sistema, ou seja, ela mede o pior caso da amplificagao
de um sinal de entrada para um sinal de saida. Se considerarmos um sistema sujeito a uma entrada
senoidal u(t) = Asin(wt), a norma H., dd a amplificacdo méxima do sinal de saida em relagao ao
sinal de entrada para qualquer frequéncia w.

Importancia no Controle de Sistemas

1. Robustez: A norma H,, é crucial no design de controladores robustos, pois ela fornece uma
medida para garantir que o sistema mantenha desempenho desejado mesmo na presenca de
incertezas ou perturbagoes.

2. Desempenho: No contexto de desempenho, minimizar a norma H,, implica em limitar a re-
sposta do sistema as perturbagoes externas, melhorando assim a estabilidade e a performance
do sistema controlado.

3. Critério de Estabilidade: Em muitos problemas de controle robusto, o critério de estabili-
dade e desempenho pode ser formulado em termos de minimizar a norma H., de uma funcao
de transferéncia fechada do sistema.

Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs)

As LMIs sao ferramentas matemaéticas poderosas usadas para resolver problemas de otimizagao
em controle, incluindo a minimizacao da norma H.,. A sintese de controladores H,, muitas vezes
pode ser formulada como um problema de otimizacao sujeito a LMIs, que podem ser resolvidas
eficientemente usando métodos numéricos. [4]
Sistema Linear Invariante no Tempo (LTT)
Considere um sistema LTT descrito pelas equagoes de estado:
&(t) = Ax(t) + Biu(t) + Bow(t)
y(t) = Cx(t) + Diu(t) + Daw(t)

onde:

12



e z(t) € R™ é o vetor de estado.
o y(t) € RP é o vetor de saida.
e A, B, C, D sao matrizes de dimensoes apropriadas.
e u(t) entrada de controle.
e w(t) entrada de pertubagcao.
A funcao de transferéncia G(s) do sistema é dada por:
G(s)=C(sI - A)'B+D (36)

Um operador X em um espago vetorial é diagonalizdvel se, e somente se, existe uma matriz
invertivel T, tal que,

X =T"'DT (37)

onde D é uma matriz diagonal cujas entradas sao os autovalores de X. Em alguns casos especiais,
como em matrizes simétricas, pode-se ter

X =T77DT, (38)

onde T é uma matriz ortogonal (71 =T7)).

Em (Hy), consideramos a norma (H,) da funcao de transferéncia do sistema, que é uma medida
do pior ganho entre a entrada e a saida do sistema. Para uma matriz X associada ao sistema, a
decomposigao em valores singulares (SVD) é dada por:

X =UxvT, (39)
onde:
e U € R™*™ ¢ uma matriz ortogonal,
e V € R™™ é uma matriz ortogonal,
e ¥ € R™*™ ¢ uma matriz diagonal cujas entradas o; sdo os valores singulares de X.

consideremos a seguinte expressao:

x:LZm, (40)

onde L representa a matriz X dos valores singulares de (39) e a somatdrio se refere aos valores
singulares de X. Podemos reinterpretar essa expressao com mais clareza. Se L = ¥ e a soma y_.m
representa a soma dos valores singulares o;, entao (40) pode ser escrita como:

xr = Z Oj, (41)
i
onde o; sao os valores singulares de X.

Essa soma dos valores singulares pode estar relacionada a anélise de desempenho do sistema no
contexto de controle H,..Portanto, X é diagonalizvel se existe uma matriz T tal que X = T~'DT

13



(ou X = TT DT para matrizes simétricas), onde D é diagonal. Em H,, a decomposi¢io em valores
singulares de X é X = UXV7”, e a soma dos valores singulares >, 0i pode representar uma
medida de desempenho do sistema. Aplicando realimentacao de estado, (v = Kz) e considerando
o1(w), oa(w),o3(w), ..., on(w), temos,

{s‘c(t) — (A+ ByK) (1) + Byu() "
y(t) = (C+ D1 K) z(t) + Daw(t)

logo temos, as equacoes de estado por realimentagao,

&(t) = Az(t) + Biu(t) + Bow(t) (43)
y(t) = Cz(t) + Diu(t) + Daw(t)
e por fim, considerando a expressao,
P>0
ATP+PA<O
podemos chegar a (??) que caracteriza melhor o vetor de estado.
v+ yTy —y*wTw <0 (44)

Se X em blocos e negativo definido, entao X1 ; < 0,

ATP+PA+CTC <0
cTc =0
ATP+PA<-CTC<0— ATP+PA<0

B'P  —y2I|  |DTC DTD]>0

B [ATP—i—PA PB} B {CTC (o))
ATP+PA PB -cT
- { BTP —721] - {—DT] L [-¢ -D]»=0
\‘/—/CTSC}VLLT
AschuT Bschur
(+)ATP+PA (+)PB (+)CT
(+)BTP (=) DT |20
(+)C (+HD (I

14



2.1 Realimentacao de Estado e H,

Supondo inexisténcia de transmissao direta na planta (D7 = 0), faremos a transformagio de con-
gruéncia diag(P~1,1,I). Quando consideramos a inexisténcia de transmissao direta na planta,
estamos assumindo que ndo hd uma ligacdo direta entre a entrada de controle u(t) e a saida y(t).
Isso simplifica a andlise do sistema. Usando a transformagdo de congruéncia que é uma técnica
usada para manipular desigualdades matriciais lineares (LMIs) preservando a positividade definida
das matrizes envolvidas. Consideremos uma transformacao de congruéncia da forma diag(P~*, I, 1),
onde P ¢é uma matriz de transformagao e I é a matriz identidade.

Suponhamos que temos uma LMI genérica na forma X > 0:

Para aplicar a transformagao de congruéncia, fazemos:

X x %
diag(P~Y, I,1) | + I x| diag(P,I,1) (45)
* k]

Esta transformacao preserva a positividade definida da matriz X .
No contexto do controle H, frequentemente lidamos com sistemas lineares invariantes no tempo
(LTT) descritos pelas equagoes de estado:

&(t) = Ax(t) + Bu(t) + By,w(t) (46)
z(t) = Crx(t) + Dyu(t) + Dyw(t) (47)

e x(t) é o vetor de estado,
e u(t) é o vetor de controle,
e w(t) é o vetor de distirbios,

e 2(t) é o vetor de saidas de desempenho.

As matrizes A, B, By, C,, D,, e D,,, tém dimensoes apropriadas. Aplicando realimentacao de
estados (u = kx), temos,

#(t) = (A+ BE) a(t) + By w(?)

1 5 (48)
y(t) = (C+ Dz K) x(t) + Dz w(t)

\W_’ N

C D
P>0
ATP 4+ PA *
BTP -I x| <0
C D —ul

substituindo,

(A+ BK)" P+ P(A+ BK) * x
B,TP I % | =0
(C + D.K) D., —ul
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voltando a (?7), temos,

P 0 0] [(A+BK)" P+P(A+BK) = « 1 [P 0 0
0 I 0 B,TP . 0 I 0|=<0
0 0 I C, D.o —pI]| 0 0 I
por fim,
P1(A+BK)"P+(A+BK) B, P'CT][P!' 0 0
B,'P —I  D., 0 I 0[=<0
Cz Dzw —/,LI 0 0 I
P1(A+BK)" +(A+BK)P* B, P !CT
BwTP *I Dzw = O
C.P~! D.. —ul

Aplicacao no Controle H.

No contexto do controle H.,, queremos encontrar uma matriz de ganho K que minimize o ganho
H,, da fungao de transferéncia T, (s), garantindo que:

HTzw(S)”oo <7 (49)

onde v é um valor escalar especificado. A transformacao de congruéncia é usada para simplificar
as LMIs envolvidas na formulacao desse problema. Para todas as frequéncias w:

Tmax(G(Jjw)) <7

ou equivalentemente:
G(jw)* G(jw) <71
Derivagao (outro método de formulagao)
Para um sistema LTI, a funcao de transferéncia é:
G(s)=C(sI —A)TB+D

Seja x(t) o vetor de estado do sistema. Consideramos a fungao de Lyapunov V (z) = 27 Pz onde
P > 0 é uma matriz positiva definida.

Para garantir a estabilidade e o desempenho H., precisamos que a derivada de V (z) ao longo
das trajetdrias do sistema seja negativa. A derivada de V(x) é dada por:

) d .
V(z) = %(xTP:E) = 2T Pz 4 227 Pi
Substituindo & = Az + Bu:

V(z)=a2T(ATP 4+ PA)x + 22T PBu
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Queremos que V(x) seja negativa e que a energia da saida y seja menor que 7 vezes a energia
da entrada u. Consideramos a seguinte inequagao:
[V(x) —y2uTu + yTy} <0
Substituindo y = Cz + Du:

[#T(ATP + PA)z + 22" PBu — y*u”u + (Cx 4+ Du)" (Cz + Du)] <0
Agrupando termos e escrevendo em forma matricial, obtemos:
2] [ATP+ PA+CTC  PB+CTD | [2] _
U BTP+ DTC 2T +DTD| |u
Esta desigualdade deve ser vélida para todos os x e u, o que leva & LMI final:
ATP+PA+CTC  PB+C'D | _
BTP+DTC -2+ DTD
Redefinindo v como 7 obtemos:
ATpP+PA PB COT
BTP —~I DT | <0
C D —I
Solucgao

Para encontrar P e minimizar -, usamos métodos numéricos de otimizagao de LMIs. Esta LMI
pode ser resolvida utilizando pacotes de software como Octave como YALMIP ou SeDuMi, que
sao projetados para resolver problemas de otimizagao com LMIs.
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