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Resumo

Sistemas Lineares Invariantes no Tempo Continuo (SLIT-C) aparecem com certa
frequéncia no mundo real. Para a formalizacdo deste, deve-se verificar um qua-
dro de pré-requisitos, como a estabilidade, maximo sobressinal (overshoot), tempo de

acomodagdo, etc, para entdo determinar sua operagao.

Definiremos aqui algumas ferramentas para andlise destes parametros através
de métodos da teoria de controle moderno, como a estabilidade de Lyapunov, andlise
de espaco de estados, entre outras, que, para a classe de compensadores Avango/Atraso,
atendera suficientemente aos critérios exigidos para um sistema em malha fechada com

realimentacdo unitéria.

A abordagem algoritmica usada serd através de Desigualdades Matriciais Lineares
(LMLI - Linear Matrix Inequality), onde se manipula algumas notac¢oes algébricas a fim
de obter uma desigualdade linear entre matrizes do espago de estado, factiveis pelo
solver Mosek® através do software Matlab®.

Por fim, estimado o sistema (planta, sinal de entrada, referéncia, etc), o solver
ird fornecer as possiveis matrizes de estado para o compensador, determinando se é
do tipo Avanco ou Atraso, dado todas as restri¢cdes de projeto, onde é possivel extrair
a informacdo do espago de estados do compensador necessario.

Palavras chave: LMI, estabilidade de Lyapunov, controle moderno, lead-lag.






Acronimos

ARE Algebraic Riccati Equation (Equagdo Algébrica de Riccati).
BMI Bilinear Matrix Inequality (Desigualdade Matricial Bi-linear).
EDO Equacdo Diferencial Ordindria.

FT Fungdo Transferéncia.

FTMF Funcao Transferéncia de Malha Fechada.

LMI Linear Matrix Inequality (Desigualdade Matricial Linear).
SCMF Sistema de Controle em Malha Fechada.

SPE Semi-plano Esquerdo.

SLIT-C Sistema Linear Invariante no tempo Continuo.
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1 Apresentacao de conceitos

1.1 Descricao de um sistema de controle ideal

A estrutura de um sistema de controle é imposta com a seguinte configuracdo
inicial descrito na figura 1. Os blocos G(s) e C(s) determinam, respectivamente, a
planta(ou processo) e o compensador(ou controlador) do sistema de controle. H4d um
sinal r para o modelo, que indica a referéncia a ser seguida pelo sistema. Chamamos

também o sinal y como o sinal de saida do sistema.

r @ € Ces) u G(s) Yy

Figura 1 — Sistema de controle com realimentac¢do unitaria

Através do ponto de soma, podemos obter um novo sinal dado pela diferenca

entre a referéncia e a saida do sistema, expresso por
e=r—y (1.1)

indicando o sinal de erro, o que significa a diferenca atual entre o que o sistema
controlado estd entregando em sua saida com o sinal que ele deveria em todo o instante
de tempo. O sinal u é, a0 mesmo tempo, a saida do compensador e a entrada para a

planta.

Este esquema representa um simples sistema de controle ideal, pois indicamos
uma leitura perfeita do sinal de saida através da realimentacdo unitaria feita para o
ponto de soma. Na prética, ndo existe realimentac¢do unitdria, isto €, ndo hd um sensor
perfeito que consiga ler a saida de um sistema para comparar com um sinal de referéncia

e assim determinar o erro atual.

1.2 O Espaco de Estados

Cada bloco descrito na sessdo anterior, pode representar um subsistema de
controle, isto é, pode apresentar os mesmo sinais de entrada para os mesmos de saida.
Isso também indica que cada bloco pode ser uma funcio transferéncia, no dominio s

de Laplace.
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Segundo Ogata (2010), o espago de estados descreve o comportamento do sis-
tema no dominio do tempo, relacionando variaveis de estado do sistema com suas
derivadas e sinais de entrada/saida. Neste trabalho, descreveremos o espago de esta-
dos para SLIT-C descrito por

X =Ax+ Bu (1.2a)
y=Cx+Du (1.2b)

onde a representagdo de cada varidvel é dada por:

x,x € R™! — matriz coluna de varidveis de estado;

u,y € R — entrada e saida do sistema, respectivamente;
A € R™" — matriz de estado;

B € R™! — matriz de entrada;

C € R™" — matriz de saida;

D € R — transmissdo direta,

e n representa a ordem do sistema, isto é, a quantidade de varidveis de estado presente.

E possivel realizar a conversao de espacos de estados para fun¢des transferéncia
e vice-versa. Considerando o espaco de estados 1.2, ao aplicar a transformada de

Laplace com condigdes iniciais nulas, temos:

sX(s) = AX(s) + Bii(s) (1.3a)
§(s) = C&(s) + Di(s). (1.3b)

Entao, isolando £(s) de 1.3a,
sX(s) — Ax(s) = Bii(s)
(sI — A)x(s) = Bil(s)
£(s) = (sI — A)'Bii(s)
e substituindo em 1.3b, temos:

j(s)
a(s)

Nota-se que é possivel descrever esta representacdo para funcdes transferéncia se, e

=C(sI-A)'B+D. (1.4)

somente se, (sI — A) for invertivel, ou seja, se esta for uma matriz ndo singular.

No contexto deste trabalho, é interessante descrever os sistemas da planta e
compensador em espaco de estados separados, ou seja, cada um terd seus préprios

sinais de entrada e saida. Entdo, é possivel descrever os dois casos, respectivamente,
por

Xy = Agxg + Bou (1.5a)

y = Coxg + Dou (1.5b)
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X, = Ax. + B.€ (1.6a)
u=Cwx,+ D.e (1.6b)

pois a entrada do compensador é o sinal de erro e a saida do compensador é a entrada

para a planta.

1.3 Compensadores Avanco/Atraso

Existem intimeras classes de compensadores para sistemas de controle, como
por exemplo do tipo Proporcional(P), Proporcional mais Integral(PI), Proporcional
mais Derivativo(PD), Proporcional mais Integral mais Derivativo(PID), entre outros
descritos em Ogata (2010) e Geromel e Korogui (2019). Neste trabalho, trataremos
especificamente de projeto da classe de compensadores do tipo Avango/Atraso.

A classe Avango/Atraso é uma classe simples de compensadores, que pode
ser modelada fisicamente de forma trivial para quaisquer tipos de sistemas (elétricos,
mecénicos, térmicos, entre outros descritor por Ogata (2010)), em relacdo a outras
classes de compensadores. Cada configuracdo de classe de compensadores apresenta

as seguintes caracteristicas.

Compensadores do tipo

Avang¢o Saonormalmente usados quando é necessdrio deixar o sistema mais rapido em
relagdo a tempo de acomodacéo, tempo de pico, etc. Seus efeitos positivos tornam-
se mais visiveis em regime transiente. Em contra partida, sua implementagéo traz
uma vulnerabilidade a ruido no sistema devido ao efeito de polos mais a esquerda

no SPE, e, além disso, pode tornar o erro (¢) maior em regime permanente.

Atraso Seu efeito é inverso ao compensador do tipo Avango. Sua implementagdo é
necessdria quando deseja-se impor o erro do sistema a zero, ou seja, fazer com
que a saida do SCMF seja igual a referéncia. Além disso, como ponto negativo,
este deixa o sistema mais lento, afetando negativamente o regime transiente e

beneficiando o regime permanente.

Uma estrutura genérica pode ser imposta para o compensador Avango/Atraso
com a seguinte FT:

_u(s) B1s + Po

e(s)  s+a

C(s)

(1.7)
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Se o polo for menor que o zero, serd avango, e, caso contrdrio, atraso. Isto é,

a < Po — Avango (1.8a)
1
Po

a> ﬁ_ — Atraso (1.8b)
1

Ainda, é possivel expressar esta classe de compensadores na forma de espago
de estados, similarmente ao que descreve a equagdo 1.6. Logo, é necessdrio voltar a FT
de C(s) para a forma de EDO.

p1s + Bo

S+«

C(s) = = 1+ au = 1€ + Poe

u—‘Blé = —O(u+‘30€

Xe = —au + Poe (1.9)
e, ainda,
=u- ﬁ1€
f @)= [@-pe
=u-—pie
u=x+pie (1.10)

e entdo, substituindo 1.10 em 1.9, temos

Xe = —a(x. + f1€) + Poe
Xe = —ax. + (Bo — apfi)e (1.11)

Portanto, o espago de estados para um compensador Avanco/Atraso serd

fe = [~a]x + [po - api] e (1.12a)
U= [1] X+ [51] € (1.12b)

onde a ordem do compensador é n. = 1.

1.4 Modelagem em malha fechada

Imposta a estrutura do compensador a ser utilizado, iremos representar o SCMF
como um todo. A motivacdo é para que se possa expressar um Unico espaco de

estados, e assim determinar meios de encontrar um compensador ideal para uma
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planta genérica. Recordando a relagdo do erro do SCMF dado em 1.1.

E=r—y
=1 — (Cgxg + Dgyu)
=1 —Cexg — Dy(x: + p1€)
=1 —=Cexg — Dgx, — Do
€+ Dgfre =1 —Coxg — Dox,
(1+ Dgpr)e =1 — Coxg — Dgx,
¢ = —(1+ Dgf1) 'Coxg — (1 + Do) 'Dyxc + (1 + Dygfpr)'r (1.13)

onde D, # —1. Substituindo 1.13 em 1.12a temos

X, = —ax; + (Bo — ap1)(—(1 + DgB1) ' Cyxg — (1 + DgfB1) 'Dyxc + (1 + DgfB1) ')
JZ'C = (0(51 - 50)(1 + Dgﬁl)_lchg + (—a — (ﬁo - aﬁl)(l + Dgﬁl)_ng)xc

(1.14)
+ (Bo — aP1)(1 + Dgpr)'r

Para encontrar o espaco de estados da planta em relacdo ao compensador e a

entrada como a referéncia r do sistema, substitui-se 1.12b em 1.5a e depois usa-se 1.13.
Xg = Agxg + Bo(x, + f1€)
= Agxg + Boxe + ByPi(=(1 + DgB1) ' Coxxg — (1 + Dy1) ' Dygxc + (1 + Dygfpr) ')
g = (Ag — BoBi(1 + DgB1)'Co)xg + (Bg — Bofi(1 + D) ' D),

(1.15)
+ Bof1(1+ Dgpr)'r

E, por fim, para determinar a saida do SCMF, usa-se 1.5b e posteriormente aplica-se
1.6b e 1.13.

y = Coxg + Dg(xc + pre)
= Coxg + Doxc + Dofi(—(1 + Dgf1) ' Coxtg — (1 + D) 'Doxc + (1 + D) 7'1)
¥ = (Cg = DgBi(1 + Do) 'Co)xg + (Dg — DgPi(1 + Dyf1) ' Dg)xc

(1.16)
+ Dof1(1 + Do) 'r

Portanto, unindo 1.14, 1.15 e 1.16, o espago de estados do SCMF é determinado por:

i = {"‘g] _ [Ag — Bypi(1 + DgB1)™'Cy By = Bgfi(1 + D) ' Dy } [xg]
! Xc (ar — Bo)(A + Dgf1)'Cy —a — (Bo — af1)(1 + DgB1) ' Dg| | xc

+ [ Bepr(1 + Dgﬁl)_l_ r (1.17a)
(Bo — aPr)(1 + Dgfr)'r

-1 -1 xg
y= [Cg = Dgfi(1+ Dgfr)"Cq Dy = Dgfr(1 + Dgfn) Dg] X

+ [Dgpi(1 + Dypr) | 7 (1.17b)
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1.5 Critério de Estabilidade de Lyapunov

Segundo Geromel e Korogui (2019), em 1892, Alexander Mikhailovich Lyapunov
publicou uma tese a respeito da Teoria da Estabilidade Global de Sistemas Dindmicos, que
se tratava da definicdo de como os sistemas de controle podem ser estdveis/instaveis,
sendo de natureza linear/nado-linear, continuo/discreto, variante/invariante no tempo.
A ideia geral é de que exista o chamado ponto de equilibrio do sistema dindmico, dado

por x, € R" onde, a condi¢do inicial do sistema é
x0)=x,=2x@t)=x, Vt>0, (1.18)

o que implica que para qualquer instante de tempo, o sistema tenderd ao ponto de
equilibrio. Definimos uma fung¢éo v(x) chamada funcdo de distdncia que mede a distancia
de qualquer ponto x € R" no espaco de estado até o ponto de equilibrio x,, se para toda
condigdo inicial x(0) = x¢ a fun¢do v(x(t)) diminuir ao longo do tempo, e consequente-
mente tender a zero para t — co. Portanto, é necessdrio definir v(x) como uma funcdo

decrescente para t — oo.
Portanto, o0 modelo da estabilidade de Lyapunov abordado para SLIT-C’s é do
tipo
X =Ax (1.19)
exatamente igual equacdo 1.2a. Impondo a funcédo distancia v(x) = xPx’, sendo P €

R™" | P" = P > 0, isto é, P é uma matriz quadrada, simétrica e definida positiva. Desta

forma, obtém-se

0 = x'Px + x'Px
=x'(A'P + PA)x (1.20)
Do cilculo tem-se que, para uma funcao crescente, sua derivada é positiva, mas se uma
funcdo é decrescente, entdo sua derivada é negativa. Logo, como v(x) implicaem P > 0,

entdo para 0 temos que
A'P+PA <0 (1.21)

Este problema é tratado como uma LMI, e, para que 1.21 seja negativa-definida, todos
os seus autovalores devem ser negativos para satisfazer a condicéo.

1.6 Convexidade

1.6.1 Conjuntos Convexos

De acordo com Boyd e Vandenberghe (2004), dado um conjunto ¢ no espago

euclidiano, este é dito convexo se, para todo ponto x; e x, pertencente ao conjunto,
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a norma euclidiana entre os dois pontos estd inteiramente contida no conjunto. Isto
significa que
% cR" | Vxq,x, € % e X1 #x, v e [0,1],

entao
vX, + (1 - V)X2 €EC.

Além disso, se v € [0,1] (intervalo fechado), diz-se que é um conjunto convexo nao-
estrito, mas se v € (0,1) (intervalo aberto) entdo tem-se um conjunto estritamente

convexo.

/)

(b) Conjunto ndo con-
(a) Conjunto convexo vexo

Figura 2 — Representagdo grafica de conjuntos convexos.

1.6.2 Fungbes Quase-Convexas

Dizemos que uma fungdo é quase-convexa se, e somente se, dado dois pontos
X1,X%2 € f(x) | x1 # x2, se hd um ponto intermedidrio que existe entre 0 maximo e o
minimo de x; e x; (ver figura 3). Se dv € (0, 1), a fungdo estritamente quase-convexa é
dada por:
min{f(x1), f(x2)} < f(vxr + (1 = v)x2) < max{f(x1), f(x2)}

1.7 Linear Matrix Inequality(LMI)

LMI’s ou Desigualdades Matriciais Lineares, de acordo com Boyd et al. (1994), sdo
problemas convexos de otimizacdo dentro do campo da matematica, que também é

usado amplamente na teoria de controle. A forma mais comum de uma LMI é dada

por

F(x)=Fo+ ) xFi>0, (1.22)
i=1
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fx) |
f(h)
f(x2) |

X1 th

Figura 3 — Representacdo de um func¢do quase-convexa, onde h = vx; + (1 — v)x,.

no qual F; = F, € R™" ¢é fornecido, x; € R™" é a varidvel, e i € N*. A desigualdade
estrita imposta em 1.22 indica que F(x) é definida positiva e que é equivalente a um
conjunto de n desigualdades polinomiais em x;, isto é, todos os autovalores e o computo
dos menores principais lideres de F(x) sdo positivos. O mesmo vale para a definida
negativa.

A LMI em 1.22 é uma restrigdo convexa em x, onde x pertence a um conjunto
convexo. Em particular, alguns tipos de problemas como, desigualdades lineares,
desigualdades quadraticas, e algumas outras restricdes que advém da drea da teoria
de controle, como a desigualdade de Lyapunov ou a Equagdo Algébrica de Riccati
(ARE), podem ser convertidas em uma LMI usando outras ferramentas da 4lgebra

(Complemento de Schur, por exemplo).

Além disso, multiplas LMI’s do tipo 1.22 também podem ser convertidas usando
uma tnica representacdo. Supondo que exista FV(x) > 0,..., F?(x) > 0, onde p > 1,

entdo uma tinica LMI pode ser expressa por

ORI 0
0 FO@ 0
>0 (1.23a)
0 0 .. I®

diag( FY(x), ..., FP(x) ) > 0 (1.23b)
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1.8 Erro em regime permanente

O erro de um certo SLIT-C pode ser definido como a diferenca entre o sinal
de saida e o sinal de referéncia do sistema, isto é a prépria equagdo modelada em
1.1. Existem vdrios tipos de sinais de entrada para sistemas de controle que podem
ser abordados, como entrada tipo rampa (relacionada a velocidade) e entrada do tipo
aceleracdo (relacionado & um sinal de ordem quadratica)(Ogata (2010)). Para todos
os tipos de sinais de entrada, deve-se abordar como sera calculado o erro em regime
permanente através do Teorema do Valor Final, pois como cada entrada tem uma carac-
teristica peculiar, a resposta para t — oo serd diferente. Abordaremos neste trabalho

somente entrada para tipo degrau.

1.8.1 Erro para entrada do tipo degrau
Considerando entdo uma referéncia do tipo degrau, isto é,

- 1 parat>0
r(t) = 1(t) = (1.24)
0 parat<O

e sua Transformada de Laplace é
#(s) = = (1.25)

podemos calcular o erro estatico de posicao utilizando do Teorema do Valor Final para
o SLIT-C em malha fechada. Portanto, tomamos a funcdo transferéncia do erro sobre a
referéncia do sistema em malha fechada e sem compensador da figura 1 (C(s) = 1):
&(s) 1
Ps)  1+Gs)

d 7(s) .

é(s)
7(s)

Como #(s) = 1, 0 erro estéatico de posigao pode ser calculado por

&(00) = lim L = !
550 1+ G(s) B 1+ G(0) )

e(o0) = lirr01 S

(1.26)

1.9 Definindo restricoes do problema

Vamos iniciar uma nova modelagem a respeito do SLIT-C obtido em 1.17. Antes
de tudo, serd necessério definir alguns pardmetros do modelo e restri¢des para o estudo,

a fim de tornar o problema factivel pelo software a ser usado.

Vamos impor a restri¢do de que a planta do SCMF néo tera transmissao direta,
ou seja, a parcela de entrada do sistema ndo afetard a parcela de saida. Isso implica na
equacao 1.5b que

D, =0
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Além disso, fixamos a varidvel f; do compensador Avanco/Atraso para evitar o

produto de multiplas varidveis e o problema se expandir para uma possivel BMI.

pr=1

Portanto, a equagédo 1.17 pode ser simplificada em

i = Ag = BgCy By ||%xg + By ,
f (@ = Po)Cy —ar||xc Bo—«a

oele ]

e torna-se notavel a simplificacdo do espaco de estados para o SCMF.

(1.27a)

(1.27b)
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2 Projeto do compensador via LMI

2.1 Abordagem via Estabilidade de Lyapunov

Apresentado o modelo da Estabilidade de Lyapunov descrito na sessdo 1.5, deseja-
mos projetar compensadores Avango/Atraso para uma dada planta, com a restri¢do de
que ndo possuira transmissado direta (D, = 0) e fixamos o paramtro ; = 1 para o com-
pensador. Entdo, tomamos o SCMF 1.27 e substituimos na desigualdade de Lyapunov
1.21.

ALP +PAf <0
onde

Py 0
0 p

P= >0 | Py=P,eR*",pecRePeR >0+ (2.1)

entao

IA'g—C'gB;, (a—ﬁo)Cg'HP1 ol [P OHAg—Bgcg ngo
B, - 0 p[ [0 p[[a=Bn)C; —a

AP — C,ByP1 (ap — Bop)C}| .\ [P1Ag — P1B,C; PiBg <0
ByPr —ap | | (ap=pop)C;  —ap
[Herm{PlAg — P1B,Cy} (ap — Bop)C + plsg] <0 22)
* —2ap

onde Herm é o operador Hermitiano (Herm(x) = x + x’) e % indica a parte superior
direita transposta da matriz. Ainda se faz necessario eliminar o produto de incégnitas

escalares, a fim de tornar o problema convexo. Portanto, fazemos

a=ap (2.3a)
B =Bop (2.3b)
ob=a-p (2.3c)

e por fim, substituindo 2.3 em 2.2, a LMI modelada para resolver o problema da
estabilidade de Lyapunov fica

Herm{PlAg - P]Bgcg} 6C:g + PlBg

<0 24
* -2 @4

onde o objetivo torna-se maximizar o traco de P, e, se existir uma solugdo para o
problema, entdo encontra-se um compensador Avango/Atraso que é capaz de tornar o
SCMF globalmente estavel.
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2.2 Abordagem via Alocacao de Polos de Chilali e Gahinet

De acordo com o artigo de Chilali e Gahinet (1996), o tempo de acomodagao,
méximo sobressinal (overshoot) e largura de banda de um SCMF pode ser determinado
através de LMI'’s baseadas na Teoria de Lyapunov, onde analisamos o comportamento
dos polos dominantes do SCMEF, isto é, em qual regido se encontram os polos dominan-
tes de malha fechada, e assim, determinamos um compensador para ajustar a melhor
posicdo para as caracteristicas de resposta transiente desejadas.

Im

Figura 4 — Regido () de desempenho

A regido Q)(y,r,0) do SPE é a regido que oferece desempenho garantido para
o SCMF, isto é, se os polos de malha fechada estiverem dentro da regido, entdo o
sistema atende aos requisitos de tempo de acomodagdo, méaximo sobressinal, largura
de banda, etc. Esta regido é seccionada por y, r e 0, e um niimero complexo arbitrario
c=a=jb|ceQ(y,r,0)seesomente se

a<-y<0,latjbl<r tan(0)a < —|b|

O parametro y determina o tempo de acomodagao do sistema, indicado pelas seguintes

equagoes.
(crit. 5%) (2.5a)
(crit. 2%) (2.5b)

A equacdo 2.5a indica o tempo de acomodagdo com um critério de 5%, isto é, o sistema
se acomoda no tempo t; e permanece dentro de uma faixa de erro de até 5% da referéncia

até o infinito. O mesmo é vélido para 2.5b, onde a faixa de erro toleravel é de 2%.
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O parametro 0 indica o 4ngulo limitante da regido (2 de desempenho. Ele esta

relacionado ao maximo sobressinal (overshoot) do SCMF

@ m)
Y

@

0= arctan(—d) = arctan( (2.6)
)4

no qual C é o fator de amortecimento e w, é a frequéncia natural ndo-amortecida.

Também podemos expressar o overshoot diretamente através de

ym

MP =¢ Y (2.7)

A largura de banda r delimita a regido () a esquerda. Isso demonstra que ha um limite
de regido os polos dominados devem se situar no SPE, pois quanto mais a esquerda,
mais rdpido o sistema se comporta, porém, o sistema é mais suscetivel ao efeito de

ruido.

2.3 Modelagem das LMI’s de Chilali e Gahinet

Definida a regido ((y, r, 0) de desempenho garantido, através de Chilali e Gahi-
net (1996) podemos inferir as seguintes LMI’s que relacionam os trés parametros da

regido (), em suas respectivas formas primal e dual:

AP +PA" +2yP <0 = AP+ PA+2yP <0 (2.8a)
-rP AP —rP A'P

<0 = <0 (2.8b)
PA" —rP PA  —rP

cos (0)(PA’ — AP) sen (0)(AP + PA’)

sen (O)(A'P + PA) cos ()P~ PA)| _
cos (0)(PA — A’P) sen (0)(A’'P + PA)

[sen (O)(AP + PA’) cos (0)(AP — PA’)] 5

(2.8¢)

2.3.1 Modelagem em y

Tomando 2.8a, fagcamos a modelagem da LMI dual com a estrutura de planta e
compensador propostos. Portanto, tomando o SLIT-C 1.27 usando a defini¢do de 2.1 e

a parte ja desenvolvida em 2.4, temos

ALP +PAf+2yP <0
HermAyPy = CBiP1) 0C+PiBg| [2yP1 0]
* —2a 0 2yp
[Herm{A’gpl — C}B}P1} +2yP; 6C, +PiB,
* 20yp - a)

<0 (2.9)
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Como y e psdo escalares e P; é uma matriz, observemos que o problema torna-se
quase-convexo devido ao produto de yp e yP;. Isso significa que, dado dois pontos do
conjunto imagem de 2.9, a norma euclidiana entre esses dois pontos (como descrito na
sessdo 1.6.2) estd contida inteiramente no conjunto, e hd um minimo ou méximo local

que é também o global.

2.3.2 Modelagemem r

Tomando a LMI 2.8b, fagcamos uma reestruturagdo também para o problema
ser restringido ao nosso estudo de caso para compensadores avango-atraso. Logo,

tomamos a LMI dual

—rP AP
<
PA; —rP
—T’P1 0 : *
|
,,,,,,,9,,,?1:;7, ,,,,, : ,,,,,,,,,,, <0
PlAg —PlBgCg PlBg : —T’P1 0
pla—pBo)C;  —ap 0 -
e entdo, fazendo 7 = rp e usando 2.3, chegamos a
—VPl 0 !
] -k
0 —-r [
777777777777777777 -------—-|<0 (2.10)
PlAg —PlBgCg P1Bg : —Tpl 0
6Cq —a 1 0 -7

2.3.3 Modelagem em 6

Por fim, tomamos a LMI dual 2.8c e aplicamos o mesmo tipo de estrutura das

outras ja definidas.

sen (9)(A}P + PAf) cos (6)(A}P — PAy)
cos (O)(PAf — A}P) sen (6)(A}P + PAy)
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Entéao, a fim de eliminar a restricdo de seno e cosseno da variavel 6, facamos 6, = sen (0)
e 6. = cos(0),

O(AIP + PAg) O.(A'P - PAy)
0(PAs = A\P) O,(A'P + PAy)

0, Herm{A\P; — C,B,P1} 0.5C, + 0,P\B, ! 0. Herm{A,P; — C,B,P;} 0.5C, — 0.P\B,

* -2a0, \ —% 0 <0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, T T ______.
* | 0; Herm{A{P1 — C;B;P1} 0:;6C; + 6,P1B;
| * —2a6,

(2.11)

onde Herm{x} = x — x’ é o operador Anti-Hermitiano.

2.4 Modelagem do sinal de entrada para tipo degrau

Para descrevermos a saida do SLIT-C com a insercdo do compensador, é ne-
cessdrio fechar a malha do sistema e obter sua funcdo transferéncia da saida y em
relacdo a referéncia r . Porém, ainda que seja possivel encontrar um compensador
capaz de atender aos requisitos de overshoot e tempo de acomodacao, ndo se sabe se o
SLIT-C tem erro estdtico em regime permanente nulo, isto porque a planta é genérica e
ndo hd garantia de polos na origem.

Como é desejavel que o erro do sistema seja zero, discutiremos entdo uma
forma alternativa de eliminar o erro em regime permanente de forma a alterar o sinal

1

de entrada. Portanto, se 1.1 ¢ vilida, e desejamos que ¢(o0) =0 = r =y = <

Podemos considerar o sistema ja compensado e realimentado em malha fechada, ou
seja, podemos incluir C(s) na malha fechada. Entdo, obtemos a FTMF e isolamos o sinal
de referéncia:

75) _ CE)G)

7(s) 1+ C(s)G(s)

[ CEGE) T
o= (reeam) "

e entdo aplicamos o Teorema do Valor Final para a referéncia:

1
}mwm:h%dqg—AﬂB+Dﬂg
:h%CMAAY%+DW
1
= 2.12
CA-'B+D 12)
Logo, para que a saida do sistema em t — oo seja unitaria, fazemos:

1

_EFﬁiﬁﬂ” (2.13)

r(t) =
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3 Resultados Praticos

3.1 Softwares e Simulacoes

Concluido a parte de modelagem do problema proposto, aqui exibiremos os
resultados préticos e simula¢des de problemas abordados via LMI. Para isto, foram
necessdrias algumas ferramentas de simulacdo como ©MATLAB, e também o solver

de LMI ©Mosek, ambos com licenca académica disponibilizada.

3.1.1 MATLAB

©MATLAB é um software de calculo numérico de alto desempenho que permite
o usudrio simular diversos problemas ou célculos experimentais tedricos e préticos. O
software é mais voltado a area de engenharia, mas em suas tultimas atualizagdes,
também trouxe suporte a drea de inteligéncia artificial e telecomunicag¢ées. Usaremos
0 ©MATLAB como ferramenta para descrever espagos de estado e/ou fungdes trans-
feréncias de sistemas de controle, e também para realizar as simula¢gdes no tempo

continuo e plotagem de graficos.

MATLAB

Figura 5 — Logo MATLAB

3.1.2 Mosek

©Mosek é uma biblioteca de fung¢des de cdlculo numérico avangado que é capaz
de solucionar desde problemas lineares até problemas exponenciais, isto é, problemas
assintoticamente lineares até NP-Hard através de heuristicas. As fung¢des sdo disponibi-

lizadas em vadrios tipos de linguagens para fazer interface como por exemplo C/C++, R,
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Python, .NET, Java e MATLAB. As fun¢des disponibilizadas podem ser utilizadas para
LP’s(Linear Programming), QP’s(Quadratic Programming), SOCP’s(Second Order Cone Pro-
gramming), SDP’s(Semi-Definite Programming) e MIP’s(Mixed Integer Programming).

Figura 6 — Logo Mosek

3.1.3 YALMIP

©YALMIP é parser capaz de traduzir a entrada de um programa em um certo
cédigo para outros solvers numéricos solucionarem. No nosso contexto, o ©YALMIP
faz integracdo dos problemas escritos em @©MATLAB para o solver ©Mosek, isto é, o
solver ©Mosek é invocado pelo ©YALMIP de acordo com cada problema especifico
definido pela modelagem na linguagem MATLAB. ©YALMIP tem direitos de licenca

detidos por Johan Lofberg, mas é distribuido gratuitamente.

3.2 Funcoes principais

3.2.1 optimize

A fungdo optimize disponibilizada pelo © YALMIP tem a seguinte sintaxe:
[resultados] = optimize([restricodoes],[objetivo], [opcdes])
O vetor de restrigdes sdo todas as imposigdes, limites numéricos ou desigualdades que
podem ser impostas para o problema. objetivo é a varidvel a ser otimizada, e, por
definicdo do © YALMIP, esta varidvel é minimizada. O vetor de op¢des define as opgdes

de solvers a serem utilizados pelo ©YALMIP. Todo o resultado de processamento e/ou

informacdes de execugdo sdo armazenadas em resultados.

3.2.2 sdpvar

A funcéo sdpvar cria varidveis de decisdo simbolicas através do ©YALMIP, ou

seja, essas sdo varidveis do problema, que podem ser escalares ou matrizes.

X

sdpvar(n) % Cria uma matriz de variaveis simétrica n x n

X sdpvar(n,m) % Cria uma matriz de variaveis simétrica n x m
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x = sdpvar(n,m,’full’) % Cria uma matriz completa de variaveis n x n

sdpvar x y % Cria variaveis escalares x e y

3.2.3 sdpsettings

A funcdo sdpsettings define um vetor de parametros a serem utilizados pelo
©YALMIP e definem o solver a ser utilizado.

[opcoes] = sdpsettings([’campo’],[valor],[’campo’],[valor],...)

3.3 Cddigo

O c6digo implementado usando as ferramentas citadas anteriormente pode ser
descrito através do seguinte pseudo-cédigo.

Algoritmo 1: LMI de minimiza¢do em y
Entrada: A,, B, C,, 7, 0
Saida: «, By
Restrigdes: det(Ag) # 0, A(Ag) <0,7>0,0<0< %
1 1y length(Ag); // ng é a ordem da planta

2 sdpvar a, B, np 0,7y, // Declaracdo de variaveis escalares
3 P1 « sdpvar(n,, ng, 'symmetric’) ; // Declaracdo de matrizes de variaveis
P1 0
0 p
5 LMIcopstraints < [LMI, < 0, LMI, <0, LMIp < 0];
6 options < sdpsettings(’solver’, "mosek’);

7

4 P«

7 results « optimize([P > 0, LML oystraints, Y = 0], gamma, options);
8 if results.problem = 0 then

a

9 | ae%;
10 | fo g;

1 return «, ffy
12 else

13 | erro

14 end

Notamos que nalinha 5 esta a descri¢do das trés LMI’s modeladas anteriormente,
2.9,2.10e2.11, eainda que a minimizagdo ocorre em, isto é, o solver tentard solucionar
o problema para o menor valor possivel de y, o que poderé ocasionar em um tempo de
acomodacdo maior.
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3.4 Resultados praticos

Nesta sessdo, temos como objetivo mostrar os resultados praticos das simulag¢oes
feitas através do algoritmo modelado. Tomamos entdo diferentes entradas para SLIT-
Cs em malha aberta genéricos.

3.4.1 Caso 1

Considere a planta a seguir.

-3 —6 0 0
5cg= 0o -2 2 Xg + Olu
(0 0 -1 1

y=[-1 0 0]x

Limitamos os valores de ¥ = 5 e 0 = 1.1868 (68°). Através do método de minimizacgéo

em ) visto pelo algoritmo 1, o solver retorna o compensador tipo atraso:

s +0.5563
C(S) = m = a =1.3586 e ﬁo = 0.5563
11.3987 -2.3416 10.7616 0
P -2.3416 71.0155 -3.9327 0

10.7616 —3.9327 68.3002 0
0 0 0 182.9032

A(P) =[9.3899, 66.3559, 74.9687, 182.9032].

O espago de estado em malha fechada com compensador é

3 -6 0 0 0
, 0 -2 2 0 0
Xf = X+ r
1 0 -1 1 1
08022 0 0 -1.3586| [-0.8022
y=[-1 00 0«

e os autovalores da matriz A f de malha fechada sdo

AAf) = [-0.6295, —1.0647 + j1.9969, — 4.5997].

Pode-se observar que estes autovalores estdo todos com a parte real limitada por
r = 5 e a parte imagindria limitada por 0 = 68° conforme a regido (2 de desempenho
garantido estabelece. Simularemos a saida do sistema para a resposta a entrada degrau.

Como o compensador ndo estabelece corre¢do para o erro estdtico de posigdo, entdo
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é necessdrio fazer com que o sinal de referéncia seja uma entrada degrau modificada
através de 2.13. Logo,

1 -
t) = ————1(t) =2.221 - (¢
r(t) CrATE; (t) (t)

Observando entdo a figura 7, é notdvel que o sistema sem compensagdo ndo apresenta

Closed Loop System - No Controller

2 n
H]
E 1.5
T 1
E
<< 0.5

0 1 2 3 4 5 B ) 8
Time (seconds)
Closed Loop System - With Controller
, : : : : _

Amplitude

Time (seconds)

Figura 7 — Simulagdo do sistema 1 em malha fechada com e sem compensagdo.

overshoot e seu tempo de acomodacao é na faixa de t; = 4 segundos (crit. 5%). Ap6s
determinar o compensador, modelando o novo sistema em malha fechada, encontra-
se um tempo de acomodagdo menor t; = 2.77 segundos em relacdo ao sistema sem
compensador, porém, apresenta-se um overshoot em torno de M, = 25%. O erro

estdtico de posicdo esta eliminado devido a entrada ser o inverso do valor de y(co).

3.4.2 Caso?2

Considere a planta a seguir.

(106 —612 —1208 —800
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

y=[0 1 11 10]x,
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Para este sistema, restringimos os limitantes da regido () de desempenho para r = 100
e 0 = 0.2618 (15°), e aplicamos as entradas ao algoritmo 1. O solver retorna a regido
factivel com as variaveis otimizadas para um compensador tipo atraso.

_ 5+0.6575

Ce) = S50

= a =1521e py =0.6575

181.365 1202 2618.6 1868 0
1202 19201 59747 52522 0

P=|2618.6 59747 203910 189240 0
1868 52522 189240 183220 0

0 0 0 0 384010

A(P) = [18.7278, 412.2714, 6355.6, 399740, 384010].

O espaco de estado em malha fechada com compensador é

[-106 -613 -1219 -810 1 1
1 0 0 0 0 0
=0 1 0 0 0 |x+| o |r
0 0 1 0 0 0
| 0 0.8635 9.4983 8.6348 -1.521|  [-0.8635]
y=[0 1 11 10 0]«

e os autovalores da matriz A f de malha fechada sdo
AAf) = [-1.477 £ j0.2087, —2.2883 + j0.5123, — 99.9904].

Podemos notar que dois pares de polos conjugados dominam, e estes estdo mais perto

da origem, restando o polo real dominado bem préximo ao limite definido por r.

Para a corregdo do erro estatico de posi¢do, tomamos 2.13 como entrada e obte-

mos:

1

————1(t) = 186.0657 - 1(t) .
CrA;'By

r(t) = —

E perceptivel que a amplitude da entrada para este caso é mais elevada que o primeiro
caso. O overshoot apresentado é em torno de M, = 50%, que é bem significativo, e
ja o tempo de acomodacédo torna-se maior também se considerarmos o fato de que o
overshoot do sistema sem compensador atinge aproximadamente a taxa de critério de
erro do sistema (5%). Para este sistema, o maior beneficio trazido pelo compensador é a

correc¢do do erro estatico de posi¢do, que anteriormente atingia cerca de ¢(c0) = 98.75%.
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Closed Loop System - No Controller

L= —— —
5 001} /
=
= Vi
j= i
0.005 |/
S/
y
U i 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6
Time (seconds)
Closed Loop System - With Controller
1 :] __l___ T T T T T
'1.' _r/ )
R e e e e e e = = =
= ."I
=
= 05y
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0 i i i i i i
0 1 p 3 il 5 6

Time (seconds)

Figura 8 — Simulagado do sistema 2 em malha fechada com e sem compensacéo.

3.5 Conclusoes e Observacoes

Foram determinados métodos de compensacado de sistemas de controle dindmicos
através de estratégias matemadticas usando LMI’s para a classe de compensadores
Avango/Atraso que propiciam ajuste da saida de um sistema em relagdo, principal-
mente, ao overshoot e tempo de acomodagdo. E claro que existem outros métodos
para aplicabilidade desses tipos de compensadores, como o método por projeto via
Lugar das Raizes e pelo método via diagramas de Bode, que sdo métodos cldssicos

amplamente utilizados dentro do campo de controle de sistemas lineares.

A formulacdo deste novo método de projeto propde em melhorar algumas ca-
racteristicas em relacdo ao tempo empregado no desenvolvimento do compensador,
que por sua vez em grande parte é projetado analiticamente, e também implica em
explorar novas varidveis de otimizagdo de um sistema onde ndo é possivel abordar
de forma trivial nos métodos cldssicos citados. Diferentemente dos métodos cléssicos,
esta abordagem via LMI’s de Chilali e Gahinet (1996) propde uma nova restricdo de
largura de banda do sistema, o que implica diretamente na atenuagdo de ruidos no
sistema de controle. Restringindo-se o raio r de uma semi-circunferéncia de polos de
malha fechada, reduzimos a largura de banda, e o sistema de controle atua como um
filtro.
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Além disso, a adogdo da modelagem via LMI implica em algoritmos de tempo
de execugdo polinomial (P), o que poderia ser diferente se fosse utilizado outras ferra-
mentas préximas, como BMI’s, que sdo problemas da classe NP e soluciondveis apenas
por heuristicas. E notavel que a construcao de algoritmos de projeto de compensadores
para sistemas genéricos admite grande facilidade de manutencéo e aplicabilidade para
ampla faixa de sistemas de alta ordem, isto é, com grande quantidade de varidveis de
estado.
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