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RESUMO

O presente trabalho visa estudar o conceito de Funcdo, passando por seus aspectos histdricos,
epistemologicos e didaticos. A pesquisa se justifica tanto pelas dificuldades que alunos da educacdo
bésica tém com esse conceito fundamental, que acaba por refletir em dificuldades em célculo diferencial
e integral no ensino superior, como também, para o seu ensino e aprendizagem, em que 0s professores,
conscientes da ligagdo entre o ensino da matematica, a historia da matematica e a didatica, podem
construir uma estratégia para levar seus alunos a adquirir esta nocéo. Além disso, como a formacéo do
conceito de Funcéo exigiu muito labor e dedicacéo, o professor que esté atento a essa evolugdo histérica,
repleta de obstaculos, poderd construir uma abordagem adequada a partir da histéria do conceito de
Funcdo. Para tanto, nosso aporte tedrico e metodoldgico foi por meio de uma pesquisa bibliogréfica,
apoiados em Severino, Sousa e outros, sendo desenvolvido uma revisdo da literatura de obras ja
existentes sobre o tema. Para isto, fizemos um trabalho de levantamento de fontes bibliogréaficas
confiaveis, afim de obter os dados necessarios ao desenvolvimento da pesquisa e a solugdo do problema
de pesquisa. Posterior, estudamos o conceito de Fungdo no Curriculo e nos Livros Didaticos do Ensino
Fundamental e Médio. Em seguida fizemos uma breve abordagem histérica desse conceito em diversos
materiais bibliograficos encontrados, fisicos e digitalmente, em que foram analisadas em particular, as
duas defini¢des do conceito de Funcéo propostas por Euler. Por fim, como aplicagdo, apresentamos e
analisamos algumas atividades para a introdugdo do conceito de Funcdo tanto na educagdo basica,
quanto na graduacdo no ensino de matematica.

Palavras-chaves: Conceito de Funcdo, Euler, Curriculos, Livros Didéticos.



Abstract

The present work aims to study the concept of Function, going through its historical, epistemological
and didactic aspects. The research is justified both by the difficulties that basic education students have
with this fundamental concept, which ends up reflecting difficulties in differential and integral calculus
in higher education, as well as for their teaching and learning, in which teachers, aware of the link
between the teaching of mathematics, the history of mathematics and didactics, can build a strategy to
lead their students to acquire this notion. In addition, as the formation of the concept of Function required
a lot of work and dedication, the teacher who is aware of this historical evolution, full of obstacles, will
be able to build an adequate approach from the history of the concept of Function. Therefore, our
theoretical and methodological contribution was through a bibliographic research, supported by
Severino, Sousa and others, a literature review of existing works on the subject was developed. For this,
we carried out a survey of reliable bibliographic sources, in order to obtain the necessary data for the
development of the research and the solution of the research problem. Later, we studied the concept of
Function in the Curriculum and Textbooks of Elementary and High Schools. Then we made a brief
historical approach of this concept in several bibliographic materials found, physically and digitally, in
which the two definitions of the concept of Function proposed by Euler were analyzed in particular.
Finally, as an application, we present and analyze some activities to introduce the concept of Function
both in basic education and in undergraduate mathematics teaching.

Keywords: Concept of function, Euler, Curriculum, textbook
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INTRODUCAO

A construcéo inicial de um determinado conceito em Matematica nem sempre
se da de forma concreta, devido ao fato de originarem na mente humana, e muitos,
de uma maneira totalmente abstrata. Para o conceito de Funcédo, reconhecemos que
houve grande evolugdo, desde os tempos babilénicos até os dias de hoje, seja no
conceito em si, seja em seus usos. Por exemplo, para facilitar os calculos, os
babilénios tinham tabelas de valores. Existe uma tabela de valores que da o
comprimento de um lado do triangulo retangulo, conhecendo a hipotenusa e o outro
lado. Na ciéncia europeia do século XIV, as no¢bes de grandezas variaveis e Funcdes
foram expressas pela primeira vez tanto na forma geométrica quanto na mecanica.

Sao varios casos e, em cada caso concreto, quando ha a dependéncia entre
duas quantidades, podemos definir uma descri¢do verbal ou por meio de um grafico.
Em geral, na época da Idade Média, os objetivos eram de diferentes tipos: facilitar
calculos; construir de triangulos; desenvolver um método confiavel para prever
eclipses solares ou descrever um fenémeno e suas variagoes.

Nos tempos modernos, a partir do século XVI até o inicio do século XVIII, o
conceito de Funcdo foi se desenvolvendo constantemente, gracas a criacdo da
algebra literaria com Viete e as anotacdes algébricas de Descartes. Em particular, o
estudo dos movimentos foi o assunto mais pesquisado e desenvolvido. Com o
nascimento do calculo diferencial e integral, com Newton e Leibniz, foi possivel, por
meio de muita dedicacao, chegar a uma defini¢cao rigorosa do conceito de Fungdo com
EULER (1748). Mas até o final do século XVIII, o conceito de Func¢éo estava sempre
ligado a situac@es praticas.

As obras dos matematicos do século XIX, como Cauchy e Weierstrass, levaram
a fundacdo da analise moderna. Pode-se dizer que depois disso, a historia da
introducé@o das Func¢des no ensino comegou no inicio do século XX. Isto €, no inicio
do século XX, a educacao secundaria da maioria dos paises europeus foi alterada por
um movimento de reforma educacional, em particular para redefinir os programas de
matematica e a também maneira de ensinar matematica. Matematicos famosos
contribuiram para essas reformas dos Curriculos de matematica.

Nesta dissertacdo nos propomos a analisar e estudar o conceito de Fungéo,
como ele se desenvolveu, desde seus primeiros registros com os babilénicos, que

trabalhavam com tdbuas que nos ddo uma ideia de Funcéo até a forma como hoje é
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apresentado este importante conceito nas salas de aulas. Esta dissertacdo se baliza
sobre a questdo: com base no desenvolvimento historico da definicdo de Funcéo,
comparada com a forma como ela € apresentada nos Curriculos atuais e nas
definicbes proposta nos Livros Didaticos, seria esta maneira de apresentacdo deste
conceito atual 0 modo mais assertivo para trazer entendimento e clareza aos nossos
alunos acerca desse conceito?

O objetivo geral desta dissertacdo é analisar o conceito de Funcao
historicamente, epistemologicamente e didaticamente, por meio da analise do
contexto histérico que permeia seu desenvolvimento, os desafios encontrados por
matematicos que se propuseram a pesquisar e estudar profundamente este conceito,
até a forma como este conceito é apresentado nos Curriculos e Livros Didaticos
atuais.

Para atender este objetivo geral, bem como responder a questéo de pesquisa,
tracamos quatro objetivos especificos. O primeiro objetivo, é analisar o conceito de
Funcdo tal qual € apresentado nos Curriculos e nos Livros Didaticos, com a finalidade
de verificar se a forma como € proposto pelo Curriculo nacional, dialoga com a
proposta dos Livros Didéticos. O segundo objetivo especifico, agora ciente de como é
proposto atualmente este conceito, é analisar a evolucao histérica e epistemoldgica
do conceito de Funcéo.

O terceiro objetivo especifico € analisar o conceito de Fungédo proposto por
Euler em 1748, que foi posteriormente modificado por ele em 1755, analisando para
além disso, o periodo pré e pds conceito de Euler. Por fim, o quarto objetivo especifico
é estabelecer a relevancia da historia do conceito de Funcéo para o ensino, além de
indicar quais as definicdes deste conceito consideramos as mais assertivas para se
trabalhar no ensino deste objeto matematico.

Para alcancar estes objetivos e responder esta questdo de pesquisa, optamos
por usar uma metodologia de pesquisa bibliografica, por entender que este tipo de
pesquisa auxilia grandemente nas investigagfes cientificas de obras ja publicadas.
Assim, uma pesquisa baseada nesta metodologia inicia-se por meio de uma revisao
da literatura de obras ja existentes sobre o tema e que esteja contextualizado com o
objeto problema. Para isto, faz-se necessario um trabalho de levantamento de fontes
bibliograficas confiaveis, afim de obter os dados necessarios ao desenvolvimento da

pesquisa e a solucdo do problema de pesquisa.
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Em sua obra, Sousa faz um levantamento dos principais pontos a serem
analisados quando um autor decidi trabalhar com esta metodologia de pesquisa
cientifica, concluindo que a pesquisa bibliogréfica:

E uma importante metodologia no ambito da educacdo, a partir de
conhecimentos ja estudados, o pesquisador busca analisa-los para
responder seu problema do objeto de estudar ou comprovar suas
hipéteses, adquirindo novos conhecimentos sobre 0 assunto
pesquisado. Para realizar uma pesquisa bibliografica o pesquisador
precisar4 de tempo e cuidado para analisar os levantamentos das
obras publicadas. (SOUSA; OLIVEIRA; ALVES, 2021, p. 81)

Um dos aportes tedricos utilizados por eles nesta pesquisa é Severino (2007), que
defende que uma pesquisa bibliogréfica deve ser realizada pelo:

[...] registro disponivel, decorrente de pesquisas anteriores, em
documentos impressos, como livros, artigos, teses etc. Utilizam-se
dados de categorias teéricas ja trabalhadas por outros pesquisadores
e devidamente registrados. Os textos tornam-se fontes dos temas a
serem pesquisados. O pesquisador trabalha a partir de contribuicbes
dos autores dos estudos analiticos constantes dos textos (SEVERINO,
2007, p. 122).

Para isto realizamos uma extensa busca por livros, revistas, artigos cientificos,
monografias, dissertagdes e teses, entre outros, com validagdes, sejam impressos ou
online, que pudessem alicercar esta dissertacdo. Esta pesquisa por materiais foi
baseada em cada tema proposto para os capitulo, que sera brevemente comentado.
Com base em nosso referencial tedrico metodoldgico de pesquisa, seguimos 0S
passos necessarios até a andlise e interpretacdo dos dados disponiveis, quais sejam,
apos a escolha do tema e a delimitacdo do problema, levantamento pela internet e
bibliotecas de referenciais bibliograficos que pudessem atender ou ajudar a resolver
o problema de pesquisa. Apés a andlise dos textos, selecionamos aqueles que melhor
atenderiam nossa pesquisa, sendo feita, agora com o rigor de uma pesquisa cientifica,
uma leitura, interpretagdo e analise critica dos textos.

Vale ressaltar ainda que, para Salomom, esta critica feita ao texto deve ser
dividida em critica externa e interna, sendo a externa aquela critica que avalia “[...] o
significado, a importancia e o valor histérico de um documento, considerado em si
mesmo e em Func¢do do trabalho que esta sendo elaborado” e a interna “[...] € aquela
que aprecia o sentido e o valor do conteudo” (SALOMOM, 1972, p. 256), sendo que

elas abrangem:

Critica externa:
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a) critica do texto. Averigua se o texto sofreu ou nao alteracoes,
interpolacdes e falsificagBes ao longo do tempo;

b) critica da autenticidade. Determina o autor, o tempo, o lugar e as
circunstancias da composicao;

c) critica da proveniéncia. Investiga a proveniéncia do texto.

Critica interna:

a) critica de interpretacdo ou hermenéutica. Averigua o sentido exato
gue o autor quis exprimir. Facilita esse tipo de critica o conhecimento
do vocabulario e da linguagem do autor, das circunstancias historicas;
b) critica do valor interno do contetido. Aprecia a obra e forma um juizo
sobre a autoridade do autor e o valor que representa o trabalho e as
ideias nele contidas (SALOMOM, 1972, p. 256).

A dissertacdo esta dividida em quatro capitulos, afim de que cada capitulo
atenda a um objetivo especifico, e possamos ao final, atender o objetivo geral desta
pesquisa, bem como responder a questdo de pesquisa. Em seu primeiro capitulo,
tratamos o conceito de Funcédo, a partir da analise desse conceito nos Curriculos
vigentes no Brasil, seja em nivel nacional, por meio da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), seja em nivel estadual, mais especificamente no Estado de Mato
Grosso do Sul, por meio do Curriculo de Referéncia do Mato Grosso do Sul, oferecido
pela Secretaria de Estado de Educacdo de Mato Grosso do Sul (SED-MS). Ainda
neste capitulo, trazemos como esse conceito é trabalhado nos Livros Didaticos
adotados por algumas escolas publicas, no estado de Mato Grosso do Sul, fazendo
um estudo sobre até que ponto os Livros Didaticos adotados pelas escolas publicas
vinculadas a Secretaria de Estado de Educacao de Mato Grosso do Sul atendem aos
objetivos e competéncias estabelecidos pelos Curriculos nacionais e estaduais.

Para o segundo capitulo, veremos que desde a Idade Média, ou antes até,
muitos trabalhos utilizaram esse conceito, implicitamente, 0 que semeou confuséo,
pois seus aspectos ainda ndo haviam sido identificados. Demorou décadas e décadas,
portanto, para que surgisse uma definicéo precisa do conceito de Funcao, sendo mais
precisa a definicdo proposta por Euler, conceito que sera trabalhado com mais
cuidado e maiores detalhes no proximo capitulo. A ideia deste capitulo é percorrer a
histéria dessa no¢éo, mostrar os aspectos que afetaram a constru¢éo desse conceito,
bem como as dificuldades encontradas ao longo do caminho, analisando
historicamente algumas das diferentes definicbes propostas ao longo do tempo por
diferentes pensadores, sendo escolhidos os principais, aqueles que apresentaram
propostas mais completas e concretas até chegar a definicdo que entendemos ser a

mais geral para este conceito.
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No terceiro capitulo, trataremos da definicdo do conceito de Funcao proposto
por Euler no século XVIII, apresentando uma analise de seu conteudo e o situando
sua definicho em seu contexto historico, apontando o periodo que antecede a
definicdo, ou seja, como era tratado este conceito até Euler, e o periodo posterior a
definicdo de Euler.

Por fim, no quarto capitulo, objetiva-se estabelecer a relevancia da histéria do
conceito de Funcao para o ensino deste importante objeto matematico. Analisamos
uma série de definicdes ao longo da histéria e as comparamos com as definicbes que
consideramos mais relevantes no ensino atual e nos Livros Didéaticos. Destacamos
também o importante papel da historia do conceito de Func¢des, para uma abordagem

didatica.
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1 FUNCOES NO CURRICULO E NOS LIVROS DIDATICOS DO ENSINO
FUNDAMENTAL E ENSINO MEDIO

Neste capitulo analisaremos o conceito de Funcédo com base nos Curriculos
educacionais e em alguns livros didaticos adotados por algumas escolas da Secretaria
de Estado de Educacédo de Mato Grosso do Sul. Este capitulo acompanhara uma
mesma dinamica, trabalhando primeiramente o conceito de Funcdo e os objetivos
apresentados pelos Curriculos para o Ensino Fundamental e posteriormente para o
Ensino Médio, finalizando com algumas consideracfes e uma discusséo acerca do
que foi encontrado nos Curriculos.

Em seguida, analisaremos os conceitos trabalhados em alguns Livros Didaticos
adotados por algumas escolas de Campo Grande, em Mato Grosso do Sul, para
alunos do Ensino Fundamental e Médio, sendo que primeiramente analisaremos 0s
livros do Ensino Fundamental, como € apresentado o conceito, quais as atividades
introdutdrias para se trabalhar com estas definicbes e posteriormente como esta
definicdo e conceito do Livro Didatico dialogam com as definicbes e conceitos
apresentados nos Curriculos, repetindo depois os mesmos passos para livros do
Ensino Médio. Vale ressaltar que a escolha dos livros didaticos se deu por conta do
momento de pandemia que o pais viveu no decorrer da escrita desta dissertacéo, que
impediu que tivéssemos acesso a maiores quantidades de livros que nos
propiciassem uma escolha mais categoria, sendo escolhido os livros ao qual
conseguimos ter acesso por meio de contato pessoal e amizade com os diretores da
escola.

Por fim, concluiremos o capitulo com as impressdes que ficaram destas
analises do Curriculo e sobre como esse contetdo € apresentado aos alunos por meio

dos Livros Didéaticos adotados por estas escolas.

1.1 Conceito de Funcéo no Curriculo

A proposta deste texto € trazer elementos que nos possibilitem analisar de que
forma o conceito de Funcédo vem sendo apresentado pelos 6rgdos governamentais,
por meio da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), proposto pelo Ministério da
Educacédo (MEC), e do Curriculo de Referéncia de Mato Grosso do Sul, proposto pela
Secretaria de Estado de Educacéo de Mato Grosso do Sul (SED-MS).
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1.1.1 Conceito de Funcao no Curriculo do Ensino Fundamental e seus
objetivos

A BNCC propde para o Ensino Fundamental, partindo das Competéncias
Gerais e Especificas, cinco unidades tematicas nomeadas como: ‘Numeros’, ‘Algebra’,
‘Geometria’, ‘Grandezas e Medidas’ e ‘Probabilidade e Estatistica’, as quais
apresentam Objetos de Conhecimento e Habilidades a serem desenvolvidos em cada
ano do Ensino Fundamental.

O objeto de estudo deste capitulo é apresentado no Ensino Fundamental na
unidade tematica ‘Algebra’. Se considerarmos as dimensées sugeridas pela BNCC
para ensinar algebra nas escolas de Educacéo Basica, precisamos permitir que 0s
alunos sejam capazes de construir formulacdes, relacbes e generalizagdo neste
campo da Mateméatica. Conforme Ponte (2009) e Van de Walle (2009), um dos
objetivos da Algebra é o desenvolvimento do pensamento algébrico por parte dos

alunos, pois

[...] inclui a capacidade de lidar com expressdes algébricas, equacoes,
inequacdes, sistemas de equacdes e de inequagbes e Funcgles. Inclui,
igualmente, a capacidade de lidar com outras relacbes e estruturas
Matematicas e usa-las na interpretacdo e resolucdo de problemas
matematicos ou de outros dominios. A capacidade de manipulagdo de
simbolos é um dos elementos do pensamento algébrico, mas também é o
“sentido de simbolo” (symbolsense), como diz Abraham Arcavi, que inclui a
capacidade de interpretar e usar de forma criativa os simbolos matematicos,
na descricdo de situacdes e na resolucdo de problemas. (PONTE, 2009, p.
10).

Para Van de Walle (2009), o foco do ensino da Algebra:

Estd em como pensar e raciocinar, de modo que os estudantes pensem
matematicamente e consigam relaciona-la com os mais diversos campos da
Matematica. Também, afirma que este ramo da Matemética é essencial para
inUmeras atividades das praticas sociais, como por exemplo, situacbes
envolvendo a organizacdo de dados em planilhas e a operagdo com esses
dados. (VAN DE WALLE apud SOBRINHO, 2006, p. 07)

Dentro da unidade tematica Algebra, um dos contetidos trabalhados a partir do
9° ano do Ensino Fundamental é o conceito de Funcéo. Para Gongalves (2015) este
conceito se faz necessario ser trabalhado, pois 0 mesmo desempenha um importante
papel no estudo de muitos fenbmenos que envolvem outras diversas areas do

conhecimento, "[...] seja descrevendo, interpretando ou construindo graficos que
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representam esses fenbmenos, além de propiciar conexbes com a prépria
Matematica" (GONCALVES, 2015, p. 21).

Somente no ultimo ano do Ensino Fundamental é que, em sua unidade de
algebra, a BNCC nos apresenta como objeto de conhecimento as “Funcdes:
representacdes numérica, algébrica e grafica”, trazendo como habilidades a serem

desenvolvidas nestes alunos do 9° ano do Ensino Fundamental o que segue:

Compreender as Fungdes como relacdes de dependéncia univoca entre duas
variaveis e suas representa¢gfes numeérica, algébrica e grafica e utilizar esse
conceito para analisar situa¢des que envolvam relagdes funcionais entre duas
variaveis. (BRASIL, 2017, p. 317)

Para melhor entender o objetivo curricular para este objeto do conhecimento,
vamos adicionar nisto as habilidades e sugestfes de acdes didaticas que o Curriculo
de referéncia da SED-MS nos apresenta. Cabe ressaltar aqui que além do que ja é
apresentado na BNCC, o Curriculo de referéncia da SED-MS sugere um campo com
acOes didaticas que exemplificam os objetivos propostos por este Curriculo. Ou seja,
€ respeitado o inicio do conceito de Funcdo apenas no ultimo ano do Ensino
Fundamental, assim como na BNCC, porém além do contetdo e das habilidades, o

Curriculo estadual sugere uma acéao didatica, sendo:

Analisar como as grandezas se relacionam é uma pratica necessaria em
diversas situacdes cotidianas. Explore situagcbes-problema, nas quais os
estudantes sejam capazes de identificar a variacdo entre grandezas (X, Y),
organizando os valores em tabelas segundo uma sentenca algébrica e a
respectiva representacao gréafica da situagdo. (BRASIL, 2020, p. 582.)

Em seguida o Curriculo traz um exemplo de exercicio e de sequéncia didatica
a ser utilizada, “Uma maquina de embalar alimentos produz 50 pacotes a cada minuto
de funcionamento. Observe a tabela abaixo a quantidade de pacotes que essa
maquina produz, de acordo com o tempo de operacao”, (SED-MS) e em seguida
apresenta uma tabela que trabalha com dados da progressédo do tempo em minutos

em relacdo a quantidade de pacotes, sugerindo que, partindo disto o professor:

Leve os estudantes a observar que natabela ha a relacdo de duas grandezas
(tempo x quantidade) e que para cada grandeza tempo ha uma Unica medida
correspondente a segunda, assim, dizemos que a segunda € Fungdo da
primeira. Dessa forma, a quantidade de pacotes embalados é dada em
Funcéo do tempo de funcionamento da maquina. Analise o dominio de
validade da situac&o, isto €, podemos ter 50 pacotes e meio? E possivel, a
partir da tabela, ter 2 minutos e meio? Nessa situacéo, os valores referentes
a quantidade de pacotes embalados sdo quantidades inteiras e positivas
enquanto o tempo nao pode ter valores negativos, logo ndo se terd um valor
negativo para a quantidade de pacotes e nem para 0 tempo. Recorra ao
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conhecimento algébrico para encontrar uma representacdo que expressa
essa relagdo pacotes (y) = 50 . tempo (x). (BRASIL, 2020a, p. 583)

Assim é proposto o Curriculo da SED-MS em consonancia com a BNCC para

o Ensino Fundamental, especificamente para o 9° ano.

1.1.2 Conceito de Funcdo no Curriculo do Ensino Médio e seus
objetivos

A BNCC propbe nesta etapa do conhecimento que o aluno desenvolva uma
visdo mais integrada da matematica, mas sem perder o foco na aplicacdo da
matematica a realidade desses alunos. A BNCC para o Ensino Médio ndo apresenta
unidades tematicas, tal como no Ensino Fundamental, mas sim competéncias a serem
desenvolvidas durante o Ensino Médio, porém, afim de ajudar o professor que ja se
encontra acostumado com a ideia de unidades tematicas, a propria BNCC apresenta
pontos das competéncias que sdo similares as unidades tematicas, uma vez que 0s
conteudos e conceitos trabalhados em cada competéncia podem, e devem, ser
trabalhados de forma articulada.

Em sua primeira competéncia especifica, a BNCC propde o uso de estratégias,
conceitos e procedimentos matematicos que nos possibilite interpretar situacdes em
diversos contextos. Um dos conceitos propostos para se alcancar essa competéncia
€ o conceito de Funcédo, mais especificamente na andlise grafica das Funcdes. Nesta
etapa do aprendizado a BNCC vai propor ao professor que trabalhe conteudos e
problemas que levem o aluno a desenvolver a andlise critica ao se deparar com
graficos de Funcdes, bem como a possibilidade de extrair dados dos gréficos.

Para isto, o Curriculo de referéncia da SED-MS vai trazer como sugestao
didatica o texto abaixo:

Essa habilidade pode ser desenvolvida por meio de pesquisas sobre graficos
gue envolvam, inflacdo, taxa de juros, investimentos, taxas de desemprego,
produto interno bruto (PIB), previdéncia privada e social, igualdade de
géneros (emprego, salérios, cargos, representatividade politica e violéncia),
salde, racismo, saneamento basico, no Mato Grosso do Sul e no Brasil,
priorizando graficos que sejam representados por Funcdes, analisando os
dados com criticidade e criatividade em vérias ideias relevantes, inovadoras,
originais quanto as representacdes dos eixos, estudando o comportamento,
intervalos de variagfes e posteriormente, debates, producdes de relatérios e
dissertagBes, com diferentes tipos de ideias relevantes, conseguir elaborar
suas proprias opinides,, cooperando uns com 0s outros nas argumentacgoes,
promovendo 0 engajamento, respeito, autonomia e pensamento critico. A
partir deste contexto o professor podera exercer a presenca pedagogica de
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forma construtiva em diversas situacdes, espacos e tempos da Escola.
(BRASIL, 20204, p. 8)

Na segunda competéncia especifica, a BNCC propde investigar desafios do
mundo contemporaneo e tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, ndo
sendo proposto para esta competéncia, nenhuma habilidade ligada ao conceito de
Funcdo. Entretanto, para esta competéncia o Curriculo de referéncia da SED-MS
adicionou o objeto de conhecimento Funcfes, juntamente com o0s objetos de
conhecimento matematica financeira e porcentagens, orientando mais
especificamente o estudo das Fun¢gBes Exponenciais e Logaritmicas, ndo sugerindo,
entretanto, nenhuma situacdo didatica para estes, apenas para o0 estudo de
matematica financeira e porcentagem.

A terceira competéncia especifica, a BNCC propde o uso de estratégias,
conceitos e procedimentos matematicos que nos possibilite interpretar e construir
modelos, além de resolver problemas em diversos contextos. Assim, nesta etapa é
proposto um avanc¢o nos trabalhos com o conceito de Func¢éo, sendo proposto pela

BNCC que os professores possam:

Construir modelos empregando as Funcgfes polinomiais de 1° ou 2° graus,
para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais. (...) Resolver e elaborar problemas com Funces
Exponenciais nos quais seja necessario compreender e interpretar a variagao
das grandezas envolvidas, em contextos como o da Matematica Financeira,
entre outros. (...) Resolver e elaborar problemas com Func¢des Logaritmicas
nos quais seja necessario compreender e interpretar a variagdo das
grandezas envolvidas, em contextos como os de abalos sismicos, pH,
radioatividade, Matematica Financeira, entre outros. (BRASIL, 2017, p. 536)

Para que o aluno consiga desenvolver essa habilidade a SED-MS ir4 propor as

seguintes sugestdes didaticas para cada tipo de Funcéo:

Um possivel modelo a ser construido seria para o salario de um vendedor
que ganha uma quantia fixa acrescida de uma comissdo em virtude das
vendas realizadas. Outra possibilidade, seria a mensuracdo do custo de
consumo de agua/energia elétrica, considerando um valor fixo e um valor
variavel de acordo com a faixa de consumo estabelecida em m3 ou kwh. Neste
contexto, apreciar e usar os conhecimentos empiricos do cotidiano, para
perceber e interpretar a realidade, ter curiosidade para aprender, ser aberto
ao novo, desenvolver a autoconfianga para ter mentalidade de crescimento e
agir de forma proativa, no sentido de colaborar para a (re)construcdo de
saberes da vida em sociedade. Outros modelos seriam situa¢des problemas
gue envolvam alcance horizontal e vertical da trajetéria de um projétil, como
por exemplo o langcamento de um foguete, langcamento de uma bola de
basquete, cobranca de escanteio, saque no voleibol, de modo que o
estudante modele tais trajetorias por meio de algebra e geometria com o
auxilio de tecnologias digitais, analisando e discutindo os resultados
encontrados, se possivel visando o mundo robotico atual. Neste sentido,
desenvolver a imaginagéo criativa por meio da experimentacdo, aprendendo
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COm seus erros, com interesse artistico para avaliar, apreciar design e beleza,
no que deve ser experimentado ou expresso em escrita, visualmente,
fortalecendo capacidade de gerar novas maneiras de pensar. (BRASIL,
2020b)

E importante lembrar neste ponto, que ndo existe hierarquia entre as
competéncias especificas, sendo que todos estes conteudos, apesar de serem
apresentados em uma Unica competéncia, podem e devem ser ensinados e
trabalhados em anos distintos do Ensino Médio.

Ainda nesta competéncia, o Curriculo referencial da SED-MS ira propor
relacionar os objetos de conhecimento Juros compostos com Graficos de Funcgdes de
1° grau e Exponencial, a fim de analisar o (de)crescimento linear ou Exponencial de

cada caso. Para isto sdo oferecidas as seguintes sugestdes didaticas:

(...) um possivel desenvolvimento em conjunto seria analisar se um banco
cobra juros de mora em boleto atrasado no modo simples ou composto
construindo o gréfico dos dois tipos de juros em Funcdo dos possiveis dias
de atraso. Investigar possibilidades de investimentos e financiamentos
analisando taxas de juros, taxas de aberturas de crédito (TAC) e impostos,
fazendo simulagbes em planilha eletrénica. Com isso, desenvolver a
autogestdo e inteligéncia emocional no alinhamento das necessidades e
objetivos pessoais, com responsabilidade, criticidade, para disseminar
informacdes, produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer
protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva. Compreender a diferenca
em pagar a vista ou parcelado, estudando tanto casos reais como hipotéticos,
julgando, por exemplo, se & melhor comprar um produto que custa R$
3.000,00 a vista ou em 5 vezes de R$ 600,00, de modo a fazer a construgéo
de argumentos matematicos consistentes com a realidade. Assim, agir com
autonomia, determinacg&o, tomando decisGes com base em conhecimentos
sélidos, investigativo de forma reflexiva, analitica, no sentido de reconhecer
e optar pela melhor escolha. (BRASIL, 2020b)

Por fim, o Curriculo referencial da SED-MS traz a importancia de o aluno
compreender e interpretar a variagdo das grandezas envolvidas em contextos como
os de abalos sismicos, pH, radioatividade, entre outros, utilizando-se de conceitos de
variacdo Exponencial e Logaritmica, além de resolver e elaborar problemas em
contextos que envolvem fendmenos periddicos reais, como por exemplo as ondas
sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros, utilizando-se dos conceitos

das Funcdes trigonométricas.

Por se tratar de conceitos muito abstratos, € interessante que se analise
movimentos oscilatdrios, como péndulos, ondas eletromagnéticas, vibracdes
em instrumentos de corda, dentre outros. Utilizar a criatividade e o
pensamento critico para relacionar os movimentos oscilatérias a fatos e
objetos do dia a dia, buscando o autoconhecimento com autonomia e autoria.
E possivel também plotar um gréfico, partindo de uma tabela que relacione a
posicdo de um ponto fixo em uma roda gigante e a altura deste ponto de
acordo com a variacdo de tempo. Tendo como ponto de partida a diversidade
de saberes, e vivéncias culturais que permitam compreender a situacao
investigativa, com persisténcia na superacéo de obstaculos e finalizar a agédo
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proposta. Outro exemplo pode ser o estudo do ciclo lunar investigando se a
face que se observa em todas as fases € sempre a mesma, o tempo de cada
ciclo, e se existe relacdo com os fenbmenos periddicos das marés, com
pensamento cientifico para investigar, elaborar e testar hipoteses,
exercitando a curiosidade intelectual para entender e explicar a realidade. Ao
utilizar os dados obtidos recomenda-se a construcao das Funcdes seno ou
cosseno que modelam essas situacdes, analisando se descrevem o0s
fendbmenos supracitados, nesta perspectiva, o autoestudo, a determinacéo e
persisténcia sdo competéncias fundamentais para o desenvolvimento das
tarefas com organizacéo e sucesso. (BRASIL, 2020b)

Na quarta competéncia especifica, a BNCC comeca a propor a articulagéo de

diversos conhecimentos matematicos, propondo mesclar conceitos algébricos,

geomeétricos, estatisticos, computacionais, entre outros, como podemos ver nestas

orientacdes:

Converter representacdes algébricas de Fungdes polinomiais de 1° grau em
representacdes geomeétricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos
guais o comportamento é proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou
aplicativos de algebra e geometria dindmica. (...) Converter representagfes
algébricas de Funcdes polinomiais de 2° grau em representacdes
geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma
variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou
nao a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica, entre outros
materiais. (...) Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio de
tecnologias digitais, entre as representacdes de Fun¢des Exponencial e
Logaritmica expressas em tabelas e em plano cartesiano, para identificar as
caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de cada
Funcéo. (...) Analisar Fun¢des definidas por uma ou mais sentengas (tabela
do Imposto de Renda, contas de luz, agua, gas etc.), em suas representagdes
algébrica e grafica, identificando dominios de validade, imagem, crescimento
e decrescimento, e convertendo essas representacdes de uma para outra,
com ou sem apoio de tecnologias digitais. (BRASIL, 2017)

Para cada uma dessas habilidades, o Curriculo de referéncia da SED-MS

apresenta uma sugestdo didatica que nos permite trabalhar com cada conceito

proposto como objeto do conhecimento, articulado com outros conceitos:

(...) resolver e elaborar situacdes-problema do cotidiano envolvendo a ideia
de Funcéo polinomial do primeiro grau, como por exemplo o salario fixo de
um vendedor acrescido de sua comisséo em virtude das vendas realizadas e
arrecadacdo de impostos de Mato Grosso do Sul. (...) Utilizar software
matematicos para observar o comportamento da pardbola e como as curvas
se alteram de acordo com seus coeficientes estudando pontos de maximo ou
de minimo e outros pontos especiais, em contextos envolvendo superficies,
Matematica Financeira, Cinematica, dentre outros. (...) estudo que relacione
crescimentos populacionais tanto nos municipios quanto no estado de Mato
Grosso do Sul, bem como nos outros estados do Brasil, analisando dados do
censo, comparando e descrevendo 0s diferentes
crescimentos/decrescimentos por meio de tabelas, graficos, textos, dentre
outras representacbes, fazendo relacbes com Fungdes Exponenciais e
Logaritmicas, estudando seus dominios, imagens e crescimentos, com ou
sem auxilio de tecnologias digitais. (...) Propbe-se pesquisa sobre tarifas de
energia elétrica no estado de Mato Grosso do Sul, em relagdo a pregos,
tarifas, impostos, tributos e bandeiras tarifarias. (BRASIL, 2020b)
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Por fim a BNCC vai propor como sua quinta competéncia especifica, investigar

e estabelecer conjecturas que possam ser experimentadas, usando ou nao a

tecnologia, empregando estratégias e recursos, para observar nessas conjecturas,

padrdes, conceitos e propriedades diversas da matematica. A BNCC vai propor como

habilidade:

Investigar relagdes entre nUmeros expressos em tabelas para representa-los
no plano cartesiano, identificando padrées e criando conjecturas para
generalizar e expressar algebricamente essa generalizagéo, reconhecendo
guando essa representacao € de Func¢édo polinomial de 1° grau. (...) Investigar
relacdes entre niUmeros expressos em tabelas para representa-los no plano
cartesiano, identificando padrbes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa
representacdo € de Funcdo polinomial de 2° grau do tipo y = ax2 (...)
Investigar pontos de maximo ou de minimo de Func¢bes quadraticas em
contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou Cinematica,
entre outros, com apoio de tecnologias digitais. *(...Identificar e associar
progressdes aritméticas (PA) a Funcdes afins de dominios discretos, para
andlise de propriedades, dedugcdo de algumas férmulas e resolucdo de
problemas. (...) Identificar e associar progressfes geométricas (PG) a
Funcdes Exponenciais de dominios discretos, para analise de propriedades,
deducdo de algumas férmulas e resolugéo de problemas. (BRASIL, 2017)

Para alcancar essas habilidades o Curriculo de referéncia da SED-MS ira

propor como sugestéo didatica além de outras:

(...) uma possivel forma de desenvolvé-la é representar as cidades de Mato
Grosso do Sul no plano cartesiano por meio de pontos, utilizando o mapa do
estado como plano de fundo, utilizando papel ou software/app. Olhando para
0 mapa, conjecturar se existem trés cidades alinhadas. (...) uma possivel
investigacao seria a andlise de tabela contendo pares ordenados (x,y) e
verificar se 0 quadrado de x é diretamente proporcional a y. Por fim,
conjecturar o namero minimo de pontos que satisfazem essa proporcao para
gue se tenha uma Fung¢do quadrética. (...) um aluno recebe uma mesada de
R$ 50,00 com juro de 10% ao més sempre sobre o primeiro valor recebido. A
partir dai, levantar questdes como: Qual o valor recebido no 15° més? Qual o
valor total recebido no 15° més? Depois de quantos meses o estudante,
juntando todo o valor, conseguiria comprar um smartphone de R$ 1500,007?
E possivel utilizar tabelas ou planilhas eletrénicas como auxilio para o célculo
de cada valor. (BRASIL, 2020b)

1.1.3 Consideracg0des e Discusséo

A primeira analise feita com base na BNCC nos apresenta no ultimo ano do

Ensino Fundamental, em sua unidade de algebra o objeto de conhecimento Fungdes:

representacfes numerica, algébrica e grafica. Neste objeto de conhecimento a BNCC

traz como habilidade a ser desenvolvida nos alunos do 9° ano do Ensino Fundamental,

levar este a compreender que as Funcdes sdo relacbes de dependéncia entre duas
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variaveis, além de entender as representacfes numérica, algébrica e grafica das
Funcdes e utlizar o conceito para analisar situagbes que envolvam relacdes
funcionais entre duas variaveis.

Ou seja, a BNCC somente nos apresenta o toépico de Funcéo no ultimo ano do
Ensino Fundamental, se limitando a conceitua-lo como “relacbes de dependéncia
univoca entre duas variaveis”. Apenas para comegarmos a pensar, sem abranger
demasiadamente o leque da BNCC, ao analisarmos apenas a Unidade Tematica
Algebra, nesse nivel de aprendizado, o aluno ja tera tido contato com a linguagem
algébrica sabendo o conceito de variavel e incognita, bem como sua diferenciacéo,
além de compreender as propriedades de equivaléncia de expressfes algébricas.
Além disto ele devera ter aprendido o conceito de equacdes polinomiais do 1° grau,
reduzindo-as a forma de ax + b = ¢, além de saber diferenciar as equacdes das
expressoes algébricas.

Em sequéncia, no oitavo ano, o professor introduzira a ideia de valor numérico
das expressodes algébricas, para que com isto, 0 aluno seja capaz de associar uma
equacdo linear de 1° grau com uma reta no plano cartesiano. Seguindo na evolucgéo
do conhecimento e no aprofundamento dos conceitos, o0 aluno aprendera a resolver e
elaborar problemas relacionados ao seu contexto, que possam ser representados por
sistemas de equacdes de 1° grau. Ainda neste ano, o aluno terd contato com o
conceito de equacdes polinomiais do 2° grau do tipo ax2 = b, aprendendo a resolver e
a elaborar problemas que possam ser representados esses tipos de equacdes.

E apenas no nono ano do Ensino Fundamental que sera introduzido o conceito
de Funcéao, além de que, esta introducdo se da apés uma série de contatos com o
conceito, propriedades e regras de equacdes e sistemas de equacdes, conhecimentos
gue, embora sejam conhecimentos prévios interessantes e necessarios a uma boa
aprendizagem do conceito de Funcdo, eles tém causado muitas davidas nos alunos,
pois embora sejam muito parecidos, eles se diferenciam amplamente nos resultados.

Enquanto as equagfes possuem como resultado um namero, nUmero este que
pode ter significado ou ndo, as Fung¢des ndo tém tanta preocupacdo assim com o
resultado, ou com os valores das incognitas, mas sim com a importancia de se
conhecer a regra que relaciona os elementos dos dois conjuntos, bem como também,
com a sua representacao grafica, pois a partir dela é possivel ser tomada diversas

decisbes quando aplicadas a problemas reais do cotidiano.
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ApGs anos lecionando para alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, temos a
percepcdo que, quando este aluno chega no conceito de Funcdo, apds varias
elaboracdes e resolucdes de problemas focadas em equacdes, fica uma impresséo
gue o aluno acostumou-se tanto a encontrar o valor de x, que fica obcecado em querer
encontrar o resultado da incégnita na Funcdo, como se algo estivesse errado, sendo
que em sua grande maioria, iSSO € 0 que menos importa no contexto de Funcao. Esta
obsessédo por encontrar os resultados ou as respostas tiram o foco daquilo que
entendemos ser mais importante quando o assunto € Funcgéo, que é a compreensao
desta relacdo de dependéncia univoca entre duas variaveis, a fim de usar isto como
forma de andlise de situacfes que envolvam essas relagdes funcionais, conforme ja
aponta a BNCC.

Para o Ensino Médio podemos ver que a BNCC nao faz a divisdo por anos,
assim como é feita no Ensino Fundamental, antes, ela divide em 5 competéncias que,
ao final, fara com que o aluno tenha contato com diversas Func¢des ao longo dos trés
anos. Vale ressaltar que, primeiramente, no Ensino Fundamental existe apenas uma
definicdo genérica para o conceito de Funcao, limitando-se a conceitua-la como sendo
a relacdo univoca entre duas variaveis. Logo, ao analisarmos as cinco competéncias
podemos encontrar nelas uma continuidade que, analisaremos mais a frente, se é
respeitada pelos Livros Didaticos.

Observamos que, apesar de numerar as cinco competéncias de um a cinco,
nao existe nenhuma pretensdo de que esta ordem seja obedecida, ficando a cargo
dos Curriculos estaduais fazer a sua divisdo entre os anos letivos do Ensino Médio.
Entretanto, ao analisarmos o referencial curricular da SED-MS, percebemos que ela
segue arisca a BNCC, se diferenciando apenas pelo fato de trazer algumas sugestdes
didaticas, mas tal como a BNCC, esse referencial também néo faz esta divisdo nos
anos letivos, ou seja, ele ndo apresenta qual competéncia deve ser desenvolvida no
1° ano, no 2° e no 3° dando a entender que elas devam ser trabalhadas
articuladamente.

Isto leva os professores a recorrerem aos Livros Didaticos, para que estes
apresentam anualmente, e até bimestralmente, qual conteudo trabalhar, e com isso
fazer os links entre o contetdo e as competéncias. Apesar de ser uma boa saida, isto

vai depender muito de como os Livros Didaticos apresentam estes objetos do
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conhecimento, e ainda, se eles atendem na totalidade os Curriculos vigentes na

educacéo, analise esta que faremos nos topicos a seguir.

1.2 Conceito de Funcédo em um Livro Didatico do Ensino Fundamental

Para esta analise, utilizaremos um Livro Didatico adotados por algumas escolas
da Secretaria de Estado de Educacao de Mato Grosso do Sul. Vale ressaltar que, no
momento de escolha dos livros didaticos, passavamos por uma pandemia no Estado,
sendo que todas as escolas, bem como os 6rgéos publicos se encontravam fechados
para atendimento ao publico. Logo a escolha destes livros em especifico se deu por
conta de serem livros utilizados em uma escola especifica onde trabalhei e que eu
tinha acesso diretor com a direcdo, que aceitou fornecer uma coépia dos livros de 6°
ao 9° ano para realizar a analise, sendo esta colecdo adotada pela SED-MS para
trabalho nesta e em outras escolas, conforme apurado juntamente com a SED-MS em
um contato telefonico.

Um dos livros adotados para a andlise foi o “A conquista da Matematica”, da
editora FTD, em sua 42 Edi¢cao, Sdo Paulo — 2018, de autoria de José Ruy Giovanni
Junior, professor de matematica em escolas desde 1985, licenciado pela Universidade
de Séo Paulo (USP), e de Benedicto Castrucci, que foi professor de matematica na
Pontificia Universidade Catélica de S&o Paulo (PUC-SP) e na Universidade de Séo
Paulo (USP), bacharel e licenciado em Ciéncias Matematicas pela Universidade de
Séo Paulo (USP). Este livro € dividido em 9 unidades e cada unidade subdividida em
capitulos. Vale ressaltar que o livro adotado por esta escola, embora faca parte do
Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD), ainda ndo se encontrava
em conformidade total com a nova BNCC, que quando da cria¢do do livro, ainda
estava em fase de conclusdo, entretanto, por ser um livro atualmente utilizado em
escolas, se fez necessario analisa-lo para entender como é apresentado o conceito
de funcéo nestes livros.

Em um primeiro estudo podemos ver que o Livro Didatico atende aos Curriculos
no quesito da insergéo da nogédo de Funcéo ser apresentada apenas no 9° ano do
Ensino Fundamental, trazendo uma noc¢éao de Func¢éo e ndo o conceito propriamente
dito, ou seja, partindo de problemas e situa¢cdes do dia a dia, o autor do livro traz para
o aluno uma nocao do que € Funcao, apenas uma ideia, mas em momento algum ele

introduz uma definicdo do conceito de Fungé&o de acordo com nenhum autor, seja
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Euler, Cauchy, Bourbaki, entre tantos outros que definiram este importante conceito.
Vale ressaltar que esta no¢éo de Funcdo é apresentada apenas na Ultima unidade do
livro, dando a entender que seja uma proposta do livro que este contetudo seja
apresentado apenas no ultimo bimestre do ano letivo, e ele € assim apresentado no
primeiro capitulo desta unidade:

Figura 1: A nocéo de Funcgéo

cAriTuLD

3 ) Anogho b Funcio

Comn bastante frequénga, nos deparamos com situaghes que ervolem relactes
entre duas grandezas vanaveis. Acompanhe alqumas dessas situagies:
1 Uma peteca custa 30 reass, Se representarmas por x a quantidade de petecas
IQuas 8 es5a que Rui, 0 professor de Educaglo Fiska, quer cormnprar @ por ¥ a
prego, em reais, que ele val pagar, podemos crganizar o quadro abaixo.

! 3= ~

2 2-30 = 80 '
3 330 =90 ]
'] 4-30= 120
| 10 10+ 30 = 300
" 1110 =330
® Petoca

Obsarvando © quadro, vocé percebe que o preco y a pagar depande da quantidade x de
patacas que forem compradas, Entre as grandezas y e x existe uma refacdo expressa pela Santenca
matematicay = x- 30 ou y = 30x,

Vocs também pade notar que:

* A quantdade x de petecas ¢ urna grandeza que vana de forma independente

* O prego ya pagar € uma grandeza que varia de acordo com a granceza quantidade da petecs
* A todos os valores de x estdo assoclados valores de y,

* Para cada valor de x esta assodado um nico valor de v

Nessas condiges, podemos dizer:

O prago ¥ a pagar ¢ dado em fun¢do da quantidade x da patecas adquindas, & a senterka
y = 20x & chamada lel de formaclo dessa fungao '

Neste caso, a varivel x & chamads varidvel independente, e a van&el y & dependenta
da variavel x. Uma vez estabeledda a relagdo entre as grendezas quantidade de petecas e
preco a pagar, podemos responder a questies comao;

a) Quanto o professor vai pagar por S0 petecas iquais a essa?

y= 30xwy=30-50=y = 1500

logo, o professor vai pagar R$ 1500,00 poe 50 peteces

b) Se ele tiver RS 780,00, quantas dessas petecas poderdo ser compradas?

¥ = 30x= 780 = 30x = x= S = 26

Foetanio, ele podera comprar 26 petecas.
Fonte: (GIOVANNI JUNIOR, 2018, p. 248)
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Como podemos verificar, com este exemplo pratico o livro introduz ideias como
a Lei de formacdo da Funcdo, além de diferenciar as variaveis dependentes e
independentes. Na sequéncia, complementando esta nocao de Funcéao, utilizando-se
de ideias e exemplos do dia a dia, o autor do livro vai introduzir o conceito de dominio
e conjunto imagem de uma Funcdao, dizendo que:

O conjunto de valores que a variavel x pode assumir chama-se
dominio da Funcdo e ¢é indicado por D. O valor da variavel y
correspondente a um determinado valor de x € chamado imagem do
namero x dado pela Funcdo. O conjunto formado por todos os valores
de y que correspondem a algum x do dominio € chamado conjunto
imagem da Func&o e é indicado por Im. (GIOVANNI JUNIOR e
CASTRUCCI, 2018, p. 249)

Dada estas definicbes genéricas, que permitem aos alunos terem uma nocéao
da ideia de Funcdo, o autor do livro ja parte para os casos mais especificos,
introduzindo no capitulo 2 a ideia de Funcéo afim, sendo definida pelo autor do livro
da seguinte maneira:

Figura 2: Definicdo de Fungédo Afim

Uma funcado é chamada fung¢ao afim quando é definida pela sentenca matematica
| y=ax+b ccomaeR beRea#0.

Pela definicao, sao exemplos de func¢des afins:

1
oy=3x—1 -y=§x—\/7x
'YZ?GX e y=7— 5x
°y=-2-ij5 oy = 12x

Fonte: (GIOVANNI JUNIOR, 2018, p. 252)

O autor deixa o conteudo ainda mais especifico ao definir as Funcdes
lineares, definindo como:

Figura 3: Definicdo de Funcgéo Linear

® Funcao linear

Em uma funcdo afim dada por y = ax + b (com a # 0), os valores a e b sao os coeficientes da
funcdo. Quando b = 0, a lei da fungao afim ¢ dada por y = ax (com a # 0) e ela é denominada
funcao linear.

Como exemplo, consideremos a funcao definida por y = 3x.

Nesse caso, os coeficientes sdo a = 3 e b = 0, ou seja, a fungao afim é uma funcao linear

(b = 0).
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Fonte: GIOVANNI JUNIOR, 2018, p. 253

Finalizando o capitulo, o autor traz duas definicbes, a do gréfico da Funcéo afim, onde
por meio de um exemplo o autor afirmara que “o grafico de uma Funcao afim, no plano
cartesiano, com X € R, é sempre uma reta”, logo, como toda reta fica determinada por
dois pontos, basta definir dois pares ordenados (X, y), para definirmos o grafico de
uma Funcéo afim, e definird o zero da Fungédo afim, como sendo “o valor do numero
real x, para o qual setemy =0 (ou ax + b = 0)”.

No capitulo 3, o autor defini a Funcdo quadratica, seguindo basicamente a
mesma construcdo do capitulo anterior. Ele inicia o capitulo com um exemplo préatico

do dia a dia, para ao final do exercicio definir as Fun¢des quadraticas como:

Figura 4: Definicdo de Funcdo Quadratica

De modo geral:

Fungdo quadratica é toda funcdo definida pela sentenca matematica
y = ax? + bx + ¢, com a, b e ¢ ndmeros reais € a # 0,

Assim, sao exemplos de funcdes quadraticas:
oy=x+2~8 oy=x-9 oy=-20+ 6
o y=-x+9%-18 oy=dxt-4dx+1 oy=-3 -2+

Fonte: (GIOVANNI JUNIOR, 2018, p. 253)

Em seguida, tal qual no capitulo anterior, ele defini o grafico da Funcéo
quadratica, bem como mostra passo a passo como se da sua constru¢cdo no plano

cartesiano, conforme imagem abaixo:
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Figura 5: Gréfico da Funcédo Quadratica

XER, é uma reta,
exemplos:
Inicialmente, vamos atribuir alguns valores

reais para x, como os valores —3, =2, 0, 2, 3.
Determinando os pares (x, y), temos:

O conjunto-de todos 0s pontos (X, y),
com x real e y = x? — 4, é o gréfico da
fungdo. Esse gréfico é representado por
uma curva chamada parébola. O ponto
V, que vocé observa na figura, chama-se
vértice da parabola.

® Grafico da funcao quadratica

No capitulo anterior, vimos que o gréfico de uma fungdo afim, dada por y = ax + b, para

Agora, conheceremos a curva, que representa o grafico de uma fungéo quadratica. Veja os

1 Construir, no plano cartesiano, o gréfico da fungdo y = x2 — 4, sendo x qualquer nimero real.

Agora, precisamos localizar esses pontos no
plano cartesiano.

RUSTRADIES: EDITOFA L€ ARTE

| ‘: i
| s |

Fonte: (GIOVANNI JUNIOR, 2018, p. 263)

Por fim, o autor traz a mesma ideia de zeros da Func¢do quadrética, usando o

conceito aprendido no contetdo de equacdes do segundo grau, utilizando-se inclusive

da férmula de Baskara para resolver a equacédo e chegar na resolucédo da equacéo,

observe:
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Figura 6: Zeros da Funcao Quadratica

® Zeros da funcao quadratica

Dada a funcio definida por y = ax? + bx + ¢, os valores reais de x para os quais se tem
y = 0 {ou ax? + bx + ¢ = 0) sao denominados zeros (ou raizes) da fungio quadrética.

Algebricamente, os zeros {ou raizes) da fungdo quadratica sdo obtidos quando resolvemnos a
equacdo do 22 grau ax? + bx + ¢ = 0. A quantidade de zeros (ou rafzes) da funcao depende do
valor do discriminante {A) da equacao, assim:

+ Quando A = 0, a fungio tern dois zeros (pu ralzes) reais diferentes.
s Quando A = 0, a fungio tem dois zoros (ou raizes) reais iguais.
i » Quando A < 0, a fungdo n3o tem zeros {ou ralzes) reais.

-

Acompanhe os exemplos a seguir,

1 Determinar 05 zeros {ou raizes) da fungio y = x2 + 2 — 3.
W4 dn=—3=10
a.=1 bh=2 c= -3
A=p —-dac=0QF-4-(N-(-3)=4+12=16

-2+4 _ 2
¥ = == =
bR _ —2:V16 _ -2%4 2 2
2a 2-01) 2 —7_a4 -

Como A = 16 > 0, a funcio tem deis zeros (ou raizes) reais, que sao os nameros 1 e —3.
Fonte: (GIOVANNI JUNIOR, 2018, p. 265)

E € com este exemplo que o autor finaliza os conceitos e definicdes acerca do
conteddo de Funcdo, na unidade nove deste livro, trazendo diversas atividades de
fixacdo e exercicios para colocar em pratica o contetdo aprendido nesta unidade.

1.2.1 Anédlise de Atividades de introducdo do conceito de Funcéo

Este Livro Didatico ndo apresenta em momento algum o conceito de Funcéo, e
sim uma nocédo a partir de uma atividade introdutéria, usando o exemplo de uma
peteca que possui um determinado valor e que, conforme um professor de educacéo
fisica aumenta ou diminui a quantidade de petecas a comprar, o valor total da compra
se altera para mais ou para menos, trazendo com este exemplo a nocao de Funcéo,
Ou seja, ao comprar uma peteca, ele pagara um determinado valor, comprando mais
petecas, ele pagara mais caro, mostrando que para cada quantidade x de petecas que
o professor comprar, havera apenas um unico valor y a pagar.

Em seguida o autor trara uma tabela mostrando os valores a pagar em relagéo

a quantidade comprada e com isto, ele vai mostrar a existéncia de uma lei de
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formacao da Funcéo, além de definir nas variaveis, que sempre teremos uma variavel
que sera independente, e uma segunda que sempre dependera desta primeira.
Posteriormente, o autor vai definir o dominio de uma Funcé&o, além do conjunto
imagem da Funcdo, partindo ja para exercicios de fixacéo, e logo depois trazendo ja
a definicdo de Funcéo afim, que ele apresenta como uma Funcéo definida por y = ax
+ b, com a e b pertencendo ao conjunto dos nimeros reais, e b sendo diferente de
zero. Logo podemos verificar que no Livro Didéatico do 9° ano do Ensino Fundamental,
nao existe uma preocupacdo com a definicdo geral de Funcdo, mas sim com as

definicdes genéricas de cada tipo de Funcdo.

1.2.2 Andlise da definicao

Como vimos no tépico anterior, este livro do Ensino Fundamental nédo
apresenta em seu contetdo de Funcao a definicdo geral de Func¢des, ficando deste
modo prejudicada uma andlise da definicdo partindo do que é apresentado no Livro
Didético, pois nele o autor se limita a apresentar uma nocédo de Funcao que, ele
mesmo trabalha como uma relacéo entre grandezas por meio de uma sentenca, ou

de uma lei de formacao.

1.2.3 Comparacdo do conceito de Funcdo no Curriculo e no Livro
Didatico

Como vimos na analise curricular, dentre as habilidades propostas para o
conteldo de Funcdes, esta levar os alunos a compreender as Funcdes como relacdes
de dependéncia univoca entre duas variaveis e suas representacfées numeéricas,
algébrica e grafica, além de utilizar esse conceito para analisar situacdes problemas
que envolvam relacdes funcionais entre duas variaveis. Embora o autor do Livro
Didatico ndo apresente uma definicdo clara de Funcdo, optando em apresentar
apenas uma nocao da ideia de Funcao, pudemos verificar na analise desse livro que,
todas as demais habilidades apresentadas pelo Curriculo nacional e estadual sédo
atendidas.

O autor do Livro Didatico apresenta no capitulo nove do livro do nono ano do
Ensino Fundamental, as ideias de Func¢éo que ele defende, embasando no Curriculo

nacional as questdes , de acordo com o autor, atenderia corretamente o Curriculo, a
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propria constru¢do do capitulo j& segue as ideias das habilidades propostas, como
podemos ver no estudo, 0 autor primeiramente apresenta a nocado de Funcao,
mostrando a relacdo entre duas grandezas, indiretamente apresenta a ideia de
dependéncia univoca e, em seguida parte para 0s conceitos particulares das Funcgdes,
afim e quadréticas, apresentando suas formas numéricas, algébricas, graficas, além
de fazer uma ligacdo entre todos esses conceitos e conteudo, com ideias e problemas
do cotidiano.

Por fim, com base no que é apresentado nesse Livro Didatico, entendemos ser
possivel o aluno finalizar os estudos sobre Funcdo no nono ano do Ensino
Fundamental, entendendo qual a ideia que circunda o conceito, além de saber
perceber suas representacdes numericas, algébricas e gréaficas. Ao final, o livro traz
ainda problemas para o aluno analisar e tratar as informacdes, com uso de gréaficos e

utilizando sempre de problemas do cotidiano.

1.3 Conceito de Fungdo em um Livro Didatico de Ensino Médio

Para esta analise, utilizaremos o Livro Didatico adotado por algumas escolas
da Secretaria de Estado de Educacao de Mato Grosso do Sul (SED-MS) a pedido de
algumas escolas do estado, dentre as quais tivemos acesso. O livro que utilizaremos
foi adotado para o triénio de 2018-2020, mas em virtude da pandemia do Coronavirus
(COVID-19) que se instalou durante este periodo, fez-se necessario a prorrogacao
desta colecdo por mais um ano, estendendo-se até o ano de 2021. O livro adotado
por algumas escolas foi a série “Matematica, ciéncia e aplicagbes”, da editora Saraiva,
em sua 92 Edicéo, Sao Paulo — 2016, de autoria do renomado Professor Gelson lezzi,
gue deu aulas de matemética em escolas da rede particular de ensino em Sao Paulo,
e Licenciado em Matematica pela USP.

Este livro, tal qual o do Ensino Fundamental, pertence ao PNLD, mas também
€ anterior a nova BNCC, sendo que a escolha deste livro se deu pelo fato do acesso,
visto que estavamos em um ano atipico, por conta da pandemia, e estava muito dificil
ter acesso as escolas e secretarias, que se encontravam fechadas para atendimento
ao publico. Ainda assim, a analise deste livro se fez necessaria para entender a forma
como este conceito vem sendo apresentado a alunos da educacédo basica. Esta
colecao é dividida em trés volumes, uma para cada ano do Ensino Médio, sendo que

praticamente todos os conteudos relativos ao conceito de Fungéo estdo no volume 1
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(relativo ao 1° ano do Ensino Médio), no volume 2 existe apenas as Funcdes
trigonométricas e, no volume 3 néo é tratado este conceito.

O livro relativo ao 1° ano do Ensino Médio € dividido em 13 capitulos, sendo
que destes, 6 capitulos tratam apenas de Func¢des, sendo do capitulo 3 ao capitulo 8
trabalhados respectivamente, Funcdes (3), Funcdo afim (4), Funcdo quadrética (5),
Funcdo definida por vérias sentencas (6), Funcdo Exponencial (7) e Funcgéo
Logaritmica (8), ficando apenas as Func¢des trigopnométricas para o livro 2.

Em relacéo ao conceito de Funcao, o autor do livro traz no inicio do capitulo 3,
logo apdés trabalhar com as nog¢des de conjuntos numéricos, uma noc¢ao intuitiva de
Funcdo por meio de quatro exemplos. No primeiro exemplo o autor apresenta a
relacdo de interdependéncia entre as grandezas de tempo e espaco, no segundo
exemplo ele aborda as ideias de mercadoria e preco, no terceiro exemplo a relacéo
entre numero de passageiro e preco da passagem e, por fim, o classico exemplo entre
tempo e temperatura.

Diferente da no¢éo apresentada no Ensino Fundamental, este autor aborda a
nocédo de Funcdo por meio de conjuntos, conteudo que o autor trabalha antes de
introduzir a no¢ao de intuitiva de Funcdo, como podemos verificar nas imagens a
seqguir:

Figura 7: Noc&o de Fungdo como relacdo entre Conjuntos

A nocao de funcdo como
relacao entre conjuntos

Para caracterizar de modo mais preciso a nogdo de fungdo, devemos recorrer
as nogdes sobre conjuntos.

Vamos considerar, por exemplo, os conjuntos A = {0, 1, 2, 3} e
B={—1,0,1, 2, 3} e observar algumas relagdes entre elementos de A e ele-
mentos de B.

12} Vamos assodar a cada elemento x € Ao elementoy € Btalquey X+ 13

Yo\ e |&xilig v
W Mg 9831 I [
L e e .

\ J .3 - i

1 -
p
32 e F z i 3

Para cada elemento x € A, com excecao do 3, existe um 56 elementoy € B
tal que y é o correspondente de X.
Para o elemento 3 € A n3o existe comespondentey € B.

27) Vamos associar a cada elemento x € A o elemento y € B tal que y* = x% =
(=
I | ] -
Xl nn y e
o 07 | Vook notou que, sex ¢
Y SS0 NUMeros reais e
1,,, i + 1, Y= x5 entioy = xou
2. | 2 | y=—-x?
3 3

Para cada elemento x € A, com excegdo de 1, existe um sé elementoy € B
tal que y é o correspondente de x

Para o elemento 1 € A existem dois elementos correspondentes em B: o 1
eo —1

Fonte: (IEZZI, 20164, p. 42)
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Figura 8: Exemplos de Funcdes

32) Associemos a cada x € A o elementoy € B tal quey = x:
A B

-
—

WIN = O] X
WiNnN|—= O

Para todo x € A, sem excecao, existe um Unico y € B tal que y é o corres-
pondente de x.

42) Associemos a cada x € Ao elementoy € B tal quey = x2 — 2x:

A B

'
WIN =IO X
l lo

Para todo x € A, sem excecao, existe um Unico y € B tal que y é o corres-
pondente de x.

Fonte: (IEZZI, 20164, p. 42)

Figura 9: Nocéo de Funcéo por meio de Conjuntos

Nos dois tltimos casos, para todo x € A existe um sé y € B tal que y est4
associado a x. Por esse motivo, cada uma dessas relacdes recebe o nome de
funcao definida em A com valores em B.

Dados dois conjuntos nao vazios A e B, uma relacao (ou correspondéncia)
que associa a cada elemento x € A um Unico elementoy € B recebe o
nome de funcao de A em B.

Fonte: (IEZZI, 20164, p. 43)

As imagens acima mostram a preocupacdo do autor em apresentar relacdes
(ou correspondéncias) entre elementos dos conjuntos A e B, diferenciando os casos
que sao Funcdes daqueles que ndo séao. Observe entdo que, no primeiro exemplo,

nao ocorre a relagédo de todos os elementos do conjunto A com elementos do conjunto
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B, ou seja, esta relacdo ndo recebe o nome de Funcdo. O mesmo acontece com o
exemplo seguinte, que embora ocorra a relagdo de todos os elementos do conjunto
A, existe um elemento que se relaciona com dois elementos do conjunto B, o que faz
com que esta relacdo também néo receba o nome de Funcéo.

J& nos outros dois exemplos, 0 autor apresenta casos em que todos 0s
elementos do conjunto A se relacionam com um Unico elemento do conjunto B,
mesmo que sobrem elementos em B ou que tenham um mesmo elemento em B se
relacionando com elementos diferentes de A, o que torna essa relacdo uma Funcéao
de A em B, que ele vai registrar logo na imagem posterior aos exemplos 3 e 4.

Em seguida, ap0s apresentada esta nocdo de Funcdo, o autor usara 0s
exemplos de conjuntos para trabalhar com a definicdo de dominio e contradominio

das Funcdes, seguido do conceito de conjunto imagem da Funcéo.

Figura 10: Definicdo de Dominio e Contradominio

2 Dominio e contradominio

Seja f: A — B uma funcao.

O conjunto A é chamado dominio de f, e o conjunto B é chamado con-
tradominio de f.

Veja os exemplos a seguir.

"EXEMPLO 8 |

Sendo A=1{0,1,2,3}eB=1{0,1,2, 3,4,5}, a
funcdo f: A — B tal que f(x) = x + 1 tem dominio A
e contradominio B.

A

EXEMPLO 9 |

Sendo A=ZeB=1Z,afuncao f: A — B tal que
f(x) = 2x tem domfnio Z e contradominio Z.

Fonte: (IEZZI, 20164, p. 47)
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Figura 11: Definicdo de Conjunto Imagem

Conjunto imagem

Se f: A — B é uma fungdo, chama-se conjunto imagem de f (indica-se: Im) o
subconjunto do contradominio constituido pelos elementos y que sdo imagens
de algum x € A. Retomando os exemplos 8, 9 e 10 temos:

Exemplo 8 Exemplo 9 Exemplo 10
)™ x+1 100 = 2x i) » 2x + 1

A /‘\E
|' O’Y“ —de
1o *r- .2 .()
l 1 |‘ *3 .5
\sf—%, /
hY
\lm
m={1,2,3.4 Im = {..., =4, =2,0,2,4,..)
Podemos também &3 cw\\‘r
m=[yelZ|ly=2r,2€12)

No exemplo 10, todos os nimeros reais s40 imagens de algum x € R, do
dominio de f. Com efeito, dado um numero real qualquer a, ele é imagem de
a—1,
2

fld;—1-) ;2.{3—}1—)+1 =a=-1+1=3 Ya€ER

£ importante destacar que o procedimento apresentado acima nao se
aplica facilmente a qualquer fungdo. Na maioria das vezes, a determinagao do z
conjunto imagem de uma fungdo serd feita por meio da leitura de seu grafico, oAt
como veremos adiante,

Notequea=2x+ 1

Fonte: (IEZZI, 20164a, p. 48)

Conforme podemos verificar nas imagens apresentadas, o autor apresenta com
0 uso de diagramas a no¢do de Dominio e Contradominio, sendo apresentado por ele
0s conjuntos A e B, sendo definido que o dominio de uma Funcéo de A em B sempre
sera o conjunto A e o contradominio o conjunto B. Logo em seguida ele ja apresenta
uma Funcdo que esté definida de Z em Z, exemplificando casos onde tanto dominio
como contradominio estao definidos dentro dos conjuntos dos nimeros inteiros.

Seguido disto, o autor apresenta a definicdo de conjunto imagem, como sendo
um subconjunto do contradominio, formado por todos os valores do contradominio
gue sao imagens de algum elemento do dominio.

Uma importante observacéo a se fazer é a de que, analisando a forma como é
apresentada as nocdes e conceitos de Fungdes, encontramos neste livro, em sua
primeira unidade um texto denominado “O DESENVOLVIMENTO DO CONCEITO DE
FUNCAO”, que apresenta um breve resumo de como este conceito foi sendo

desenvolvido ao longo da historia:



Figura 12: Histéria da Matematica - O desenvolvimento do conceito de Fungao

40

- UM POUCO DE HISTORIA

0 desenvolvimento do concelto de fungao

Aideia de funclo que temos hoje em dia foi sendo construida
a0 longo do tempo por varios matematicos.

Conhega um pouco dessa longa histdria,

» Na Antiguidade, a ideia de funggo aparece, implicita, em
algumas informagdes encontradas em tabuas babilonicas.

« Umimportante registro sobre fungdes aparece, ndo com este
nome, na obra do francés Nicole Oresme (c. 1323-1382),
que teve a idela de construir "um grafico” ou “uma figura”
para representar graficamente uma quantidade variavel —
no caso, a veloddade e um mével variando no tempo.
Oresme teria usado os termos latitude (para representar a
velocidade) e longitude (para representar o tempo) no lugar
do que hoje chamamos de ordenada e abscissa — era o
primeiro grande passo na representagao gréfica das fungdes.

+ 0 matemtico aleméo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
-1716) introduziu a palavra fungdo, com praticamente
0 mesmo sentido que conhecemos e usamos hoje,

o T M e y A pintura de Jakob Emanuwel Handmann,
+ Anotaglo f(x) para indicar “fungdo de x" foi introduzida doﬂadadmamsl?SB. AL, )

pelo matematico suigo Leonhard Euler (1707-1783). suico Leonhard Euler
+ O matemético aleméo Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) deu uma definiao de fungdo
muito préxima da que usamos hoje em dia:

"Se urma varidvel y estd relacionada com uma varidvel X de modo que, sempre que um
valor numérico é atribuldo a x, existe uma regra de acordo com @ qual é determinado
urm Unico valor de y, entdo se diz que y é fungdo da varidvel independente X.”

« Por fim, com a criacdo da teoria dos conjuntos, no fim do século XIX, foi possive! definir fun-
€30 €OMO um conjunto de pares ordenados (x, y) em que X € elemento de um conjunto A, y €
elemento de um conjunto B e para todo x € A existe um Unico y € B tal que (x, y) € 1.

Fonte do pesqulsa: BOYER, Carl B, Mztdvia dfy Malevmtica. 3¢ ed. S Faukoc Edgard Bucher, 2010,

PORPARIT OF LECM<AA0 ELNLEA M08 FAVMAMUSL MANDAVANTY, 1755 sUSSTIVUSELM BaSEL

Fonte: (IEZZI, 20164, p. 49)
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Podemos observar na imagem acima que, neste trecho que conta um pouco do
contexto histérico do desenvolvimento deste conceito, que o autor apresenta algumas
definicbes do conceito de Funcdo, abordando uma breve sintese, desde fatos
histéricos que nos remetem ao que hoje definimos como Funcdo, como por exemplo
as tabuas babildnicas e a obra do francés Nicole Oresme (1323-1382) até a definicdo
por meio de conjuntos que hoje o autor do livro adota, passando por autores como
Leibniz (1646-1716), Euler (1707-1783) e Dirichlet 1805-1859).

Ao analisarmos os capitulos posteriores, relativos a cada tipo de Funcéo,
verificaremos que, quando o conteudo trazido é em relacdo as Funcdes afim,
quadratica e as definidas por vérias variaveis, o tracado de explanacéo é quase que
idéntico. Primeiramente o autor traz uma introducdo sobre a Funcéo especifica,
seguida do estudo do grafico desta Funcéo, do célculo das raizes destas Funcgdes e,
por fim, questdes relacionadas a inequacdes. No entanto, ao chegar nas Func¢des
Exponencial e Logaritmica, altera-se a sequéncia e adiciona-se uma breve revisdo
sobre Exponenciais, no primeiro caso e sobre logaritmo no segundo.

Primeiramente, na Funcdo Exponencial, o autor faz a introducdo seguida de
uma revisdo sobre poténcia e radiciagdo, bem como suas principais propriedades,
seguido do gréfico da Funcéo e das equacgbes Exponenciais. Na Func¢éo Logaritmica,
partindo da introducdo, o autor explana as ideias de logaritmico, 0s sistemas
logaritmicos, bem como as suas propriedades operatorias, além da ideia de mudancas
de base, para entdo adentrar nas Funcfes Logaritmicas, seus estudos dos graficos e
da equagbes Exponenciais, para no fim, fazer uma relacdo entre as Funcdes
Exponencial e Logaritmica.

Por fim, no volume dois desta colecéo, onde trabalha-se conteldos relativos ao
2° ano do Ensino Médio, o autor se limita a trabalhar com as Func¢des Trigonométricas,
limitando-se ainda mais em trabalhar com as Funcfes Seno, Cosseno, seus gréaficos
e seus periodos. Como dito anteriormente, no volume, unidade que trabalha
conteudos para alunos do 3° ano do Ensino Médio, ndo é trabalhado o conceito de

Funcao.

1.3.1 Anédlise de Atividades de introduc¢éo do conceito de Funcéo

O livro ndo traz uma definicdo explicita de Funcédo, o que os autores trazem é

uma nocgao intuitiva, partindo de exemplos concretos e uma noc¢ao partindo da ideia
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de conjuntos, contetdo este que o proprio autor trabalha no capitulo anterior, para fins
de reforcar esta ideia de conjuntos e que esta definicdo ajude o aluno a entender a
nocéo de conjuntos, dominio, contradominio e imagem de uma Funcao.

No exemplo do cotidiano, o autor traz tabelas que, ajudam muito o aluno a
comecar a compreender esta ideia de interdependéncia, quando o exemplo apresenta
0 caso de um ciclista que a cada minuto percorre 600 metros de distancia, sendo que
se estudado cada instante, este apresentara uma Unica distancia percorrida, ou seja,
no instante 1 minuto percorre-se 600 metros, no instante 2 minutos percorre-se 1200
metros, e assim sucessivamente, sendo que em momento algum instantes distintos
irdo apresentar distancias percorridas iguais.

Em seguida o autor apresenta mais trés exemplos parecidos com este, e que
apresentam esta mesma ideia, sendo que, para ficar visual, o autor usa ainda a ideia
de conjuntos numéricos para apresentar uma no¢do mais avancada de Funcéo. O
autor traz em seguida, dois exemplos de relacdo entre conjuntos que nao
representariam uma Funcédo, uma pelo fato de nao relacionarem todos os elementos
do conjunto A (imagem 7), ou seja, no primeiro exemplo o elemento 3 do conjunto A
nao faz relacdo a nenhum elemento do conjunto B. Por outro lado, no outro exemplo,
também né&o representa uma Funcdo, pois neste caso, ndés temos um mesmo
elemento do conjunto A se relacionando a dois elementos distintos do conjunto B,

Partindo destes exemplos o autor vai apresentar em seguida, outros dois
exemplos que representam a ideia de Funcdo com uma relacdo entre os conjuntos,
exemplos bem claros e didaticos que mostram, visualmente para o aluno, o que deve
acontecer para que tenhamos uma Func¢éo. Ou seja, no primeiro exemplo nds temos
todos os elementos do conjunto A se relacionando a um Unico elemento no conjunto
B, e no segundo exemplo nés temos novamente todos os elementos do conjunto A
relacionados a um unico elemento do conjunto B, o que define, ou caracteriza uma
Funcéo, mesmo que tenhamos, como no segundo exemplo, elementos distintos do
meu conjunto A relacionados ao mesmo elemento do conjunto B.

O autor se utiliza dos mesmos exemplos de conjuntos para demonstrar e definir
o conceito de dominio, contradominio e conjunto imagem, ficando bem claro e didatico
perceber que, se eu tenho uma Funcédo relacionando elementos do conjunto A a
elementos do conjunto B, logo esse meu conjunto A é o dominio desta Funcéo e, o

conjunto B o0 seu contradominio. Ainda, se olharmos para o subconjunto deste
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contradominio composto por todos os elementos que sdo imagens de elementos do
conjunto A, ou seja, partindo do ponto que estamos diante de uma Funcéo definida,
todos os elementos do conjunto B (contradominio) que se relacionam com o conjunto
A (dominio), este subconjunto formado dentro de B sera denominado nosso Conjunto
Imagem.

Por fim, muito interessante perceber a sensibilidade do autor para apresentar
no proprio Livro Didatico, um breve resumo histérico de como se desenvolveu o
conceito de Funcdo, mesmo que em momento algum ele venha a se apropriar de
alguma definicdo em especifico. O autor traz algumas definicbes e obras historicas
que, ora definiram o conceito de Funcéo, ora trouxeram uma ideia, visto que a época
nao existia um conceito definido sobre o tema, do que hoje entendemos como sendo
uma Funcdo. O autor usa tedricos como o autor francés Nicole Oresme, o aleméao
Gottfried Wilhelm Leibniz, o suico Leonhard Euler e o conterraneo de Gottfried, o Peter

Gustav Lejeune Dirichelet.

1.3.2 Anédlise da definicao

Embora o autor ndo comece o capitulo apresentando um conceito ou uma
definicdo de Funcéo, ao final do primeiro tépico, ao trazer um breve relato de como o
conceito de Funcéo foi surgindo na linha histdrica, ele apresenta duas definicdes que
0 autor descreve como definicdes muito préximas da que utilizamos hoje em dia. Uma
delas, do matematico alemao Peter Gustav Lejeune Dirichlet e outra apresentada por
um dos principais matematicos que trabalhou com estas defini¢des de Func¢éo, o suico
Leonhard Euler, que foi quem indicou a notacao f(x) para indicar Funcéao de x.

1.3.3 Comparacdo do conceito de Funcdo no Curriculo e no Livro
Didatico

De acordo com o Curriculo nacional, € no Ensino Médio que os conceitos de
Funcéo devem ser aprofundados e trabalhados em conjunto com demais contetdos.
Como pudemos ver anteriormente, a BNCC ndo nos apresenta objetos de
conhecimentos divididos por ano letivo, tal qual o faz quando no Ensino Fundamental.

Para o Ensino Médio, ela limita-se a apresentar competéncias minimas a ser
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desenvolvidas nos alunos durante este periodo letivo, sendo que o professor passa a
ter uma certa autonomia na ordem de aplica¢do destes conteudos.

De acordo com a BNCC a primeira competéncia a ser desenvolvida, € a de
interpretar situacdes em diversos contextos e, para isto, um dos conceitos ligados a
Funcéo, diz respeito as expressodes algébricas e a interpretacdo de graficos. Neste
ponto o autor do livro atende completamente ao Curriculo, sendo que uma das
preocupacdes do autor é a de sempre trabalhar com construcdo e analise graficas, e
isto se repete em todos os tipos de Funcéao trabalhadas pelo autor durante os dois
primeiros livros do Ensino Médio, sendo que, conforme o conceito vai se alterando, de
Funcao afim para quadratica, depois para Exponencial, e assim sucessivamente, isto
vai trazendo cada vez mais problemas relacionados ao cotidiano, onde a analise
gréfica é fundamental para resolvé-las.

Na segunda competéncia, vemos que o autor do Livro Didatico trabalha ja
parcialmente em parceria com o Curriculo. Este apresenta primeiramente a habilidade
de compreender despesa pessoais/familiares, a ideia de renda bruta e liquida, receita
e despesa, dentre outros conceitos ligados a matematica financeira e que, € possivel
enxergar o autor trabalhando juntamente com os conceitos de Fungéo, inclusive com
textos explicando o que é a poupanca e como ela funciona no Brasil, de modo bem
didatico e interessante.

A terceira competéncia € a que, provavelmente se utiliza da maior quantidade
possivel de conceitos matematicos ligados a Funcao, com o objetivo de levar o aluno
a interpretar, construir e resolver problemas em diversos contextos. Para isto, 0
Curriculo vai apresentar diversas habilidades a serem trabalhadas com os alunos. Em
resumo, pretende-se que nesta competéncia o aluno trabalhe com gréficos de
Funcdes, todas elas, aprendendo a interpretar os graficos e construi-los, sempre
trabalhando com as ideias de variagdes de grandezas.

No Livro Didatico é possivel verificar que todas essas questdes vém sendo
trabalhadas, inclusive com muitos problemas do cotidiano envolvendo bastante
matematica financeira. Talvez aqui a critica fique as sugestdes didaticas que séo
dadas nessas competéncias, e que ndo devem ter sido levadas em consideracao
pelos professores, coordenadores e diretores, quando da escolha destes livros por
estas escolas. Ele comecga sugerindo problemas que relacionem consumo de energia

e dgua, alcance de projéteis, relagbes entre juros composto e Func¢des Exponenciais,
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mas, ao chegar em Func¢des trigonométricas, o Curriculo propde que se analise
movimentos oscilatorios, como ondas eletromagnéticas, vibracdes em instrumentos
de corda, o ciclo lunar, o tempo de cada ciclo lunar, se estes ciclos tém relagdo com
os fenbmenos periddicos das marés, enfim, comecam a tracar diversos objetos do
conhecimento, que o autor do livro ndo acompanha, mesmo este curriculo do estado
nao tendo forga normativa, seria interessante que as escolhas dos livros se dessem
em atencao a estas sugestdes do curriculo.

A guarta competéncia é a que abrange os conceitos mais basicos das Funcgoes,
sendo que nas proprias sugestdes didaticas da SED-MS eles sdo chamados de
“conceitos tradicionais”, tendo como objetos do conhecimento as Funcdes, graficos
de Funcdes, as variacfes e o0s estudos das variagcbes das Funcgdes, bem como o
crescimento, decrescimento, intervalos, e a taxa de variacdo. Em alguns casos ainda
0s pontos de maximo e de minimo e o comportamento das Funcdes dentro de um
determinado intervalo. Todos esses conceitos foram observados pelo autor do Livro
Didaticos e sao trabalhados por ele dentro de cada capitulo. Vale ressaltar ainda que
o autor faz questédo de ligar esses conceitos matematicos a problemas do cotidiano
sugerindo ainda, uso de ferramentas tecnoldgicas para trabalhar com os alunos dentro
da sala de aula.

Por fim, a quinta e Gltima competéncia sugerida pela BNCC tem ligagdo com a
ideia de investigar e estabelecer conjecturas, sendo que, neste ponto, o autor do Livro
Didatico deixa um pouco a desejar, ficando clara sua preocupac¢ao com os problemas
e as resolucdes de problemas do cotidiano, sendo talvez, este 0 motivo para que o
mesmo nao trabalhe com essa ideia de instigar o aluno a conjecturar, investigar,
estabelecer hipoteses, ou seja, o Livro Didatico caminha lado a lado com a resolucéo
de problemas, o que faz com que ele atenda a maior parte dos objetivos propostos
pelo Curriculo, seja nacional ou estadual. Vale lembrar que este livro é anterior a

BNCC e por este motivo ndo atende em sua totalidade.

1.4 Concluséao

A Base Nacional Comum Curricular possui uma forma distinta de trazer os
objetivos de aprendizagem para a educacado basica nacional no Brasil. Para o Ensino
Fundamental a BNCC apresenta os objetos do conhecimento separados por anos

letivos, enquanto que no Ensino Médio ela se limita apenas em separar por
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competéncias, que por sua vez apresentam habilidades a serem desenvolvidas nos
alunos neste periodo de estudo.

Este capitulo se dedicou a analisar o conceito de Func¢édo que € trazido pela
BNCC e pelo Curriculo de Referéncia da SED-MS, bem como, sobre os objetivos
trazidos por estes, ao proporem o estudo de Func¢les. Diante disto, foi possivel
perceber que, embora entendamos ser possivel a inclusédo de um conceito dentre os
varios que serdo apontados nesta dissertacdo, o Curriculo, seja nacional ou estadual,
nao apresenta uma definicdo clara do conceito de Funcéo, abordando diretamente
pelas definicdes das Funcdes afins, quadréticas e todas as demais estudadas durante
a educacdo béasica, mas que, ao analisarmos Funcdo por Func¢do, entendemos o
objetivo de se trabalhar com Func¢des para analisar as variagdes entre duas variaveis,
bem como, utilizar estes conceitos para entender, interpretar, mensura, conjecturar,
enfim, se organizar como seres pensantes que observam e entendem os fenémenos
do dia a dia.

Em seguida foi feita uma anélise do conceito de Funcao trabalhada nos Livros
Didaticos adotados por algumas escolas da Secretaria de Estado de Educacédo do
Mato Grosso do Sul, para alunos do Ensino Fundamental e Médio. Tal qual o
Curriculo, os autores também fogem de dar uma definicao direta para o conceito de
Funcdao, limitando-se a trabalharem com uma nog¢éo de Func¢éo, apresentada a partir
de problemas do cotidiano, mas, conforme o livro vai se desenvolvendo, os objetivos
do autor também ficam evidenciados, sendo possivel verificar que o livro atende,
quase gque em sua totalidade, os objetivos do Curriculo nacional, mas deixa a desejar
no que concerne ao Curriculo de referéncia da SED-MS, principalmente em suas
sugestdes didaticas.

Compreendemos que as sugestdes didaticas foram formuladas com base no
contexto dos estudantes de Mato Grosso do Sul, e que os Livros Didaticos ndo tém
necessariamente um compromisso com este Curriculo Estadual, mas nos faz
guestionar se seria uma questdo de procura das escolas por livros que tentassem
contemplar essas sugestdes, ou se seria 0 caso de readequar as sugestdes didaticas
para aquelas que de fato, pudessem ser contempladas por meio dos Livros Didaticos,
pois sabemos que muitos professores seguem fiel e cegamente esse recurso em suas

aulas. Ao fim desta dissertacao, iremos apresentar algumas sugestdes de trabalho,
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onde os professores poderao trabalhar com o conceito de fungdo em uma perspectiva
histérica com seus alunos, sejam da educacao béasica, seja da educacgao superior.
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2 UMA BREVE VISAO DA EVOLUCAO HISTORICA E EPISTEMOLOGICA
DO CONCEITO DE FUNCAO

Ao analisarmos a disciplina de Analise Matematica nos cursos de matematica,
percebemos que, historicamente, os dois conceitos centrais desta disciplina séo
Funcéo e limite. O que veremos neste capitulo € que, desde a Idade Média, sendo
antes, houveram muitos trabalhos que utilizavam este conceito, implicitamente, o que
causaram confusdo, pois ainda ndo haviam sido identificados seus aspectos. Foi
necessario, portanto, varias décadas para que pudesse surgir uma definicdo precisa
da nocado de Funcao, sendo mais especifico, a definicdo proposta por Euler, conceito
este que serd trabalhado com mais cuidado e dando maior importancia no préximo
capitulo.

A ideia deste capitulo é acompanhar a histéria dessa nocao, para mostrar 0s
aspectos que tangenciaram a construcao deste conceito, bem como as dificuldades
encontradas no decorrer do caminho, analisando historicamente algumas das varias
definicdes propostas ao longo dos anos por diversos pensadores, sendo escolhidos
0s principais, aqueles que apresentaram propostas mais completas e concretas até
chegar na definicdo que entendemos ser a mais geral para este conceito.

O conceito de Funcdo demorou a ser construido e desenvolvido até assumir a
forma, ou as formas, como estudamos ele hoje, nos Livros Didaticos e no Curriculo
brasileiro, na forma como pudemos encontrar no capitulo anterior. Foram necessarios
que varios filésofos e cientistas desenvolvessem trabalhos com o objetivo de
compreender a cinemética dos corpos, como citaremos mais a frente, o trabalho
proposto por Nicole Oresme, que estudou o gréafico da variagdo da velocidade em
Funcdo do tempo de viajem em aceleracdo uniforme, introduzindo neste estudo as
nocdes de latitudes e longitudes, afim de calcular a distancia percorrida em
velocidade.

Neste capitulo veremos que, embora o conceito de Funcdo tenha sido
esclarecido apenas no século XVII, houveram varias ideias anteriores que estavam
relacionadas, como o citado anteriormente, Nicole Oresme, estudante francés, da
Universidade de Paris que, apresentou em seu trabalho a ideia de velocidade

relacionando a velocidade com o tempo, apresentando um grafico com linhas na
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vertical e na horizontal, perpendiculares entre si, que ele denominou como latitude e
longitude.

De fato, o debate sobre este importante conceito ndo se esgota, sendo que as
ideias sobre este conceito continuam a ser discutidas, tanto a nivel de Brasil, em
dissertacdes e teses, quanto a nivel mundial, a exemplos de grupos de pesquisa
formados na Franca para pesquisar apenas ideias que permeiam o conceito de
Funcao. De outra forma, analisar as diferentes definicdes que foram surgindo ao longo
dos anos, principalmente entre os anos de 1694 e 1927, bem como analisar as
diferentes interpretacdes e formas de representar este conceito, pode contribuir para
as reflexdes acerca de sua importancia no ensino atual.

Ao final deste capitulo, analisaremos mais especificamente alguns conceitos
gue entendemos ser mais completos que 0s outros, pois como dito anteriormente,
véarias foram as contribuicdes feitas por fildsofos e matematicos ao longo dos anos,
sendo que escolheremos aquelas que entendemos ser a que mais contribuiram para
esta construcado, deixando para estudar mais detalhadamente no préximo capitulo, a
definicdo proposta por Euler, que entendemos ser a primeira definicAo mais completa

sobre Funcdo apresentada neste contexto histérico.

2.1 Breve olhar sobre a evolucéao histérica e epistemoldgica do conceito
de Funcéao

Conhecer a génese historica dos conceitos matematicos pode ser, em diversos
momentos, uma valiosa ferramenta na elaboracdo da linguagem matematica e na
compreensao mais aprofundada desses conceitos. Sabemos que um bom professor
deve ter um bom conhecimento da disciplina que leciona, bem como dos conteudos
abrangidos por ela, logo, conhecer a histéria que envolve o processo de concepc¢ao e
desenvolvimento desses conceitos pode ajudar na contextualizacéo e, principalmente,
auxiliar na compreenséao das dificuldades dos alunos em compreender tal conceito.

Em especial, quando viramos nosso olhar para a evolugdo historico-
epistemologica do conceito de Fungdo, vemos que este apresenta contribuicdes
notorias, que ja davam uma ideia do que seria desde os anos 2000 a.C., com 0s
babilonios até o século XX, com contribuicdes de Bourbaki, e ter conhecimento de
toda esta evolucao, podera auxiliar o professor a compreender os motivos de tantas

dificuldades dos alunos no entendimento deste conceito, muito utilizado no ensino
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superior por diversos cursos, onde os niveis de desisténcia e reprovacdo sao muito
altos.

De inicio, precisamos entender que para se construir o conceito de Fungdo com
o qual se trabalha atualmente, precisou-se de contribuicdes de varios matematicos
durante séculos de estudos. Nesse periodo, surgiram conceitos que alicercaram suas
ideias e pensamentos rumo a construcdo da definicdo atual de Funcdo e suas
implicacdes. Dividindo-se em periodos ou, como Yuoschkevitch (1976) gosta de
chamar, dividindo entre os principais estagios do desenvolvimento estdo a
Antiguidade, a Idade Média e a Modernidade, visto que o trabalho de Yuoschkevitch
(1976) analisou a construgéo historica do conceito de Funcdo até metade do século
XIX.

Em suma, na Antiguidade, ndo houve a criagcdo de nenhuma nocao geral da
ideia de varidvel ou de Funcdo, mas houveram casos praticos e particulares,
principalmente no campo da Astronomia, que foram estudados utilizando-se de
métodos quantitativos e com a construcdo de diversas tabelas que representavam
relacdes entre conjuntos discretos de constantes dadas, uma em Funcao da outra

Ja na Ildade Média, especificamente na ciéncia europeia do séc. X1V, eles se
utilizavam de uma descricao verbal ou gréafica, em detrimento do uso de féormulas, para
definir cada caso particular de dependéncia entre duas quantidades, enquanto que na
Modernidade, no final do séc. XVI e, principalmente, durante o séc. XVII, comecaram
a surgir expressoées analiticas de Funcdes.

A classe analitica de Funcdes expressas por somas de séries infinitas torna-se
a mais usual. Segundo Yuoschkevitch (1976), “foi o método analitico de introdug¢ao
das Funcbes que revolucionou a Matematica e, devido a sua grande eficiéncia,
conduziu as Funcfes a um papel central na area das ciéncias exatas.” (p.39).

De forma mais aprofundada, a Antiguidade é considerada por Azcérate e
Deulofeu (1996) como o periodo em que estdo presentes muitos casos particulares
de dependéncia entre duas quantidades, embora ainda ndo apareca neste periodo,
nocdes gerais sobre quantidades variaveis e Funcdes. Esses autores indicam ainda
que os Babilénios possuem dados sobre astronomia interessantissimos para se
entender a origem das Funcgdes.

Outras contribuicdes para o conceito de Fungdo deste periodo surgiram na

Grécia, em estudos matematicos e nas ciéncias naturais. Segundo Eves (2004)
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enquanto ainda fazia parte do Império Romano, na Grécia, estudavam-se problemas
astrondmicos e mateméticos similares aos da andlise matematica atual. Funcdes
eram tabuladas por meio do uso de interpolacédo linear e, em alguns casos simples,
até mesmo por meio de limites de propor¢cdes de duas quantidades infinitamente
pequenas. Outros problemas envolvendo o calculos de comprimentos, area e volume,
também eram resolvidos aplicando-se métodos semelhantes aos do Calculo Integral
e Diferencial.

Entretanto, segundo Yuoschkevitch (1976), o simbolismo na Grécia, até o séc.
[ll d.C. restringia-se apenas a denotar varias quantidades por diferentes letras do
alfabeto. Apenas com os trabalhos de Diofanto de Alexandria, que viveu no século Il
e escreveu Aritmética, obra na qual propde uma abordagem analitica da teoria
algébrica e, possivelmente, de seus predecessores mais proximos, surge 0s primeiros
sinais, como, por exemplo, um sinal de igualdade. Contudo, com a decadéncia da
sociedade antiga, suas notacdes acabaram nédo sendo desenvolvidas.

Embora os gregos fossem carentes de um simbolismo mais sofisticado, eles
deram grande contribuicdo para o aumento no niumero de dependéncias funcionais
utilizadas e os métodos de estuda-la, mas um conceito de Func¢éo, nesta época, ainda
ndo existia. De acordo com Yuoschkevitch (1976), era possivel verificar no
pensamento grego, apenas as ideias de variacao quantitativa ou de mudanca variavel,
mas nenhuma dessas foi capaz de gerar um pensamento mais complexo e abstrato
gue se relacionasse a noc¢ao de variabilidade.

Durante o século XIV, apds a decadéncia da cultura antiga, passaram a surgir
as primeiras ideias relativas a no¢do de Fungdo em um campo mais amplo, de forma
mais geral e abstrata. Conforme Yuoschkevitch (1976), surgiram nesse periodo,
muitos conceitos de grande importancia para a evolucao das ciéncias exatas, como,
por exemplo, o conceito de velocidade instantanea, aceleracao, quantidade variavel,
entre outros, que, contribuiram na sintese do pensamento matematico.

No mesmo periodo foram desenvolvidas uma série de experimentacdes e
observacbes que, possibilitaram perceber que muitos fendmenos naturais
apresentavam significativa regularidade que poderia ser descrita através de leis
guantitativas. O principal nome desta época, foi 0 do matematico Francés, Nicole
Oresme (1323-1382), que desenvolveu estudos que possibilitaram introduzir os

conceitos de latitude das formas. Conforme afirma Yuoschkevitch (1976), essa teoria
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foi fundamentada em ideias sobre quantidades varidveis dependentes, que segundo
Boyer (1996), “os termos latitude e longitude, que Oresme usou, sdo equivalentes,
num sentido amplo, a nossa ordenada e abscissa, e sua representacdo gréafica
assemelha-se com nossa geometria analitica.” (Boyer, 1996, p.181).

Devido ao desenvolvimento a partir dessa teoria da latitude das formas, por
meio de registros e representacdes graficas que o estudo das Funcbes do tempo se
desenvolveu. Na Espanha, Franca, Inglaterra e Itélia, durantes os dois séculos
seguintes, XV e XVI, a teoria da latitude das formas teve enorme prestigio, sendo
exposta em universidades e livros publicados, apesar disto, segundo Ponte (1992), o
estudo das FungBes em Matemética ainda ndo havia sido alcancado como um
conceito e objeto individualizado.

Somente com a algebra simbdlica e com a extensdo do conceito numeérico que,
segundo Yuoschkevitch (1976), foi catalisado o desenvolvimento do conceito de
Funcédo, englobando tanto o conjunto dos numeros reais quanto o conjunto dos
nameros complexos. Foram esses 0S conceitos matematicos fundamentais que
proporcionaram a introducdo do conceito de Funcdo como uma relacdo entre
conjuntos numéricos e como uma expressdo analitica das FuncBes através de
formulas.

Uma importante énfase dada pelo autor é a introducdo de inUmeros sinais para
operacoes e relacdes matematicas, primeiramente adicionando sinais para a adicao,
subtracdo, poténcia e igualdade, principalmente com o surgimento de sinais para
quantidades desconhecidas, que comecou a ser denotada por Viete em 1951,
denotando tais quantidades por vogais A, E, I,... e consoantes B, G, D,... do alfabeto
latino. Segundo Yuoschkevitch (1976),

[...] aimportancia dessa notacéo, que, pela primeira vez, possibilitou colocar
no papel a forma simbdlica de equacgdes algébricas e expressdes contendo
guantidades desconhecidas e coeficientes arbitrarios (uma palavra também
originada por Viete), dificilmente pode ser estimada. (YOUSCHKEVITCH,
1976, p. 51)

Yuoschkevitch (1976) analisou ainda estudos de René Descartes, onde
verificou que pela primeira vez é sustentado que uma equacdo em x e y € um meio
para introduzir dependéncia entre quantidades variaveis, e de forma clara era possivel
verificar a possibilidade de se calcular a partir do valor de uma delas, a outra

correspondente. Logo, de inicio, embora as expressoes infinitas fossem conhecidas
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ja h& muito tempo, por meio de progressées geométricas decrescentes e infinitas,
apenas na segunda metade do século XVII passou-se a utiliza-las como instrumento
de estudo das Funcdes, atribuindo ao estudo de Funcdes o papel central na analise
matematica, sendo o centro das teorias de Newton e de Leibniz, por meio do
desenvolvimento do célculo diferencial e integral.

Verificamos entdo que, o desenvolvimento do conceito de Fungdes foi algo que
levou muito tempo para ser construido e aperfeicoado, até chegar no que conhecemos
hoje. E ap06s varias evolugdes chegou a ser explicitado no século XVIII, mas nao
deixando de figurar de forma implicita, como vimos anteriormente, em datas
anteriores.

A seguir mostraremos uma tabela contendo as principais definicées, bem como
a interpretacdo/representacdo seguidas de algumas observacfes feitas pela
professora e pesquisadora Rosane Corsini, em sua proposta de analisar a evolugéo
historica do conceito de Fungéo no livro Limite de Funcdes de uma variavel real com

valores reais e Generalizacfes, da Editora UFMS (2020).



Ano

1694

Autor

Leibniz

Tabela 1: Analise das definicdes de funcéo (1694 - 1927) por Rosane Corsini

Definicao

“Eu chamo Funcgbes todas as porg¢des de linhas retas, que fazemos ao

tracar retas indefinidas, que passam por um ponto fixo, e pelos pontos da

curva.”

Observacao

Estda aparentemente apoiando-se na
caracteristica grafica da curva que
representa a Fungéo.

1718

Bernoulli

“Chamamos Fung¢do de uma variavel uma quantidade composta de

qualquer forma por esta variavel e por constantes.” Notagao ¢ x

Contempla a relagdo de quantidades

varidveis em sua definicao.

1748

Euler

“Uma quantidade constante é uma quantidade determinada, que ainda
conserva 0 mesmo valor... Uma quantidade variavel € uma quantidade
indeterminada, ou seja, uma quantidade universal que inclui todos os
valores determinados... Uma Func¢do de quantidade variavel é uma
expressdo analitica composta, de qualguer maneira, dessa mesma
guantidade e de numeros, ou quantidades constantes. Assim, qualquer
expressdo analitica, que além da variavel z contém quantidades
constantes, € uma Fungéo de z. Por exemplo, a+3z; az-4zz; az+b(aa-zz);
cz; etc., séo fundes de z. Uma Fungédo de variavel é entdo, também, uma

guantidade variavel.

Contempla a relagdo de quantidades
variaveis em sua definicdo e se reporta
a expressao analitica da Funcéo.
Embora ndo defina o que significa
expressdo analitica, segundo Boyer
(1991)

algébricas e as Fung8es transcendentes

tinha em mente Funcdes

elementares como as trigonométricas,

as Exponenciais e as Logaritmicas.

1755

Euler

“Se certas quantidades dependem de outras quantidades de tal modo que
se as outras mudam, estas quantidades mudam também, entdo nés
temos o habito de nomear essas quantidades de Fung¢8es dessas ultimas.
Esta denominacé@o tem a maior abrangéncia e contém em si todas as
maneiras pelas quais uma quantidade pode ser determinada por outras.
Se, por consequéncia, x designa uma quantidade variavel, entdo todas
as outras quantidades que dependem de x de alguma maneira, ou que

sdo determinadas por X, s&o chamadas de Func¢des de x.

Contempla a relagdo de quantidades
variaveis e cita a expressao “Fungdes

de x”.
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Condorcet

Definicao

“Suponho que tenho um certo nimero de quantidades x, y, z, ..., F; e que,

para cada valor determinado de x, v, z, ..., etc, F tem um ou vérios valores
determinados: digo que F é uma Fungéo de X, vy, z, ... Enfim, eu sei que
quando x, y, z serdo determinados, F o sera também, quando mesmo eu
nao sabendo nem a maneira de expressar F por meio de X, y, z, nem a

forma da equacao entre F e x, y, z; eu saberei que F é Fungdo de Xx, y, z.”

Observacao

Contempla a relacdo de quantidades
variaveis e cita a expressao “Fungdes

de x”.

1797

Lagrange

“Chamamos Fungédo de um ou varias quantidades, toda expressao de
célculo na qual essas quantidades entram de uma maneira qualquer,
imbricadas ou ndo com outras quantidades que olhamos como tendo
valores dados e invariaveis, enquanto que as quantidades da Funcao
podem receber todos os valores possiveis. Assim nas Func¢fes
consideramos apenas as quantidades que supomos variaveis, sem
nenhuma subordinagdo as constantes que podem estar ai imbricadas.
Para denominar uma Func¢é@o de uma s6 varidvel com x, nds faremos
simplesmente preceder desta variavel a letra ou caracteristica f, ou F;
mas quando quisermos designar a Funcao ja composta desta variavel,
como x2 ou a + bx ou etc., fecharemos esta quantidade entre dois
parénteses. Assim fx designara uma Funcio de x, f(x?), f(a + bx), etc.
designardo Funcgdes de x?, a + bx, etc. Para denotar uma Funcéo de duas
variaveis independentes como, x e y, nés escreveremos (X , y), € também

outras.”

Contempla a relacdo de quantidade
variavel e também se cita a utilizacéo de

expressodes analiticas.

1797

Lacroix

“Toda quantidade cujo valor depende de uma ou de varias outras
quantidades, é dita Funcao dessas Ultimas, quer saibamos ou ignoremos

por quais operacdes € preciso passar para retornar destas a primeira.”

Contempla a relacdo de quantidades

variaveis.
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1821

Cauchy

Definicao

“Quando quantidades variaveis estdo de tal forma ligadas entres elas que,

o valor de uma delas sendo dado, possamos determinar o valor de todas
as outras, concebemos como ordinarias essas diversas quantidades
expressas por meio de uma dentre elas, que recebe entdo o nome de
variavel independente e as outras quantidades expressas por meio da

variavel independente s&o o0 que chamamos de Fungdes desta variavel.”

Observacao

Contempla a relacédo de quantidades

variaveis.

1834

Lobatchevsky

“A concepgao geral exige que uma Funcao de x seja considerada como
um numero que € dado para cada x e que muda gradualmente ao mesmo
tempo que x. O valor da Funcédo pode ser dado seja por uma expressao
analitica, seja por uma condi¢do que fornece um meio para testar todos
0s numeros e selecionar um dentre eles, ou, finalmente, a dependéncia

pode existir mas permanece desconhecida.”

Refere-se a relacdo de dependéncia de
y por X, e reporta a utilizagdo de uma
expressdo analitica para representar

uma Funcéo.

1851

Riemann

“Seja z uma quantidade variadvel, que toma pouco a pouco, todos os
valores reais possiveis, entdo chamamos w uma Funcao de z, se a cada
um desses valores corresponde um Unico valor da quantidade indefinida
w, e se z percorre continuamente todos os valores que se encontram
entre dois valores constantes, w muda também continuamente, entéo

chamamos esta Fungéo de continua.”

Contempla a relagdo de quantidades

variaveis.

1870

Hankel

“Dizemos que y € uma Fungao de x se a cada valor de x de um certo
intervalo corresponde um valor bem definido e sem que isto exija portanto
que y seja definido sobre todo o intervalo pela mesma lei em Funcéo de
X, nem mesmo que y seja definido por uma expressdo matematica

explicita de x.”

Contempla a relagcdo de quantidades
variaveis e € o primeiro que fornece a
nocdo de dominio e fala sobre o

conceito de Funcao continua.
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1902

Lebesgue

Definicao

“Apesar de que, apos Dirichlet e Riemann, concordamos geralmente em

dizer que existe uma Funcdo quando existe uma correspondéncia entre
um ndmero y e numeros x1,Xx2,... sem nos preocuparmos com O
procedimento que ajuda a estabelecer esta correspondéncia, muitos
matematicos parecem considerar como verdadeiras Fungbes somente
aguelas introduzidas por correspondéncias analiticas. Podemos pensar
que introduzimos talvez assim uma restricdo bastante arbitréria;
entretanto é certo que isso ndo restringe praticamente o campo das
aplicagbes, porque sozinhas, as Funcdes representaveis analiticamente,

séo efetivamente empregadas até o presente.”

Observacao

Contempla arelacéo entre elementos de
conjuntos numéricos e também se

refere a utilizacdo de expressdes

analiticas na representacéo da Funcgao.

1927

Weyl

“Ninguém jamais soube explicar o que € uma Fun¢do. Mas uma Funcgéao
f esta definida se por um meio qualquer pudermos associar a um namero
a, um numero b ... Dizemos entéo que b é o valor da Funcao f para o valor

a do argumento.”

Contempla arelacéo entre elementos de
conjuntos numéricos e também refere-
se a utilizacao de expressdes analiticas

na representacdo da Funcéo.

1939

Bourbaki

“Sejam E e F, dois conjuntos distintos ou ndo, uma relagdo entre uma
variavel x de E e uma variavel y de F é dita relacdo funcional em y ou
relacdo funcional de E em F, se para todo x pertencente a E, existe um
sé y pertencente a F, que esteja na relacdo considerada com x. Damos o
nome de Funcgéo a operacao que associa assim a todo elemento x de E,
0 elemento y em F que se encontra na relacdo da com x; dizemos que y
€ o valor da Funcgéo para o elemento x, e que a Funcao é determinada

pela relagao funcional considerada.”

Contempla a relacdo entre elementos de
conjuntos numéricos e traz o conceito

de dominio bem definido.

Fonte: (RACHIDI, 2020, p. 194-195)
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Analisar todas as definicdes acima, seria além de trabalhoso, desnecessério,
uma vez que algumas delas se repetem em outras palavras, mas trazendo na
esséncia 0 mesmo conceito. Fazendo uma analise superficial, percebemos que as
definicbes mais usuais, ou que mais se aproximam com as definicdes trabalhadas
hoje em dia nos Curriculos e nos Livros Didaticos, sdo as de Hankel e Bourbaki.

Com certeza a mais parecida com as definicdes apresentadas, seja nos
Curriculos, seja nos Livros Didaticos, é a definicdo de Bourbaki (1939) que apresentou
a ideia de Funcao com base nos conjuntos, onde cada elemento de x pertencente a
um conjunto A, corresponde a um Unico elemento y, pertencente a um conjunto B,
além de dar a ideia de dominio, fazendo sua definicdo de maneira clara, ao especificar
0 elemento x pertencendo ao conjunto A.

DefinicAo muito importante também, inclusive apresentando ideias
posteriormente definidas por Bourbaki, foi a definicdo proposta por Hankel em 1870,
qgue trouxe relevantes contribuicdes por exemplo, ao informar que y néo precisa
necessariamente estar definido sobre todo o intervalo. Além disto, foi Hankel o
primeiro a trazer a ideia de dominio da Func¢éo, quando o mesmo diz que “dizemos
que y € uma Funcéo de x se, a cada valor de x de um certo intervalo...” (Hankel,
1870 apud RACHIDI, 2020, p. 55), que posteriormente foi devidamente definida por

Bourbaki.

2.2 Um esboco de andlise das dificuldades histéricas e epistemolégicas
do conceito de Funcao

Sabemos que um professor de matematica, para conseguir ensinar um conceito
da melhor maneira possivel, deve levar em consideracdo uma gama de
conhecimentos para além do contetudo especifico em sua integra. Tdo importante
guanto € conhecer a histéria que envolveu o processo de desenvolvimento deste
conceito. Desse modo, sempre que possivel, ele deve conhecer as principais
dificuldades enfrentadas neste processo, uma vez que isto pode, de alguma forma,
auxiliar na abordagem de dificuldades que os alunos possuem em assimilar estes
conceitos.

Brousseau (2008) vai dizer que existem certos ‘conhecimentos’ que, em certos
contextos da resultados corretos ou vantagens observaveis, mas que se revela falso

ou totalmente inadequado em contextos novos ou mais amplos. Assim, um ‘novo
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conhecimento’ precisa ser determinado neste novo contexto, porém esse novo
conhecimento ndo se da de acordo com o anterior, mas em oposi¢cao a ele, ndo
existindo algumas vezes légicas evidentes que possam permitir facilmente um

desacreditar do erro antigo por meio do conhecimento novo, pelo contrario, em

7

primeiro momento 0 que acontece € uma competicdo. Vale ressaltar que esses
conhecimentos ndo sao construgcbes pessoais, mais sim respostas ‘universais’ em
contextos precisos. A estes conhecimentos, Bachelard vai denominar e,
posteriormente Brousseau vai trazer para o contexto da matematica, de obstaculos
epistemoldgicos, dizendo que:

Um obstaculo se manifesta pelos erros, os quais, em um sujeito, estao
unidos por uma fonte comum: uma maneira de conhecer; uma
concepgdo caracteristica, coerente, embora incorreta; um
conhecimento anterior bem-sucedido na totalidade de um dominio de
acoes. (BROUSSEAU, 2008, p. 49)

Ele vai continuar nos encorajando a enfrentar esses obstaculos, e ndo tentar
ignora-lo, uma vez que:

Dessa forma, obstaculo ndo desaparece com a aprendizagem de um
novo conhecimento. Pelo contrario, opde resisténcia a sua aquisi¢éo,
a sua compreensao, retarda sua aplicagéo, subsiste em estado latente
e reaparece de subito, em especial no contexto anterior, quando as
circunstancias o permitem. Portanto, é inutil ignorar um obstaculo.
Deve-se rechaca-lo de maneira explicita, integrar sua negacao a
aprendizagem de um conhecimento novo, em particular na forma de

contraexemplos. (BROUSSEAU, 2008, p. 50)

Quando falamos de Funcéo, por exemplo, Pires vai dizer que:

[...] as dificuldades apresentadas pelos estudantes com essa nogéo
fica muito evidente, pois na maioria das vezes eles ndo conseguem
fazer ligacOes entre as diferentes representacdes de Funcao: grafica,
algébrica, diagramas, sentencas que descrevem interrelacdes, como
também a interpretacao de graficos e a manipulacao de simbolos que
descrevem e representam Funcgdes, tais como: f(x), x —y, sen(x + t),
etc. (PIRES, 2016, p. 2)

Por mais que pareca ser algo negativo, pois por vezes temos a impressao de
gue esses obstaculos epistemoldgicos devem ser evitados no processo de ensino e
aprendizado, a presenca desses obstaculos € algo natural nesse processo, pois ele
faz parte do desenvolvimento do conceito e € papel do professor estar atento a essas
dificuldades e pensar em estratégias para lidar com essas situacdes, quando elas

aparecerem.
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O conceito de Funcéo teve entdo um longo processo de formulacédo de ideias,
nocdes até se tornar um conceito mateméatico, buscando sempre respaldo no
pensamento cientifico e filosofico. Desde 2000 a.C., os babilénios ja se valiam de
tabuas sexagesimais de quadrados, que os mesmos utilizavam para realizar seu
calculos, tudo construido de maneira empirica, mas que, posteriormente, se tornaram
os fundamentos matematicos que deram desenvolvimento a Astronomia. Essas
tabuas ja continham a principal ideia que envolve hoje o conceito de Funcéo, que é a
relacdo funcional entre variaveis

Assim, é possivel perceber que, quando analisamos o desenvolvimento da
Astronomia na antiguidade, essa ciéncia jA possuia algumas no¢des de Funcdo,
principalmente aquelas que modelavam fenémenos peridédicos. Ponte (1992) no
entanto, defende que apenas em Oresme (1323 — 1382) que foi possivel se chegar a
uma formulagcdo moderna de Funcdo de maneira aproximada, pois antes disto, nao
existia nada que levasse a uma ideia geral da relacéo funcional.

Oresme desenvolveu a teoria geométrica das latitudes, de acordo com Ponte
(1992), ele utilizava as coordenadas para representar velocidade em Funcéo do
tempo. De acordo com Pires:

Para tracar o gréafico da velocidade em Funcao do tempo de um corpo
que se move com aceleracdo constante, ele marcou pontos
representando instantes de tempo (longitudes) e, para cada instante,
tracou perpendicularmente a reta das longitudes um segmento de reta
(latitudes), em que o comprimento denotava a velocidade. (PIRES,
2016, p. 5)

Para a representacdo de Oresme, a latitude era como uma “quantidade”
variavel que dependia exclusivamente da longitude. Na linguagem matematica atual,
os termos utilizados por Oresme como latitude e longitude equivalem com as ordenas
e abscissas, entretanto, ainda néo havia registros explicitos de nenhum estudo que
fosse voltado exclusivamente para a nogao de Fungéao.

Youschkevitch (1981a) vai afirmar que, somente ap0s a criagdo dos logaritmos
é que foi introduzida por método analitico, a Funcdo em férmulas e equacgdes, que
passou a ter destaque em pesquisas teoricas. Assim, a palavra Funcéo aparece pela
primeira vez nos escritos de Leibniz, em 1673, que utilizou-se do termo Funcao para
designar de maneira geral uma dependéncia de quantidades. Foi ele ainda que

introduziu nos estudos sobre Funcgéo os termos constante, variavel e parametro.



60

De acordo com Ponte (1992), Jean Bernoulli, que trocava correspondéncias
com Leibniz, publicou um artigo amplamente divulgado, onde o mesmo colocou sua
definicdo de Funcdo de uma variavel. Mais tarde, seu discipulo Leonard Euler fez uma
contribuicdo essencial para a evolucdo desta definicdo. Segundo Ponte (1992) a
definicdo de Bernoulli era que Fungdo de uma varidvel seria uma quantidade
composta, de alguma forma a partir de variaveis e constantes, sendo que seu discipulo
Euler teria substituido nesta definicdo a palavra quantidade por expresséao analitica.
Deve-se a Euler ainda a notagéo f(x) para uma Funcéo em x.

Embora em Euler o conceito de Funcdo tenha tido uma grande evolucgéao,
algumas controvérsias passaram a surgir, o que motivou neste periodo muitas
discussfes a respeito desse conceito. As primeiras discussdes estavam relacionadas
com o famoso problema da corda vibrante. De acordo com Youschkevitch (1981a),
D’Alembert apresentou uma Funcédo em que y descreve o deslocamento da posicao
de equilibrio, sendo que tal deslocamento depende de x e t, onde 0 X representava a
distancia a partir da origem, e, o t, o tempo. Participaram desta discussao Euler,
Lagrange, D’Alembert, Bernoulli, Gaspard, Laplace e Fourier. Essa discussao
contribuiu para o desenvolvimento metodologico dos fundamentos de andlise
matemaética.

Ainda segundo Youschkevitch (1981a), tdo importante quanto esta anterior, foi
a contribuicdo dada por Fourier, que preocupado com os fluxos de calor nos corpos

2’y _ kzaz_y

materiais, criou a equacao — ,
quag ot? 0x?

onde a temperatura destes corpos estava
em Funcao de duas variaveis, o tempo (t) e a espaco (x). Com base nesta equacéao,
posteriormente, Dirichlet separou o conceito de Funcdo de sua representacao
analitica, sendo possivel, a partir da definicao dele, entender a Fungdo como uma
relagdo entre dois conjuntos, onde para cada valor da variavel independente associa-
se um Unico valor da variavel dependente.

Com o passar do século, especificamente entre os séculos XIX e XX, estes
conceitos de Fungédo passaram por um refinamento, por meio de varias descobertas,
como as Fungdes continuas, diferenciaveis e descontinuas em determinados pontos.
Para esta época Youschkevitch (1981a) vai destacar os trabalhos de Cantor (1845-
1918), Hankel (1839-1873) e Lebesgue (1875-1941), dando destaque para Hankel,

gue em 1870 apresentou a seguinte definicdo para Funcgéao:
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Diz-se que y é uma Funcéo de x se a cada valor de X, em um certo
intervalo, corresponde um valor bem definido de y, sem que isso exija
gue y seja definido em todo o intervalo pela mesma lei em Func¢éo de
X, nem mesmo que y seja definido por uma expressdo matematica
explicita de x (HANKEL, 1870, apud YOUSCHKEVITCH, 1981a, p.
61).

De acordo com Pires (2016), foi assim que a definicdo geral de Funcéao foi

incluida nos cursos de andlise matematica nesta época, sendo ressaltado por Pires

que:

A definicdo dada por Hankel ndo faz qualquer mencdo a
unicidade de y para cada valor de x, pois essa questdo da
unicidade distingue as Funcdes univocas e plurivocas. De
maneira simplista, pode-se dizer que as Func¢des algébricas
racionais sdo univocas, pois para cada X existe um unico y
correspondente. Ja as irracionais de indice par sdo todas
plurivocas, uma vez que os radicais sdo ambiguos e dao valores
aos pares (PIRES, 2016, p. 9).

Isto fez com que, Lebesgue fizesse ainda uma observacéo acerca da questao

analitica das Funcdes, trazendo essa importancia de se entender que, até entdo, as

Funcdes apenas eram apresentadas analiticamente, conforme ele afirma a seguir:

Embora, desde Dirichlet e Riemann, seja geralmente aceito que ha
uma Funcdo quando ha uma correspondéncia entre um numero e
nameros 1, 2.... sem pensar no processo usado para estabelecer essa
correspondéncia, muitos matematicos parecem considerar como
verdadeiras Funcbes apenas aquelas que sao introduzidas por
correspondéncias analiticas: pode-se pensar que talvez uma restricdo
bastante arbitraria seja introduzida. E certo que isso ndo limita
praticamente o campo de aplica¢gbes, porque somente as Func¢des que
podem ser representadas analiticamente sdo usadas até agora.
(LEBESGUE, 1902).

Algum tempo mais tarde, Cantor introduziria a nogéo de produto cartesiano E

x F de dois conjuntos, o que trouxe também uma enorme contribuicdo para a

discusséo, que veio a culminar no conceito de Func¢ao dado no século XX pelo grupo

Bourbaki, organizado em 1935 e composto por matematicos franceses, dentre eles

Dieudonné. Bourbaki publicou em 1939 O livro Théorie dés Ensembles (fascicule de

results), que acabou se tornando uma colecéo e que, continha em si a definicdo de

Funcéo do grupo:

Sejam E e F, dois conjuntos distintos ou ndo, uma relagcédo entre uma
variavel de E e uma variavel de F é chamada relacao funcional em ou
relacdo funcional de E a F, se para todo pertencente a E, existe
somente um pertencente a F, que esta na relagdo considerada com,



62

nés damos o nome de Fungdo a operagao que assim se associa com
todo elemento de E, o elemento em F que esta na relacdo dada com
X, dizemos que é o valor da Funcédo para o elemento e que a Funcao
€ determinada pela relagdo funcional considerada. (BOURBAKI,
1939).

Esta definicdo trouxe, além da unicidade de y, uma distincdo entre a relacdo
funcional e Funcéo, sendo que, para Bourbaki, a relacdo funcional é utilizada para
representar essa relacdo de variagdo que existe entre cada elemento de dois
conjuntos, enquanto que Funcdo determina a operacdo que vai associar cada
elemento de um conjunto com os elementos do segundo conjunto, ou seja, uma
Funcéo é determinada pela relacao funcional existente entre esses elementos.

Percebemos com estas definicbes que, desde a antiguidade até esta defini¢cdo
posta pelo grupo Bourbaki, diferentes ideias, nocdes e concepcdes de Funcdes
surgiram, muito por conta do olhar de cada pensador, seja pela ciéncia, fisica ou
matematica, ou seja no modo de utilizar ou enfatizar cada propriedade, contudo, todas
essas ideias contribuiram para a evolugcdo deste conceito, desencadeando as

definicbes que utilizamos no dias atuais.

2.3 Considerac0des e Discusséo

Refletindo sobre o processo evolutivo histérico do conceito Funcéo,
percebemos que este evoluiu de maneira gradual, ndo foi, portanto, algo que nasceu
pronto, mas sim, foi um conceito que veio sendo ajustado as necessidades da Ciéncia
e da Matematica e que a compreensdo do conceito de Funcdo, ou o caminho
percorrido para chegar ao entendimento e a definicdo utilizada hoje foi influenciado
pela forma como as relacdes funcionais sdo representadas.

Neste decorrer, vemos que 0s pesquisadores enfrentaram diversas
dificuldades para conseguir desenvolver este conceito. O processo comegou com 0S
babilénios por volta de 2000 a.C. que desenvolveram tabelas que continham relagfes
entre valores no intuito de entender a volatilidade do sol, lua e planetas. Ou seja,
mesmo sem esclarecer o conhecimento sobre o conceito, as Func¢bes de
representacdo que desenvolveram esse conceito estavam presentes nas atividades
dos povos antigos, principalmente as relacionadas a astronomia, e foram registradas

em tabelas mostrando as rela¢des entre as quantidades.
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J4 na Idade Média, quando desenvolveu a teoria geométrica das latitudes,
segundo Ponte (1992), Oresme apresentou a primeira representacdo geométrica da
relacdo entre quantidades variaveis, o que permitia representar a relacdo de trés
maneiras diferentes até entédo, por meio de tabelas, descricédo verbal e representacao
gréfica.

Apesar do grande avanco que o conceito de Funcéo introduziu nesse periodo,
a Funcdo ainda nado era falada no campo da matematica, 0s conceitos que se
relacionavam com esse conceito serviam apenas para resolver problemas e
interpretar situacdes relacionadas a outras areas do conhecimento. Assim, o conceito
de Funcéo até entdo era considerado apenas como meio de resolucéo de problemas
e passou a ser objeto de estudo da matematica apenas no final do século XVII.

Os trabalhos publicados por Pierre de Fermat e René Descartes entre 0s
séculos XVI e XVII incluiam a representacdo analitica (expressdes algébricas) como
representacbes de Funcbes. Este fato proporcionou grande progresso na algebra,
apoiado pela geometria, e também contribuiu para o trabalho de Newton e Leibniz,
sendo este Ultimo responsavel por utilizar pela primeira vez a palavra Funcéo para
denotar uma relagéo entre grandezas.

Apesar dos avancos feitos pela representacdo algébrica de uma Func¢éo no
desenvolvimento de tal conceito, ela também contribuiu para uma das mais
importantes barreiras epistemolégicas inerentes a esse conceito, ja que ha muito se
defende a ideia de que somente relacées que podem ser descritas por uma expressao
analitica pode ser chamada de Funcao. Esse obstaculo foi superado pela primeira vez
no século XIX, quando Dirichlet separou o conceito de Fun¢cdo de uma expressao
analitica e definiu uma Funcdo como uma correspondéncia arbitraria entre variaveis
representando conjuntos numéricos. A definicdo de Dirichlet deu origem a definicao
moderna de uma Fung¢é&o usada hoje.

Por fim, analisando os antecedentes historicos apresentados neste relatorio de
pesquisa, percebemos que o conceito de Funcgdo passou por um longo processo de
desenvolvimento, caracterizado por formas de representacéo das relagdes funcionais

que contribuiram para uma compreensao mais ampla do conceito.



64

3 ANALISE DA DEFINICAO DO CONCEITO DE FUNCAO PROPOSTO POR
EULER E UM PANORAMA DE SUA EVOLUCAO HISTORICA

Este capitulo trata da definicdo do conceito de Func¢éo proposto por Euler no
século XVIIl. Como abordado no capitulo anterior, Euler traz sua primeira definicdo de
Funcdo em 1748, que foi posteriormente modificada por ele mesmo em 1755.
Apresentamos uma analise de seu conteldo e o situaremos em seu contexto historico.

Conforme dito no capitulo anterior, o conceito de Funcdo demorou a ser
construido e desenvolvido até assumir a forma, ou as formas, como estudamos ele
hoje, nos Livros Didéaticos e no Curriculo brasileiro. Vale lembrar que, desde o
nascimento deste conceito até os dias atuais, este passou por diferentes formulacdes.
Conforme apresentado por Rachidi (2017), os trabalhos que abordam esta histéria do
conceito de Fungdo, em sua maioria, concordam em apresentar cinco etapas nesta
evolucdo. A primeira etapa é caracterizada pela tabela de valores de uma Funcao, a
segunda € a representacdo geomeétrica e mecanica deste conceito, seguido pela
representacdo de uma Funcao por meio de uma expressao analitica. As duas ultimas
etapas, mais gerais, sdo a representacdo de uma Funcdo como qualquer
correspondéncia e a definicdo de Funcao por meio de conjuntos.

Embora os antigos ndo tenham criado nenhuma noc¢éo geral de quantidade
variavel ou de Funcéo, foi la que, de acordo com Youschkevitch (1981b), por meio do
estudo cinemético dos movimentos retilineos, no século XIV, comecou a surgir este
conceito, com o estudo das curvas por meio de tabelas, graficos e até mesmo
verbalmente. Ao final do século XVII, com a descoberta do célculo infinitesimal por
Newton e Leibniz, uma abordagem infinitesimal vai surgir, com isto a analise de
Leibniz o levou a usar pela primeira vez o termo "Funcdo" para designar "uma
guantidade que varia de um ponto a outro ponto.”

Obviamente que, com as discussdes e estudos acerca deste conceito,
divergéncias surgiram ao longo dos anos. Euler, no inicio do século XVIII, utilizou o
termo “expressao analitica”, que chamou de “Funcao”, e esta definigao foi adotada e
desenvolvida por seus sucessores. Ainda de acordo com Youschkevitch (1981b),
houve uma controvérsia importante entre Euler e d’Alembert, sobre as solu¢des do
problema das cordas vibrantes e seus desenvolvimentos em série, onde D. Bernoulli

deu solu¢gbes em forma trigonométrica, o que levou diversos pesquisadores do século
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XIX a questionar se porventura, podem Funcdes arbitrarias no sentido de Euler ser
representadas por uma série trigopnométrica?

O intuito deste capitulo é apresentar um breve panorama do processo histérico
que levou ao estabelecimento do conceito de Funcdo, tendo como origem a
abordagem desse conceito por Euler. Apresentaremos aqui, frutos da andlise das
principais etapas de evolugcdo deste conceito de Fungédo e as dificuldades que
marcaram esse processo, considerando a definicdo que foi apresentada por Euler. De
fato, foi Euler quem deu a(s) primeira(s) definicdo(6es) do conceito de Funcéo, e seu
trabalho lancard luz sobre os periodos "pré-conceito” e "pos-conceito" deste. Mais
especificamente, vamos focar nos periodos que antecederam e que sucederam a
definicdo proposta por Euler, a fim de compreender melhor a evolugéo histoérica do

estabelecimento do conceito de Funcdo.

3.1 Primeira definicdo de Euler - 1748

Como vimos no capitulo anterior, ao definir o conceito de Funcéo, o contexto
era de muita discusséo e debates sobre o0 assunto. Segundo Youschkevitch (1981b),
o primeiro a definir explicitamente Funcdo como uma expressao analitica foi Bernoulli
(1667 — 1748), por meio de um artigo intitulado “Remarques sur ce qu'on a trouvé
jusqu’ici de solutions des problémes sur les isopérimétres” (Mémoires de I'’Académie
des Sciences, 1718), onde, segundo ele, “chamamos Funcdo de uma grandeza
variavel uma quantidade composta de qualquer maneira de grandezas variaveis e de
constantes.”

A definicdo de Bernoulli, entretanto, ndo traz consigo uma explicacdo de como
seriam formadas as Funcdes a partir da variavel independente pela qual a Funcao é

expressa. Essa precisado foi expressa apenas por Euler em seu artigo “une fonction
arbitraire de §+ ¢, onde ele introduz a notacao f(§+ c). Com isto, Euler retoma a

definigdo proposta por Bernoulli, substituindo a “quantidade” por expressao analitica”.
Posteriormente, Euler prop6s a notagédo “f(x)”, além de representagbes por uma ou
mais formulas.

Uma das defesas de Euler neste artigo, € de que a Analise somente teria seu
conhecimento elevado por meio da algebra. Ele vai além, faz do conceito de Funcéo

0 objeto essencial da Andlise e, para isso, se utiliza da algebra como ferramenta
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fundamental, deixando com isto o conceito de Funcdo livre de consideracdes
cinematicas e geométricas.

Considerando a definicdo de Bernoulli (1718): “Chamamos Fun¢do de uma
grandeza variavel uma quantidade composta de qualquer maneira de grandezas
variaveis e de constantes.” (Mémoires de I'’Académie des Sciences, 1718), Euler
formulou sua primeira definicdo do conceito de Fungéo. Os passos seguidos por Euler
para chegar em sua definicdo de Funcdo sdo, segundo a sua obra “Introducado a
analise infinitesimal”:

1 — Uma quantidade constante € uma quantidade determinada, que
mantém sempre o mesmo valor. (...)
2 — Uma quantidade variavel é uma quantidade indeterminada ou, se
preferir, uma quantidade universal, que inclui todos os valores
determinados. (...)
3 — Uma quantidade variavel torna-se determinada, quando lhe é
atribuido qualquer valor determinado. (...)
4 — uma Func¢édo de quantidade variavel € uma expressao analitica
composta, de qualquer forma, desta mesma quantidade e de niumeros,
ou de quantidades constantes. (...)
5 —uma Funcao de uma variavel é, portanto, também uma quantidade
variavel. (...)

(Euler 1748, Introdugdo a Analise Infinitesimal, traducdo do

latim para o francés, 1796).

Ao final de cada definicdo, contém um comentario, ou um exemplo afim de
detalhar e motivar a definicdo proposta. Nota-se uma primeira preocupacao de Euler
em esclarecer a ideia de quantidade constante e quantidade variavel, para depois dar
sua definicdo fundamental.

Em seguida, Euler é levado a classificar as Fun¢des em uniformes e
multiformes, sendo proposto por ele que, Func¢des uniformes seriam aquelas que
aceitam um Unico valor para uma determinada variavel. Ao contrario das Funcdes
multiformes, que aceitava, a época, varios valores para um certo valor da variavel,
sendo que hoje, estas ja ndo sdo mais aceitas como Funcao.

Nesta definicdo proposta por Euler, este fornece um elemento que muito nos
ajuda a entender suas ideias sobre o conceito de Funcao, que é a ideia de tempo
fisico. E possivel verificar que, por tras dessa nog¢éo de tempo, encontramos a nog&o
de continuidade. O que n&o encontramos nesta definicdo proposta por Euler, foi uma
nocao de dominio, sequer de valores proibidos ou mesmo da notagéo f(x).

Para esclarecer sua definicdo, Euler distingue as Fun¢des de acordo com a

combinacdo da variavel e das quantidades constantes que as constituem. Essa
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diferenca depende das operacgdes pelas quais as quantidades podem ser compostas
e combinadas. As operacdes consideradas por Euler sédo essencialmente operacoes
algébricas: adicéo e subtracéo, multiplicacdo e divisédo, poténcia e raizes, assim como
a resolucdo de equacdes. Além disso, Euler especifica que além das operacdes
algébricas anteriores, existem outras, chamadas transcendentais, como

Exponenciais, logaritmos e outras derivadas do célculo integral.

3.2 Andlise da definicado

Neste topico iremos trabalhar com esta definicdo de Euler, dividindo esta
analise sob os aspectos tedricos da definicdo e os aspectos didaticos desta defini¢éo.
Para tanto, primeiramente vamos retomar o contetdo da definicdo anterior, que pode
ser reformulado da seguinte forma:

(1) Uma quantidade constante € uma quantidade determinada, que mantém

sempre o mesmo valor.

(2) Uma quantidade variavel é uma quantidade indeterminada, ou seja, uma

guantidade universal, que inclui todos os valores determinados.

(3) Uma quantidade variavel torna-se determinada, quando é atribuido a ela um

valor determinado qualquer.

(4) Uma Funcao de quantidade variavel € uma expressao analitica composta,

de qualguer maneira, dessa mesma quantidade e de numeros ou de

guantidades constantes.

(5) Uma Funcéo de uma variavel é portanto também uma quantidade variavel.

12 Aspecto teorico. Através da definicdo de Euler, notamos os seguintes aspectos

teoricos:

B Euler tentou esclarecer a ideia de quantidade constante e de quantidade

variavel.

B Na definicdo de Euler, existe um elemento que pode nos ajudar a compreender
suas ideias sobre o assunto: a ideia do tempo fisico que pelo menos esta

implicito na definicdo: “que conserva sempre”.



68

B A presenca do tempo na definicdo de Euler vai ter um papel importante. De
fato, nessa ultima nocdo, vamos encontrar a no¢ao de continuidade. De fato, o
continuo permanecera no dominio fisico, pois a reta real ndo existe na forma

numerica nos seus trabalhos (a reta numeérica acabada € do século XIX século).

B Na definicAo ndo existe a nocdo de dominio de Funcdo, nem de valores

interditados ou proibidos, nem mesmo a notacéao f(x).

22 Aspecto didatico. Quanto ao aspecto didatico da definicdo de Euler, podemos

observar que:

No nivel didatico, notamos que os exemplos de Funcdes fornecidos por Euler
fazem parte do nosso espectro atual de Funcles: “Assim, qualquer expressao

analitica, seja da variavel z e contendo quantidades constantes, € uma Funcéo de z.
Por exemplo: a + 3z; az — 4zz; az + by/(aa — zz); cz & ¢, sdo Funcdes de z* (Euler,

1796). Em outro lugar, Euler escreve:

[...] Além disso, ndo é raro encontrar expressfes que sdo apenas

Funcdes aparentes; porque, qualquer que seja o valor que atribuimos

5 vAria A 0.1, (aa—az)
a variavel, elas sempre mantém o mesmo valor, como z°;1z; —

Essas expressfes, na forma aparente de Fungfes de variaveis, sao
realmente quantidades constantes. (Euler, 1796)

Os ultimos exemplos e o ultimo ponto, da definicdo de Euler, resultam na
exclusdo de Funcdes constantes: "Funcdes aparentes que nao sao Funcdes" (Euler,
1796). A eliminacdo de Func¢des constantes € uma necessidade para Euler, pois, no
proximo capitulo, ele trabalhard na composicéo de Funcdes.

Em conclusdo, podemos dizer que uma Func¢éo no sentido de Euler é: “uma
Funcéo da variavel real, ndo constante, definida por uma expressao analitica” (Euler,
1796).

3.3 Como se deu a evolugéo do Conceito de Funcéo de Euler: Segunda
definicéo

3.3.1 Problema das cordas vibrantes
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Famoso problema das cordas vibrantes, trata-se de uma corda de comprimento
y que é fixada em ambas as extremidades, vibrando sobre um plano. A ideia € estudar
0s movimentos desta corda, calculando no instante t a ordenada y = y(t, x) de um
ponto da corda de abcissas x. D’Alembert mostrou, em 1747, que y = y(t, x) satisfaz a
seguinte equacéao diferencial parcial,

(E): 8°y/ 8t =& 3%/3x* com a>0,

De onde d’Alembert determina a solugao geral do tipo,

y(t, ) = 1/, [fatx)+g(at-x)],

Onde f e g sdo Funcdes duas vezes diferenciaveis, com as condi¢cdes de
contorno:

Y(t, 0) = y(t, ) =0 (extremidades fixas), y(0, x) = f(x) (forma inicial da corda).

Para d’Alembert a solugdo assume a seguinte forma:

Y(t, %) = 1/, [f(at +x) + f(at = 2)],

Para todo x pertencente ao intervalo [0, £], onde f € uma Funcao impar, com
periodo T = 27 e duas vezes diferenciavel (exceto, talvez, em alguns pontos isolados),

além de impor restricdes a forma inicial da corda.

3.3.2 A controvérsia D’Alembert-Euler e a nova definicdo de Euler

Para a solugdo das cordas vibrantes, d’Alembert e Euler encontram um
problema quanto ao estado das Funcgbes f e g. Para d’Alembert, estas Funcdes
deveriam ser analiticas, ou seja, deve ser possivel demonstrar por meio de uma
formula, e D. Bernoulli apresentou inclusive solu¢cdes em forma trigonométrica.

Para Euler, entretanto, as Funcdes f e g podem ser arbitrarios, o que seria
correspondente a curvas desenhadas “a méo livre”. Em resposta a d’Alembert, Euler
vai dizer que:

A primeira vibracdo depende do nosso bom prazer, pois podemos,
antes de soltar a corda, dar-lhe qualquer forma; o que significa que o
movimento vibratorio da corda pode variar ad infinitum, dependendo
se a corda recebe uma ou outra forma no inicio do movimento.
(EULER, 1796, p. 29).

Este posicionamento de Euler, entrou em contradicdo com a sua definicdo de
1748, mas ele, percebendo a insuficiéncia da classe de Funcgbes que havia

considerado até o momento, pelo menos ao que se refere a esta representacdo da
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posicéo inicial das cordas vibrantes. Desta forma, Euler revisou sua primeira definicao
e propos em 1755 que:

Se certas quantidades dependem de outras quantidades de tal forma
gue se estas Ultimas mudam, as primeiras também mudam, entéo
geralmente chamamos essas quantidades de Func¢des das ultimas;
esta denominacdo tem a maior extensdo e contém em si todas as
maneiras pelas quais uma quantidade pode ser determinada por
outros. Se, portanto, x denota uma quantidade variavel, entdo todas
as outras quantidades que dependem de x de alguma forma, ou que
sdo determinadas por x, sdo chamadas Funcdes de x. (EULER, 1796,
p. 31, traducéo do autor).

Como é possivel perceber, como consequéncia desta nova definicdo de Euler,
ele libera o conceito de Funcao da expresséo “expresséo analitica” para torna-lo uma
relacdo de dependéncia entre grandezas variaveis.

E possivel destacar ainda que, com Euler, o conceito de Funcdo pode ser
dividido em dois periodos, historicamente conhecidos como periodo pré-conceitual,
onde predomina o instinto de funcionalidade, e o periodo pés-conceitual, que tem
ainda sua subdivisao.

Como o intuito deste capitulo é apresentar o conceito proposto por Euler, além
de verificar a sua importancia para a constru¢do histérica do conceito de Funcéo,
vamos apresentar a seguir, alguns elementos desses dois periodos, como sendo o
periodo que antecede o conceito de Funcéo proposto por Euler e o periodo apés a

proposicao deste conceito.

3.4 Evolucao do conceito de Funcao: Como era antes de Euler

Como visto no capitulo anterior, podemos destacar alguns pontos de como o
conceito de Funcdo foi sendo construido ao longo da histéria, sendo alguns que
podemos destacar, a representacéo por meio de tabelas de valores, que remonta aos
tempos babilénicos, a representacdo geométrica e mecanica, a partir do século XV,
e a representacao de Funcéo por meio de expressdes analiticas.

As tabelas de valores usadas antigamente pelos babilonios, continham tabelas
de quadrados, cubos, bem como raizes quadradas e cubicas. Os Pitagoricos
utilizavam estas tabuas para estudar as leis que relacionavam as alturas dos sons

emitidos pelas cordas e seus comprimentos. Por volta dos anos 500, o matematico
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indiano Aryabatha deu as primeiras tabelas de senos, que foram melhoradas e
estabelecidas outras por estudiosos arabes-mulgcumanos. (ROSHDI et al, 1997)

Na astronomia, varias tabelas de altissima precisédo foram desenvolvidas, como
por exemplo as tabelas Hachemita, Toledo e Alphonsines. Com Copérnico (1743-
1543) que introduziu o novo sistema mundial, o nimero de tabelas astronémicas
aumentou, sendo apresentado por Copérnico em 1543, uma colecdo de tabelas de
movimentos celestes, fruto de cerca de trinta anos de estudos e observacao.

Na Franca, em 25 de junho de 1795, a convencao nacional de Bureau de
Longitudes perpetuou o uso de tabelas visando:

Resolver o0s problemas astron6micos relacionados com a
determinacgéo da longitude no mar, estratégica na época (dai o seu
nome), calcular e publicar as efemérides (Chamadas por continuidade:
Conhecimento dos Tempos) e um diretorio, ou seja, dizer uma espécie
de calendario oficial "adequado para regular os da Republica", para
organizar expedic¢des cientificas em areas vizinhas, como a geofisica
e, finalmente, para ser um comité consultivo para cientistas
problematicos. O observatdrio de Paris foi colocado sob a supervisao
do Bureau des Longitudes de 1795 a 1854. (GRIZE, 1968).

Desde entdo, as tabelas utilizadas foram concebidas como relagbes entre
conjuntos finitos de quantidades constantes. Nestas tdbuas ndo ha ideia de grandezas
variaveis, nem mesmo de simbolismo algébrico ou analitico. Alguns falam em “instinto
de funcionalidade” entre os antigos, mas uma grande diferenca entre este instinto e a
percepcdo do conceito de Funcgdo, que passa a surgir apenas no século XIV, de
acordo com a evolucgéo dos estudos sobre cineméatica dos movimentos.

Durante o século XIV, de acordo com Perrin, essa noc¢éo de tabela de valores
gue ligavam duas quantidades comecou a mudar de natureza. As escolas de Oxford
e Paris deu a matematica o status de “instrumento de conhecimento dos fendmenos
naturais”. Com isso, durante os estudos da cinematica e da mecanica, passou-se a
buscar a quantificacdo de certas quantidades e formas. Logo, enquanto eles
buscavam quantificar calor, luz, densidade, distancia e velocidade por meio do que
eles chamavam de “grau de intensidade”, introduziu-se a nogéo de “variavel continua”
entre limites fixos. (PERRIN; PENIN, 1999)

Seguindo o raciocinio de Perrin, a cinematica passa a se desenvolver ao longo
do século XIV como um ramo da mecanica, permanecendo ainda ligada a geometria.
Surgem entdo os conceitos de velocidade instantédnea e aceleracdo, principalmente

nos trabalhos de Roger Bacon, William Heytesburym, Richard Swineshead e Nicole
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Oresme. Foram eles que trouxeram em seus estudos a primeira representacao grafica
de uma Funcéo, quando utilizavam o grau de intensidade em uma linha vertical e a
extensdo em uma linha horizontal.

Como vimos no capitulo anterior, Oresme identificou e apresentou pela primeira
vez, uma representacao grafica de movimentos retilineos. Com isto, de acordo com
Perrin, entre os séculos XIV e XVI, as formas de se estudar as curvas eram partindo
de suas propriedades geométricas, graficamente ou com uso de expressdes verbais
e tabelas. Os trabalhos de Oresme se tornaram famosos e tiveram grande
repercussao durante o século XV e inicio do século XVI.

Em 1591, Viéte vai dar um novo impulso ao conceito de Funcdo, com a criacdo
da algebra literal simbdlica, que vai proporcionar a representacdo por meio de
férmulas. Sob a influéncia de Galileu, bem como com o nascimento da geometria
analitica de Descartes e Fermat, passou-se a estudar as curvas por meio de célculos
algébricos, substituindo o estudo das figuras, que antes era por meio de propriedades
geomeétricas, pelo estudo por meio dos elementos analiticos. De fato, com Descartes
e Fermat, o conceito de Funcdo passou a ser identificado como uma equacéo de x e
y.

No século XVII, o conceito de Funcao sofre novas influéncias com Mercator,
Grégory e Newton, que alargam esse conceito a partir da descoberta do
desenvolvimento em toda a série de Funcdes. Por fim, com o calculo infinitesimal de
Newton e Leibniz, troca-se o objeto de estudo que antes era o nimero, e passa-se a
estudar a lei da variacdo. Ele chamava de Funcdes as quantidades geométricas
variaveis relacionadas a uma curva, tais como coordenadas, tangentes, subtangentes,
normais, raios de curva, etc. Em 1718, Jean Bernoulli vai dar a primeira definicao
explicita de uma Func&o como uma expressao analitica, além de introduzir a notacao
fx. Finalmente, apds Bernoulli, vem o livro de Euler (Euler, 1797) que apresenta pela

primeira vez o conceito de Fungdo como base de andlise.

3.5 Evolucgao do conceito de Funcao: Como se tornou depois de Euler

Comecaremos este estudo sobre a evolugéo do conceito de Fungéo pos Euler,
recordando que, por meio da definicdo proposta por Euler que o conceito de Funcao
foi distanciado da expresséao analitica, tornando-se uma relacéo de dependéncia entre

grandezas variaveis. Sendo mais precisos, descobrimos que o aspecto algébrico e
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guantitativo dominante na introducdo do conceito de Funcdo em Euler. Ele tinha
entretanto, uma concepcdo sobre continuidade que o impediu de ir para uma
generalizacdo da teoria das Funcfes. Essa generalizacdo sera um dos principais
assuntos estudados no século XIX.

O conceito de Funcao foi objeto de inUmeras e intensas discussdes desde a
metade do século XVI até meados do século XIX. A busca de uma definicdo adequada
e apropriada estara na origem de outras teorias matematicas em analise. Comecamos
com a proposta de definicdo dada por Condorcet (1743-1794) que diz:

Suponho que tenho um certo niumero de quantidades x, vy, z, ..., F; e
gue, para cada valor determinado de x, y, z, ..., etc, F tem um ou varios
valores determinados: digo que F é uma Funcao de x, y, z, ... Enfim,
eu sei que quando X, Yy, z serdo determinados, F o sera também,
guando mesmo eu ndo sabendo nem a maneira de expressar F por
meio de X, y, z, nem a forma da equacédo entre F e X, y, z; eu saberei
gue F é Funcao de x, y, z (CONDORCET apud RACHIDI, 2017, p. 52)

Desta maneira, percebemos que Condorcet adotou a definicdo geral proposta
por Euler e trouxe uma maior precisdo. Para ele, uma Funcéo era vista como uma
dependéncia entre duas ou mais grandezas variaveis, quer saibamos expressar essa
dependéncia explicitamente por uma relagdo ou ndo. Em seguida Condorcet classifica
as Funcdes em trés categorias: as Funcdes cuja forma é dada, aquelas Func¢des que
sdo determinadas por uma equacao que as liga e as que sao definidas por certas
propriedades.

A partir do século XIX, o conceito de Funcado passa a ser objeto de estudo e de
rigorosas pesquisas por matematicos como Gauss, Cauchy, Riemann, Bolzano,
Fourier, Lagrange, Lacroix, Lobachevsky e Abel. Condorcet, Lacroix, Fourier,
Lobachevsky e Dirichlet, adotaram a definicdo mais geral do conceito de Funcao de
Euler, contribuindo para uma melhor compreensdo dos fundamentos do célculo
diferencial. Ainda, a definicdo de Funcdo como uma expressao analitica, cuja forma
mais geral € uma série inteira, passa a ser discutida por Lagrange em seu famoso
tratado Teoria das Func¢des Analiticas.

Cauchy (1821), em sua obra percussora do século XIX intitulada Cours
d’analyse escreveu:

Quando quantidades variaveis estédo de tal forma ligadas entre si que,
os valores de algumas sendo dados, podemos determinar os valores
de todas aquelas outras, imaginamos essas diversas quantidades
expressas por meio de algumas dentre elas, as quais recebem entéao
0 nome de variaveis independentes; e as quantidades restantes,
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expressas por meio das variaveis independentes, sdo 0 que
chamamos de Funcdes dessas variaveis. (CAUCHY, 1821, p. 19-20)

Desta forma, mesmo que suprimindo o termo expressdes analiticas de sua
definicdo, Cauchy tinha essa no¢éao presente em sua mente, embora nem todas as
suas demonstracdes e conceitos relacionados a Fun¢des estavam baseados na ideia
de expresséo analitica, como podemos ver em As contribuicdes de Cauchy.

Lagrange demonstra em seu tratado que, qualquer Funcédo pode ser
representada por uma série inteira, exceto, talvez, em valores isolados, onde séo
utilizadas poténcias negativas ou fracionarias.

Por fim, com a obra de Condorcet, houve um significativo avanco na concepcéao
da teoria dos conjuntos, trazendo uma melhor nogcdo de Funcdo. Assim, Funcgéo
tornou-se uma correspondéncia entre objetos de dois conjuntos. Desta forma,
Condorcet foi 0 primeiro a avaliar a importancia da definicdo geral de uma Funcéo e a
desenvolvé-la, tornando seu status com significado de relacdo entre grandezas
variaveis.

Vale destacar também que, desde os trabalhos de Riemann, é aceito que a
nocéo de Funcéao é definida como uma correspondéncia arbitraria entre os elementos
de dois conjuntos. Além disso, foi deixado de lado as classificacdes de Funcdes de
Euler por meio de expressdes analiticas e foi adotada uma classificagdo por meio de
propriedades, a exemplo, as Func¢bes continuas, Funcbes diferenciaveis, Funcbes
integraveis, Fun¢des descontinuas, entre outras, conforme propds Condorcet.

Ao final do século XIX, devido aos trabalhos de Cantor e Dedekind sobre a
teoria dos conjuntos, uma gama de sistematiza¢cdes da no¢ao de Funcéo por meio de
conjuntos surgiu. Foi assim que, em 1891, Peano reduziu a definicdo de uma Funcéo
a de “uma relagao binaria particular da classe a corresponde um unico individuo y da
classe b”. Em 1911, Peano escreve com mais precisao sua definicdo de Funcéo: “Uma
Funcdo é uma relacdo u tal que se dois pares (y, xX) e (z, X) com 0 mesmo segundo
elemento satisfazem a relagéo u, temos necessariamente, qualquer que seja x, Yy, z,
que y=z". (PEANO apud RACHIDI, 2017).

A definicdo abstrata da no¢éo de Funcdo como uma correspondéncia entre dois
conjuntos teve entdo um impacto nos matematicos e no desenvolvimento da

matematica nas décadas de 1920 e 1930.



75

3.5.1 Observacdes

As notacOes literais de Viete, Stevin, Descartes, reforcam o ponto de vista
algébrico, para o qual uma Funcdo geral € uma combinacdo de Funcdes de base,
obtida a partir desta por meio das quatro operagdes, a composi¢céo, a passagem para
o limite ou a uma primitiva ou a soma de séries. E esse ponto de vista que Euler adota,
em 1748, na sua obra Introducéo a Andlise dos Infinitos. Assim, podemos dizer que
Euler descola o “calculo infinitesimal” de seu suporte geométrico, ele estuda utilizando
expressdes analiticas (algébricas) para a no¢édo de Funcéo.

Euler chama de Funcédo continua toda Funcdo que € definida por uma so
expressao analitica e Funcdo mista aquela que é definida por diferentes expressdes
analiticas. Esta definicdo de continuidade serd questionada por Cauchy (em 1844),

gue vai dar um exemplo de Funcéo mista e continua no sentido definido por Euler.

3.6 Concluséo

Ao analisarmos a evolucdo conceitual de Funcdo, percebemos que entre 0s
séculos XIV e XIX, houve uma transicdo gradual da intuitividade geométrica para o
simbolismo analitico e algébrico. Como observado por Jean-Blaise Grize sobre a
nocao de Funcgéo, “[...] podemos caracterizar sumariamente sua evolugao dizendo que
estamos na presenca de uma progressiva liberacéo de consideracdes fisicas em favor
de nocdes propriamente légico-matematicas”. (GRIZE, 1968, p. 171-172). De fato, a
liberacdo de consideracfes fisicas permitiu a introducdo formal do conceito de
Funcéo, baseando-se na nocédo central de variavel.

Em seguida, o conceito de Func¢ao passa a ter definicdes gerais cada vez mais
variadas. Sua primeira expressdo por meio de uma formula algébrica se deu na
primeira metade do século XVII. Apés isto, o conceito de Funcéo torna-se uma relacao
entre quantidades variaveis, cuja lei pode ser conhecida ou desconhecida. Por fim,
implementa-se a teoria dos conjuntos, o que trouxe a no¢cao de Funcéo o status quase

definitivo de correspondéncia entre os objetos de dois conjuntos.
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4. SOBRE AS DEFINICOES HISTORICAS, A DIDATICA E O ENSINO

O objetivo deste capitulo € estabelecer a relevancia da histéria do conceito de
Funcéo para o ensino desse importante conceito matematico. Analisamos uma série
de definicbes no decorrer da histéria e comparamos com as definicbes que
entendemos serem as mais relevantes no ensino atual e nos Livros Didaticos.
Destacamos também o importante papel da historia do conceito de Func¢des, para uma
abordagem didatica.

O ensino da matematica formal, de acordo com Sagna (2019), esta centrado
na memorizacdo e no aprendizado de técnicas, no qual os objetos mateméaticos sédo
introduzidos sem que se saiba quais necessidades eles atendem, nem mesmo como
sao articulados, o que implica em ligacGes com o mundo real fracas e geralmente
muito artificiais. Dai a exigéncia de esfor¢cos de trabalhos pedagdgicos e didaticos, a
fim de superar esse aspecto tdo formal. Ao que parece, a introducdo do aspecto
histérico no ensino da matematica representa uma das trilhas mais interessantes.
Além disso, varios argumentos e justificativas defendem essa perspectiva.

Estudos da literatura das ultimas décadas sublinham a importancia do uso
adequado da histéria da matematica no ensino, por varias razées, entre outras, pode-
se citar que:

Ajuda a aumentar a motivacdo para aprender; torna a matematica
mais humana; mostra aos alunos como o0s conceitos foram
desenvolvidos e ajuda a sua compreensdo; ajuda a mudar as
percepcbes dos alunos sobre a matematica; permite comparar
métodos antigos com métodos modernos e valoriza estes Ultimos;
ajuda a desenvolver uma abordagem multicultural, ajuda a
compreender as dificuldades dos alunos, através dos obstaculos do
passado; faz com que os alunos saibam que ndo sao os Unicos com
dificuldades; ajuda a explicar o papel da matematica na sociedade;
torna a matematica menos assustadora; permite trabalho
multidisciplinar; da a oportunidade de fazer pesquisa. (SAGNA, 2019).

Sagna vai citar em sua obra, trechos de Barbin (1997), onde Barbin defenderia
gue a histéria da matematica tem:

Uma Fungd@o vicaria que permite aprender a matematica como
atividade e ndo apenas como corpus escolar. De fato, o conhecimento
matematico do professor é geralmente usado para resolver exercicios;
o professor raramente tem a oportunidade de ver esse conhecimento
em acao, realizar pesquisas matematicas ou trabalhos de engenharia,
ou realizar uma reflexdo geral sobre o conhecimento matematico. A
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Historia da Matematica também te da essa oportunidade” (BARBIN
apud SAGNA, 2019).

Um dos principais valores da histéria, de acordo com Barbin, & mostrar que as
nocdes e conceitos que hoje ensinamos ao nossos alunos, foram inventados para
resolver problemas (BARBIN, 2018). Nesse contexto, o objetivo € propor alguns
elementos didatico-pedagogicos para poder integrar a historia do conceito de Funcéo
no ensino. Parece-nos que a histéria do conceito de Funcdo permite explorar o
pensamento funcional original, isso também permite destacar e consolidar o
conhecimento duradouro dos alunos, que faz parte da base comum do ensino da
analise matemaética.

O contelido deste capitulo est4 organizado da seguinte forma. Apresentamos
primeiro uma classificacdo em quatro frentes das defini¢cdes historicas do conceito de
Funcdo. Em seguida, analisamos epistemologicamente as definicbes histéricas do
conceito de Funcao e qual foi, ou ainda €, sua relacdo com a educacao. Num terceiro
momento, estudamos brevemente a histéria do conceito de Fungdo como uma cultura
geral para o professor, e, por fim, apresentamos algumas consideragfes didaticas

gerais sobre a historia do conceito de Func¢éo e seu ensino.

4.1 Classificacdo de abordagens historicas

Em primeiro lugar, analisaremos a abordagem das definicbes propostas em
nossa lista das definicdes histéricas. Com essa andlise, classificaremos cada
abordagem conceitual em quatro tipos, sendo a primeira a abordagem do conceito de
Funcdo de maneira ‘Geométrica e Mecanica’, depois a abordagem por meio de uma
‘Expressdo Analitica’, posteriormente, autores que abordam as Fungbes como
‘Qualquer correspondéncia’ e, por fim, aqueles que abordarao este conceito por meio
da definicdo dos conjuntos.

Na primeira abordagem, Geométrica e Mecanica, conseguimos encontrar
apenas duas definicbes que se encaixam neste tipo de abordagem. A definicao
proposta por Leibniz (1718) e Lagrange (b) (1797). Na segunda abordagem,
denominada Expressao Analitica classificamos 6 autores, sendo Bernoulli (1718),
Euler (a) (1748), Euler (b) (1755), Lagrange (b) (1797), Fourier (1821) e Lobatchevsky
(1834).
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Na terceira abordagem, aquelas definicbes que tratam as Funcbes como
qualquer correspondéncia, temos outros 10 autores que se encaixaram, sao eles Euler
(b) (1755), Condorcet (1782), Lagrange (a) (1797), Lacroix (1797), Cauchy (1721),
Riemann (1851), Hankel (1870), Lebesgue (1902), Bourbaki (1939), e Weyl (1927). E
por fim, classificamos outros 5 autores na ultima abordagem, que foi denominada
Definicho com conjuntos, sao eles Cauchy (1821), Lobatchevschy (1834), Hankel
(1870), Lebesgue (1902) e Bourbaki (1939).

4.1.1 Observacao

Aqui trazemos alguns dos dados mais relevantes relacionados ao conceito de
Funcdo. Primeiramente, podemos encontrar algumas representacdes gréaficas do que
consideramos Func¢des ja no século XIV, a partir das ideias de Nicole Oresme (1323
— 1382) e de Thomas Bradwardine (1290 — 1349). Outro ponto é que, a nocéo de
Funcdo que possuimos na atualidade surge da necessidade da elaboracdo de
ferramentas matematicas que possam descrever fendmenos da natureza. Estes
estudos se iniciaram com Galileu Galilei (1564 — 1642), Johannes Kepler (1571 —
1630), Fracois Viete (1540 — 1603), René Descartes (1596 — 1650). Por fim, podemos
dar um destaque maior aos estudos de Isaac Newton (1642 — 1727), Gottfried Leibniz
(1646 — 1716), Johann Bernoulli (1667 — 1748), Leonhard Euler (1707 — 1783),
Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857) e Jean Baptiste Fourier (1768 — 1830).

4.2 Estudo da historia do conceito de Funcéo e ensino

De acordo com Rachidi (2018), Func6es é um contetdo considerado como um
dos mais dificeis de ser ensinado/aprendido, e se torna um grande desafio a educacao
basica e até mesmo para os académicos de matematica, que no futuro teriam
problemas com o mesmo como objeto de ensino. Isto ocorre talvez, porque deste
conteudo acarreta alguns conceitos, como o de infinito, importante conceito em
filosofia, ciéncias e matemética, que dependendo do contexto assume diferentes
significados, além do conceito de limite, cuja nogédo é notavelmente dificil, complexa,
tipico da natureza do pensamento matematico avancado. Rachidi afirma ainda que

Funcdo ocupa uma posicéo central que permeia toda a analise matematica.
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De acordo com Baroni & Otero-Garcia (2013) uma andlise histérica e
epistemologica pode colaborar na abordagem e desenvolvimento didatico, pois esta
possibilita que futuros professores, ou professores jA& em exercicio de aula
compreendam porque determinado conceito é de dificil compreensdo para alguns
estudantes (ndo somente de Funcdo, limite e infinito, mas também de fracao,
operacdes com zero, entre varios outros).

O foco histérico até aqui retratado, recai sobre eventos ocorridos em meados
do século XIX, representado principalmente como o periodo compreendido entre a
publicagdo do Cours d’Analyse de Cauchy, em 1821, e da tese de doutorado de
Lebesgue, em 1902. Parte de sua apresentacao foi dedicada a nos mostrar diferentes
conceitos que foram se estabelecendo por meio de grandes matematicos do século
XIX, até chegar em Cauchy, e posteriormente, durante o século XX.

Inicialmente, a Funcéo era entendida de maneira muito algébrica, ou seja, eram
férmulas que descreviam uma relacéo entre duas variaveis (relacdes de Euler), e é
importante destacar que ainda hoje, ensinamos ela desta forma, conforme podemos
verificar na andlise dos Livros Didaticos feita no capitulo 1 desta dissertacdo. De
acordo com Baroni & Otero-Garcia (2013) na educacgédo béasica este conceito ainda é
ensinado como precursor de outros contetdos que ainda virdo, fica o questionamento
se este foi devidamente aprendido.

Assim, decidimos escolher algumas definicbes que entendemos ser adequadas
para se ensinar ou para fazer paralelos entre o que esta escrito no Livro Didaticos e
estas definicdes. A primeira que nos chama a atencéo, é a de Bourbaki (1939). Este
faz uma relacdo com conjuntos e ainda traz a linguagem matematica, ou seja, para
Bourbaki (1939), uma Func¢ao leva em conta conceitos como conjuntos e uma relagéo
especifica na qual cada um dos elementos de um conjunto se relacionam com um
Unico elemento do outro conjunto. O que poderia ser explorado nas séries onde as
Funcdes aparecem no Ensino Médio.

A segunda definicdo € a de Fourier (1821), uma vez que apresenta ja a
linguagem f(x) e ainda traz a série de valores para uma Fungao, consideramos com
isto que esta definicdo poderia ser trabalhada também no Ensino Médio.

Uma opc¢éo para o Ensino Fundamental, mais especificamente, para alunos do
9° ano do Ensino Fundamental, escolhemos Hankel (1870) que apresenta uma

definicdo de forma mais simples de ser entendida e a de Weyl (1927) que apresenta
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a relacdo de “um a para um b”. Temos ainda a definicdo de Lebesgue (1902), que
estabelece Funcdo como a correspondéncia existente entre um nimero y e nimeros
X1, X2, ... entretanto, sem ter necessariamente um procedimento que estabeleca essa
relacdo. A definicdo de Condorcet (1782), que a muito se assemelha aguela proposta
por Lebesgue. Para Condorcet, se para cada valor x, y, z, ... ha um ou mais valores
determinados, entdo F € uma Funcéo de X, y, z, ... Ele também néo estabelece a
necessidade de uma expressédo Femx, y, z, ....

Para finalizar, analisamos essas definicbes e especificamos algumas
exploracbes possiveis, de um modo linear seria: Weyl (1927) para explorar com 0s
alunos o que poderiamos tirar dessa definicdo e iniciar com esta para as primeiras
observacdes. Apds, trabalhar a definicdo de Fourier (1821) que pode ser explorada
com os alunos no Ensino Médio para apresentar a notagao f(x) e observar a diferenca
de uma definicdo para a outra.

Em seguida, traria a definicdo de Hankel (1870) e buscariamos trabalhar a
linguagem matematica. O intuito seria observar como pode a escrita cotidiana se
passar para uma escrita formal matematica, sempre observando diferencas entre as
anteriores.

Neste ponto, abordariamos entdo a primeira definicdo escolhida acima, sendo
a definicdo de Bourbaki (1939), pois, além de ser muito semelhante com a defini¢éo
de Funcéo disponivel no Livro Didatico dos alunos do 9° ano do Ensino Fundamental,
ele traz essa nocao de Funcéao por meio da definicdo de conjuntos, apresentando uma
ideia visual. Assim, como a definicdo atual de Bourbaki leva em conta valores de
determinado conjunto, relacionados cada um com um valor de outro conjunto, é
possivel demonstrar por meio de diagramas de uma maneira visual e, em alguns
casos, até mesmo intuitivo.

A definicdo de Lagrange (1797) foi por nos escolhida, pois trabalha com a
definicdo de Funcdo composta, outro conteudo disponivel no Livro Didatico, porém,
do Ensino Médio. Sua definicdo de Funcdo composta também se assemelha aquela
trabalhada atualmente, pois no lugar da variavel x, usa variaveis x2, a + bx, etc.

Outra definicdo importante que também pode ser trabalhada € a de Condorcet
(1782), pois define Fungdo como uma relagdo na qual, ndo importa se conhecemos
ou nao a equacao entre f e x. Logo, os dados de um problema podem ser organizados

em tabelas ou sequéncias de desenhos (relagdo entre niumero de palitos e figuras
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formadas em um certa sequéncia), sendo uma maneira alternativa (aquela que usa o
conceito de conjunto) de apresentar o conceito de Fung¢ao. Assim como a definicdo
atual, a de Condorcet diz que para cada x, y, z, ... f tem um valor determinado.
Condorcet diferencia-se do conceito atual apenas por considerar também como
Funcédo, um elemento relacionado a vérios, e ndo a um unico elemento

De forma geral o estudo epistemoldégico e histérico de Funcdes para a
compreensao de suas dificuldades no Ensino e Aprendizagem € muito importante,
como apontado pelo autor. Também nos serve para olhar toda a vastidao e longo
periodo ao qual o conceito foi elaborado para refletirmos se de fato faz sentido ele ser
trabalhado de maneira tdo rapida no Curriculo de matematica como estd na

atualidade.

4.3 Estudo de histéria do conceito de Funcdo como cultura geral

As ideias apresentadas neste topico, sdo uma sugestdo de, o que trabalhar
com cada definicdo mateméatica apresentada, dentre os escolhidos como, importantes
definicdes do conceito de Fungao.

A definicdo de Bourbaki (1939): na cultura geral, pode ser usada para trabalhar
com a relacao entre custo de producdo de um produto por uma empresa e a renda
obtida, representada por meio de uma Funcédo. Com alunos do Ensino Fundamental,
podemos utilizar diagramas e o conceito de conjuntos, e no curso de Licenciatura em
Matematica, podemos usar a definicdo nas aulas de Calculo ao trabalhar com o
conceito de continuidade de Funcdes.

A definicdo de Lagrange (1797): na cultura geral, a ideia de definir uma Funcao
por meio de expressdes algébricas permite trabalharmos com a relagdo entre as
dimensdes de um terreno retangular e sua area, dada por uma expressao algébrica.
Com alunos do Ensino Fundamental, podemos focar na representacédo de uma
Funcdo em um gréafico no plano cartesiano, e na disciplina de Algebra do curso de
Licenciatura em Matematica, o foco pode ser dado no conceito de Fungcédo composta
como operacao entre Funcoes.

A definicdo de Condorcet (1782): na cultura geral, a definicdo de uma Funcgao
sem preocupacdo com sua lei permite generalizar a ideia de Funcdes utilizando
elementos que ndo sejam matematicos, como associacao entre cadeiras e alunos de

uma sala de aula. Com alunos do Ensino Fundamental, podemos explorar a definicao
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de Funcdo com problemas matematicos envolvendo sequéncias de figuras e venda
de produtos. No curso de Licenciatura em Matemética, a andlise de dados obtidos
para certo procedimento cientifico podem ser aproximados de modo que, a relacéo
entre eles seja definida por meio de certa Funcdo matematica.

Por fim, Bourbaki (1939): pode ser explorada na cultura geral como uma relagcéo
de conjuntos, com os alunos do Ensino Fundamental pode ser trabalhada por ter uma
linguagem matematica mais formal e, no curso de Licenciatura em Matematica, pode
ser relacionada aos modos como dois conjuntos se associam, além da linguagem

matematica.

4.3.1 Uma breve observacao

De acordo com o dicionario, o significado da palavra “Funcao” é uma relagao
de correspondéncia, de correlacdo entre dois conjuntos que possuem uma variavel.
Contudo, a palavra apresenta sentido bastante amplo dentro da lingua portuguesa,
por vezes pode referir-se a um cargo em uma empresa: Funcdo de administrador.
Pode também ser o desempenho de uma maquina, por exemplo a de lavar roupas:
Funcdo enxaguar. Entretanto, nos voltando ao contexto matematico, em que existe
uma regra especifica de representar a relacdo de cada elemento de um conjunto
(representado pela variavel x) a um Unico elemento de outro conjunto (representado
pela varidvel y). Para cada valor de x, podemos determinar um valor de y, dizemos
entdo que “y esta em Funcao de x”.

Os usos praticos de uma Funcéo estdo muito ligados ao nosso dia a dia, até
mesmo a elaboracdo tedrica formal do conceito surgiu a partir desse uso quase
sempre ignorado, por exemplo, tendo em vista a tabela de precos de uma loja em que
cada produto corresponde a um determinado prec¢o, ou 0 pre¢o pago em uma conta
de luz que depende da quantidade de energia consumida e modelos demogréaficos,
ainda uma corrida de taxi depende de uma Funcdo quase sempre de um preco fixo
acrescido de valor por quildmetro corrido, assim como o preco do combustivel
depende de quantos litros forem comprados.

Os varios significados da palavra “Fun¢édo” (matematica) de acordo com o seu
campo de uso sao diversos no qual pode representar variacdo, descrever momentos,

descrever comportamento calorico (decaimento radioativo), modelagem ecoldgica
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(populagbes) e na economia (taxas e variagbes), sendo esses somente alguns
exemplos nos milhares que esse campo, que é tdo imenso, possui.

Outra observacao relevante, o matematico Cauchy é considerado o pai da
analise matematica moderna, isto porque ele introduziu o conceito de variaveis
independentes, além de introduzir a ideia do que hoje em dia chamamos de Funcao
explicita e Funcdo implicita. Fourier formulou uma definicdo para Fungdo um ano
depois das publicacdes de Cauchy. E neste periodo que a Funcdo ganha as notacdes

mais semelhantes com as atuais, inicialmente fx, posteriormente com os parénteses

£(x).

4.4 Algumas consideracdes didéaticas

Os elementos do discutido neste capitulo e nos capitulos 2 e 3, mostram que o
conceito de Funcdo passou, durante séculos, por varias etapas e encontrou
obstaculos epistemoldgicos e didaticos de varios tipos. Apresentamos os esforcos de
varios matematicos, para apresentar e explicar o conceito de Func¢bes. Parece-nos
que a histéria do conceito de Funcdo permite que os professores de matematica
aproveitem esse aspecto historico, a fim de melhorar o ensino desse conceito
fundamental de analise.

Com efeito, é bastante claro que a construcao do conceito de Func¢éo passou
por varias etapas, gracas a diferentes formulacdes e generalizacdes. Parece-nos que
aprender e se apropriar desse conceito requer passos progressivos. Por outro lado, o
professor deve estar ciente de que, o conceito de Funcdo € novo para os alunos, e
que seu aprendizado esta repleto de obstaculos epistemoldgicos e didaticos.
Recordemos que, segundo Brousseau, um obstaculo epistemoldgico sé&o
conhecimentos relativos ao proprio conceito, dificuldades encontradas no seu
desenvolvimento que precisam ser enfrentadas. (BROUSSEAU, 2008).

Por outro lado, historicamente vimos que o conceito de Func¢éo foi declinado
em diferentes formas: tabelas numéricas, curvas, ou como uma expressao analitica,
ou como uma férmula algébrica. Na década de 20, o conceito de Fungéo apareceu
em uma linguagem definida. E sabido que esses diferentes aspectos estdo inter-
relacionados. Portanto, seria prudente que os alunos trabalhassem os diferentes
registros de representacdes do conceito de Funcéo, a saber: verbal, numérica, visual
e algébrica (STEWART, 2001).
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Finalmente, a questdo € como integrar a histdria ao ensino da matematica. Em
particular, como integrar a histéria do conceito de Fungdo no ensino da analise? Varios
caminhos e métodos de trabalho tém sido propostos na literatura. Dentre essas
propostas, podemos citar a de Barbin (BARBIN, 1997), que se baseia no estudo de
textos antigos e no trabalho interdisciplinar, a fim de melhor compreender os papéis
da histéria da matematica e suas diferentes Funcfes. Dez temas sobre 0 uso da
histéria no ensino da matematica sao propostos no livro “Let History into the
Mathematics Classroom” (BARBIN et al., 2018). Segundo Barbin:

A leitura de textos antigos produz um ‘choque cultural' que pode
satisfazer as Fungdes vicarias e exdticas da Historia. Desde que,
porém, a leitura ndo seja teleoldgica, ou seja, ndo analisemos os textos
apenas de acordo com nossas concepcdes atuais. Essa leitura pode
levar a equivocos. [...] A leitura de textos antigos deve ser
contextualizada, ou seja, lida no contexto da época. Isso significa
estudar o contexto cientifico, mas as vezes também filosoéfico ou social
em que o autor escreveu. E preciso lembrar que o autor néo se dirige
a nés, mas a contemporaneos. (BARBIN, 1997)
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Ao finalizar esta desafiante caminhada de estudo e pesquisa, que culminou na
escrita desta dissertacdo de mestrado, podemos observar e apresentar algumas
consideracOes pertinentes, com o intuito de responder a questdo de pesquisa e
atender ao objetivo geral desta pesquisa.

Em primeira anélise, com olhar sob a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), percebe-se que este curricular apresenta na sua unidade de algebra, o objeto
de conhecimento "Func¢des: representacées numéricas, algébricas e gréficas".
Neste objeto de conhecimento, a BNCC apresenta como competéncia, desenvolver
nestes alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, nomeadamente:

Entenda as Funcgbes como relagbes de dependéncia um-para-um
entre duas variaveis e suas representacdes numéricas, algébricas e
gréficas e use esse conceito para analisar situacbes que envolvem
relacdes funcionais entre duas variaveis. (BRASIL, 2017, p. 317)

Ou seja, percebe-se que a BNCC apresenta este importante conceito sobre as
Funcdes apenas no ultimo ano do Ensino Fundamental, limitando-se a conceitua-lo
como ‘relagdes univocas de dependéncia entre duas variaveis” (BRASIL, 2017).
Analisando apenas a algebra como unidade tematica, nesta fase de aprendizagem o
aluno ja terd tido contato com a linguagem algébrica conhecendo o conceito de
variavel e incognita, bem como como sua diferenciacdo, além de compreender as
propriedades de equivaléncia de expressbes algébricas. Além disso, deve ter
aprendido o conceito de equacdes polinomiais de 1° grau, reduzindo-as a forma ax +
b = c, além de saber diferenciar equacfes de expressdes algébricas.

Nos chamou a atencao entéo, que apenas no nono ano do Ensino Fundamental
gue se é introduzido o conceito de Func¢do, para além desta, esta introducéo ocorre
apo0s uma série de contatos com o conceito, as propriedades e as regras de equacdes
e sistemas de equacdes, sabendo quais, embora sejam conhecimentos prévios
interessantes e necessarios para um bom aprendizado do conceito de Funcao, tém
levantado muitas davidas entre os alunos, pois apesar de serem muito semelhantes,
diferem bastante nos resultados. Enquanto as equacdes resultam em um namero, um
namero que pode ou nao fazer sentido, as Func¢des ndo se preocupam tanto com o
resultado, ou com os valores das incognitas, mas com a importancia de conhecer a

regra que liga os elementos. de ambos os conjuntos, bem como com a sua
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representacdo grafica, ja que a partir dai é possivel tomar varias decisdes quando
aplicadas a problemas reais da vida cotidiana.

Esta formulacao, se ndo for bem trabalhada pelo professor, pode criar no aluno
um desejo de querer sempre encontrar o resultado da incégnita sendo, na maioria das
vezes, 0 que menos importa nas Funcdes. Essa pratica de sempre encontrar o valor
de X, ou encontrar as respostas, desvia a atencao da real preocupagéao funcional, que
€ entender a relacdo de dependéncia univoca entre duas variaveis, para usa-la como
meio de analise de situacdes envolvendo essas relacdes funcionais.

Para o Ensino Médio, percebemos que na BNCC néo é dividida em anos, como
é feito no Ensino Fundamental, mas sim em cinco competéncias que, ao final, fardo
com que o aluno entre em contato com diferentes Fun¢des ao longo dos trés anos de
estudo. Lembrando que no Ensino Fundamental existe apenas uma definicdo genérica
do conceito de Funcéo, limitando-se a conceitua-lo como a relacdo univoca entre duas
variaveis.

Constatamos que, apesar da numeracdo das cinco competéncias de um a
cinco, ndo ha a pretensdo de que essa ordem seja respeitada, cabendo aos
programas publicos distribui-las entre os anos letivos do Ensino Médio. Do mesmo
modo, quando analisamos a estrutura curricular da Secretaria de Estado e Educagéo
de Mato Grosso do Sul (SED-MS), percebemos que ela segue rigorosamente a BNCC,
diferindo apenas por fornecer algumas sugestfes didaticas, mas assim como a BNCC,
essa estrutura também n&o contempla mais essa divisdo nos anos letivos, ou seja,
nao apresenta quais conteudos devem ser desenvolvidas no 1°, 2° e 3° ano, 0 que
implica que elas devem ser trabalhadas de forma articulada.

A problemética percebida nisto € que os professores acabam tendo que
recorrer aos Livros Didaticos, para que apresentem anualmente, até bimestralmente,
0s conteudos a serem trabalhados, e com isso fagam as ligacbes entre contetdo e
habilidades. Embora esta seja uma boa saida, muito vai depender de como 0s Livros
Didaticos apresentam esses objetos de conhecimento, e também, se conversam
plenamente com os Curriculos atuais da educacao.

Analisando o conceito de Funcéo trabalhado nos Livros Didaticos adotados por
algumas escolas do Ensino Fundamental e médio da Secretaria de Estado de
Educacdo de Mato Grosso do Sul, percebemos que os autores também evitam dar

uma definicdo direta ao conceito de Funcéo, limitando-se tanto a trabalhar com uma
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nocao de Funcéo, apresentada a partir de problemas cotidianos, mas, a medida que
o livro avanga, os objetivos do autor também ficam evidentes, e é possivel verificar
que o livro responde, em sua quase totalidade, aos objetivos do Curriculo nacional,
mas deixa a desejar em relacdo ao Curriculo de referéncia da SED-MS, em especial
em suas propostas didaticas.

Refletindo sobre o processo de evolugéo histérica do conceito de Funcéo,
percebemos que ele evoluiu gradativamente, entdo néo foi algo que nasceu da noite
para o dia, mas sim um conceito que se adaptava as necessidades da ciéncia e da
matematica e que a compreensao do conceito de Fun¢édo, ou o caminho percorrido
para chegar a compreenséo e definicdo utilizadas hoje, tem sido influenciada pela
forma como as relacdes funcionais séo representadas.

Nesse meio tempo, percebemos que 0s pesquisadores encontraram varias
dificuldades no desenvolvimento desse conceito. Processo que comegou com OS
babildnios por volta de 2000 a.C. que desenvolveu tabelas contendo relagcbes entre
valores para entender a volatilidade do sol, da lua e dos planetas. Ou seja, mesmo
sem esclarecer o conhecimento sobre o conceito, este estava presente nas atividades
dos povos antigos, principalmente as relacionadas a astronomia, e eram registradas
em tabelas mostrando as relagdes entre as quantidades.

Posteriormente, ja nos séculos XVI e XVII, “por meio dos trabalhos publicados
por Pierre de Fermat e René Descartes, foi incluida a representacdo analitica
(expressbes algébricas) como representacdes de Funcdes. Este fato permitiu um
grande avanco na algebra, apoiado pela geometria, e também contribuiu para o
trabalho de Newton e Leibniz, sendo este Ultimo responséavel pela primeira vez que a
palavra Funcado designava uma relagcédo entre grandezas.

Apesar dos avancos feitos pela representacao algébrica de uma Funcdo na
elaboracao de tal conceito, ela também contribuiu para uma das mais importantes
barreiras epistemologicas inerentes a esse conceito, pois a ideia de que somente as
relacdes podem ser descritas por uma anélise tem muito expressao pode ser chamada
de Funcédo. Esse obstaculo foi superado pela primeira vez no século XIX, quando
Dirichlet separou o conceito de Funcdo de uma expressao analitica e definiu uma
Func&o como uma correspondéncia arbitraria entre variaveis representando conjuntos
numeéricos. A definicdo de Dirichlet deu origem a definicAo moderna de uma Funcao

usada hoje.
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Por fim, desta analise do contexto histérico, percebemos que o conceito de
Funcao passou por um longo processo de desenvolvimento, caracterizado por formas
de representacéo das relacfes funcionais que contribuiram para uma compreensao
mais ampla do conceito, por meio de um movimento de purificacdo, contemplando os
trés niveis indicados por Sierpinska (1992), cujas tentativas de supera-las abriram
novas formas de perceber o conhecimento.

Foi ao analisar a evolucdo conceitual de Funcao, que percebemos que, entre
os séculos XIV e XIX houve uma mudanca gradual da intuitividade geométrica para o
simbolismo analitico e algébrico. Como observa Jean-Blaise Grize sobre a nogao de
Funcéo, “[...] podemos caracterizar sumariamente sua evolugéo dizendo que estamos
na presenca de uma progressiva liberacdo de consideracfes fisicas em favor de
nocdes propriamente logico-matematicas”. (GRIZE, 1968, p. 171-172). De fato, a
liberacdo das consideragfes fisicas permitiu a introdugdo formal do conceito de
Funcéo, baseado na nocédo central de variavel.

Portanto, com a numeralizacdo da analise, o conceito de Funcdo passa a ter
definicbes gerais cada vez mais variadas. A sua primeira expressao por uma formula
algébrica ocorreu na primeira metade do século XVII. Depois disso, o conceito de
Funcéo torna-se uma relacdo entre quantidades variaveis, cuja lei pode ser conhecida
ou desconhecida. Finalmente, a teoria dos conjuntos é implementada, o que trouxe
para a nocao de Funcéo o status quase definitivo de correspondéncia entre 0s objetos
de dois conjuntos.

Assim, ao analisar a forma como esse conceito foi formulado e evoluido ao
longo dos anos, mesmo que tenha se firmado como um objeto mateméatico muito
importante, que também funda outros conceitos e funciona como essencial para a
compreensao de outros objetos de conhecimento , como por exemplo a analise, e
ainda esta sempre em constante evolucao, sendo objeto de pesquisas e estudos, nao
nos parece razoavel que seja desenvolvida de uma forma tao rasa e superficial como
agora observamos nos Curriculos e Livros Didaticos.

Sendo assim, propomos algumas maneiras de se trabalhar com a histéria da
matematica, alinhando o conhecimento dessa evolugéo, fazendo com que o aluno
entenda que, a origem desses conceitos surgem da necessidade de resolucdo de

problemas, logo entender os motivos e os desafios enfrentados por pesquisadores no
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estudo deste conceito, pode trazer maior significado ao aluno em entender este
importante conceito.

Cientes que o conceito de Funcéo esbarrou em obstaculos epistemologicos e
didaticos de varios tipos, apresentamos os esforcos de varios matematicos para
introduzir e explicar o conceito de Func¢fes. Parece-nos que a historia do conceito de
Funcao permite que os professores de matemética aproveitem esse aspecto histérico
para melhorar o ensino desse conceito fundamental de analise.

Com efeito, é claro que a construcédo do conceito de Funcao passou por varias
etapas, gracas a diferentes formulacbes e generalizagcbes. Parece-nos que a
aprendizagem e a apropriagdo deste conceito requerem etapas progressivas. Por
outro lado, e o que torna maior o desafio de ensinar Funcéo, o professor deve estar
ciente de que o conceito de Funcado é novo para os alunos e que sua aprendizagem
esbarra em obstaculos epistemoldgicos e didaticos. Lembre-se que, segundo
Brousseau, um obstaculo epistemoldgico sdo conhecimentos envolvidos no
desenvolvimento do conceito, que fizeram parte da sua construcdo, e que podem
surgir no momento em que o aluno precisa lidar com esse novo conceito.
(BROUSSEAU, 2008).

Por outro lado, historicamente vimos que o conceito de Funcdo declinou de
diferentes maneiras: tabelas numéricas, curvas, seja como expressao analitica ou
como férmula algébrica. Na década de 1920, o conceito de Funcéo apareceu em uma
linguagem definida. Sabemos que esses diferentes aspectos séo interdependentes.
Seria, portanto, prudente que os alunos trabalhassem os diferentes registros de
representacdes do conceito de Func¢do, a saber: verbal, numérica, visual e algébrica
(STEWART, 2001).

Finalmente, a questdo € como integrar a histéria ao ensino da matematica. Em
particular, como integrar a histéria do conceito de Funcao no ensino deste? Diversas
formas e métodos de trabalho tém sido propostos na literatura. Dentre essas
propostas, podemos citar a de Barbin (BARBIN, 1997), que se baseia no estudo de
textos antigos e no trabalho interdisciplinar, para melhor compreender os papéis da
historia da matematica e suas diferentes Func¢des. Dez topicos sobre o uso da historia
na educagdo matematica sdo oferecidos no livro “Let History into the Mathematics
Classroom” (BARBIN et al., 2018).
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ANEXO

INTRODUCTION

A
L’ANALYSE INFINITESIMALE.

LIVRE PREMIER,

CoNTENANT DTExplication des diverfes fortes de
Fonttions, leur réfolution en Falteurs & leur développe-
ment en Séries infinies; avec la théorie des Logarithmes ,

celle des Arcs de cercle, de leurs Sinus & de leurs

Tangentes , & plufieurs autres Queftions propres 3
faciliter I'étude de I’Analyfe infinitéfimale,

CHAPITRE PREMIER,
Des Fondions en général,

1. Une quantité conftante eft une quantité dérerminée quz
conferve toujoirs la méme valeur. |
Tels font les nombres de toute efpece, qui confervent
conftamment la valeur qu'ils ont une fois obtenue. Lor{qu’il
sagit de repréfenter ces fortes de juanticés iar des carac-
teres,on fe fertdes premieres lettres de I'Alphabet q, 4, c, &c.
A la vérit¢ , dans I'’Analyfe ordinaire qui n’a pour objer que

des quantités déterminées, on défigne ordinairement celles.

qui {ont connues par les premieres lettres de IAlphaber, &
celles qui ne le {ont pas, par les dernieres; mais ceft une
diftinction a laquelle on a moins ¢gard dans’la haute Géo-

metrie; on y envifage les quantités fous un aucre afpect
EvLER, Introduction & I’ Anal, infin. Tome L. A

93




94

2 Ders FonNncTrionNs
patticulier , les unes érant confidérées comme conftantes, &

les autres comme variables.

2. Une quantité variable eft une quantité indéterminée , ou,
St lon veur y nne quantité univerfelle , qui comprend toutes les
valeurs determinées,

Une valeur déterminée quelconque pouvant Etre exprimée
en nombre, il s'enfuit quune quantré variable comprend
tous les.nombres de quelque nature qu'ils foient. Il en eft de
la quanticé variable , comme du genre & de I'efpece i I'égard
“des individus ; on peut la concevoir comme embraflant
toutes les quantités dérerminées. Au refte, on a 'coutume
de repréfenter les quantités variables par les dernieres lettres
de I'Alphabet 1, y, x, &c.

3. Une quantité variable devient determinee, lorfgu’on lui
attribue une valeur determince quelconque.

Elle peut donc le devenir d’une intinité de manicres , puif-
quon peut lui {ubftituer tous les nombres imaginables. La
fignification d’'unc quantité variable nec peut étre cenfée
épunifée, qu'auntant qu'on aura congu en {a place roures les
valeurs déterminées. Ainfi une telle quantré comprend
tous les nombres tant poficifs que négatifs , les nombres
enticrs & fractionnaires , cecux qui font rationnels , irration-
nels & tranfcendants 5 on ne doit pas méme en exclure zéro
ni les nombres imaginaires. |

4. Une fonclion de quantité variable eft une expreffion analy-
teque compofie , de quelque maniere que ce foit , de certe méme
quantité & -de nombres , ou de guantités conflantes. |

Ainfi toute expreflion analyrique, qui outre la variable
g contiendra des quantités conftantes, eft une fonction de .

Par exemple, @ 37; ay—47%; ag+6Vaa—zg;
ct; &c, fonr des fontions de 7.

5. Une fonclion de variable eft, donc auffi une quantice
varialle,

En cffet, comme on peut mettre 4 laplacede la variable
toutes les valeurs détermindes , la fonétion recevra elle-méme




EN GENERAL 3

une infinité de valeurs, & il eft impoffible d’en concevoir
aucune, dont elle ne foit fufceptible, puifque Ja variable
comprend méme les valeurs imaginaires. Par exemple ,
quoique cette fonction V(9 —z7) ne puifle donner un
nombre plus grand que 3, tant qu'on mettra des nombres
réels a la place de 7 ; cependant, en introduifant pour y des
nombres imaginaires, tels que § V— 1, il n’eft pas poflible
d’afligner une valeur dérerminée, qui ne puifle étre déduite
de la formule ¥ (9 —z7). Aurefte, il n'eft pas rare de
rencontrer des expreflions qui ne font que des fon&ions
aﬁparentes ; car , quelque valeur quon donne a la variable ,
e

es confervent toujours la méme valeur, comme 3°; 17;
aaq e— 4{

. Ces expreflions , {fous la forme apparente de fonctions

] —

de variables, font réellement des quantités conftantes.

6. La principale différence des fonclions confifte dans la
combinaifon de la variable & des quantités eonflantes , qui les
formen. .

Elle dépend donc des opérations par lefquelles les quan-
tités peuvent €tre compofées & combinées entr’elles. Ces
opérations font 1’Addition & la Souftraction ; la Multipli-
cation & la Divifion ; I'Elévation auxPuiflances & I’Extraction
des Racines; a quoi il raut ajouter encere la Réfolurion
des Equations. Ou re ces opérations,qu’on appelle algébriques,
il y en a plufieurs autres quon nomme tranfcendantes :
comme les exponentielles, les logarithmiques, & d’autres
fans nombre, que le Calcul Intégral fait connoitre.

Diftinguons cependant cerraines efpeces de fonions ;

favoir, les Multiples 215 3 75 7547, &c. & lesPuiflances de
comme 7%;7%; 37377 '3 &c, quantités formées par une
feule opération, & qui, comme celles qui réfultent de la

combinaifon de plufieurs, ne laiflent pas de porter de méme
le nom de fon&ions.

9. Les fonclions [e divifent en algébrigues & en tranfcen-

dantes ; les premieres font formées par des opérations algebriques
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[eulement , & les dernieres [uppofent pour leur formation des
opérations tranfcendantes.

Les multiples & les puiffances de g font donc des fonc-
tions algébriques , ainfi que toutes les expreffions, qui n'ad-

mettent que les opérations algebriques , dont nous avons
parlé ; telle eft la quantité £E28 {:"‘;-ﬁ:f =) Souvent
les fonctions algébriques ne peuvent érre repréfentées expli-
citement ; telle feroit la fon&ion Z dey, fi elle éroit ex-
primée par l'équation Z* = a3 2 — b3  Z* = cx’ L —1,
Car, quoique cette équation ne puifle étre réfolue, il n’en
eft pas moins certain que Z eft égal 4 une expreflion compolée
de ?a variable 7 & de conftantes, & que par conféquent
Z eft une fonltion quelconque de 7. Pour avoir une fonc-
tion tranf{cendante, il ne ?uﬂit pas qu’il entre dans fon ex-
preflion une opération tranfcendante , il faut de pius qu'elle
affeCte la variable ; car fi elle n’affeftoit que des conftantes,
la fonlion n’en feroit pas moins cenfée algébrique. Par
exemple, fi ¢ défigne la circonférence d’un cercle, dont le
rayon == 1, la quantité¢ ¢ fera bien une quantité tranfcen-
dante; cependant ces expreflions c—~7; ¢3*35 47°¢, &c.
feront des fonCtions algébriques de 7. Car il importe peu de
favoir fi ces fortes d’expreffions z+ doivent étre mifes auw
nombre des fonctions algébriques ou non. Il y a aufli des
Géomeérres qui ont mieux aimé donner aux puiffances

de 1, dont les expofans éroient des nombres irrationnels,
2

comme 7", le nom de fontions interfcendantes , que celui
de fontions algébriques.

8. Les fonctions algébriques [e fubdivifent en rationnelles &
en irrationnelles. Dan les dernieres la variable eft affectée de
radicaux , &dans les premieres elle n’en eff point affectée.

Par conféquent , les fonions rationnelles n'admettent pas
d’autres opérations que ['Addition , la Soufltraltion , la
Mulriplication , la Divifion & [I'Elévation aux PuifTances ,
dont les expofans font des nombres entiers; ainfi, les quan-

96




EN GENERAL 5
ttés a —+ x;a—354%; “::E_{_,a.z’ — bz5 &e. font

des fonCtions rationnelles de g ; mais ces expreflions V" 15
a+l/(aa-‘-{{);i’/(a—z{-*-i'{)i“—?:_f_a:-h{{)

en {eront des fonltions irratioanelles.

Celles-ci [e divifent commodément en'explicites & enimplicites.

Les explicites font développées au moyen des radicaux ;
nous en avons donné des exemples , & lesimplicites dépen-
dent de la réfolution des équations. Ainfi Z fera une fonc-
tion irrationnelle implicite de 7, §i elle eft repréfentée par
cette équation Z7 = a yZ* —b%* En effet ,on ne peut en
tirer la valeur explicite de Z, méme en admertant les fignes
radicaux , par laraifon que'Algebre n'eft pas encore parvenue
4 ce degre de perfection.

9. Les fonctions rationnelles enfin , fe divifent en enticres &
en fractionnaires.

Dans celles-12 , il n’entre aucune puiifance négative de la
variable z , ni aucunes tralions qui renferment cette va-
riable dans leurs dénominateurs; d’ol il fuit que les fonc-
tions fractionnaires font celles qui ont des dénominateurs
affetés de la variable 7, ou dans lefquelles {e rencontrent des
expofans négatits de cetre méme variable. Ainfi la formule
générale des fonltions entieres fera a + 43 —+ c* + dz
“ e7* % f1° + &c. Car on ne peut imaginer aucune fonc-
tion entiere de 7, qui ne foit renfermée dans certe expreflion.
Quant aux fondtions fradionnaires, comme plufieurs frac-
tions peuvent toujours étre réduites 3 une feule, elles {eront

comprifes dans la formule

a -+ by 4+ d7t 4 ex* + f7° -+ &c.
e =+ €7 A9+ 9P 4 gt + (g5 + &e

Remarquez ici que les quantités conftantes 2,4,c,d, &c.
)¢, 4,¢, &c. foit. qu'on les {uppofe pofitives ou négatives,
entieres ou fractionnaires , rationnelles ou irrationnelles , &
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