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1 Introducao

A filogenia foi definida pela primeira vez pelo entomdlogo alemao Willi Hennig em 1950. No seu livro
Filogenia Sistematica, Hennig descreve a filogenia como um método de andlise da evolugdo das espécies que
permite a construg@o de relagdes de parentesco entre elas [Hennig, 1999]. A partir de andlises filogenéticas é
possivel construir um grafo que relaciona as espécies de acordo com seu parentesco. Esse grafo ¢ chamado
de arvore filogenética. As folhas dessa drvore sdo as espécies existentes, os nds internos representam espécies
hipotéticas que deram origem a outras até a espécie representada nas folhas, e cada espécie possui apenas dois
descendentes [Lenzini and Marianelli, 1997].

1.1 O problema da filogenia viva

Descrita por Telles et al. [2013], a drvore filogenética do problema da filogenia viva pode possuir em seus nds
internos objetos do conjunto S de entrada, ou seja, objetos vivos podem ser ancestrais de outros objetos vivos.
Agora, uma aresta (x,y) que liga dois vértices x e y pode conectar dois vértices x e y internos, x ou y pertencendo
ao conjunto S e os dois vértices sendo objetos do conjunto S. Telles et al. [2013] descreve formalmente a drvore
filogenética viva baseada em distancia conforme segue:

Seja M" uma matriz quadrada de ordem 7, e S o conjunto de n objetos representados na matriz M, em que

M;; € R € a distancia entre os objetos i ¢ j. E seja 7" uma drvore ponderada, sem raiz. 7" € uma drvore viva

para M" se T":
* Cada folha em 7" representa um objeto de S,
* cada objeto em S aparece apenas uma vez em 7"
o dlf’j = M{‘j, 1 <i,j <n,onde dj}y ¢é a distancia entre x e y em T".

Um vértice interno serd vivo se representa um objeto em S.
E seguindo o comportamento da filogenia, quando a matriz de distancia € aditiva para o problema da filoge-
nia viva existe algoritmo que resolve o problema em tempo polinomial, mas quando a matriz nao ¢ aditiva entao

o problema da filogenia viva € NP-dificil provado por Aradjo et al. [2017].

1.2 O problema da filogenia viva com politomia baseada em distancia

Robinson and Foulds [1981] demonstra que as drvores filogenéticas com politomia sdo isomorfas as arvores
filogenéticas sem politomias se o conjunto de objetos presentes nas duas arvores sa0 0S mesmos e preservarem
a posicdo dos vértices que representam os objetos do conjunto S. Os autores inclusive consideram a presenca
de nés vivos nas drvores. E demonstrado que é possivel chegar a drvore sem politomia a partir da drvore com
politomia e vice-versa com o mesmo nimero o de passos preservando a posi¢do dos vértices do conjunto S
garantido o isomorfismo. E sendo arvores isomorficas construir as duas € igualmente dificil.

Uma 4rvore filogenética com politomia € uma arvore multifurcada. Isso significa dizer que seus nds internos
podem possuir mais de trés vizinhos, diferente da arvore bifurcada tradicional em problemas de filogenia e
filogenia viva.

Combinada com a filogenia viva, agora o problema pode gerar uma arvore em que os nds internos nio sé

podem ser objetos vivos, como também podem ser relacionados com mais de 3 objetos.

1.3 Relax & fix

A heuristica relax & fix consiste em particionar o conjunto de varidveis inteiras de um problema em con-

juntos menores. O problema entdo é resolvido iterativamente em que, a cada iteracdo, somente as varidveis



associadas a parte atual sdo consideradas inteiras. A cada iteragfo, as varidveis correspondentes as partes de
iteracdes anteriores tem seus valores fixados, ou seja, ndo serdo mais alterados. A ideia do método € que, ao
final das iteragdes, todas as varidveis terdo seus valores fixados e, portanto, uma solucao vidvel serd encontrada,
como demonstrado na Figura 1. No entanto, pode ocorrer da sequéncia de varidveis fixadas levar a uma situagao

em que ndo ha uma solugdo vidvel [Pochet and Wolsey, 2006].

Conjunto de parti¢ado das variaveis
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Figura 1: Modelo de execucdo do relax & fix.

1.4 Modelo de PLI utilizado com o relax & fix

O modelo de programacdo linear inteiro (PLI) a seguir foi utilizado implementado para testar as matheuristicas
propostas descritas na préxima secao.

Dados um conjunto S de objetos de estudo, um grafo orientado G = (V UH,A), no qual V é o conjunto de
objetos em S e H o conjunto de objetos hipotéticos e A o conjunto de arcos (i, j) e (j, i), uma fungdo de distincia
M :V xV — R" que atribui uma distincia a cada par de vértice em V de G, o problema ird buscar uma drvore

T de G e uma funcio de peso ¢ : A — R tal que:
s VCVIT],

* d(i) > 3 para todo vértice internoiem T e



* Y jer IMij — pij| seja minima, onde p;; € o custo somado dos pesos das arestas do tnico caminho em T

que liga os vértices i e j

Os vértices em H podem ou ndo aparecer em 7.

As seguintes notagdes sdo adotadas no modelo:

* M;; é a distincia entre os objetos i e j da matriz M;
» V representa o conjunto dos objetos vivos;

* H representa os objetos hipotéticos;

V' =VUH,;

* 0 (i) arestas que entram em i;

» 87 (i) arestas que saem de i.

As varidveis de decisdo do modelo com solucdo (7,c), onde T € a arvore filogenética e ¢ a fungdo de

distancia, sdo:
* x, ¢ uma varidvel bindria em que x, € igual a 1 se, e somente se, a aresta a for pertencente a arvore;

¢ y;, € o fluxo no arco a para o vértice i, representando que o arco participa do caminho da raiz até o vértice

L
* z; ¢ uma varidvel bindria tal que z; € igual a 1 se e somente se i € um vértice interno em 7
. gfl indica que i € o dltimo ancestral comum entre k e [;
* pi; € a distancia entre um vértice i € um vértice j na drvore.
* d;; é a diferenca entre M;; e p;;;

Considere que a raiz r da arvore € um vértice arbitrdario de 7' (e que ndo tem relacdo com ancestralidade,
sendo selecionado aleatoriamente para realizar a construg¢do da arvore, que serd uma arvore filogenética viva
com politomia sem raiz), considere também que fluxo € a existéncia de um caminho de r até um vértice i e
que o ultimo ancestral comum € o ultimo vértice pelo qual passa um fluxo comum entre i e j. O modelo de

programacdo linear inteira para o problema da filogenia viva com politomia € definido como se segue:
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As restri¢des (01) e (02) aplicam restri¢cdo de fluxo, garantindo uma unidade de fluxo ao vértice k, saindo
de r até k . A restri¢do (03) garante a existéncia do fluxo para o vértice (caso y’; = 1), ou seja, caso o arco a de
G exista na arvore T. As restri¢cdes (04) , (06) e (07) dizem respeito a raiz da arvore. A restricdo (04) garante
que nenhum fluxo chegue a raiz, a (06) garante que da raiz saiam pelo menos 3 arcos com fluxo e a (07) garante
que, caso a raiz seja um vértice folha, que saia apenas um arco com fluxo da raiz. A restri¢ao (05), obriga que
todo vértice hipotético tenha um arco de fluxo chegando nele e a restri¢ao (18) aplica o mesmo aos vértices de

objetos reais. As restrigdes (08), (09) referem-se a todos os vértices menos a raiz, com a (08) garantindo que



pelo menos dois arcos de fluxos saiam dos vértices internos e a (09) que caso sejam folhas, ndo tenham fluxos
saindo dos mesmos. As restri¢cdes (10) e (11) forcam a distancia entre dois vértices reais a ser o médulo da
diferenca entre a distancia na arvore e a distancia na matriz M. As restri¢cdes (12) e (13) forgcam que a distancia
da raiz a um vértice qualquer seja igual a soma das distancias de todas as arestas no caminho entre raiz e dito
vértice. Ja as restrigdes (14) e (15) forcam que a distincia entre dois vértices, em que nenhum deles ¢ a raiz,
seja a soma da distancia das arestas no caminho entre o dltimo ancestral comum e eles. As restricdes (16) e
(17) definem que o dltimo ancestral i comum a dois vértices k e 1 € aquele que recebe fluxo para os dois e passa
fluxo para um através de um arco [i, k] e para o outro através de [i, 1]. A restri¢cdo (19) for¢a a chegada de um
fluxo ao vértice j a partir de i. Por fim, as restri¢cdes (20), (21) e (22) definem o dominio das variaveis.

Esta atividade orientada de ensino teve como objetivo analisar o comportamento e resultados do particiona-
mento do conjunto de varidveis com diferentes valores percentuais e desenvolver um novo PLI para o problema

da filogenia viva com politomia.

2 Trabalho desenvolvido

2.1 Particionamento do relax & fix

Sendo N = 2x niimero de vértices, m = N(N — 1), ¢ o tamanho de cada parte do conjunto de parti¢des dado
por t = per x m, onde per € um valor percentual e K a quantidade de partes do conjunto de particdes dado por

K = 1/ per, as matheuristicas a seguir foram implementadas utilizando o relax & fix.

2.1.1 Matheuristica sequencial

A heuristica sequencial particiona o conjunto de varidveis seguindo a ordem em que € construido. Dado um
conjunto ordenado Vars que contém as v varidveis, um conjunto ordenado Part vazio que armazenara as partes
com cada subconjunto de varidveis, essa matheuristica ird armazenar as ¢ primeiras varidveis de Vars na primeira

parte de Parts, as seguintes ¢ varidveis na segunda parte até que todas as K partes tenham sido preenchidas.

2.1.2 Matheuristica aleatdria

A heuristica aleatéria organiza o conjunto de varidveis de forma aleatéria. Dados os mesmo conjuntos
e valores anteriormente mencionados, a heuristica aleatéria seleciona uma variavel aleatoriamente de Vars e
adiciona na primeira parte de Part, seleciona aleatoriamente outra varidvel de Vars e novamente adiciona na

primeira parte de Part até que a primeira parte e as demais estejam preenchidas com todas as variaveis.

2.2 Novo modelo de PLI

O seguinte modelo de PLI foi proposto, mas ndo implementado.
Seguindo as defini¢des e as nota¢des do modelo descrito na introdugao, as varideis de decisdo sdo definidas

como se segue:
* x, € uma varidvel bindria em que x, € igual a 1 se, e somente se, a aresta a for pertencente a rvore;
o yﬁz ¢ o fluxo no arco a para o vértice i;
. ﬁy € o fluxo no arco a comum para i e j;

* z; ¢ uma varidvel bindria tal que z; € igual a 1 se e somente se i € um vértice interno em 7

. g}(l indica que i é o Ultimo ancestral comum entre k e /;



* c;j representa o custo do caminho i, j na drvore T';
* d;; é a diferenga em valor absoluto entre M;; € ¢;j;

Considere que a raiz r da arvore é um vértice arbitrario de 7' (e que ndo tem relacdo com ancestralidade,
sendo selecionado aleatoriamente para realizar a constru¢do da drvore, que serd uma arvore filogenética viva
com politomia sem raiz), considere também que fluxo € a existéncia de um caminho de r até um vértice i e que
o tdltimo ancestral comum € o ultimo vértice pelo qual passa um fluxo comum entre i e j. O novo modelo de

programacdo linear inteira para o problema da filogenia viva com politomia € definido como se segue:
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As restri¢des (01) e (02) aplicam restricao de fluxo, garantindo uma unidade de fluxo ao vértice k, saindo de
raté k . A restrigio (03) impede a existéncia de fluxo no arco a (ou seja y* = 1), caso o arco a nio faca parte da
arvore T'. As restri¢des (04) , (06) e (07) dizem respeito a raiz da arvore. A restri¢dao (04) garante que nenhum
fluxo chegue a raiz, a (06) garante que da raiz saiam pelo menos 3 arcos com fluxo e a (07) garante que, caso a

raiz seja um vértice folha, que saia apenas um arco com fluxo da raiz. A restricdo (05), obriga que todo vértice



hipotético que seja interno a arvore tenha um arco chegando nele e a restri¢do (18) aplica o mesmo aos vértices
de objetos reais. As restricdes (08), (09) referem-se a todos os vértices menos a raiz, com a (08) garantindo que
pelo menos dois arcos de fluxos saiam dos vértices internos e a (09) que caso sejam folhas, nao tenham fluxos
saindo dos mesmos. As restri¢des (10) e (11) forcam a distancia entre dois vértices reais a ser o médulo da
diferenca entre a distincia na drvore e a distdncia na matriz M. A restri¢do (12) informa o resultado do custo ¢;;
para as trés possibilidades de ancestral comum. O somatério (13) estabelece que k € o Ultimo ancestral comum
entre os vértices i e j. O sistema constituido pelas restricdes (14), (15) e (16) refere-se ao controle de fluxo
comum (entre i e j) para a arvore orientada. A restricdo (17) apresenta a defini¢ao do ultimo ancestral comum.
A restricdo (18) forca a chegada de um fluxo da raiz a cada objeto i. As restri¢des (19) a (21) representam o

dominio das variaveis.

3 Resultados

A seguir sdo apresentados os resultados da implementacdo da divisdo das particdes do relax & fix com
valores percentuais. O tamanho das partes foi estabelecido com 3%, 5% e 10% do valor de m =N x (N — 1),
onde N ¢ duas vezes o nimero de vértices, sendo cada porcentagem aplicada as duas matheuristicas.

A tabela a seguir apresenta os valores obtidos para os limitantes para cada matheuristica em cada teste
com uma porcentagem de parti¢do diferente. Como o limitante inferior foi igual para todos os teste, a coluna
Limitante inferior diz respeito a todos os teste para as duas matheuristicas. As colunas relacionadas ao limitante
superior seguem o padrdo: perx_h, onde x € o valor percentual (3, 5 e 10 porcento) e h a sigla da matheuristica

(seq para sequencial e ale para aleatdria).

Tabela 1: Limitantes inferiores e superiores para os trés teste com os trés valores de porcentagens diferentes

Limitante A .
. . Limitante superior
inferio
Instancia Todos per3_seq per3_ale per5Sseq per5_.ale perl0_seq perl0_ale
d_10_2_1_124_466_1 637,00 * * * * * *
d_10.4.1.209.928_1 0,00 * * * * * *
d4.1.1 0,00 0 0 0 3 0 0
do62.1.1 0,00 571,80 * * * * *
d 62110 2,80 508,38 * 555,78 * * *
do6212 1,70 43,17 43,17 43,17 43,17 43,17 43,17
d6213 0,00 309,60 * 537,60 * * *
d62.14 0,00 481,60 807,40 417,50 * * *
d62.1.5 0,00 554,80 * * * * *
d6216 0,00 434,60 * * * * *
d6217 0,00 201,58 * * * 495,28 *
d62.138 0,00 712,58 * * * * *
d62.19 2,80 691,08 * * * * *
do64.1.1 0,00 * * * * * *
d64.1.10 3,24 * * * * * *
do64.12 2,70 * * * * * *
d64.13 0,00 * * * * * *
do64.14 0,00 * * * * * *
d64.1.35 0,00 * * * * * *
d64.1.6 0,00 * * * * * *
do64.1.7 0,00 * * * * * *
do64.138 2,30 * * * * * *
d64.19 3,24 * * * * * *
Média 49,98 450,92 425,28 388,51 43,17 269,22 43,17



Nenhum teste achou solucio em instancias com mais de 8 vértices. A matheuristica aleatdria achou solugdo
em apenas uma instancia com 5% e 10% de valor percentual sobre m. A matheuristica aleatdria achou solugdes
em 5 instancias com 8 objetos com o teste de 3%. Os valores dos limitantes superiores foram altos para todas
as instancias (com média de 450.92), menos uma (43.17).

Das solugdes encontradas destaca-se a arvore geradas pelas duas matheuristcas em todos os trés testes (Fi-

gura 2). Todos os testes geraram o mesmo valor de solu¢do e a mesma arvore resultante.

4.000000

26.337500 \29.193800

16.806200 \1.193800

0.25630044.743700

7.3750004,12.625000

Figura 2: Arvore gerada pelas duas matheuristicas nos trés testes para a instincia d_6_2_1_2. Note que hd apenas
um objeto interno vivo (nds amarelos sdo nds hipotéticos) mas nao ha politomia.

J4 as arvores a seguir foram geradas por matheuristicas diferentes. A drvore com nés internos vivos foi ge-
rada pela matheuristica aleatdria com particionamento de 3% (Figura 3(A)), e as outros duas pela matheuristica
sequencial com 3% e 5% no valor percentual (Figuras 3 (B) e (C) respectivamente). As trés arvores divergem
bastantes, o que do ponto de vista pratico trds uma complicag@o para as solugdes geradas, ja que os valores dos

limitantes para as trés sdo ruins e ndo é possivel dizer qual delas estaria mais préximo da arvore real.
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(A) Matheuristica aletoria, 3% (B) Matheuristica sequencial, 3% (C) Matheuristica sequencial, 5%
Valor da solugdo: 807.40 Valor da solugdo: 481.60 Valor da solugdo: 417.50

Figura 3: Arvores geradas para a instincia d_6_2_1_4. Nenhuma drvore possui politomia.

4 Conclusao

De forma geral, os resultados encontrados nao foram satisfatdrios: solu¢do encontrada em poucas instancias,
valores dos limitantes ruis, ndo se obteve ganhao na implementagdo da politomia e do relax & fix com as
matheuristicas propostas e com as porcentagens de particionamento quando comparado com os resultados apre-
sentados por Hoshino et al. [2018]. Comparativamente, no entanto, o critério de particionamento sequencial
com o percentual de 3% apresentou os melhores resultados.
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