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Abstract

This work presents an introduction to the main criteria that characterize the
metrizability of topological spaces, highlighting the relevance of the separation
and enumerability axioms in analyzing when a topology can be induced by a
metric. In this sense, we examine classical metrizability results and present
examples of applications, and finally, we highlight Urysohn’s Metrization The-

orem, the main result of the text.
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Resumo

Este trabalho apresenta uma introducao aos principais critérios que caracter-
izam a metrizabilidade de espacos topoldgicos, destacando a relevancia dos
axiomas de separacao e de enumerabilidade na analise de quando uma topolo-
gia pode ser induzida por uma métrica. Nesse sentido, examinamos resultados
classicos de metrizabilidade e apresentamos exemplos de aplicoes e, ao final,

destacamos o Teorema de Metrizagao de Urysohn, principal resultado do texto.

Palavras-chave: Espacos topoldgicos; espacos métricos; metrizabilidade.

1 Introducao

O estudo dos espacos topoldgicos e, em particular, das condigoes que garan-
tem a sua metrizabilidade, ocupa lugar central na Topologia Geral. Como
coloca [5] em seu proélogo, a busca por condigdes necessérias e suficientes para
a metrizabilidade de espacos topoldgicos é um dos problemas mais antigos e
produtivos datopologia.

A nocao de espago métrico X, concebida a partir da definicao de uma
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distancia ou métrica (em X), que trata-de de uma funcao
d: X x X —[0,00),

satisfazendo condigbes bastante razodveis (identidade, simetria e desigual-
dade triangular), possui forte apelo intuitivo e permite, dentre muitas questoes
tedricas, aplicar técnicas analiticas na investigacao de propriedades topologicas.
No entanto, desde as primeiras investigacoes é sabido que nem toda topologia
¢ induzido por uma métrica. Nessa direcao podemos mencionar os exemplos
classicos de espagos de fungoes que surgem naturalmente em contextos explo-
rados pela andlise funcional.

De forma geral, dada a sua relevancia, diversas concludes foram sendo
obtidas ao longo dos anos, como os teoremas classicos de metrizacao Urysohn
(1925) e Nagata—Smirnov (1951), que desempenham papel fundamental na
teoria. Tais resultados estabelecem condigoes necessérias e suficientes para que
um espago topoldgico (X, T) seja metrizavel, envolvendo propriedades como
regularidade, normalidade, existéncia de bases numeraveis e os axiomas de
separagao (T, Ty, T3, etc.). E, além de fornecer caracterizagoes abstratas,
teoremas de metrizabilidade também produzem ferramentas concretas.

O presente trabalho tem como objetivo apresentar alguns desses critérios
classicos de metrizabilidade, com énfase em caracterizacoes baseadas justa-
mente nos axiomas de separacao e de enumerabilidade. Ao final, damos um
destaque para o enunciado e demonstracao do Teorema de Metrizacao de
Urysohn, que estabelece condigoes topoldgicas naturais sob as quais um espago
é garantidamente metrizavel, oferecendo assim uma caracterizagao robusta e

amplamente utilizada na teoria moderna.

2 Espacos Topolégicos

Definicao 2.1. Uma métrica em um conjunto X é uma funcaod : X x X — R,
que a cada par (z,y) € X x X associa um nimero real d(z,y) € R, satisfazendo

aos seguintes axiomas:
(i) d(z,y) = 0,d(z,y) > 0 se x # y;
(ii) d(z,y) = d(y, v);

(ili) d(z,2) < d(z,y)+d(y, 2)



para quaisquer z,y, z € X. Chamamos de espago métrico ao par (X, d) em que

X é um conjunto nao-vazio e d ¢ uma métrica em X.

Exemplo 2.1 (Métrica zero-um ou discreta). Qualquer conjunto nao-vazio X

pode ser equipado com uma métrica: basta definir d : X x X — R, por
0, sex=y
d(z,y) = {
1, sex#y

Essa métrica é chamada de métrica zero-um ou métrica discreta.

Exemplo 2.2. A reta real é talvez o exemplo mais relevante de espago métrico,
pois as construcoes mais gerais surgem naturalmente como uma generalizacao

de sua métrica usual definida pelo valor absoluto, ou seja,
d:RxR—=R, dz,y) = |z —yl|

E uma tarefa simples! verificar que o par (R, d) é de fato um espago métrico.
Uma generalizacao natural para o caso da reta real se da por meio dos
espacos euclidianos R™’s. Para n = 1 obviamente R! = R, para n = 2 temos o

plano euclidiano equipado com a métrica

d((x1,22), (y1,92)) = v/ (71 — 41)? + (22 — y2)?

E, de um modo geral, para n um numero inteiro positivo qualquer, R" é o

produto cartesiano de n copias de R, isto é,
Rn:{(xl 7xn); Ty, ,$n€R},

equipado com a métrica

d(z,y) = /(1 —y1)? + - --

para @ = (z1--- ,2,),y = (Y1, ,¥n) € R™ quaisquer?.

Defini¢ao 2.2. Sejam (X, d) um espago métrico, a € X e r > 0 um nimero

real positivo.

(a) Chamamos de bola aberta de centro em a e raio r ao conjunto B, (a), dos

pontos de X cuja as distancias até o ponto a é menor que r. Ou seja

B,(a) ={z € X;d(x,a) <r}.

'Na verdade apenas a desigualdade triangular néo é imediata, e uma demonstracio desse resul-
tado pode ser encontrada na em [4], p. 14.
*Veja [2], p. 22, para a demonstragdo completa.




(b) Chamamos de A bola fechada de centro a e raio r ao conjunto B,|a], dos
de X que estao a uma distancia menor que ou igual a » do ponto a. Ou
seja

B.la] = {z € X;d(x,a) <r}.

Definigao 2.3. Seja (X, d) um esapago métrico, dizemos que A C X é aberto
se, para todo x € A, existir um nimero real r > 0 tal que B,(z) C X. Dizemos
que F' C X é fechado se X \ F' é aberto.

Proposicao 2.1. Sejam (X,d) um espago métrico, v € X e r > 0. Entao
B,(x) € aberto e B,[z] € fechado.

Proposicao 2.2. Seja (X, d) um espago métrico. Dados quisquer dois pontos

x,y € X, existem abertos A e B disjuntos tais que x € A ey € B.

Proof. Se existisse algum ponto a € A(x,r) N B(y,s), teriamos d(z,a) < r
e d(y,a) < s. Dai d(z,y) < d(z,a) + d(y,a) < r+s < d(z,y) oque é um
absurdo. O

Observacao 2.1. Espacos que possuem a propriedade apresentada na proposicao
2.2 sao chamados de Espacos de Hausdorff ou T, conforme a definicao 2.17
mais geral para espacos topolégicos. O que provamos, portanto, é que todo
espaco métrico é Hausdorff. Em outras palavras, satisfazer tal poprieadade é

uma condi¢ao necessaria para um espaco métrico.
Definicao 2.4. Seja X um espago métrico.

(a) Um ponto a € X chama-se ponto isolado de X quando ele é uma bola

aberta em X.
(b) Dizemos que X é discreto quando todo ponto de X é isolado.

Definicao 2.5. Um ponto a diz-se aderente a um subconjunto Y de um

esapaco métrico X quando a d(a,Y) = 0.

Definig¢ao 2.6. O fecho (ou aderéncia) de um conjunto Y num espago métrico
X é o conjunto Y dos pontos de X que sao aderentes a Y. Portanto, escrever

a €'Y é o mesmo que afirmar que o ponto a ¢ aderente a Y em X.

Proposicao 2.3. Seja X um espaco métrico. Dado F C X, tem-se F = F
se, e somente se, X \ F' € aberto. Em outras palavras: um conjunto é fechado

se, e somente se, contém todos os seus pontos aderentes.



Proof. E suficiente observar que F = F se, e somente se, 0s pontos que nao
pertencem a F' nao sao aderentes a F'. Isso, por sua vez, é equivalente a dizer
que, para todo a € X \ F, existe r > 0 tal que a bola aberta B,.(a) nao

contém pontos de F, ou seja, para todo a € X \ F, existe r > 0 tal que

B,(a) C X\ F < X\ F é aberto. O

Proposigao 2.4. Os subconjuntos abertos de um espaco métrico X qualquer

possuem as sequintes propriedades:

(1) o espago todo X e o vazio () sdo subconjuntos abertos de X ;

(ii) se (Ax)rer for uma familia qualquer (finita ou infinita) de subconjuntos

abertos de X, a unido A =]\, Ax € um subconjunto aberto de X ;

(111) a interrsecio Ay N....N A, de uma familia finita de subconjuntos abertos

Ay, .. A, em X € ainda um sobconjunto aberto de X.

Proof. Para (i), é claro que X é aberto; para mostar que () é aberto basta notar
que um subconjunto qualquer de X sé deixa de ser aberto quando existe uma
ponto tal que nenhuma bola de centro nele esteja contido no conjunto. Como
nao existe tal ponto, o conjunto vazio nao viola tal propriedade.

Com relagao a (i7), dado = € A, existe um indice A € L tal que = € A,.
Como A, é aberto, existe uma bola B(z) contida em Ay, logo B.(z) C A.

Por fim, Seja z € A1()....(|An. Para cada i € {1,...,n} existe uma bola
aberta B, (z) contida em A;. Tomemos € = min{ey, ..., €, } de forma que € > 0
e B.(x) C B(x;¢;) C A; para cada i, ou seja, Be(x) C Ay N.....N A,.

m

Corolario 2.1. Os subconjuntos fechados de um espaco métrico X qualquer

possuem as sequintes propriedades:
(a) O e X sao conjuntos fechados;
(b) a intersec¢ao arbitrdria de conjuntos fechados € fechada,
(¢) a unido finita de conjuntos fechados € fechada.

Definigao 2.7. Seja X um conjunto. Uma topologia em X é uma cole¢ao 7

de subconjuntos de X que satisfazem aos seguintes axiomas:

(a) @ e X pertencem a 7



(b) 7 ¢ fechado para intersegoes finitas, isto é, se Ay, -+, A, € T entdao A; N
e NA, €T

(c) 7 é fechado para unides arbitrarias, ou seja, se A = {A4;;i € I} é uma

familia de elementos de 7, entao |JA € 7.

Um espago topoldgico é um par (X,7) em que X é um conjunto e 7 é uma
topologia em X. Nesse caso dizemos que os elementos de 7 sao os abertos do

espago topoldgico (X, 7).

Observacgao 2.2. Na maioria das vezes iremos indicar um espaco topologico
(X, 7) simplesmente por X, quando estiver claro qual é a topologia T que esté

sendo considerada.

Exemplo 2.3 (Topologia catética e topologia discreta). Todo conjunto pode
ser equipado com ao menos duas topologias. De fato, se X é um conjunto

qualquer, podemos sempre considerar
T={0,X}e7 ={{z}; 2z € X},

que sao chamadas respectivamente de topologia cadtica e topologia discreta em
X. E um exercicio simples a verificacao de que tais familias constituem de fato

topologias em X, segundo a definicao 2.7.

Exemplo 2.4. Todo espago métrico (M, d) é um espago topolégico, gracas a
Proposicao 2.4. Nesse caso indicamos a topologia pelo simbolo 74. De forma

geral, temos a seguinte definicao.

Definigao 2.8. Seja (X, 7) um espago topolégico. Dizemos que X é metrizdvel

quando existe uma métrica d em X tal que 7 = 7.

Exemplo 2.5 (Um espago nao metrizavel - espaco de Sierpiniski). Conforme
demonstramos na proposicao 2.2 assim como na observacao 2.1, todo espago
métrico é Hausdorff, dessa forma, se todo espago topoldgico fosse metrizavel
ele seria também Hausdorff. Entretanto, considerando X = {0,1} com a
topologia 7 = {0, {1}, {0, 1}}, observe que este nao é Hausdorff, portanto nao
deve existir nenhuma métrica d em X para a qual 7 = 7;. Este espaco ¢
conhecido como espaco de Sierpinski. Para apresentar uma exemplo menos

artificial, preciaremos de alguns conceitos preliminares que faremos a seguir.

Definigao 2.9. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que um subcon-

junto F' C X é fechado se seu complementar X \ F' é aberto, ou seja, X \ F' € 7.



Definicao 2.10. Sejam X um espaco topolégico e A C X.

(a) Chamamos de fecho de A ao subconjunto
A=(F
FeF

onde F = {F C X; F é fechadoe A C F}.

(b) Chamamos de interior de A ao subconjunto

int(4) = |V

vev

onde V={V C X;V éabertoe V C A}.

Proposicao 2.5. Sejam X um espago topoldgico e A C X. Entio A é um

subconjunto fechado enquanto o interior int(A) é um subconjunto aberto.

Definigao 2.11. Seja X um espaco topoldgico e A C X. Um ponto z € X é
chamado de ponto aderente de A se para todo aberto V com z € A, a intersecao

V N A é nao-vazia.

Proposicao 2.6. Seja X um espaco topoldgico e A C X. Entdo A € precisa-

mente o conjunto dos pontos aderentes a A.

Definigao 2.12. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que B C 7 é
uma base para (X, 7) se, para cada aberto nao vazio A € 7, existe uma familia

A C B tal que
A=JB

BeA
Proposicao 2.7. Uma familia B de subconjuntos de 7 é uma base de (X, 1)
se, e somente se, para todo aberto nao vazio A € T e para cada ponto x € A,
eriste B € B tal que x € B C A.

Exemplo 2.6. Seja X um conjunto qualquer. A colecao formada por todos

os subconjuntos unitarios de X é uma base para a topologia discreta em X.

Definicao 2.13. Seja X um espaco topolégico. Uma familia B de subconjun-
tos de X é chamada de sub-base para X se o conjunto das intersecoes finitas

de elementos de B,
{BiN---NBy,; By,...,B, € B, ne N},

constitui uma base para a topologia em X.



Defini¢ao 2.14. Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja x € X. Dizemos que
uma familia B, = {B,, }nen de vizinhangas de x é uma base local enumerdvel

em x se:
1. Cada B,, é uma vizinhanca de z, isto é, x € int(B,);
2. Para toda vizinhanga V de z, existe n € N tal que B,, C V.

Definicao 2.15. Dizemos que um espaco topolégico X ¢é Ty se, para quaisquer
x,y € X distintos, existir um aberto que contenha somente uns dos pontos.
Istoé,xrc AeygAour ¢ Aey € A.

Exemplo 2.7. Todo espaco com pelo menos dois pontos equipado com a
topologia cadtica nao é Tp, enquanto todo espaco (com pelo menos dois pontos

distintos) discreto o é.

Proposicao 2.8. Um espago topologico X é Ty se, e somente se, para quais-
quer x,y € X distintos e para quaisquer bases locais B, B,, para x ey respec-

tiwamente, tem-se B, # B,,.

Definicao 2.16. Dizemos que um espaco topologico X é T} quando para

quaisquer z,y € X distintos, existir um aberto X C X tal que x € Aey ¢ A.

Proposicao 2.9. Um espaco topologico X ¢é T} se, e somente se, para todo
r € X, {x} € fechado.

Exemplo 2.8. Qualques conjunto X equipado com a topologia cofinita é um

exemplo de espago T7.

Exemplo 2.9. Todo espgo métrico é T;. De fato, se (X, d) é um espago métrico
e x € X é um ponto qualquer, entdao dado y € X \ {z} temos B,(y) C X \ {z},
para r = d(x,y) > 0, o que garante que o complementar de {z} é aberto em
X.

Definicao 2.17. Dizemos que um espago topolégico X ¢é T ou de Hausdorff
quando, para quaisquer x,y € X distintos, existirem abertos disjuntos A, B C
X taisqueer € Aey € B.

Observagao 2.3. A definicao acima traata-se exatamente da generalizacao
da propriedade homonima para os espacos métricos, conforme a proposicao
2.2. A grande diferenca é que nem todos os espacos topoldgicos gozam dessa
propriedade, conforme o exemplo 2.5. Além disso, ser Ty implica em ser 77,

mas a reciproca nao é verdadeira.



Exemplo 2.10. Seja X um espaco topologico munido da topologoia cofinita.
Se X for infinito, entao serd 77 mas nao serd T,. Com efeito, veja que se z e
y sao pontos distintos em X, entao para A e B abertos que contenham z e vy,
respectivamente, entao naturalmente A = X \ F] e B = X \ F,, com Fj e Fy
finitos. Entdao AN B = X \ (F1 U Fy), nao satisfazendo portanto a condigao

para ser T5.

Definicao 2.18. Dizemos que um espaco topoldgico X é T3 quando para
quaisquer x € X e F C X fechado, com x ¢ F, existem A, B C X abertos
disjuntos tais que que x € A e F C B. Se, além disso, X for 717, diremos que

ele é um espaco reqular.

Exemplo 2.11. Todo espago métrico é regular. De fato, se (X, d) é um espago

métrico e © € X e F fechado com z /[ F, basta tomar
1 1.
r= §d<I,F) = §1nf{d(x,y); yeF} >0
e definir os abertos A = B, (z) e B = X \ B,[z].

Proposicao 2.10. Um espaco topologico X € T3 se, e somente se, para todo
x € X para todo aberto VC X aberto com x € V, existe um aberto A C X tal
quexr € ACACYV.

Definicao 2.19. Dizemos que X é T} se, para quaisquer F,G C X fechados
disjuntos, existirem A, B abertos disjuntos, tais que F' C A,G C B. Se, além

disso, X for T} entao X é chamado de espaco normal.

Exemplo 2.12 (A reta de Sorgenfrey). No conjunto R dos ndmeros reais
considere a topologia gerada a partir da base B = {[a,b); a < b}. Tal espaco
topolégico é conhecido pelo nome de A reta de Sorgenfrey, e frequentemente
indicada pelo simbolo Rg. Vamos mostrar que Rg é normal.

Primeiramente note que ¢ T; : Sejam F, G fechados disjuntos. Para cada

a € Fecadabe G, sejam z(a) e y(b) de forma que
[a,z(a)) NG =0 e [byd)NF =10.
Podemos fazer isso pois os complementares de F' e GG sao abertos. Sejam

A=laz@) e B={Jbyo).

acl beG



Note que FF C Ae G C B, e que A e B sao abertos. Vamos mostrar que
AN B = . Suponha que nao. Entao existe ¢ € AN B. Para tanto, existem
a € Febe G tais que

¢ € [a,z(a)) N [b,y(b)).

Caso a < b: entao z(a) < b, pois b ¢ [a,z(a)); logo [a,z(a)) N [b,y(b)) = 0,
absurdo. Se b < a, obtém-se uma contradicao de maneira andloga. E claro

que a = b nao pode ocorrer por estarmos supondo F'NG = ().

Observagao 2.4. Apesar da reta de Sorgenfrey ser normal, conforme vimos
no exemplo anterior, é possivel mostrar® que o produto Rg x Rg nao é normal.

Em particular, produto de espagos normais nao é necessariamente normal.

Definicao 2.20. Dizemos que um espaco topoldgico satisfaz o primeiro axioma
de enumerabilidade se, para todo x € X, existe um sistema fundamental de

vizinhancas (bases locais enumerdveis)

Exemplo 2.13. Todo espago métrico (X,d) satisfaz o primeiro axioma de
enumerabilidade. Para isso basta notar que {B1(z) : n € Nyg} é um sistema

fundamental de vizinhangas para cada z € X.

Definicao 2.21. Dizemos que X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade

se admite uma base enumeravel.

Exemplo 2.14. A reta real satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade, ja

que {(a,b) : a,b € Q} é uma base.

Definigao 2.22. Seja X um espago topoldgico e sejam (x,,),en uma sequéncia
de pontos de X. Dizemos que (z,),eny converge para z € X se para toda
vizinhanga V' de x existe um ny € N tal que para todo n > ng, z, € V.

Notacgao x, — .

Observacgao 2.5. Sabemos que o segundo axioma de enumerabilidaede implica
no primeiro: se B é uma base enumeravel para a topologia de X, entao o
subconjunto de B formado por aqueles elementos da base que contém o ponto
x € uma base enumeravel em z. O segundo axioma, é de fato mais forte do

que primeiro, pois ele é verificado em todo espago métrico.

3Vide proposigao 4.2.3 em [1].
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Definicao 2.23. Seja X um espaco topolégico. Dizemos que uma familia A

de subconjuntos de X é uma cobertura (ou recobrimento) de X se

Ja=x

AcA

Quando todos os conjuntos de A sao abertos em X, dizemos que A é uma

cobertura aberta.

Definigao 2.24. Um espago topoldgico (X, 7) é dito compacto se, para toda

cobertura aberta A de X, existe uma subcobertura finita A’ C A tal que

Ua=x

AcA’

Em outras palavras, é possivel cobrir X com um ntimero finito de abertos da

cobertura inicial.

Exemplo 2.15. Subconjuntos finitos constituem os primeiros exemplos de
compactos, por razoes 6bvias. Também qualquer intervalo fechado [a,b] C R é
compacto, com a topologia usual da reta, o que embora nao seja um resultado

imediato, assumiremos como verdadeiro?.

Proposicao 2.11. Sejam X um espago compacto e F C X um fechado. Entao

F ¢ compacto.

Proof. Considere A uma cobertura aberta de F. Para cada A € A, seja A*
um aberto em X tal que A* N F = A. Defina A* = {A*: A € A}. Observe
que A*U{X \ F'} constitui uma cobertura aberta de X. Como X é compacto,
essa cobertura admite uma subcobertura finita. Logo, A também possui uma

subcobertura finita, o que mostra que F' é compacto. O

Lema 2.1. Sejam X um espago de Hausdorff, x € X e K C X um compacto
tal que © ¢ K. Entdo existem abertos A e B tais que v € A, K C B e
ANB=g.

Proof. Para cada y € K, como X ¢é de Hausdorff, existem abertos A, e B, tais
que v € Ay, y € By e AyN B, = @. Como K ¢é compacto, existem pontos
Y1, ..., Yn € K tais que

KgO&r
=1

4Para uma demonstracéo, veja o exemplo 1 na p. 210 de 3]
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Defina entao
n n

A=A, e B=JB,.

i=1 i=1

Os conjuntos A e B sao abertos, com x € A e K C B. Suponha, por con-
tradicao, que AN B # @. Entao existe z € AN B, e portanto 2z € B,, para
algum j. Mas como z € A C A, , temos z € A, N B,., o que é impossivel.
Logo, AN B =@. O]

Proposicao 2.12. Sejam X um espaco de Hausdorff e F C X um compacto.
Entdao F ¢ fechado.

Proof. Seja x € X \ F. Pelo lema anterior, existem abertos A e B tais que
r€A FCBeANB =@. Isso mostra que z € X \ B, o qual é aberto, logo
F ¢é fechado. O

Corolario 2.2. Seja X um espago compacto e Hausdorff. Um subconjunto

F C X € fechado se, e somente se, I for compacto.

Proposicao 2.13. Sejam X um espago de Hausdorff e F,G C X compactos e
disjuntos. Entao existem abertos A e B tais que F C A,GC B e ANB=g.

Proof. Como F e GG sao compactos e disjuntos, pelo Lema anterior, para cada
xr € F ey € G existem abertos A, e B, taisquez € A,,y € Bye A,NB, = .

Como G é compacto, existem pontos yi,ya, ..., y, € G tais que

G clB,.
i=1
Definimos entao . .
A=A, e B=JB,.
i=1 i=1
Os conjuntos A e B sao abertos, F C A, GCBe ANB=0g. O]

Proposicao 2.14. Todo espago compacto de Hausdorff é normal.

3 Funcgoes continuas

Definicao 3.1. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Diz-se que uma funcao
f: X — Y é continua em um ponto x € X se, para cada vizinhanca B de
f(z) existe uma vizinhanca A de x de forma que f(A) C B. De forma geral,
diremos que f é continua se for coninua em todo ponto, ou seja, quando para

qualquer B aberto em Y a pré-imagem f~1(A) é aberto em X.
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Exemplo 3.1. Para qualquer espago topolégico X, a fungao identidade I (z) =
x, para todo x € X, é obviamente continua. Também qualquer funcao con-
stante f: X — Y, f(x) = yo, para todo z € X e yy € Y fixado, é constinua,
uma vez que Im(f) = {yo} e f~}(B) = X para todo aberto B C Y com
Yo € B.

Observacao 3.1. Note que a definicao de continuidade de uma funcao esta
intrinsecamente associada as topologias dos espacos envolvidos. Além disso, se
f: X — Y é uma funcao e se a topologia de Y é dada por uma base B, entao
para verificar a continuidade de f é suficiente mostrar que a imagem inversa
de cada elemento basico é aberta: um conjunto aberto arbitrario V' de Y pode

ser escrito como uma uniao de elementos basicos

V:UBQ.

acy

Assim,

V) = (B

acj

de modo que f~1(V) é aberto sempre que cada conjunto f~!(B,) for aberto.
Analogamente, se a topologia sobre Y é dada por uma sub-base 8, entao

para verificar a continuidade de f é suficiente mostrar que a imagem inversa de

cada elemento da sub-base é aberto: se um elemento basico B de Y pode ser

escrito como uma intersecao finita B = S1N---NS,, de elementos da sub-base,

deduz-se da equacao

FHB) =71 (S) NN (S
que a imagem inversa de cada elemento basico é aberto.

Exemplo 3.2. Considere uma fungao real f : R — R. Nas disciplinas de
calculo e andlise, tradicionalmente a continuidade de f é definida mediante
ao uso dos epsilons e deltas, o que pode contribuir para a percepgao erronea
de que trata-se de um conceito nao geométrico. A fim de verificar que tal
definicao e a versao topoldgica que apresentamos aqui sao equivalentes, seja

xo € R, e dado € > 0, o intervalo

V = (f(zo) — ¢, f(xo) +¢)

é um conjunto aberto do espago de chegada R. Portanto, f~!(V') é um conjunto

aberto no espaco de saida R.
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Como f~}(V) contém o ponto g, ele deve conter algum elemento bésico
(a,b) ao redor de xg. Escolhemos § como sendo o menor dos dois nimeros
To—aeb—xg.

Assim, se |z — x| < J, entdo o ponto x deve pertencer a (a,b), de modo
que f(x) € V, ou seja,

(@) = flao)] <e.

mostrando que, de fato, a definicao topoldgica trata-se generaliza o conceito

de continuidade vista nas disciplinas introdutérias.
Proposicao 3.1. A composicao entre fungoes continuas € uma funcdo continua.

Defini¢ao 3.2. Considere o conjunto N|J{oo} com a topologia gerada pelos
conjuntos da forma {n}, n € Nou {co} UA, em que N\ A é finito. Chamamos

esse esse espaco de espaco de sequéncia convergente.

Proposigao 3.2. Seja X um espago topoldgico e seja [ : N J{ooc} = X uma
fungdo. Entao, f é continua se, e somente se, f(n) — f(o0) (i.e., a sequéncia

(Tn)nen em que cada x, = f(n), é convergente para x = f(00))

Proposicao 3.3. Sejam X e Y espacos topologicos, f: X — Y uma fun¢ao
continua e (Tp)nen uma sequéncia convergente para v € X. Entdo f(x,) —

()

Proof. Seja ¢ : N|J{oo} — X, com ¢(n) = z e ¥(c0) = x,. Note que h é
continua pela proposi¢ao anterior. veja também que f o h é continua, pela

composic¢ao de fungoes continuas. Note que (f o)(n) = f(z,) paran € N e
(fo)(o0) = f(o0). Pela proposicao anterior (f o) temos f(x,) — f(z). O

Proposicao 3.4. Sejam X eY espacos topologicos, onde X possui bases locais
enumeraveis. Uma funcao f: X — Y € continua se, e somente se, para toda

sequéncia (Tn)neny em X tal que z, — x, tem-se f(x,) — f(x).

Proof. Ja esta feito supondo f continua. Para a reciproca, sejam z € X e
(Bn)nen base local para x. Seja A aberto em Y tal que f(x) € A. Mostremos
que existe V aberto tal que x € V C f~1(A).

Suponha, por contradi¢ao, que nao existe. Entao, para todo n € N, temos
que <, Bx € f71(A). Seja x, € N, Br tal que f(x,) ¢ A. Agora, observe
que xn_—> x. De fato, seja V D x abe_rto. Existe n € N tal que v € B, C V.

Portanto, para todo m > n, x,, € V.
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Note, também, que f(z,) # f(x). De fato, veja que f(z) € A, que é aberto
e, para todo n € N, f(z,) ¢ A, o que é contradicao. ]

Definigao 3.3. Sejam X e Y espagos topolégicos e A C X e f: A =Y
uma funcao continua. Dizemos que uma funcao continua g : X — Y é uma

extensdo de f quando f(a) = g(a) para todo a € A.

Proposicao 3.5. Sejam X e Y espacos topologicos, com Y Hausdorff. Se
D C X édensoe f,g: X =Y sdo funcoes continuas tais que f(x) = g(x)
para todo x € D, entao f = g. Isto é, os valores de f em um subconjunto

denso determinam, no mdximo, uma unica fun¢do continua.

Proof. Admitamos, por contradicao, que f # g. Entao existe x € X com
f(z) # g(z). Como Y é Hausdorff, existem abertos disjuntos A e B com
f(x) € Aeg(zx) € B. Assim, f~'[A] e g~![B] sao abertos em X que contém
x. Portanto, existe d € f~'[A]N g~ [B]. Mas como d € D, temos f(d) = g(d),

0 que € impossivel. O

Lema 3.1. Seja X um espaco topoldgico e suponha que exista uma familia de

fechados (Fy)seq satisfazendo as condigoes

1. F. C Int(Fy) sempre que r < s;

2. R =x;
seQ

3[]&:@.
seQ

Entao a funcao ¢ : X — R, definida por p(x) = inf{r € Q : = € F.}, ¢

continua.

Proof. Primeiro, note que ¢ estd bem definida gragas as condigoes (2) e (3).

Para verificar a continuidade, tomemos a,b € R com a < b e mostremos que

o a0l = |J (mt(F)\ F),

(r,s)€Q

onde
Q={(r,s) eQ*:a<r<s<b}.

De fato:

15



= Sex € ¢~ ![a,b]], entao a < ¢(z) < b. Assim, podemos escolher racionais
r,s tais que a < r < p(z) < s < b. Como p(zr) < s, temos z € Fy C
Int(Fy). Além disso, ¢(x) > r implica ¢ F,. Portanto, z € Int(F)\ F,.

< Se x € Int(Fy) \ F, para algum (r,s) € @, entdo z € Fs e x ¢ F,. Isso
implica r < p(x) <s. Como a < r < s < b, obtemos a < p(z) < b, logo
z € ¢ Ha,b]].

Assim, a igualdade estd verificada, e concluimos que ¢~![[a, ]| é aberto, j&

que € uniao de abertos. Portanto, ¢ é continua. O

Proposicao 3.6. Seja X um espaco topologico Ty, A C X um fechado e
f:A—10,1] uma fungdo continua. Entdo existe uma extensio ¢ : X — [0, 1]
de f.

Corolario 3.1. Um espaco topologico X €Ty se, e somente se, para quaisquer

fechados disjuntos F e G, existir uma fun¢ao continua f : X — [0,1] tal que
f(F) ={0} e f(G) ={1}.
Proof. Como a fungao g : UG — [0, 1], definida por g(z) = 0se z € F e

g(x) =1 se x € G é continua, qualquer extensdo f de g segundo a proposi¢ao

anterior satisfaz a condicao. Reciprocamente, note que

f7H0,1/2) e fTHTH(L/2,1]
sao abertos. O

Definicao 3.4. Sejam X e Y espagos topologicos e f : X — Y uma funcao
continua. Dizemos que f é um homeomorfismo quando é bijetora e sua inversa
f71:Y — X é também continua. Nesse caso, diremos que os espacos X e Y

sao homeomorfos, e indicamos pelo simbolo X =Y.

Observacao 3.2. Em geral, mostrar que dois espagos topologicos sao homeo-
morfos é menos custoso do que o contrario, ja que basta exibir uma funcao que
cumpre essa tal condicao. Por conta disso faz-se uso de ferramentas que de-
tectam caracteristicas de espacos que eventualmente podem ser homeomorfos,
isto é, sao invariantes por homeomorfismos. Essa é a motivagao da préxima

definicao.

Definicao 3.5. Seja X um espaco toplogico. Dizemos que uma propriedade P
de X é um invariante topologico quando ela é preservada por homeomorfismos.

Ou seja, se Y é um espago homeomorfo a X, entao também satisfaz P.
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Exemplo 3.3. Todos os axiomas de separacao e as propriedades de enumer-

abilidade apresentados anteriormente sao invariantes topolégicos.
Proposicao 3.7. A metrizabilidade é um invariante topolégico.

Proof. Sejam (X, 1) e (Y, 0) espacgos topoldgicos e f: X — Y um homeomor-
fismo. Suponha que X seja metrizavel, isto é, existe uma métrica d em X tal

que Tx = 74. Definimos entao a fungao dy : Y x Y — R por

dy (Y1, y2) = d(f 7 (1), [ (42))

para v,y € Y.

Veja que dy é uma métrica em Y, pois (dy (y1,y2) = 0 se, e somente se,

d(f ), f (w2)) = 0,

o que ocorre se, e somente se, f (y1) = f1(yo), isto é, y1 = y». A simetria
segue imediatamente da simetria de d, enquanto a desigualdade triangular é

verificada da seguinte forma: para yq,y2,y3 € Y, veja que

dy(y1,ys) = d(f' (), [ (y3))
< d(f M), fw2) F A (), £ (ws)
= dy(y1,y2) + dy (y2,y3)-

Por construcao, a aplicacao f é uma isometria® quando vista como uma aplicacao

entre os espagos métricos (X, d) e (Y, dy), pois para quaisquer x1, s € X vale

dy (f(z1), f(z2)) = d(f_l o f(xy), f_l o f(xg)) = d(z1, x2).

Portanto, por construcao, a topologia induzida por dy em Y é exatamente a

topologia de Y, ou seja, 0 = 04, € Y é metrizavel. O

Observagao 3.3. Seja f : X — Y uma funcao continua. Se f é injetora,
ma nao necessariamente sobrejetora, entdo a funcdo f : X — f (x) €Y, que
trata-se apenas de f com o contra-dominio restrito apenas a imagem de f, é
um homeomorfismo. Ou seja, sempre que f for uma aplicacao injetora, entao

é possivel identificar X com a sua imagem f(X) em Y.

Definicao 3.6. Sejam X e Y espaco topldgicos. Dizemos que uma aplicagao

f: X =Y éum mergulho (topolégico) quando X = f(X).

5Tsto &, f preserva as distancias.
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Exemplo 3.4. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e (Y, d) um espago métrico.
Se exitir um mergulho f : X — Y, entao X é metrizavel. Com efeito, basta

verificar que
dx (1, 22) = d(f(z1), f(22)

define uma métrica em X, de forma que 7 = 74, .

Observagao 3.4. Sejam (X, 7) e (Y,0) espagos topoldgicos. O conjunto de
todos os subconjuntos da forma A x B, onde A € T e B € ¢ é claramente uma
topologia em X X Y, que é chamada apropriadamente de topologia produto.
Observe que se By e By forem bases para (X, 7) e (Y, o), respectivamente,

entao

3:{B1XBQ;B1€31,B2€‘BQ}

é uma base para a topologia produto em X x Y. Além disso, esta é a menor
topologia em X XY que torna as projecoes mx : X XY — Xenmy : X XY =Y

continua. Com efeito, os conjuntos em
{7r;(1 [V]; V' aberto em X} U {W;l[W] ; W aberto em Y}

geram tal topologia em X X Y. Tal construgao serve de motivacao para a

seguinte generalizacao.

Defini¢ao 3.7. Seja F = {f, : X — Y,}aeca uma familia de fungoes, onde
X é um conjunto e cada (Y, 7,) é um espago topoldgico. A topologia fraca

induzida por F é a topologia em X gerada pelos conjuntos

v, acA Ver,.

«

Observacao 3.5. Por construcao, cada f, como na definicao anterior é continua

relativamente a topoloia fraca induzida pela familia F.

Definigao 3.8. Seja {(X,, 7o) taca uma familia de espagos topoldgicos. A
topologia produto® em

H Xo ={(Za)aca; o € X, Ya € A}

acA
é a topologia fraca na qual as projecoes

To - H Xﬁ — Xa, Wa((wﬁ)BeA) = Zq,
BeA

sdo todas continuas, de forma que os conjuntos 7, '[U] com U aberto em X,

constituem uma subbase para essa topologia.

STambém chamada de topologia de Tychonoff.
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Observacao 3.6. Note que a topologia produto é gerada pelos conjuntos da

forma [], 4 Vs, onde
V, sef=a

Xﬁa se 5 7é a,
com V' aberto em X,. Assim, 7, '[V] = [[5c4 Vs

Vs =

Proposicao 3.8. Se (F,)aca € uma familia de conjuntos fechados em X,,
ent@o [[,cq Fo € fechado em ], .4 Xa-

Proposicao 3.9. Se cada espaco topolologico X, a € A, €T}, parai=1,2,3,
X, éT;, i=1,2,3.

entao o produto [],c4

Proof. Veja a proposigao 4.1.7 em [1]. O

Observacgao 3.7. Ja sabemos pela observacao 2.4 que o produto de espacos

normais nao €, necessariamente, normal.

Proposicao 3.10. Se cada espaco topolologico X, o € A, satisfaz o primeiro
(resp. sequndo) axioma de enumerabilidade, entdo o produto [], ., Xo também

o satisfaz.
Proof. Veja a proposigao 4.2.1 em [1]. O

Theorema 3.1 (Tychonoff). Se {X,}aca € uma familia de espagos compactos,

entao o produto [],c, Xo € compacto.
Proof. Veja o teorema 5.2.1 em [1]. O

Observacgao 3.8 (Métrica em produto de espagos métricos). Se (X1,dy), -, (Xn, dn)

sao espagos métricos, entao nao ¢é dificil perceber que a funcao

=1 i=1

d((‘rh e 7‘1:%)7 (y17 e Jyn)) = dl(xlv yl) +oeee dn(‘rnv yn) define uma métrica
em [[", X;, que por razdes 6bvias é chamada de métrica produto.
O “problema” reside em reproduzir tal construcao para um nimero infinito

de espacos, pois nao se pode garantir, em geral, que a série

Zda<xmya)

a€A

seja convergente, para uma familia qualquer de espagos métricos { X, dy }aca-

19



Defini¢ao 3.9. Seja {X,, dn}aca uma familia de espgos métricos e suponha
que, para cada a € A exista, uma constante c, > 0 tal que a série ), cq
seja convergente e do (T, Ya) < ¢, sejam quais forem z,,y, € M,. Entao a
métrica em M =[], 4 Ma,

d(z,y) = Z do(Tas Ya)-

a€cA

acA

estd bem definida, e torna o par

(M =11 Ma,d)

acA
um espago métrico, chamado de produto da familia {M,,d,}. A métrica d é

chamada de métrica produto.

Exemplo 3.5 (Espago de Hilbert e cubo de Hilbert). Chamamos de espago
de Hilbert ao espago métrico H, constituido por todas as sequéncias (x,)nen

em que a série > .°, x; converge, equipado com a métrica

- 1/2
d ((Tn)nen, (Yn)nen) = <Z(xZ _yi)2> '

i=1
E possivel mostrar (veja a p. 64 de [5]) que H é homeomorfo a RN, o produto
enumeravel de cépias de R.

Seja J C H das sequeéncias (,,)nen tais que 0 < z; < 1/, para cada j € N.
Este espago, equipado com a métrica induzida (subespaco), é chamado de cubo

de Hilbert, por ser homeomorfo ao produto [0, 1]N. Explicitamente, a funcao
g:9=[0,1]%, g(z1, @9, m5- -+ ) = (21,222, 323, -+

¢ um homeomoefismo, ou seja, g : J = H.
Além disso, a métrica em J coincide com a métrica produto e, como cada
intervalo [0, 1] é compacto, segue pelo teorema 3.1 que J é um espago métrico

compacto.

4 O Teorema de Urysohn e aplicagoes

Observacgao 4.1. Ja sabemos pela proposicao 2.2 que todo espaco metrizavel
é T,. Este fato constitui talvéz a obstrucao mais simples para verificar se um
espaco topoldgico é ou nao metrizavel, e pudemos verificar sua aplicacao con-
forme o exposto nos exemplos 2.5 e 2.10. A seguir faremos a construgao de um

exemplo mais interessante.
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Exemplo 4.1 (Convergéncia em quase todo ponto). Seja R® o conjunto de
todas as funcoes reais f : R — R. Definimos uma topologia em R® tomando

como base os conjuntos da forma
U(f; Fo{L.}ser) = { g € R*; g(z) € I, para todo z € F' },

onde f € R® é uma funcio dada, ' C R é um conjunto finito e, para cada
x € F, o conjunto I, C R é um intervalo aberto.

Dessa forma, uma vizinhanga bésica de uma fungao f : R — R controla o
valor da funcao apenas em um conjunto finito de pontos. Fora de F', nenhuma
restricao é imposta.

Nesta topologia, dizemos que uma sequéncia (g,) converge para f se, para
cada n, g,(x) = f(z) para todos os valores de z fora de um conjunto finito
(dependente de n).

E uma nocao de convergéncia extremamente fraca, no sentido de que nao
exige controle uniforme nem controle pontual global.

Vejamos que tal topologia nao é Hausforff: Considere duas fungoes distintas

f,g €Y tais que elas diferem apenas em um conjunto finito

K ={z eR; f(z) # g(x)}

e vejamos que f e g nao podem ser separadas por vizinhancas abertas distintas.
Seja U(f; F,{l,}) uma vizinhanga bésica de f. Como F' ¢ finito, basta
escolher F' grande o bastante para conter o conjunto finito K onde f e g
diferem. Nessa situagao, teremos g € U(f; F,{I,}) sempre que cada intervalo
I, contém f(x). E de modo semelhante, toda vizinhanga de g contém f.
Explicitamente, considere as fungoes f = 0 identicamente nula e g(z) = 1
se x = 0 e g(z) = 0 para todo x # 0. Observe que elas diferem apenas no ponto
0. Assim, se 0 ¢ F', entdo toda vizinhanca basica U(f; F,{I,}) de f contém g.
Se 0 € F, basta tomar I, um intervalo aberto contendo 0 para que novamente

g pertenca a vizinhanca. Portanto nao ha abertos disjuntos que separem f de

g.
Proposicao 4.1. Todo espaco metrizdvel é normal.

Proof. Seja (X, 74) um espago topolégico metrizdvel, com métrica d, e sejam
A e B subconjuntos fechados disjuntos de X. Para cada a € A, escolhemos

g, > 0 de tal modo que B, (a) N B = () e, similarmente, para cada b € B,
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escolhemos g, > 0 de tal modo que B, (b) N A = (. Definindo
U=|]JBlaze/2) e V=|]Bba/2)
a€A beB

temos U e V' conjuntos abertos que contém A e B, respectivamente, e disjuntos.

De fato, se existisse z € U NV, entao
z € B(a,e,/2) N B(b,&y/2)

ara algum a € A e algum b € B. Pela desigualdade triangular, temos

d(a,b) < 5“;5”.

Mas se ¢, < &, entdo d(a,b) < &5, de modo que a bola B;,(b) conteria o ponto
a. Se ey < g,4, entao d(a,b) < &,, de modo que o ponto b estaria na bola B, (a).

Como nenhuma dessas situagoes é possivel, segue o resultado. O

Observagao 4.2. Até agora, gragas aos resultados dos exemplos 2.9, 2.11 e
proposicoes 2.2 e 4.1 que todo espaco metrizavel é T1, T, T3 e T). Em simbolos,

podemos sintetizar essa infirmacao por
Metrizavel = T;, i = 1,2, 3,4.

Observacao 4.3. Enquanto o exemplo 2.13 estabelece que todo espaco metrizavel
deve satisfazer o primero axioma de enumerabilidade, o mesmo nao ocorre com
o segundo axioma de enumerabilidade. De fato, se tomarmos a reta real com
a métrica discreta veremos que este nao satisfaz ao segundo axioma de enu-

merabilidade, ja que a base {{z}; z € R} é obviamente ndo-enumeravel.

Proposicao 4.2. (Urysohn) Todo espago de Hausdorff normal X, com base
unumerdvel, € homeomorfo a um subespaco do cubo de Hilbert C. Em con-

sequéncia, X € metrizdvel.

Proof. A estratégia da demosntracao consiste em construir uma forma de mer-
gulhar X no cubo de Hilbert, no sentido do exemplo 3.4, razao pela qual o
resultado é conhecido na literatura como teorema do mergulho de Urysohn ou
mesmo teorema de metrizacao de Urysohn. O resultado seguira do fato de que
o cubo de Hilbert é metrizavel, conforme o exposto no exemplo 3.5.

Para isso, seja B = (B,) uma base enumeravel de X. Diremos que um

par ordenado P = (B, B,) é admissivel quando B,, C B,. Evidentemente,
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o conjunto dos pares admissiveis é enumeravel. Escolhamos, de uma vez por

todas, uma enumeracao

(P, Ps,...,DP;,...)

dos pares admissiveis. Para cada par admissivel P, = (B, B,), podemos
escolher uma fungao continua f; : X — C pondo, para todo f;(B,,) = 1 e
fi(X — B,) = 0. Definimos uma aplicacao f : X — C, por

fla) = (filx)/2, fix)/2%,...).

segue que f é continua. Mostraremos que f é injetora.

Como X é de Hausdorff, dados = # vy, existe i em B tal que = € B,,, y ¢ By,.
Assim, pelo corolario 3.1, existe uma fungao f; tal que f;(z) =1 e f;(y) = 0.
Logo, f(z) # f(y).

Finalmente, para provar que f é um homeomorfismo de X sobre f(X),
resta mostrar que f transforma abertos de X em abertos de f(X). E suficiente
considerar um aberto da forma By. Dado By, seja J C N o conjunto dos indices
i tais que existe um par admissivel P; = (B,,, B,) cujo segundo elemento é By.

Note que, quando ¢ € .J, o conjunto
Ai={y € C; yi >0}

¢ aberto em C', pois fi(X \ By) = 0. Logo, A = [J,.; A; também ¢é aberto em
C. Afirmamos que

f(Bp) = AN f(X),

o que garantird que f(Bg) é aberto em f(X). Ora, em primeiro lugar, se
r € By, entao, pelo lema, existe i € N tal que = € B,, C B, = Bj. Assim,
P, = (B,,, B,) é um par admissivel, com f;(z) = 1. Segue-se que f(x) € A; C
A, donde f(z) € AN f(X). Isto mostra que

f(Br) C AN f(X).

Reciprocamente, se f(z) € AN f(X) entao existe i € J tal que fi(z) >0e
portanto « € By. Portanto, AN f(X) C f(Bx). O

Definicao 4.1. Chamamos de variedade topologica de dimensao n a qualquer
espaco toplégico X de Hausdorff que satisfaga o segundo axioma de enumerabil-
idade e que, além disso, para cada ponto x € X, existam U, C X um aberto

contendo x e um homeomorfismo ¢ : U, — ¢(U,) C R"™. Tais espagos sao
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bastante relevantes constituem uma inportante classe de espagos topoldgicos,
podendo ser percebidos como uma generalizacao dos espagos euclidianos. Por

essa razao podemos nos referir a eles como espacos localmente euclidianos.

Observacao 4.4. Nao ¢é dificil perceber que toda variedade topoldgica é lo-
calmente compacta, ou seja, todo ponto possui uma vizinhanca compacta.
Basta, para isso, perceber que como ¢ : U, — ¢(U,) é um homeomorfismo,

entao escolhemos uma bola aberta B, (¢(x)) C ¢(U,) de modo que

Ve = 07 (Bilp(2)))

serd um compacto em X, pela continuidade de ¢, com = € int V., ou seja, uma

vizinhanga de x em X.
Proposigao 4.3. Todo espaco de Hausdorff localmente compacto € regqular.

Proof. Seja X um espago de Hausdorff localmente compacto. Para z € X e F
fechado com = ¢ F, tome K um compacto em X tal que z € int K. Como X
¢ Hausdorff, para cada y € F'N K podemos escolher abertos disjuntos U, e V},
tais que x € Uy e y € V.

Observando que F'N K é compacto (fechado em um compacto Hausdorff),
e que os conjuntos V, N (F N K) formam uma bobertura aberta de F'N K, entao
existe uma subcobertura finita, digamos {V,,,---, V. }.

Sejam
V= U Vy e U= ﬂ Uy,
i=1 i=1

com FNKK CV,z €U, paracaday € FNK, ez € U. Além disso, como
U, NV, =0, entdo também U e V sao disjuntos.

Agora, considerando os conjuntos U Nint K e V' U (X N K), observe que eles
sdo abertos (pois s@o uniao de abertos). Além disso, como z € U e x € int K|,
entaoz € UNK.

Por fim, observe que, como FF C V U (X \ K), temos int K C K, X \ K C
X\ int K e portanto int K N (X \ K) = (). Com isso temos

UNK)N(VU(XNK)) =0,
que sao os conjuntos disjuntos que separam x e F, como queriamos. ]

Corolario 4.1. Toda variedade topologica é metrizavel
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Proof. Segue imediatamente da proposicao anterior juntamente com o teorema
de Urysohn. O]

Corolario 4.2. Para que um espago compacto de Hausdorff X seja metrizavel,

¢ necessario e suficiente que X tenha base enumerdvel.

Proof. Com efeito, se X possui uma base enumeravel, entao X ¢é metrizavel
porque todo espago compacto de Hausdorff é normal, gragas a Proposicao 2.14.
Reciprocamente, basta notar que todo espago métrico compacto possui uma

base enumerével. O
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