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Abstract

This work presents an introduction to the main criteria that characterize the

metrizability of topological spaces, highlighting the relevance of the separation

and enumerability axioms in analyzing when a topology can be induced by a

metric. In this sense, we examine classical metrizability results and present

examples of applications, and finally, we highlight Urysohn’s Metrization The-

orem, the main result of the text.
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Resumo

Este trabalho apresenta uma introdução aos principais critérios que caracter-

izam a metrizabilidade de espaços topológicos, destacando a relevância dos

axiomas de separação e de enumerabilidade na análise de quando uma topolo-

gia pode ser induzida por uma métrica. Nesse sentido, examinamos resultados

clássicos de metrizabilidade e apresentamos exemplos de aplições e, ao final,

destacamos o Teorema de Metrização de Urysohn, principal resultado do texto.

Palavras-chave: Espaços topológicos; espaços métricos; metrizabilidade.

1 Introdução

O estudo dos espaços topológicos e, em particular, das condições que garan-

tem a sua metrizabilidade, ocupa lugar central na Topologia Geral. Como

coloca [5] em seu prólogo, a busca por condições necessárias e suficientes para

a metrizabilidade de espaços topológicos é um dos problemas mais antigos e

produtivos datopologia.

A noção de espaço métrico X, concebida a partir da definição de uma

1Graduando em Licenciatura em Matemática pela UFMS, Campus de Aquidauana. E-mail:
rodrigo.benites@ufms.br

2Doutor(a) em matemática pela UFSCAR. E-mail: thales.paiva@ufms.br
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distância ou métrica (em X), que trata-de de uma função

d : X ×X → [0,∞),

satisfazendo condições bastante razoáveis (identidade, simetria e desigual-

dade triangular), possui forte apelo intuitivo e permite, dentre muitas questões

teóricas, aplicar técnicas anaĺıticas na investigação de propriedades topológicas.

No entanto, desde as primeiras investigações é sabido que nem toda topologia

é induzido por uma métrica. Nessa direção podemos mencionar os exemplos

clássicos de espaços de funções que surgem naturalmente em contextos explo-

rados pela análise funcional.

De forma geral, dada a sua relevância, diversas concluões foram sendo

obtidas ao longo dos anos, como os teoremas clássicos de metrização Urysohn

(1925) e Nagata–Smirnov (1951), que desempenham papel fundamental na

teoria. Tais resultados estabelecem condições necessárias e suficientes para que

um espaço topológico (X, τ) seja metrizável, envolvendo propriedades como

regularidade, normalidade, existência de bases numeráveis e os axiomas de

separação (T1, T2, T3, etc.). E, além de fornecer caracterizações abstratas,

teoremas de metrizabilidade também produzem ferramentas concretas.

O presente trabalho tem como objetivo apresentar alguns desses critérios

clássicos de metrizabilidade, com ênfase em caracterizações baseadas justa-

mente nos axiomas de separação e de enumerabilidade. Ao final, damos um

destaque para o enunciado e demonstração do Teorema de Metrização de

Urysohn, que estabelece condições topológicas naturais sob as quais um espaço

é garantidamente metrizável, oferecendo assim uma caracterização robusta e

amplamente utilizada na teoria moderna.

2 Espaços Topológicos

Definição 2.1. Umamétrica em um conjuntoX é uma função d : X×X → R,
que a cada par (x, y) ∈ X×X associa um número real d(x, y) ∈ R, satisfazendo
aos seguintes axiomas:

(i) d(x, y) = 0, d(x, y) > 0 se x ̸= y;

(ii) d(x, y) = d(y, x);

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)
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para quaisquer x, y, z ∈ X. Chamamos de espaço métrico ao par (X, d) em que

X é um conjunto não-vazio e d é uma métrica em X.

Exemplo 2.1 (Métrica zero-um ou discreta). Qualquer conjunto não-vazio X

pode ser equipado com uma métrica: basta definir d : X ×X → R, por

d(x, y) =

{
0, se x = y

1, se x ̸= y

Essa métrica é chamada de métrica zero-um ou métrica discreta.

Exemplo 2.2. A reta real é talvez o exemplo mais relevante de espaço métrico,

pois as construções mais gerais surgem naturalmente como uma generalização

de sua métrica usual definida pelo valor absoluto, ou seja,

d : R× R → R, d(x, y) = |x− y|.

É uma tarefa simples1 verificar que o par (R, d) é de fato um espaço métrico.

Uma generalização natural para o caso da reta real se dá por meio dos

espaços euclidianos Rn’s. Para n = 1 obviamente R1 = R, para n = 2 temos o

plano euclidiano equipado com a métrica

d((x1, x2), (y1, y2)) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

E, de um modo geral, para n um número inteiro positivo qualquer, Rn é o

produto cartesiano de n cópias de R, isto é,

Rn = {(x1 · · · , xn) ; x1, · · · , xn ∈ R},

equipado com a métrica

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2.

para x = (x1 · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn quaisquer2.

Definição 2.2. Sejam (X, d) um espaço métrico, a ∈ X e r > 0 um número

real positivo.

(a) Chamamos de bola aberta de centro em a e raio r ao conjunto Br(a), dos

pontos de X cuja as distâncias até o ponto a é menor que r. Ou seja

Br(a) = {x ∈ X; d(x, a) < r}.
1Na verdade apenas a desigualdade triangular não é imediata, e uma demonstração desse resul-

tado pode ser encontrada na em [4], p. 14.
2Veja [2], p. 22, para a demonstração completa.
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(b) Chamamos de A bola fechada de centro a e raio r ao conjunto Br[a], dos

de X que estão a uma distância menor que ou igual a r do ponto a. Ou

seja

Br[a] = {x ∈ X; d(x, a) ≤ r}.

Definição 2.3. Seja (X, d) um esapaço métrico, dizemos que A ⊂ X é aberto

se, para todo x ∈ A, existir um número real r > 0 tal que Br(x) ⊂ X. Dizemos

que F ⊂ X é fechado se X \ F é aberto.

Proposição 2.1. Sejam (X, d) um espaço métrico, x ∈ X e r > 0. Então

Br(x) é aberto e Br[x] é fechado.

Proposição 2.2. Seja (X, d) um espaço métrico. Dados quisquer dois pontos

x, y ∈ X, existem abertos A e B disjuntos tais que x ∈ A e y ∈ B.

Proof. Se existisse algum ponto a ∈ A(x, r) ∩ B(y, s), teriamos d(x, a) < r

e d(y, a) < s. Dai d(x, y) ≤ d(x, a) + d(y, a) ≤ r + s ≤ d(x, y) oque é um

absurdo.

Observação 2.1. Espaços que possuem a propriedade apresentada na proposição

2.2 são chamados de Espaços de Hausdorff ou T2, conforme a definição 2.17

mais geral para espaços topológicos. O que provamos, portanto, é que todo

espaço métrico é Hausdorff. Em outras palavras, satisfazer tal poprieadade é

uma condição necessária para um espaço métrico.

Definição 2.4. Seja X um espaço métrico.

(a) Um ponto a ∈ X chama-se ponto isolado de X quando ele é uma bola

aberta em X.

(b) Dizemos que X é discreto quando todo ponto de X é isolado.

Definição 2.5. Um ponto a diz-se aderente a um subconjunto Y de um

esapaço métrico X quando a d(a, Y ) = 0.

Definição 2.6. O fecho (ou aderência) de um conjunto Y num espaço métrico

X é o conjunto Y dos pontos de X que são aderentes a Y . Portanto, escrever

a ∈ Y é o mesmo que afirmar que o ponto a é aderente a Y em X.

Proposição 2.3. Seja X um espaço métrico. Dado F ⊂ X, tem-se F = F

se, e somente se, X \ F é aberto. Em outras palavras: um conjunto é fechado

se, e somente se, contém todos os seus pontos aderentes.
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Proof. É suficiente observar que F = F se, e somente se, os pontos que não

pertencem a F não são aderentes a F . Isso, por sua vez, é equivalente a dizer

que, para todo a ∈ X \ F, existe r > 0 tal que a bola aberta Br(a) não

contém pontos de F , ou seja, para todo a ∈ X \ F, existe r > 0 tal que

Br(a) ⊂ X \ F ⇔ X \ F é aberto.

Proposição 2.4. Os subconjuntos abertos de um espaço métrico X qualquer

possuem as seguintes propriedades:

(i) o espaço todo X e o vazio ∅ são subconjuntos abertos de X;

(ii) se (Aλ)λ∈L for uma famı́lia qualquer (finita ou infinita) de subconjuntos

abertos de X, a união A =
⋃

λ∈LAλ é um subconjunto aberto de X;

(iii) a interrseção A1 ∩ ....∩An de uma famı́lia finita de subconjuntos abertos

A1, ....An em X é ainda um sobconjunto aberto de X.

Proof. Para (i), é claro que X é aberto; para mostar que ∅ é aberto basta notar

que um subconjunto qualquer de X só deixa de ser aberto quando existe uma

ponto tal que nenhuma bola de centro nele esteja contido no conjunto. Como

não existe tal ponto, o conjunto vazio não viola tal propriedade.

Com relação a (ii), dado x ∈ A, existe um ı́ndice λ ∈ L tal que x ∈ Aλ.

Como Aλ é aberto, existe uma bola Bϵ(x) contida em Aλ, logo Bϵ(x) ⊂ A.

Por fim, Seja x ∈ A1

⋂
....
⋂
An. Para cada i ∈ {1, ..., n} existe uma bola

aberta Bϵi(x) contida em Ai. Tomemos ϵ = min{ϵ1, ..., ϵn} de forma que ϵ > 0

e Bϵ(x) ⊂ B(x; ϵi) ⊂ Ai para cada i, ou seja, Bϵ(x) ⊂ A1 ∩ ..... ∩ An.

Corolario 2.1. Os subconjuntos fechados de um espaço métrico X qualquer

possuem as seguintes propriedades:

(a) ∅ e X são conjuntos fechados;

(b) a interseção arbitrária de conjuntos fechados é fechada;

(c) a união finita de conjuntos fechados é fechada.

Definição 2.7. Seja X um conjunto. Uma topologia em X é uma coleção τ

de subconjuntos de X que satisfazem aos seguintes axiomas:

(a) ∅ e X pertencem a τ
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(b) τ é fechado para interseções finitas, isto é, se A1, · · · , An ∈ τ então A1 ∩
· · · ∩ An ∈ τ.

(c) τ é fechado para uniões arbitrárias, ou seja, se A = {Ai ; i ∈ I} é uma

famı́lia de elementos de τ , então
⋃

A ∈ τ.

Um espaço topológico é um par (X, τ) em que X é um conjunto e τ é uma

topologia em X. Nesse caso dizemos que os elementos de τ são os abertos do

espaço topológico (X, τ).

Observação 2.2. Na maioria das vezes iremos indicar um espaço topológico

(X, τ) simplesmente por X, quando estiver claro qual é a topologia τ que está

sendo considerada.

Exemplo 2.3 (Topologia catótica e topologia discreta). Todo conjunto pode

ser equipado com ao menos duas topologias. De fato, se X é um conjunto

qualquer, podemos sempre considerar

τ = {∅, X} e τ ′ = {{x} ; x ∈ X},

que são chamadas respectivamente de topologia caótica e topologia discreta em

X. É um exerćıcio simples a verificação de que tais famı́lias constituem de fato

topologias em X, segundo a definição 2.7.

Exemplo 2.4. Todo espaço métrico (M,d) é um espaço topológico, graças a

Proposição 2.4. Nesse caso indicamos a topologia pelo śımbolo τd. De forma

geral, temos a seguinte definição.

Definição 2.8. Seja (X, τ) um espaço topológico. Dizemos que X é metrizável

quando existe uma métrica d em X tal que τ = τd.

Exemplo 2.5 (Um espaço não metrizável - espaço de Sierpiński). Conforme

demonstramos na proposição 2.2 assim como na observação 2.1, todo espaço

métrico é Hausdorff, dessa forma, se todo espaço topológico fosse metrizável

ele seria também Hausdorff. Entretanto, considerando X = {0, 1} com a

topologia τ = {∅, {1}, {0, 1}}, observe que este não é Hausdorff, portanto não

deve existir nenhuma métrica d em X para a qual τ = τd. Este espaço é

conhecido como espaço de Sierpiński. Para apresentar uma exemplo menos

artificial, preciaremos de alguns conceitos preliminares que faremos a seguir.

Definição 2.9. Seja (X, τ) um espaço topológico. Dizemos que um subcon-

junto F ⊆ X é fechado se seu complementar X \F é aberto, ou seja, X \F ∈ τ.
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Definição 2.10. Sejam X um espaço topológico e A ⊂ X.

(a) Chamamos de fecho de A ao subconjunto

A =
⋂
F∈F

F

onde F = {F ⊂ X ; F é fechado e A ⊂ F}.

(b) Chamamos de interior de A ao subconjunto

int(A) =
⋃
V ∈V

V

onde V = {V ⊂ X ; V é aberto e V ⊂ A}.

Proposição 2.5. Sejam X um espaço topológico e A ⊂ X. Então A é um

subconjunto fechado enquanto o interior int(A) é um subconjunto aberto.

Definição 2.11. Seja X um espaço topológico e A ⊆ X. Um ponto x ∈ X é

chamado de ponto aderente de A se para todo aberto V com x ∈ A, a interseção

V ∩ A é não-vazia.

Proposição 2.6. Seja X um espaço topológico e A ⊂ X. Então A é precisa-

mente o conjunto dos pontos aderentes a A.

Definição 2.12. Seja (X, τ) um espaço topológico. Dizemos que B ⊆ τ é

uma base para (X, τ) se, para cada aberto não vazio A ∈ τ , existe uma famı́lia

A ⊆ B tal que

A =
⋃
B∈A

B.

Proposição 2.7. Uma famı́lia B de subconjuntos de τ é uma base de (X, τ)

se, e somente se, para todo aberto não vazio A ∈ τ e para cada ponto x ∈ A,

existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ A.

Exemplo 2.6. Seja X um conjunto qualquer. A coleção formada por todos

os subconjuntos unitários de X é uma base para a topologia discreta em X.

Definição 2.13. Seja X um espaço topológico. Uma famı́lia B de subconjun-

tos de X é chamada de sub-base para X se o conjunto das interseções finitas

de elementos de B,

{B1 ∩ · · · ∩Bn ; B1, . . . , Bn ∈ B, n ∈ N} ,

constitui uma base para a topologia em X.
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Definição 2.14. Seja (X, τ) um espaço topológico e seja x ∈ X. Dizemos que

uma famı́lia Bx = {Bn}n∈N de vizinhanças de x é uma base local enumerável

em x se:

1. Cada Bn é uma vizinhança de x, isto é, x ∈ int(Bn);

2. Para toda vizinhança V de x, existe n ∈ N tal que Bn ⊆ V .

Definição 2.15. Dizemos que um espaço topológico X é T0 se, para quaisquer

x, y ∈ X distintos, existir um aberto que contenha somente uns dos pontos.

Isto é, x ∈ A e y ̸∈ A ou x /∈ A e y ∈ A.

Exemplo 2.7. Todo espaço com pelo menos dois pontos equipado com a

topologia caótica não é T0, enquanto todo espaço (com pelo menos dois pontos

distintos) discreto o é.

Proposição 2.8. Um espaço topológico X é T0 se, e somente se, para quais-

quer x, y ∈ X distintos e para quaisquer bases locais Bx By, para x e y respec-

tivamente, tem-se Bx ̸= By.

Definição 2.16. Dizemos que um espaço topológico X é T1 quando para

quaisquer x, y ∈ X distintos, existir um aberto X ⊆ X tal que x ∈ A e y /∈ A.

Proposição 2.9. Um espaço topológico X é T1 se, e somente se, para todo

x ∈ X, {x} é fechado.

Exemplo 2.8. Qualques conjunto X equipado com a topologia cofinita é um

exemplo de espaço T1.

Exemplo 2.9. Todo espço métrico é T1. De fato, se (X, d) é um espaço métrico

e x ∈ X é um ponto qualquer, então dado y ∈ X \{x} temos Br(y) ⊆ X \{x},
para r = d(x, y) > 0, o que garante que o complementar de {x} é aberto em

X.

Definição 2.17. Dizemos que um espaço topológico X é T2 ou de Hausdorff

quando, para quaisquer x, y ∈ X distintos, existirem abertos disjuntos A,B ⊆
X tais que ex ∈ A e y ∈ B.

Observação 2.3. A definição acima traata-se exatamente da generalização

da propriedade homônima para os espaços métricos, conforme a proposição

2.2. A grande diferença é que nem todos os espaços topológicos gozam dessa

propriedade, conforme o exemplo 2.5. Além disso, ser T2 implica em ser T1,

mas a rećıproca não é verdadeira.
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Exemplo 2.10. Seja X um espaço topologico munido da topologoia cofinita.

Se X for infinito, então será T1 mas não será T2. Com efeito, veja que se x e

y são pontos distintos em X, então para A e B abertos que contenham x e y,

respectivamente, então naturalmente A = X \ F1 e B = X \ F2, com F1 e F2

finitos. Então A ∩ B = X \ (F1 ∪ F2), não satisfazendo portanto a condição

para ser T2.

Definição 2.18. Dizemos que um espaço topológico X é T3 quando para

quaisquer x ∈ X e F ⊂ X fechado, com x /∈ F, existem A,B ⊆ X abertos

disjuntos tais que que x ∈ A e F ⊂ B. Se, além disso, X for T1, diremos que

ele é um espaço regular.

Exemplo 2.11. Todo espaço métrico é regular. De fato, se (X, d) é um espaço

métrico e x ∈ X e F fechado com x ̸
∫
F, basta tomar

r =
1

2
d(x, F ) =

1

2
inf{d(x, y) ; y ∈ F} > 0

e definir os abertos A = Br(x) e B = X \Br[x].

Proposição 2.10. Um espaço topológico X é T3 se, e somente se, para todo

x ∈ X para todo aberto V ⊆ X aberto com x ∈ V , existe um aberto A ⊆ X tal

que x ∈ A ⊂ A ⊂ V .

Definição 2.19. Dizemos que X é T4 se, para quaisquer F,G ⊂ X fechados

disjuntos, existirem A,B abertos disjuntos, tais que F ⊂ A,G ⊂ B. Se, além

disso, X for T1 então X é chamado de espaço normal.

Exemplo 2.12 (A reta de Sorgenfrey). No conjunto R dos números reais

considere a topologia gerada a partir da base B = {[a, b) ; a < b}. Tal espaço
topológico é conhecido pelo nome de A reta de Sorgenfrey, e frequentemente

indicada pelo śımbolo RS. Vamos mostrar que RS é normal.

Primeiramente note que é T1 : Sejam F,G fechados disjuntos. Para cada

a ∈ F e cada b ∈ G, sejam x(a) e y(b) de forma que

[a, x(a)) ∩G = ∅ e [b, y(b)) ∩ F = ∅.

Podemos fazer isso pois os complementares de F e G são abertos. Sejam

A =
⋃
a∈F

[a, x(a)) e B =
⋃
b∈G

[b, y(b)).
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Note que F ⊂ A e G ⊂ B, e que A e B são abertos. Vamos mostrar que

A ∩ B = ∅. Suponha que não. Então existe c ∈ A ∩ B. Para tanto, existem

a ∈ F e b ∈ G tais que

c ∈ [a, x(a)) ∩ [b, y(b)).

Caso a < b: então x(a) < b, pois b /∈ [a, x(a)); logo [a, x(a)) ∩ [b, y(b)) = ∅,
absurdo. Se b < a, obtém-se uma contradição de maneira análoga. É claro

que a = b não pode ocorrer por estarmos supondo F ∩G = ∅.

Observação 2.4. Apesar da reta de Sorgenfrey ser normal, conforme vimos

no exemplo anterior, é posśıvel mostrar3 que o produto RS ×RS não é normal.

Em particular, produto de espaços normais não é necessariamente normal.

Definição 2.20. Dizemos que um espaço topológico satisfaz o primeiro axioma

de enumerabilidade se, para todo x ∈ X, existe um sistema fundamental de

vizinhanças (bases locais enumeráveis)

Exemplo 2.13. Todo espaço métrico (X, d) satisfaz o primeiro axioma de

enumerabilidade. Para isso basta notar que {B 1
n
(x) : n ∈ N>0} é um sistema

fundamental de vizinhanças para cada x ∈ X.

Definição 2.21. Dizemos queX satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade

se admite uma base enumerável.

Exemplo 2.14. A reta real satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade, já

que {(a, b) : a, b ∈ Q} é uma base.

Definição 2.22. Seja X um espaço topológico e sejam (xn)n∈N uma sequência

de pontos de X. Dizemos que (xn)n∈N converge para x ∈ X se para toda

vizinhança V de x existe um n0 ∈ N tal que para todo n > n0, xn ∈ V .

Notação xn → x.

Observação 2.5. Sabemos que o segundo axioma de enumerabilidaede implica

no primeiro: se B é uma base enumerável para a topologia de X, então o

subconjunto de B formado por aqueles elementos da base que contém o ponto

x é uma base enumerável em x. O segundo axioma, é de fato mais forte do

que primeiro, pois ele é verificado em todo espaço métrico.
3Vide proposição 4.2.3 em [1].

10



Definição 2.23. Seja X um espaço topológico. Dizemos que uma famı́lia A

de subconjuntos de X é uma cobertura (ou recobrimento) de X se⋃
A∈A

A = X.

Quando todos os conjuntos de A são abertos em X, dizemos que A é uma

cobertura aberta.

Definição 2.24. Um espaço topológico (X, τ) é dito compacto se, para toda

cobertura aberta A de X, existe uma subcobertura finita A′ ⊆ A tal que⋃
A∈A′

A = X.

Em outras palavras, é posśıvel cobrir X com um número finito de abertos da

cobertura inicial.

Exemplo 2.15. Subconjuntos finitos constituem os primeiros exemplos de

compactos, por razões óbvias. Também qualquer intervalo fechado [a, b] ⊆ R é

compacto, com a topologia usual da reta, o que embora não seja um resultado

imediato, assumiremos como verdadeiro4.

Proposição 2.11. Sejam X um espaço compacto e F ⊂ X um fechado. Então

F é compacto.

Proof. Considere A uma cobertura aberta de F . Para cada A ∈ A, seja A∗

um aberto em X tal que A∗ ∩ F = A. Defina A∗ = {A∗ : A ∈ A}. Observe

que A∗∪{X \F} constitui uma cobertura aberta de X. Como X é compacto,

essa cobertura admite uma subcobertura finita. Logo, A também possui uma

subcobertura finita, o que mostra que F é compacto.

Lema 2.1. Sejam X um espaço de Hausdorff, x ∈ X e K ⊂ X um compacto

tal que x /∈ K. Então existem abertos A e B tais que x ∈ A, K ⊂ B e

A ∩B = ∅.

Proof. Para cada y ∈ K, como X é de Hausdorff, existem abertos Ay e By tais

que x ∈ Ay, y ∈ By e Ay ∩ By = ∅. Como K é compacto, existem pontos

y1, . . . , yn ∈ K tais que

K ⊆
n⋃

i=1

Byi .

4Para uma demonstração, veja o exemplo 1 na p. 210 de [3]
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Defina então

A =
n⋂

i=1

Ayi e B =
n⋃

i=1

Byi .

Os conjuntos A e B são abertos, com x ∈ A e K ⊂ B. Suponha, por con-

tradição, que A ∩ B ̸= ∅. Então existe z ∈ A ∩ B, e portanto z ∈ Byj para

algum j. Mas como z ∈ A ⊆ Ayj , temos z ∈ Ayj ∩ Byj , o que é imposśıvel.

Logo, A ∩B = ∅.

Proposição 2.12. Sejam X um espaço de Hausdorff e F ⊂ X um compacto.

Então F é fechado.

Proof. Seja x ∈ X \ F . Pelo lema anterior, existem abertos A e B tais que

x ∈ A, F ⊂ B e A ∩B = ∅. Isso mostra que x ∈ X \B, o qual é aberto, logo

F é fechado.

Corolario 2.2. Seja X um espaço compacto e Hausdorff. Um subconjunto

F ⊂ X é fechado se, e somente se, F for compacto.

Proposição 2.13. Sejam X um espaço de Hausdorff e F,G ⊂ X compactos e

disjuntos. Então existem abertos A e B tais que F ⊂ A, G ⊂ B e A∩B = ∅.

Proof. Como F e G são compactos e disjuntos, pelo Lema anterior, para cada

x ∈ F e y ∈ G existem abertos Ay e By tais que x ∈ Ay, y ∈ By e Ay∩By = ∅.

Como G é compacto, existem pontos y1, y2, . . . , yn ∈ G tais que

G ⊆
n⋃

i=1

Byi .

Definimos então

A =
n⋂

i=1

Ayi e B =
n⋃

i=1

Byi .

Os conjuntos A e B são abertos, F ⊂ A, G ⊂ B e A ∩B = ∅.

Proposição 2.14. Todo espaço compacto de Hausdorff é normal.

3 Funções cont́ınuas

Definição 3.1. Sejam X e Y espaços topológicos. Diz-se que uma função

f : X → Y é cont́ınua em um ponto x ∈ X se, para cada vizinhança B de

f(x) existe uma vizinhança A de x de forma que f(A) ⊆ B. De forma geral,

diremos que f é cont́ınua se for cońınua em todo ponto, ou seja, quando para

qualquer B aberto em Y a pré-imagem f−1(A) é aberto em X.
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Exemplo 3.1. Para qualquer espaço topológico X, a função identidade I(x) =

x, para todo x ∈ X, é obviamente cont́ınua. Também qualquer função con-

stante f : X → Y, f(x) = y0, para todo x ∈ X e y0 ∈ Y fixado, é const́ınua,

uma vez que Im(f) = {y0} e f−1(B) = X para todo aberto B ⊆ Y com

y0 ∈ B.

Observação 3.1. Note que a definição de continuidade de uma função está

intrinsecamente associada às topologias dos espaços envolvidos. Além disso, se

f : X → Y é uma função e se a topologia de Y é dada por uma base B, então

para verificar a continuidade de f é suficiente mostrar que a imagem inversa

de cada elemento básico é aberta: um conjunto aberto arbitrário V de Y pode

ser escrito como uma união de elementos básicos

V =
⋃
α∈j

Bα.

Assim,

f−1(V ) =
⋃
α∈j

f−1(Bα)

de modo que f−1(V ) é aberto sempre que cada conjunto f−1(Bα) for aberto.

Analogamente, se a topologia sobre Y é dada por uma sub-base S, então

para verificar a continuidade de f é suficiente mostrar que a imagem inversa de

cada elemento da sub-base é aberto: se um elemento básico B de Y pode ser

escrito como uma interseção finita B = S1∩· · ·∩Sn de elementos da sub-base,

deduz-se da equação

f−1(B) = f−1(S1) ∩ ... ∩ f−1(Sn)

que a imagem inversa de cada elemento básico é aberto.

Exemplo 3.2. Considere uma função real f : R → R. Nas disciplinas de

cálculo e análise, tradicionalmente a continuidade de f é definida mediante

ao uso dos epsilons e deltas, o que pode contribuir para a percepção errônea

de que trata-se de um conceito não geométrico. A fim de verificar que tal

definição e a versão topológica que apresentamos aqui são equivalentes, seja

x0 ∈ R, e dado ε > 0, o intervalo

V = (f(x0)− ε, f(x0) + ε)

é um conjunto aberto do espaço de chegada R. Portanto, f−1(V ) é um conjunto

aberto no espaço de sáıda R.
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Como f−1(V ) contém o ponto x0, ele deve conter algum elemento básico

(a, b) ao redor de x0. Escolhemos δ como sendo o menor dos dois números

x0 − a e b− x0.

Assim, se |x − x0| < δ, então o ponto x deve pertencer a (a, b), de modo

que f(x) ∈ V , ou seja,

|f(x)− f(x0)| < ε,

mostrando que, de fato, a definição topológica trata-se generaliza o conceito

de continuidade vista nas disciplinas introdutórias.

Proposição 3.1. A composição entre funções cont́ınuas é uma função cont́ınua.

Definição 3.2. Considere o conjunto N
⋃
{∞} com a topologia gerada pelos

conjuntos da forma {n}, n ∈ N ou {∞}∪A, em que N\A é finito. Chamamos

esse esse espaço de espaço de sequência convergente.

Proposição 3.2. Seja X um espaço topológico e seja f : N
⋃
{∞} → X uma

função. Então, f é continua se, e somente se, f(n) → f(∞) (i.e., a sequência

(xn)n∈N em que cada xn = f(n), é convergente para x = f(∞))

Proposição 3.3. Sejam X e Y espaços topológicos, f : X → Y uma função

continua e (xn)n∈N uma sequência convergente para x ∈ X. Então f(xn) →
f(x)

Proof. Seja ψ : N
⋃
{∞} → X, com ψ(n) = x e ψ(∞) = xn. Note que h é

continua pela proposição anterior. veja também que f ◦ h é continua, pela

composição de funções continuas. Note que (f ◦ ψ)(n) = f(xn) para n ∈ N e

(f ◦ψ)(∞) = f(∞). Pela proposição anterior (f ◦ψ) temos f(xn) → f(x).

Proposição 3.4. Sejam X e Y espaços topológicos, onde X possui bases locais

enumeráveis. Uma função f : X → Y é cont́ınua se, e somente se, para toda

sequência (xn)n∈N em X tal que xn → x, tem-se f(xn) → f(x).

Proof. Já está feito supondo f cont́ınua. Para a rećıproca, sejam x ∈ X e

(Bn)n∈N base local para x. Seja A aberto em Y tal que f(x) ∈ A. Mostremos

que existe V aberto tal que x ∈ V ⊂ f−1(A).

Suponha, por contradição, que não existe. Então, para todo n ∈ N, temos

que
⋂

k≤nBk ⊈ f−1(A). Seja xn ∈
⋂

k≤nBk tal que f(xn) /∈ A. Agora, observe

que xn → x. De fato, seja V ⊃ x aberto. Existe n ∈ N tal que x ∈ Bn ⊂ V .

Portanto, para todo m ≥ n, xm ∈ V .
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Note, também, que f(xn) ̸→ f(x). De fato, veja que f(x) ∈ A, que é aberto

e, para todo n ∈ N, f(xn) /∈ A, o que é contradição.

Definição 3.3. Sejam X e Y espaços topológicos e A ⊂ X e f : A → Y

uma função cont́ınua. Dizemos que uma função cont́ınua g : X → Y é uma

extensão de f quando f(a) = g(a) para todo a ∈ A.

Proposição 3.5. Sejam X e Y espaços topológicos, com Y Hausdorff. Se

D ⊂ X é denso e f, g : X → Y são funções cont́ınuas tais que f(x) = g(x)

para todo x ∈ D, então f = g. Isto é, os valores de f em um subconjunto

denso determinam, no máximo, uma única função cont́ınua.

Proof. Admitamos, por contradição, que f ̸= g. Então existe x ∈ X com

f(x) ̸= g(x). Como Y é Hausdorff, existem abertos disjuntos A e B com

f(x) ∈ A e g(x) ∈ B. Assim, f−1[A] e g−1[B] são abertos em X que contêm

x. Portanto, existe d ∈ f−1[A]∩ g−1[B]. Mas como d ∈ D, temos f(d) = g(d),

o que é imposśıvel.

Lema 3.1. Seja X um espaço topológico e suponha que exista uma famı́lia de

fechados (Fs)s∈Q satisfazendo as condições

1. Fr ⊂ Int(Fs) sempre que r < s;

2.
⋃
s∈Q

Fs = X;

3.
⋂
s∈Q

Fs = ∅.

Então a função φ : X → R, definida por φ(x) = inf{r ∈ Q : x ∈ Fr}, é
cont́ınua.

Proof. Primeiro, note que φ está bem definida graças às condições (2) e (3).

Para verificar a continuidade, tomemos a, b ∈ R com a < b e mostremos que

φ−1[[a, b]] =
⋃

(r,s)∈Q

(
Int(Fs) \ Fr

)
,

onde

Q = {(r, s) ∈ Q2 : a < r < s < b}.

De fato:
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⇒ Se x ∈ φ−1[[a, b]], então a ≤ φ(x) ≤ b. Assim, podemos escolher racionais

r, s tais que a < r < φ(x) < s < b. Como φ(x) < s, temos x ∈ Fs ⊂
Int(Fs). Além disso, φ(x) > r implica x /∈ Fr. Portanto, x ∈ Int(Fs)\Fr.

⇐ Se x ∈ Int(Fs) \ Fr para algum (r, s) ∈ Q, então x ∈ Fs e x /∈ Fr. Isso

implica r < φ(x) ≤ s. Como a < r < s < b, obtemos a ≤ φ(x) ≤ b, logo

x ∈ φ−1[[a, b]].

Assim, a igualdade está verificada, e conclúımos que φ−1[[a, b]] é aberto, já

que é união de abertos. Portanto, φ é cont́ınua.

Proposição 3.6. Seja X um espaço topológico T4, A ⊆ X um fechado e

f : A→ [0, 1] uma função cont́ınua. Então existe uma extensão φ : X → [0, 1]

de f .

Corolario 3.1. Um espaço topológico X é T4 se, e somente se, para quaisquer

fechados disjuntos F e G, existir uma função cont́ınua f : X → [0, 1] tal que

f(F ) = {0} e f(G) = {1}.

Proof. Como a função g : F ∪ G → [0, 1], definida por g(x) = 0 se x ∈ F e

g(x) = 1 se x ∈ G é cont́ınua, qualquer extensão f de g segundo a proposição

anterior satisfaz a condição. Reciprocamente, note que

f−1[0, 1/2) e f−1f−1(1/2, 1]

são abertos.

Definição 3.4. Sejam X e Y espaços topológicos e f : X → Y uma função

cont́ınua. Dizemos que f é um homeomorfismo quando é bijetora e sua inversa

f−1 : Y → X é também cont́ınua. Nesse caso, diremos que os espaços X e Y

são homeomorfos, e indicamos pelo śımbolo X ∼= Y.

Observação 3.2. Em geral, mostrar que dois espaços topológicos são homeo-

morfos é menos custoso do que o contrário, já que basta exibir uma função que

cumpre essa tal condição. Por conta disso faz-se uso de ferramentas que de-

tectam caracteŕısticas de espaços que eventualmente podem ser homeomorfos,

isto é, são invariantes por homeomorfismos. Éssa é a motivação da próxima

definição.

Definição 3.5. Seja X um espaço toplógico. Dizemos que uma propriedade P

de X é um invariante topológico quando ela é preservada por homeomorfismos.

Ou seja, se Y é um espaço homeomorfo a X, então também satisfaz P.
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Exemplo 3.3. Todos os axiomas de separação e as propriedades de enumer-

abilidade apresentados anteriormente são invariantes topológicos.

Proposição 3.7. A metrizabilidade é um invariante topológico.

Proof. Sejam (X, τ) e (Y, σ) espaços topológicos e f : X → Y um homeomor-

fismo. Suponha que X seja metrizável, isto é, existe uma métrica d em X tal

que τX = τd. Definimos então a função dY : Y × Y → R por

dY (y1, y2) = d
(
f−1(y1), f

−1(y2)
)

para y1, y2 ∈ Y.

Veja que dY é uma métrica em Y , pois (dY (y1, y2) = 0 se, e somente se,

d(f−1(y1), f
−1(y2)) = 0,

o que ocorre se, e somente se, f−1(y1) = f−1(y2), isto é, y1 = y2. A simetria

segue imediatamente da simetria de d, enquanto a desigualdade triangular é

verificada da seguinte forma: para y1, y2, y3 ∈ Y , veja que

dY (y1, y3) = d(f−1(y1), f
−1(y3))

≤ d(f−1(y1), f
−1(y2)) + d(f−1(y2), f

−1(y3))

= dY (y1, y2) + dY (y2, y3).

Por construção, a aplicação f é uma isometria5 quando vista como uma aplicação

entre os espaços métricos (X, d) e (Y, dY ), pois para quaisquer x1, x2 ∈ X vale

dY (f(x1), f(x2)) = d(f−1 ◦ f(x1), f−1 ◦ f(x2)) = d(x1, x2).

Portanto, por construção, a topologia induzida por dY em Y é exatamente a

topologia de Y , ou seja, σ = σdY e Y é metrizável.

Observação 3.3. Seja f : X → Y uma função cont́ınua. Se f é injetora,

ma não necessariamente sobrejetora, então a função f̃ : X → f(x) ⊆ Y , que

trata-se apenas de f com o contra-domı́nio restrito apenas à imagem de f , é

um homeomorfismo. Ou seja, sempre que f for uma aplicação injetora, então

é posśıvel identificar X com a sua imagem f(X) em Y.

Definição 3.6. Sejam X e Y espaço toplógicos. Dizemos que uma aplicação

f : X → Y é um mergulho (topológico) quando X ∼= f(X).
5Isto é, f preserva as distâncias.
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Exemplo 3.4. Sejam (X, τ) um espaço topológico e (Y, d) um espaço métrico.

Se exitir um mergulho f : X → Y, então X é metrizável. Com efeito, basta

verificar que

dX(x1, x2) = d(f(x1), f(x2)

define uma métrica em X, de forma que τ = τdX .

Observação 3.4. Sejam (X, τ) e (Y, σ) espaços topológicos. O conjunto de

todos os subconjuntos da forma A×B, onde A ∈ τ e B ∈ σ é claramente uma

topologia em X × Y, que é chamada apropriadamente de topologia produto.

Observe que se B1 e B2 forem bases para (X, τ) e (Y, σ), respectivamente,

então

B = {B1 ×B2 ; B1 ∈ B1, B2 ∈ B2}

é uma base para a topologia produto em X × Y . Além disso, esta é a menor

topologia em X×Y que torna as projeções πX : X×Y → X e πY : X×Y → Y

cont́ınua. Com efeito, os conjuntos em

{π−1
X [V ] ; V aberto em X} ∪ {π−1

Y [W ] ; W aberto em Y }

geram tal topologia em X × Y . Tal construção serve de motivação para a

seguinte generalização.

Definição 3.7. Seja F = {fα : X → Yα}α∈A uma famı́lia de funções, onde

X é um conjunto e cada (Yα, τα) é um espaço topológico. A topologia fraca

induzida por F é a topologia em X gerada pelos conjuntos

f−1
α [V ], α ∈ A, V ∈ τα.

Observação 3.5. Por construção, cada fα como na definição anterior é cont́ınua

relativamente à topoloia fraca induzida pela famı́lia F.

Definição 3.8. Seja {(Xα, τα)}α∈A uma famı́lia de espaços topológicos. A

topologia produto6 em∏
α∈A

Xα = {(xα)α∈A ; xα ∈ Xα ∀α ∈ A}.

é a topologia fraca na qual as projeções

πα :
∏
β∈A

Xβ −→ Xα, πα
(
(xβ)β∈A

)
= xα,

são todas cont́ınuas, de forma que os conjuntos π−1
α [U ] com U aberto em Xα

constituem uma subbase para essa topologia.
6Também chamada de topologia de Tychonoff.
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Observação 3.6. Note que a topologia produto é gerada pelos conjuntos da

forma
∏

β∈A Vβ, onde

Vβ =

V, se β = α,

Xβ, se β ̸= α,

com V aberto em Xα. Assim, π−1
α [V ] =

∏
β∈A Vβ.

Proposição 3.8. Se (Fα)α∈A é uma famı́lia de conjuntos fechados em Xα,

então
∏

α∈A Fα é fechado em
∏

α∈AXα.

Proposição 3.9. Se cada espaço topolológico Xα, α ∈ A, é Ti, para i = 1, 2, 3,

então o produto
∏

α∈AXα é Ti, i = 1, 2, 3.

Proof. Veja a proposição 4.1.7 em [1].

Observação 3.7. Já sabemos pela observação 2.4 que o produto de espaços

normais não é, necessariamente, normal.

Proposição 3.10. Se cada espaço topolológico Xα, α ∈ A, satisfaz o primeiro

(resp. segundo) axioma de enumerabilidade, então o produto
∏

α∈AXα também

o satisfaz.

Proof. Veja a proposição 4.2.1 em [1].

Theorema 3.1 (Tychonoff). Se {Xα}α∈A é uma famı́lia de espaços compactos,

então o produto
∏

α∈AXα é compacto.

Proof. Veja o teorema 5.2.1 em [1].

Observação 3.8 (Métrica em produto de espaços métricos). Se (X1, d1), · · · , (Xn, dn)

são espaços métricos, então não é dif́ıcil perceber que a função

d :
n∏

i=1

Xi ×
n∏

i=1

Xi → R

d((x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)) = d1(x1, y1) + · · ·+ dn(xn, yn) define uma métrica

em
∏n

i=1Xi, que por razões óbvias é chamada de métrica produto.

O “problema” reside em reproduzir tal construção para um número infinito

de espaços, pois não se pode garantir, em geral, que a série∑
α∈A

dα(xα, yα)

seja convergente, para uma famı́lia qualquer de espaços métricos {Xα, dα}α∈A.
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Definição 3.9. Seja {Xα, dα}α∈A uma famı́lia de espços métricos e suponha

que, para cada α ∈ A exista, uma constante cα > 0 tal que a série
∑

α∈A cα

seja convergente e dα(xα, yα) ≤ cα sejam quais forem xα, yα ∈ Mα. Então a

métrica em M =
∏

α∈AMα,

d(x, y) =
∑
α∈A

dα(xα, yα).

está bem definida, e torna o par(
M =

∏
α∈A

Mα, d

)
um espaço métrico, chamado de produto da famı́lia {Mα, dα}. A métrica d é

chamada de métrica produto.

Exemplo 3.5 (Espaço de Hilbert e cubo de Hilbert). Chamamos de espaço

de Hilbert ao espaço métrico H, constituido por todas as sequências (xn)n∈N

em que a série
∑∞

i=1 xi converge, equipado com a métrica

d ((xn)n∈N, (yn)n∈N) =

(
∞∑
i=1

(xi − yi)
2

)1/2

.

É posśıvel mostrar (veja a p. 64 de [5]) que H é homeomorfo a RN, o produto

enumerável de cópias de R.
Seja I ⊂ H das sequências (xn)n∈N tais que 0 ≤ xj ≤ 1/j, para cada j ∈ N.

Este espaço, equipado com a métrica induzida (subespaço), é chamado de cubo

de Hilbert, por ser homeomorfo ao produto [0, 1]N. Explicitamente, a função

g : I → [0, 1]N, g(x1, x2, x3 · · · ) = (x1, 2x2, 3x3, · · · )

é um homeomoefismo, ou seja, g : I ∼= H.

Além disso, a métrica em I coincide com a métrica produto e, como cada

intervalo [0, 1] é compacto, segue pelo teorema 3.1 que I é um espaço métrico

compacto.

4 O Teorema de Urysohn e aplicações

Observação 4.1. Já sabemos pela proposição 2.2 que todo espaço metrizável

é T2. Este fato constitui talvêz a obstrução mais simples para verificar se um

espaço topológico é ou não metrizável, e pudemos verificar sua aplicação con-

forme o exposto nos exemplos 2.5 e 2.10. A seguir faremos a construção de um

exemplo mais interessante.
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Exemplo 4.1 (Convergência em quase todo ponto). Seja RR o conjunto de

todas as funções reais f : R → R. Definimos uma topologia em RR tomando

como base os conjuntos da forma

U(f ;F, {Ix}x∈F ) =
{
g ∈ RR ; g(x) ∈ Ix para todo x ∈ F

}
,

onde f ∈ RR é uma função dada, F ⊂ R é um conjunto finito e, para cada

x ∈ F , o conjunto Ix ⊂ R é um intervalo aberto.

Dessa forma, uma vizinhança básica de uma função f : R → R controla o

valor da função apenas em um conjunto finito de pontos. Fora de F , nenhuma

restrição é imposta.

Nesta topologia, dizemos que uma sequência (gn) converge para f se, para

cada n, gn(x) = f(x) para todos os valores de x fora de um conjunto finito

(dependente de n).

É uma noção de convergência extremamente fraca, no sentido de que não

exige controle uniforme nem controle pontual global.

Vejamos que tal topologia não é Hausforff: Considere duas funções distintas

f, g ∈ Y tais que elas diferem apenas em um conjunto finito

K = {x ∈ R ; f(x) ̸= g(x)}

e vejamos que f e g não podem ser separadas por vizinhanças abertas distintas.

Seja U(f ;F, {Ix}) uma vizinhança básica de f . Como F é finito, basta

escolher F grande o bastante para conter o conjunto finito K onde f e g

diferem. Nessa situação, teremos g ∈ U(f ;F, {Ix}) sempre que cada intervalo

Ix contém f(x). E de modo semelhante, toda vizinhança de g contém f .

Explicitamente, considere as funções f ≡ 0 identicamente nula e g(x) = 1

se x = 0 e g(x) = 0 para todo x ̸= 0. Observe que elas diferem apenas no ponto

0. Assim, se 0 /∈ F , então toda vizinhança básica U(f ;F, {Ix}) de f contém g.

Se 0 ∈ F , basta tomar I0 um intervalo aberto contendo 0 para que novamente

g pertença à vizinhança. Portanto não há abertos disjuntos que separem f de

g.

Proposição 4.1. Todo espaço metrizável é normal.

Proof. Seja (X, τd) um espaço topológico metrizável, com métrica d, e sejam

A e B subconjuntos fechados disjuntos de X. Para cada a ∈ A, escolhemos

εa > 0 de tal modo que Bεa(a) ∩ B = ∅ e, similarmente, para cada b ∈ B,
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escolhemos εb > 0 de tal modo que Bεb(b) ∩ A = ∅. Definindo

U =
⋃
a∈A

B(a, εa/2) e V =
⋃
b∈B

B(b, εb/2).

temos U e V conjuntos abertos que contêm A e B, respectivamente, e disjuntos.

De fato, se existisse z ∈ U ∩ V , então

z ∈ B(a, εa/2) ∩B(b, εb/2)

ara algum a ∈ A e algum b ∈ B. Pela desigualdade triangular, temos

d(a, b) <
εa + εb

2
.

Mas se εa ≤ εb, então d(a, b) < εb, de modo que a bola Bεb(b) conteria o ponto

a. Se εb ≤ εa, então d(a, b) < εa, de modo que o ponto b estaria na bola Bεa(a).

Como nenhuma dessas situações é posśıvel, segue o resultado.

Observação 4.2. Até agora, graças aos resultados dos exemplos 2.9, 2.11 e

proposições 2.2 e 4.1 que todo espaço metrizável é T1, T2, T3 e T4. Em śımbolos,

podemos sintetizar essa infirmação por

Metrizável =⇒ Ti, i = 1, 2, 3, 4.

Observação 4.3. Enquanto o exemplo 2.13 estabelece que todo espaço metrizável

deve satisfazer o primero axioma de enumerabilidade, o mesmo não ocorre com

o segundo axioma de enumerabilidade. De fato, se tomarmos a reta real com

a métrica discreta veremos que este não satisfaz ao segundo axioma de enu-

merabilidade, ja que a base {{x} ; x ∈ R} é obviamente não-enumerável.

Proposição 4.2. (Urysohn) Todo espaço de Hausdorff normal X, com base

unumerável, é homeomorfo a um subespaço do cubo de Hilbert C. Em con-

sequência, X é metrizável.

Proof. A estratégia da demosntração consiste em construir uma forma de mer-

gulhar X no cubo de Hilbert, no sentido do exemplo 3.4, razão pela qual o

resultado é conhecido na literatura como teorema do mergulho de Urysohn ou

mesmo teorema de metrização de Urysohn. O resultado seguirá do fato de que

o cubo de Hilbert é metrizável, conforme o exposto no exemplo 3.5.

Para isso, seja B = (Bn) uma base enumerável de X. Diremos que um

par ordenado P = (Bm, Bn) é admisśıvel quando Bm ⊂ Bn. Evidentemente,
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o conjunto dos pares admisśıveis é enumerável. Escolhamos, de uma vez por

todas, uma enumeração

(P1, P2, . . . , Pi, . . . )

dos pares admisśıveis. Para cada par admisśıvel Pi = (Bm, Bn), podemos

escolher uma função cont́ınua fi : X → C pondo, para todo fi(Bm) = 1 e

fi(X −Bn) = 0. Definimos uma aplicação f : X → C, por

f(x) = (fi(x)/2, fi(x)/2
2, . . . ).

segue que f é cont́ınua. Mostraremos que f é injetora.

ComoX é de Hausdorff, dados x ̸= y, existe i emB tal que x ∈ Bm, y /∈ Bn.

Assim, pelo corolário 3.1, existe uma função fi tal que fi(x) = 1 e fi(y) = 0.

Logo, f(x) ̸= f(y).

Finalmente, para provar que f é um homeomorfismo de X sobre f(X),

resta mostrar que f transforma abertos de X em abertos de f(X). É suficiente

considerar um aberto da forma Bk. Dado Bk, seja J ⊂ N o conjunto dos ı́ndices

i tais que existe um par admisśıvel Pi = (Bm, Bn) cujo segundo elemento é Bk.

Note que, quando i ∈ J , o conjunto

Ai = {y ∈ C; yi > 0}

é aberto em C, pois fi(X \ Bk) = 0. Logo, A =
⋃

i∈J Ai também é aberto em

C. Afirmamos que

f(Bk) = A ∩ f(X),

o que garantirá que f(Bk) é aberto em f(X). Ora, em primeiro lugar, se

x ∈ Bk, então, pelo lema, existe i ∈ N tal que x ∈ Bm ⊂ Bn = Bk. Assim,

Pi = (Bm, Bn) é um par admisśıvel, com fi(x) = 1. Segue-se que f(x) ∈ Ai ⊂
A, donde f(x) ∈ A ∩ f(X). Isto mostra que

f(Bk) ⊂ A ∩ f(X).

Reciprocamente, se f(x) ∈ A∩ f(X) então existe i ∈ J tal que fi(x) > 0 e

portanto x ∈ Bk. Portanto, A ∩ f(X) ⊂ f(Bk).

Definição 4.1. Chamamos de variedade topológica de dimensão n a qualquer

espaço toplógicoX de Hausdorff que satisfaça o segundo axioma de enumerabil-

idade e que, além disso, para cada ponto x ∈ X, existam Ux ⊆ X um aberto

contendo x e um homeomorfismo φ : Ux → φ(Ux) ⊆ Rn. Tais espaços são
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bastante relevantes constituem uma inportante classe de espaços topológicos,

podendo ser percebidos como uma generalização dos espaços euclidianos. Por

essa razão podemos nos referir a eles como espaços localmente euclidianos.

Observação 4.4. Não é dif́ıcil perceber que toda variedade topológica é lo-

calmente compacta, ou seja, todo ponto possui uma vizinhança compacta.

Basta, para isso, perceber que como φ : Ux → φ(Ux) é um homeomorfismo,

então escolhemos uma bola aberta Br(φ(x)) ⊂ φ(Ux) de modo que

Vx = φ−1(Br[φ(x)])

será um compacto em X, pela continuidade de φ, com x ∈ intVx, ou seja, uma

vizinhança de x em X.

Proposição 4.3. Todo espaço de Hausdorff localmente compacto é regular.

Proof. Seja X um espaço de Hausdorff localmente compacto. Para x ∈ X e F

fechado com x ̸∈ F, tome K um compacto em X tal que x ∈ intK. Como X

é Hausdorff, para cada y ∈ F ∩K podemos escolher abertos disjuntos Uy e Vy

tais que x ∈ Uy e y ∈ Vy.

Observando que F ∩K é compacto (fechado em um compacto Hausdorff),

e que os conjuntos Vy∩(F ∩K) formam uma bobertura aberta de F ∩K, então
existe uma subcobertura finita, digamos {Vy1 , · · · , Vyn}.

Sejam

V =
n⋃

i=1

Vyi e U =
n⋂

i=1

Uyi ,

com F ∩KK ⊆ V, x ∈ Uy para cada y ∈ F ∩K, e x ∈ U. Além disso, como

Uy ∩ Vy = ∅, então também U e V são disjuntos.

Agora, considerando os conjuntos U ∩ intK e V ∪(X∩K), observe que eles

são abertos (pois são união de abertos). Além disso, como x ∈ U e x ∈ intK,

então x ∈ U ∩K .

Por fim, observe que, como F ⊆ V ∪ (X \K), temos intK ⊆ K, X \K ⊆
X \ intK e portanto intK ∩ (X \K) = ∅. Com isso temos

(U ∩K) ∩ (V ∪ (X ∩K)) = ∅,

que são os conjuntos disjuntos que separam x e F, como queŕıamos.

Corolario 4.1. Toda variedade topológica é metrizável
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Proof. Segue imediatamente da proposição anterior juntamente com o teorema

de Urysohn.

Corolario 4.2. Para que um espaço compacto de Hausdorff X seja metrizável,

é necessário e suficiente que X tenha base enumerável.

Proof. Com efeito, se X possui uma base enumerável, então X é metrizável

porque todo espaço compacto de Hausdorff é normal, graças à Proposição 2.14.

Reciprocamente, basta notar que todo espaço métrico compacto possui uma

base enumerável.
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