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Resumo

A inferéncia de genomas ancestrais é uma tarefa classica em gendémica comparativa. Aqui,
estudamos o problema da mediana de genomas tal que, dado um conjunto de trés ou mais geno-
mas, queremos encontrar um novo genoma que minimize a soma das distancias par a par entre
esse e os genomas dados. A distancia representa a quantidade de evolugdo observada no nivel
do genoma, para a qual determinamos o ntimero minimo de operagoes de rearranjos necessérias
para transformar um genoma em outro. Para quase todas as operacoes de rearranjo conhecidas,
o problema da mediana é NP-dificil, com excegao da operagao single-cut-or-join (SCJ) que pode
ser resolvido eficientemente para genomas multicromossomais circulares e mistos. Neste projeto,
estudamos o problema da mediana sob uma medida de rearranjo restrita chamada distancia-cg,
que ¢é estreitamente relacionada a distancia SCJ e a DCJ (double-cut-and-join). Identificamos
limitantes precisos e decomposers da mediana-c4 e implementamos algoritmos para a sua cons-
trugao, dois algoritmo exatos baseados em PLI (Programagcao Linear Inteira) e trés heuristicas
combinatoérias. Posteriormente, realizamos experimentos com conjunto de dados simulados. Nos-
sos resultados sugerem que a distancia cy é Gtil para estudo do problema da mediana de genomas,
de perspectiva teodrica e pratica.

Palavras-chave: problema da mediana, otimizagao, programacao linear inteira, heuristicas

Abstract

Ancestral genome inference is a classic task in comparative genomics. Here, we study the
genome median problem, a related computational problem which, given a set of three or more
genomes, asks to find a new genome that minimizes sum of pairwise distances between it and
the given genomes. The distance stands for the amount of evolution observed at the genome
level, for which we determine the minimum number of rearrangement operations necessary to
transform one genome into the other. For almost all rearrangement operations the median prob-
lem is NP-hard, with the exception of the SCJ median that can be constructed efficiently for
multichromosomal circular and mixed genomes. In this work we study the median problem under
a restricted rearrangement measure called c4-distance, which is closely related to the breakpoint
and the DCJ distance. We identify tight bounds and decomposers of the c4-median and develop
algorithms for its construction, two exacts ILP-based and three combinatorial heuristics. Subse-
quently, we perform experiments on simulated data sets. Our results suggest that the c4-distance
is useful for the study the genome median problem, from theoretical and practical perspectives.

Keywords: median problem, optimization, integer linear programming, heuristics
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Capitulo 1

Introducao

A identificacdo de relagdes entre organismos vivos, buscando similaridades entre si, visando
descobertas para cura de doencas e obtencao de novas informacoes a respeito dos seres vivos,
faz parte da genomica comparativa [3|. Neste projeto, estudamos o problema de encontrar
uma mediana de genomas que evoluem por mutagoes em larga escala, conhecidas também por
rearranjos. KEssas mutacoes alteram a ordem e a orientacao dos marcadores dentro e entre
sequéncias cromossdmicas. E comum supor que o cenério evolutivo subjacente é parcimonioso,
dessa forma o niimero minimo de rearranjos entre dois genomas fornece uma nocao de distancia
de rearranjo. Embora as distancias de rearranjo possam ser computadas eficientemente em alguns
cenarios, encontrar uma mediana de trés ou mais genomas, ou seja, um genoma que minimize a
soma das distdncias de rearranjo entre si e os genomas dados, é computacionalmente intratéavel
para maioria das distancias de rearranjo simples.

A distancia entre dois genomas depende da operacao de rearranjo escolhida. Por exemplo,
o numero de breakpoints entre dois genomas, ou seja, o nimero de pares de marcadores que
aparecem consecutivamente em um genoma mas nao no outro, da origem a uma distancia de
rearranjo simples. Enquanto que, a rigor, a distancia de breakpoint nao é de fato uma operacao de
rearranjo [0], outras distancias sao, tais como a distancia de double-cut-and-join (DCJ) [16]. Uma
operacao DCJ quebra um genoma, representado por um conjunto de sequéncias de marcadores,
em duas posicoes arbitrarias e posteriormente reconecta as quatro pontas abertas assim criadas
em uma nova combinagcao.

Quase todas as distancias de rearranjo conhecidas podem ser computadas eficientemente
em tempo linear sob a suposi¢ao de que os marcadores sdo unicos em cada genoma [, 16, 2].
Entretanto, considerando um passo a frente, a construgao de uma mediana de trés genomas é
NP-dificil sob quase todas as distancias de rearranjo, incluindo DCJ [13]|, com duas notéveis
excegoes: a distancia de breakpoint e a distancia single-cut-or-join (SCJ) sao trataveis para
genomas multicromossomais circulares e mistos [13, 5].

O grafo de breakpoint é uma estrutura de dados muito usada no célculo de distancias de
rearranjo e, ao construi-lo, o namero de ciclos neste grafo desempenha um papel essencial. Por
exemplo, os ciclos de comprimento 2 representam adjacéncias no grafo de breakpoint, que sao a
contrapartida dos breakpoints. Ciclos maiores representam a exigéncia de uma ou mais operagoes
DCJ para transformar um genoma em outro. Assim, para calcular a distancia de breakpoint,
os ciclos de comprimento 2 sdo contados (e esta quantidade é entdo subtraida do nimero de
marcadores dos dois genomas). Da mesma forma, para calcular a distancia DCJ, o ntumero de



Introducao 2

ciclos de qualquer comprimento é contado [13].

Neste projeto, estudamos a distancia-c4 entre dois genomas, que se baseia no ntmero de ciclos
de comprimento até 4 no grafo de breakpoint. Em outras palavras, somente sao contados aqueles
ciclos que requerem no maximo uma operagao DCJ para serem transformados em adjacéncias.
Aqui, abordamos o problema da mediana-c4, ou seja, a constru¢do de um novo genoma que
minimiza a soma das distancias-c4 par a par entre estes e cada membro de um conjunto de trés
ou mais genomas dados. Em particular, estamos interessados em encontrar a mediana-c4 para
trés genomas.

E importante destacar que a distancia-c, ndo é uma métrica, uma vez que a desigualdade
triangular nao se mantém nesta medida, ou seja, tendo um conjunto de trés genomas Il =
{111, I, 113} e a mediana-c4 I', a distancia-c4 de (I',II;) pode ser maior que a soma entre as
distancias-c4 de (I',11;). e (I',II), sendo i # j # k. Isso geralmente acontece quando hé muitas
adjacéncias em comum entre um par de genomas em II.

Este documento esté estruturado da seguinte forma. O capitulo 2 fornece as definigoes bésicas
e notagoes, no capitulo 3 é apresentado o problema da mediana, a formulagao em teoria dos
grafos, os limitantes e os decomposers, que sdo blocos de construgdo da mediana. No capitulo 4
descrevemos os algoritmos para calcular a mediana-c4, incluindo dois algoritmos exatos baseados
em PLI (Programagao Linear Inteira) e trés heuristicas. No capitulo 5 s@o apresentados os

resultados experimentais para instancias simuladas e as consideragoes finais no capitulo 6.

FACOM-UFMS



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Definicoes basicas

Um marcador é um fragmento orientado de DNA. Um marcador g possui duas extremidades
distintas chamadas cauda e cabega, representadas, respectivamente, por gt e g". Se a orientacio
do marcador g for ¢"gt, a sua representacdo sera g, caso contrario sera g. O cromossomo é
uma sequéncia de marcadores e pode ser linear ou circular. O cromossomo linear tem duas
extremidades e cada uma delas é um teldbmero. A adjacéncia em um cromossomo é composta
por duas extremidades de marcadores. O cromossomo circular é denotado por uma sequéncia de
marcadores e delimitado por parénteses. A Figura 2.1 mostra a representacao de um cromossomo
linear e um circular.

5"6L 6"3"

2t 2h4h 4t3t 3h1t Ih
@ L o —0—0©
(a)

2h 5t 3'] h
4t2t 1 t4h
(b)

Figura 2.1: (a) Um cromossomo linear 2 4 3 1 com as adjacéncias 2hgh 413t ¢ 3P e os telomeros
2t e 1", (b) Um cromossomo circular (256 3 1 4) com as adjacéncias 2"5¢, 5"6!, 673" 3t1" 1t4"
e 412t

Um genoma é uma cole¢ao de cromossomos. O genoma é unicromossomal quando contém
apenas um cromossomo e multicromossomal quando contém mais de um cromossomo, como
esta representado na Figura 2.2.



Preliminares 4
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Figura 2.2: Genoma {(1),4 57 2,(10 8 129 11 13),3 6} contendo dois cromossomos lineares e
dois cromossomos circulares.

2.2 Distancias classicas

Pode-se calcular uma distancia de rearranjo entre dois genomas com suporte de uma estrutura
de dados conhecida como grafo de breakpoint [1]. Seja M um conjunto de n marcadores e
M, o conjunto das extremidades de todos os marcadores em M, com |M; | = 2n. Para dois
genomas A e B, cada um com n marcadores de M, o grafo de breakpoint BG(A, B) de AUB tem
o conjunto de vértices representado pelas extremidades de M, e as arestas sdao as adjacéncias
dos genomas A e B, com arestas-A e arestas-B, respectivamente. A Figura 2.3 mostra o grafo
de breakpoint dos genomas A e B.

2 A"

3 4!

Figura 2.3: Genomas A = {(2),(1 5),(4 3)} e B = {(3 5),(2),(1 4)} tendo, cada um, n = 5
marcadores. As arestas-A de cor vermelho representam as adjacéncias 202, 3h4h  3t4t 105t e
15", As arestas-B de cor azul representam as adjacéncias 1t4", 3h5t, 104t 35" ¢ 2h2t,

O grafo de breakpoint pode conter vértices de grau 0, 1 ou 2 resultando em um conjunto
de ciclos e caminhos. Dados dois genomas A e B, com o mesmo conjunto de n marcadores, a
distancia de breakpoint |13]| é definida da seguinte forma:

FACOM-UFMS



Preliminares 5

dexr(A,B) =n—a —1/2

onde a é o namero de adjacéncias em comum entre A e B e t é o niimero de telémeros em comum
entre A e B. Como exemplo, na Figura 2.3, os genomas sao circulares e com isso, a =1 et = 0.

Segundo [5], a distancia de breakpoint é equivalente a distancia single-cut-or-join (SCJ) em
genomas circulares, pois ambas utilizam as adjacéncias em comum entre dois genomas em suas
formulas. Como a é o nimero de adjacéncias em comum em BG(A, B), cada uma dessas adja-
céncias representa um ciclo de comprimento 2 em BG(A, B) e pode ser denotado por ¢ = a (na
Figura 2.3 a adjacéncia 2¢2" é comum nos genomas A e B formando um ciclo de comprimento
2). Chamamos um ciclo de comprimento j de j-ciclo.

Por outro lado, se ¢ é o numero de ciclos (de qualquer comprimento) e e é o niimero de cami-
nhos de comprimento par de arestas em BG(A, B), a distancia double-cut-and-join (DCJ) [10]
entre Ae B é:

dpes(A,B) =n—c—¢e/2.

As distancias de breakpoint/SCJ e DCJ podem ser computadas eficientemente [2, 13, 5].

2.3 Genomas multicromossomais circulares

Cromossomos e plasmideos de organismos unicelulares como bactérias e arqueas, DNA mito-
condrial dentro de células eucaridticas e DNA cloroplastico em plantas sdo exemplos de cromos-
somos/genomas circulares e motivam o estudo de mediana de genomas circulares. Além disso,
por tratarmos de maximizacao de ciclos e o problema da mediana é NP-dificil para genomas
multicromossomais, desejamos simplificar a distancia utilizando somente adjacéncias. Portanto,
serao considerados os genomas multicromossomais apenas com cromossomos circulares.

Note que se dois genomas A e B tém apenas cromossomos circulares, temos dgkp(A, B) =
n—cyedpe;(A,B)=n—c=n—cy—cq4—cg...,onde ¢; denota o niimero de j-ciclos no grafo
de breakpoint de A e B.

FACOM-UFMS



Capitulo 3

Problema da mediana

3.1 Definigcao do problema

Seja M o conjunto de n marcadores e II um conjunto de p > 3 genomas sobre M. O
problema da mediana em IT requer encontrar um genoma I' com n marcadores de M em que a
soma das disténcias entre I' e cada genoma em I, sob uma operagao de rearranjo, é minima. Se
a operacao for breakpoint/SCJ, entdao a mediana pode ser computada em tempo polinomial no
tamanho dos genomas de entrada [5]. Entretanto, para a operagao DCJ, o problema da mediana
é NP-dificil, mesmo para p =3 [13, 3].

A distancia-c4, denotada por dy, entre II; e IT; é dada por d4(I1;,11;) = n—cp—c4, onde n é o
ntmero de marcadores em M e em II; e I}, e ¢¢ ¢ 0 ntimero de ¢-ciclos em BG(I1;,115), ¢ € {2,4}.

Seja IT = {II;, ..., II,} um conjunto de p > 3 genomas e I' um genoma. O custo-c4 K (IL,T")
de I" dado II é

KILT) = ) dyI1;,T).

HZ'EH

Dizemos que o genoma I' é a mediana-c4 do conjunto de p > 3 genomas I se I' minimiza
K(II,T"). Para um determinado conjunto de genomas II, denota-se por K*(II) o valor da
mediana-cy:

K*(IT) = min{K (IL, T)}.

Assim, podemos estabelecer formalmente o seguinte:

Problema MEDIANA-c4(IT): Dado p > 3 genomas em II, cada um com n marcadores de M,
encontrar um genoma I' com n marcadores de M tal que K*(II) = K(IL,T").

Particularmente estamos interessados na versao mais simples do problema MEDIANA-c¢4, onde
p=3.



Problema da mediana 7

3.2 Formulacao em teoria dos grafos

Podemos reformular o problema MEDIANA-c4 em termos de grafos. Atribuimos cada extre-
midade de um marcador do conjunto de n marcadores M a um vértice em um grafo G e assim
|[V(G)| = 2n. Uma adjacéncia em um determinado genoma II; é representada como uma aresta
em GG com cor i, ou seja, uma adjacéncia uv em II; é uma aresta uv em G com cor i. Além
disso, um genoma II; é um grafo 1-regular sobre V(G), isto é, um emparelhamento perfeito em
G. Dessa forma, G é um grafo p-regular e p-aresta-colorido. Note que G é uma generalizagao
do grafo de breakpoint || para pelo menos 3 genomas, e o chamamos de grafo de breakpoint
estendido para II, denotado por BG,(II). Logo, G é um grafo p-regular e p-aresta-colorido.

Seja T' um subconjunto de pares ndo ordenados de V(G), tal que |[T'| =n e en f = () para
cada par e, f em I'. Dessa forma, I' é um grafo 1-regular sobre V(G). Veja a Figura 3.1 como
exemplo.

3"\ 2h /1 !
[4 4t

Figura 3.1: Grafo I' é representado pelos pares de vértices {3t3", 172" 1t4t  2t4h 56t e 5t6")
resultando em um grafo 1-regular.

Definimos G! := G + I' como um multigrafo tal que V(GY) = V(G) e E(GY) = E(G) UT.
Portanto, G'' ¢ um multigrafo (p+ 1)-aresta-colorido. Dizemos que um ciclo em G' ¢é i-colorido
se suas arestas tiverem cores alternando entre i e p+1, 7 € {1,2,...,p}. Dizemos também que um
ciclo em G ¢ bicolorido se as arestas tiverem cores alternando entre i e j, i # j, 1,7 € {1,...,p}.
Veja a Figura 3.2 que mostra um exemplo de G, ciclo bicolorido e ciclos i-colorido.

FACOM-UFMS
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2 9h

Figura 3.2: Grafo G'' := G+T",com T' = {(1 24 3), (5), (6)} e os emparelhamentos perfeitos IT; =
{(14),(2),(3),(5),(6)}, Ty = {(1243),(56)} e [I; = {(12435),(6)}. Ha um ciclo bicolorido
com as arestas 174" 4h2t 9t9h ¢ 2" alternando entre cores vermelho e azul. Também temos
um exemplo de ciclo i-colorido de comprimento 2 com aresta 1!3" e de comprimento 4 com as
arestas {3"5" 55! 15! 1'3"} em que ha alternancia das cores i e p + 1.

Denotamos por k(G') o ntimero de 2- e 4-ciclos i-coloridos em G'. E denotamos por k(G)
o ntimero maximo de 2- e 4-ciclos i-coloridos em G para todos os possiveis grafos 1-regulares
com conjunto de vértices V(G):

k(G) = mlgx{k:(GF) : I' € um grafo 1-regular sobre V(G)}.

Sendo assim, temos o seguinte problema, equivalente da MEDIANA-c4:

Problema Max-2/4-CicLOS(G): Dado um grafo G p-regular e p-aresta-colorido sobre |V (G)| =
2n > 0, encontrar um grafo 1-regular ' sobre V(G) tal que k(G) = k(G").

A Figura 3.3 mostra um exemplo deste problema. Tendo em vista que o problema da mediana
DCJ é NP-dificil [13], vamos nos concentrar na versao MAX-2/4-CICLOS e na forma simplificada,
onde p = 3.

FACOM-UFMS
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\2.75 2t

2" 2"
4h 3! 4h 3!
4t 3h 4t 3h
(a) (b)
Figura 3.3: (a) Trés emparelhamentos perfeitos I, = {(174" 4t3" 3t1t 2t2h) 11, =
{140 4t3P 3tah 2t1hY o 11, = {1t1", 2t27 3t3" 4t4"} representados em um grafo G. (b) Uma so-

lugao otima I" = {(1 3 4), (2)} com 7 ciclos: 5 ciclos de comprimento 2 (dois ciclos 1-coloridos (ver-
melho), dois 2-coloridos (azul), e um 3-colorido (verde)) mais dois ciclos de comprimento 4 (um
ciclo 1-colorido (vermelho) e um 2-colorido (azul)). Portanto, K*(IT) = K(IL,T') =3-4—7 = 5.

3.3 Limitantes

Nesta se¢ao apresentamos limitantes inferiores e superiores para o problema MAX-2/4-
CICLOS, tal que a instancia G é um grafo 3-aresta-colorido com 2n vértices.

Seja G um grafo e v,w € V(G). O namero de arestas entre v e w é a multiplicidade de
v, w, que é denotado por u(v,w). Seja e uma aresta que é incidente a v e w, entdo escrevemos
e = vw e dizemos que e é uma aresta de multiplicidade p(v,w). Uma aresta de multiplicidade
1 é chamada de aresta simples e uma aresta de multiplicidade no minimo 2 é chamada de
multiaresta.

Um grafo 3-regular é chamado de grafo ctubico. Para o nosso estudo, a representacao de
adjacéncias dos trés genomas no grafo de breakpoint resulta em um grafo ciibico 3-aresta-colorido,
pois o conjunto de arestas pode ser particionado em trés emparelhamentos perfeitos, que também
sao chamados de classes de cores de G.

Seja G um grafo cibico 3-aresta-colorido com 2n vértices e I' um grafo 1-regular sobre V (G)

com arestas de cor p + 1, sendo p = 3. Se G' = G UT tem n 2-ciclos i-coloridos, entéo
k(G) > n = AL

Note que toda aresta de G esta contida em no méaximo um ciclo i-colorido de G, 2-ciclo i-
colorido contém precisamente uma aresta de G e 4-ciclo i-colorido de G' contém precisamente
duas arestas de G.

Proposicao 1. Seja G um grafo cibico conezo 3-aresta-colorido. Entio k(G) < 3|V(G)|. Além
disso, k(G) = 3|V(G)| se, e somente se, G = K3 € o tinico grafo cibico com dois vértices.

Demonstragio. No primeiro lado, se G = K3, isso significa que o tinico par de vértices é escolhido
para fazer parte de I, dessa forma k(G) = 3. Para outra direcio, escolha I tal que k(G') = k(G).

Se k(G) = %|V(G)|, entdo segue das observagoes acima que G tem somente 2-ciclos i-coloridos.
Portanto, G = K3. O

FACOM-UFMS
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Teorema 2. Seja m um inteiro positivo e seja G # K3 um grafo ciibico conexo 3-aresta-colorido.
Se G tem m multiarestas, entio k(G) < |V(G)|+ [F]. Além disso, o limitante € preciso.

Demonstragdo. Como K3, pela proposicao 1, é o tinico grafo ciibico conexo que contém uma
aresta e com p(e) = 3, segue que G tem m arestas de multiplicidade 2. Seja |V (G)| = 2n > 2.

Seja I' um grafo 1-regular sobre V(G). Para ¢ € {1,2} seja Ej(G) = {e : e € E(G) e
wu(e) =i}, e m; = |E;(G)NT|. Como mj + mgy é o nimero de arestas em um subconjunto de T,
segue que mi + mo < n, sendo n o nimero de marcadores. Além disso, mo < m.

O grafo GY tem 2ms + mq 2-ciclos i-coloridos que cobrem 2mg + m; arestas de G. Como
todo 4-ciclo é-colorido contém precisamente duas arestas de G e cada aresta de G contém, no
méximo, um ciclo i-colorido, segue que ha, no maximo, 1(3n — (2my +my)) 4-ciclos i-coloridos.
Portanto,

k(GF) < 2mg +mq + %(Bn — (2mg +my))

= %(ml +ma) + %mg + %n < 2n+ %mQ.

Como my < m e k(G') é um inteiro, segue que k(G") < 2n+ |2] = |[V(G)|+ |%]. E como I
foi escolhido arbitrariamente, a primeira afirmagao do teorema é provada.

Para verificar o limitante do teorema 2, veja a Figura 3.4. ]

Figura 3.4: Uma escada linear, ou seja, um grafo ctibico conexo 3-aresta-colorivel G com |V (G)| =
2n = 12, arestas com cores 1 (vermelho), 2 (azul) e 3 (verde), m = 2 multiarestas, e um grafo
l-regular T' (arestas pretas) tal que k(G') = k(G) = 13 = 2n+ [ Z].

Sejam n > 2 e P, um caminho nos vértices ordenados v1,...,v, e seja P, = v{,...,v], uma
copia de P,. Seja L(n) um grafo cubico obtido de P, e P, adicionando as arestas v;v, para
i € {1,...,n} e duplicando as arestas v1v] e v,v],. Chamamos o grafo de escada linear se for
isomorfo a £(n) para um inteiro n > 2. Observe a Figura 3.4 como exemplo.

Seja G3 o grafo ctibico conexo em 4 vértices que possui multiarestas. Note que k(G3) =5 =
[V(G})|+ | % ]. Esse grafo pode ser caracterizado por sua mediana-cy.

Proposigio 3. Seja G um grafo ciibico conexo 3-aresta-colorido. Entio k(G) = 2|V (G)] se, e

4
somente se, G = G3.

Demonstracao. Seja G um grafo com 2n vértices. Segue do Teorema 2 que a quantidade de
multiarestas é igual a nimero de marcadores (m = n). Assim, as arestas de multiplicidade
2 formam um emparelhamento perfeito em G. Dessa forma, G é obtido a partir de um ciclo
uniforme dobrando toda segunda aresta. Agora, é facil observar que G% é o tnico grafo com
k(G) = 5n. A outra diregdo é trivial. O
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Problema da mediana 11

A Figura 3.5 ilustra um exemplo da proposicao 3.

(a) (b)
Figura 3.5: (a) Grafo G§ com m = n = 2. (b) Grafo G' onde k(G) = 2|V(G)| = 5.

Corolario 4. Seja G um grafo cibico conexo 3-aresta-colorido. Se |V (G)| > 4, entdo k(G) <
5
V(G|

Para grafos simples podemos provar alguns limitantes melhores. Para m € {0,2}, todos
os grafos atingem o limitante do Teorema 2. Talvez seja verdade que a familia da Figura 3.4
caracteriza os grafos com maximo k(G) e duas multiarestas. Se um grafo cibico conexo G tem
mais que duas multiarestas, entao k(G) < 2n + [F].

Seja C), um ciclo com vértices ordenados vy, ..., v, e C/, uma copia de C), para algum inteiro
n > 3. Seja Li(n) um grafo cabico obtido de C,, e C}, adicionando as arestas v;v] para i €
{1,...,n} e La(n) um grafo cibico obtido de Li(n) — {v,v1,v],v]} adicionando as arestas v,v}

e v, v1. Veja a Figura 3.6. O grafo La(n) ¢ também chamado de escada de M&bius.

// , \\ 7 , ~N
7 v v St 7 v v Soot
UgEI ________ ng ) o /::Ig
' - o '
(52 cumm S 7 2 V— 7" el
Uy Uy 7 v Uy Uy

Figura 3.6: (a) L1(n) e (b) La(n), sendo n = 4.

Chamamos o grafo de escada circular se for isomorfo ao K4 ou ao L1(n) ou La(n) para um
inteiro n > 3.

Teorema 5. Se G é um grafo cibico conexo simples 3-aresta-colorido, entao k(G) < |[V(G)|.
Além disso, k(G) = |[V(G)| se, e somente se, G € uma escada circular.

Demonstracao. A primeira parte segue do Teorema 2, sendo G um grafo simples. Se G é uma
escada circular, entdo k(G') = 2n = |V(GQ)| para T = {v;v] :i € {1,...,n}}.

Seja I' um grafo 1-regular com 2n vértices tal que k(GY) = k(G). Para j € {2,4}, seja ¢; o
ntimero de j-ciclos i-coloridos. Temos k(G') = ¢z +c¢4 = 2n. Consequentemente, ¢; = %(Bn— 2)
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e além disso, co = ¢4 = n. Dessa forma, I' é um emparelhamento perfeito de GG. Seja e € I' com
e = vw, e sejam v, Ve € wi,ws 0s outros dois vizinhos de v e w, respectivamente. As arestas vv;
e ww; nao podem ser um 2-ciclo porque G é um grafo simples e I' um emparelhamento. Assim,
cada um deles estd em um 4-ciclo i-colorido, e além disso, I' induz a um emparelhamento perfeito
em G[{v,v1,ve, w,wi, ws}]. Digamos que viwy, vowy € I'. Segue que viwy,vows € E(G), sendo
I' um emparelhamento perfeito de G. Se |V (G)| = 2n = 4, entdao G = Ky. Se |V(G)| = 2n > 4,
entdao G é isomorfo & escada circular com 2n vértices. O

A Figura 3.7 ilustra um exemplo do teorema 5.

SRS IaNEN

(a) (b)

Figura 3.7: (a) escada circular G. (b) grafo G, onde k(G) = 2n = 12, sendo n = 6.

3.4 Decomposers

Uma estratégia conhecida para construir solugdes para o problema da mediana é decompor
BG,(IT) em pequenas partes e entao identificar solugdes parciais. Essas sao posteriormente
integradas a mediana completa [15, 14, 13, 11, 1]. A seguir, fazemos o uso da notagao formal de
[15] para caracterizar tais solugoes parciais para o problema MAX-2/4-CICLOS.

Seja G = BG,(II) um grafo cubico 3-aresta-colorido e I' um grafo 1-regular sobre V(G) tais
que k(G) = k(GY). Para qualquer subgrafo induzido H de G, T' é um H-crossing se, e somente
se, contém uma aresta uv € I" tal que |[{u,v} NV (H)| = 1. Por outro lado, o subgrafo induzido H
de G é um decomposer se, e somente se, existe um grafo 1-regular I' com conjunto de vértices
V(Q) tal que k(G) = k(G") e I nao é um H-crossing. H ¢ um decomposer forte se cada grafo
I-regular ' com k(G) = k(GT) ndo é um H-crossing. Das proposicdes 1, 3 e do teorema 5 seguem
diretamente:

Corolario 6. K3, G} e toda escada linear e circular sio decomposers fortes.

Além disso, seja K3 um grafo de dois vértices conectados por duas arestas paralelas de cores
distintas.

Proposigao 7. K3 ¢ um decomposer forte.

Demonstracio. Seja K2 um subgrafo induzido de um grafo ctibico 3-aresta-colorido G =
BG,(II), {u,v} = V(K3), e u'u,v'v € G — {uv}. Observe u' # v'. Assuma por contradi-
¢do que para algum I' tal que k(G) = k(G'), wv ¢ T. Entdao v/u, v'v devem estar em T.
Existem dois casos: se v/v' € G, entao o subgrafo induzido por vértices u,u’,v,v’ compartilham
trés ciclos com T', mas quatro ciclos com I = I' — {u/u,v'v} + {uv,u'v'}. Caso contrario, o
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Problema da mediana 13

subgrafo induzido por vértices u, ', v, v’ compartilham dois ciclos com I', porém trés ciclos com
/
' =T — {vu,vv} + {uv,u'v'}. O

A Figura 3.8 ilustra um exemplo para a proposicao 7.

Figura 3.8: (a) Grafo ctibico 3-aresta-colorido G. (b) G' com k(G) =5 e (c) G com E(G)=T.
Decomposers de problemas relacionados

Ao analisar o problema MEDIANA-c4, uma questao simples é se alguns decomposers de pro-
blemas relacionados, a mediana SCJ e DCJ, também sao decomposers para MEDIANA-c4. Para
a mediana SCJ, sabe-se o seguinte:

Proposigao 8. K2 ¢ K3 sdo decomposers fortes da mediana de breakpoint de trés [11].

Além disso, é facil observar que todo componente conexo em BG,(II) é um decomposer da
mediana SCJ.

Subgrafos adequados 15| sao da familia dos decomposers da mediana DCJ: o subgrafo
H C G é um subgrafo adequado se k(H) > 3|V(G)|.

Proposicao 9. Subgrafos adequados nao sio decomposers do problema MEDIANA-cy4.

Demonstragao. Ciclos de quatro vértices vy,...,v4 sao subgrafos adequados [15]. Figura 3.9
ilustra um contra exemplo onde todas as medianas-c4 sao H-crossings para o ciclo H em destaque.
O
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! 10

(a) (b)

Figura 3.9: (a) Grafo cabico 3-aresta-colorido G com subgrafo adequado embutido destacado em
cinza e (b) grafo G com k(G) = k(G') = 15.
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Capitulo 4

Algoritmos

Neste capitulo apresentamos dois algoritmos exatos em programacao linear inteira (PLI) e
trés heuristicas combinatorias chamados Ciclos bicoloridos, Encurtamento de adjacéncias e Pon-
tuacao de arestas. Além disso, apresentamos quatro algoritmos que sao adapatacoes da heuristica
Pontuacao das arestas: Vizinhos adjacentes, Maior potencial de ciclo e menor pontuacgao, Sorteio
das arestas e Arestas 4-ciclos.

4.1 Programagao linear inteira

Nosso algoritmo exato PLI traduz a formula de minimizacdo do problema da MEDIANA-cy4
de uma maneira simples, veja o algoritmo 1.

Suponha que recebemos um conjunto de trés emparelhamentos perfeitos IT = {II;, Iy, I3}
em um grafo G. Em seguida, verificamos se uma aresta arbitraria forma um 2-ciclo i-colorido
ou se duas arestas arbitrarias formam um 4-ciclo i-colorido em G, para cada possivel aresta
conformada por um par em V(G). Finalmente, maximizamos essas quantidades para obter uma
solugao do problema MAX-2/4-CICLOS.

Algoritmo 1 PLI para computar a mediana cy

min 3n — Z Cg,i - C:;;
well; w,0€ll;
II; €11 II; €11
sujeito a Z uv = 1 VueV(Q) (R.01)
veV(G)
vFEU
3 = ™ Vr=uvell;,VII, €II (R.02)
Vo=
27 < e T lemvILen (R.03)
’ v + VY Yo=uxy
e uv € {0,1} Vu,veV(G),u#v (D.o1)
€3 € {o,1} V7 =uvell,VII e II (D.02)
T, V1 =uv
Cyi € {o,1} eI, V1L e IT (D.03)
' Vo=uxy

Impomos que uma, e somente uma, aresta na solucao é escolhida para cada possivel extremi-
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Algoritmos 16

dade u em V(QG) (restricao (R.01) e variavel binaria (D.01)). Se uma aresta m = uv do genoma
II; ¢ escolhida para as extremidades u,v € V(G), entdo a variavel binaria cf; recebe 1. Caso
contrario, ¢f,; recebe 0 (restri¢do (R.02), variavel binaria (D.02)). Além disso, se tivermos duas
arestas T = uv e o = xy em V(G) e o par de arestas distintas é escolhido para as extremidades
u,v,z,y em V(G), entdo a variavel binaria c’” recebe 1. Caso contrario, ¢’y recebe 0 (restrigao
(R.03), variavel binaria (D.03)). Finalmente, para todos os emparelhamentos II;, 1 < i < 3,
maximizamos as quantidades cj ; e CZf para todas as possiveis arestas m e o para os vértices de

V(G), o que corresponde a fungao objetivo da PLI.

Observe que temos O(n?) restricdes e varidveis binarias no algoritmo 1. A figura 4.1 mostra
um exemplo da primeira versao do algoritmo.

lh %t %h 3t 3h 475

1t 6" 6! 5h 5t 4h
(b)

Figura 4.1: (a) Emparelhamentos perfeitos I1; = {1t1% 22" 3t3h 4t4h 3t5h 6t6h}, 11, =
{102t 203t 3h4t 4h5t 5h6h 6711 e 11, = {1117, 2h6!, 6h2!, 3h5! 53t 4847} representados em um
grafo ctibico 3-aresta-colorido G. (b) Grafo G tal que T' = {1*1" 2"6t 6"2¢, 3"5t 573t 4140
contém as arestas que maximizam a quantidade de 2- e 4-ciclos em GT.

Com o objetivo de acelerar a busca pela solugao 6tima, foi proposta uma segunda versao do
algoritmo exato PLI, o qual é descrito no algoritmo 2.

Considere o grafo Ky, = (V, E). Seja II; = (V1, Ey) tal que Vi =V e d(v) = 1 para todo v
em Vj. Ou seja, IT; é um emparelhamento perfeito em Ks,. De igual modo, sejam Ily = (Va, Es)
e Iz = (V3, E3). Além disso, seja cx = 3 ;cq1 9.5y [Ei N {7}| a quantidade de 2-ciclos que a aresta
7 contém e seja Cr o = Zie{1,2,3} cy(m, 0, E;) a quantidade de 4-ciclos que as arestas distintas 7
e o contém juntas, sendo m,0 € E. Seja F' = {{m,0} :m,0 € E,7m # 0 € ¢z, > 0} um conjunto
de pares de arestas tais que m e o estdao em E e formam um 4-ciclo.
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Algoritmos 17

Algoritmo 2 Segunda versao do algoritmo exato PLI para computar a mediana cy

min 3n — g Cr Yr — E Cro Tro

ek m,0€E t#0
sujeito a Zy,r = 1 VoeV (R.01)
T~V
T = Y= } V{m, o} €F (R.02)
Lo < Yo
e Un € [0,1} VrekE (D.01)
Tro € {0,1} VmoeE rm#0o (D.02)

Estabelecemos que uma, e somente uma, aresta na solucao é escolhida para cada possivel
extremidade v em V; e se a aresta m em E é escolhida, entao a varidvel binaria y, recebe 1, caso
contrario recebe 0 (restri¢ao (R.01) e variavel binaria (D.01)). Se o par de arestas distintas 7
e o ¢ escolhido para as arestas que estao em F, entao a varidvel binaria z, recebe 1. Caso
contrario, z, , recebe 0 (restricao (R.02), variavel binaria (D.03)). Finalmente, maximizamos
a quantidade de 2- e 4-ciclos com as varidveis c; e ¢y, Tespectivamente, que correspondem a
fungao objetivo da PLI.

Uma das diferengas entre as duas versoes do algoritmo PLI esta no fato de que as escolhas
das arestas que formam 2-ciclos estao vinculadas ao contador ¢,, quando uma aresta é escolhida
para fazer parte da solugao, conformando um 2-ciclo. A outra diferenga esta na escolha dos pares
de arestas para a formagao de 4-ciclos e na varidvel ¢, ¢ verificado se o par estd em F; com
i € {1,2,3}. A restri¢ao é dividida em duas partes, pois isso acelera o processo na busca pela
solucao 6tima.

Observe que também temos O(n?) restri¢des e varidveis binérias no algoritmo 2. A figura 4.2
mostra um exemplo da segunda versao do algoritmo.
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h h h
4a L 4}1@1 de— el
1 t 2t ].t 2t lt 2t
3 4 3' 4 3' 4
2}1 3h 2h 3h 2h.\/.3h

Figura 4.2: Grafo completo Ko, sendo n = 4. Conforme as arestas em Ky, sao escolhidas, o
nimero de 2- e 4-ciclos formados com as arestas do grafo ciibico 3-aresta-colorido G é computado.

4.2 Ciclos bicoloridos induzidos

A ideia bésica do algoritmo 3 é a seguinte. Tendo um grafo ctbico 3-aresta-colorido G
representando os emparelhamentos perfeitos IT = {II;, ITs, II3} como entrada, tomamos dois dos
emparelhamentos dados II; e II; de I1,4,j € {1,2,3},i # j, e construimos um grafo induzido
H;; = G[II; UII;]. Observe que H;; é uma colegao de ciclos bicoloridos, com alternancia de
arestas i- e j-coloridas. Para cada ciclo bicolorido C' em H; ;, obtemos um conjunto de arestas que
representa uma escada linear em C', adicionamos o emparelhamento restante a H; ; e computamos
o nimero total de 2- e 4-ciclos obtido. Chamamos I'; ; o conjunto dessas arestas. Repetimos o
processo para cada par ¢,j € {1,2,3},7 # j e devolvemos o melhor dos trés.

Na linha 2 do algoritmo 3, o grafo induzido H;; ¢ construido utilizando as arestas i e j-
coloridas do grafo ciibico 3-aresta-colorido G. Em seguida, I'; ; representa a mediana dos genomas
i e j e é inicializada como um conjunto vazio de arestas. Na linha 4, cada ciclo C' é representado
por um conjunto de vértices V(C) C V(G) e, para obté-lo, ¢ usado um procedimento que visita
os vértices que nao foram visitados no grafo H;; partindo de qualquer vértice, finalizando a
visitagao no mesmo e assinalando-os como visitados.

Na linha 5, o procedimento para obter o conjunto de arestas A’ é o seguinte: para cada ciclo
C de tamanho w, uma escada linear A’ é construida a partir de uma aresta uv € C, ou seja,
A" = {uv, uyvy, ugve, usvs, . .., uv b, com I = |V (C)|/2. Na linha 6, as arestas de A’ que contém
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Algoritmo 3 Ciclos bicoloridos induzidos

Entrada: Grafo cubico 3-aresta-colorido G obtido dos emparelhamentos perfeitos em IT
Saida: Grafo 1-regular I' sobre V(G) tal que k(II,T'; ;) é méaximo para qualquer par i,j €
{1,2,3}i#j

1. para cada par i,j € {1,2,3},i # j faga

2 Construa um grafo induzido H; ; pelos genomas 11;, I1;

3: Fm‘ ~ 0

4:  para cada ciclo C em H;; faga

5 Obtenha um conjunto de arestas A’ representando uma escada linear em C' que maximize
o nimero de 2- e 4-ciclos em G

6: Fi,j — Fi,j uA

7. devolva I «— argmax{k(IL,T; ;) : 4,5 € {1,2,3},7 # j}

a maior quantidade de 2- e 4-ciclos farao parte de I'; ;. No final, apos obter os emparelhamentos
perfeitos para os trés pares de emparelhamentos perfeitos de entrada distintos, é devolvido aquele
que resulta na maior quantidade de 2- e 4-ciclos.

Algoritmo 3 pode ser implementado de tal forma que seu consumo de tempo seja O(n?) no
tamanho da representagao do grafo G. Na linha 1, o lago é executado 3 = (g) vezes e a construgao
do grafo induzido H; j consume tempo O(n). Na linha 4, o niimero méximo de ciclos é n, ou seja,
o lago é executado no maximo n vezes. Na linha 5, antes de obter o conjunto de aresta A’ que
contém o maior niimero de 2- e 4-ciclos, os seguintes procedimentos sao executados: a construgao
da escada linear partindo de uma aresta uv € C' e a contagem de 2- e 4-ciclos da escada linear
com o ciclo C juntamente com o terceiro emparelhamento Ilj, sendo k& # i # j. A construgao
da escada linear consome tempo O(V(C)) e a contagem de 2- e 4-ciclos tem tempo O(V (C)?),
ja que ha uma combinacao dos pares de arestas da escada linear para calcular a quantidade
de 4-ciclos. Ambos os procedimentos pertencem ao corpo de instrugoes de uma estrutura de
repeticao que é executada um nimero de vezes igual & metade do comprimento do ciclo C, ou
seja, tem tempo O(V(C)). Dessa forma, o tempo total de execugao do algoritmo 3 ¢ O(n?), ja
que [V(C)| = O(n).

Um exemplo ilustrando a execucao do algoritmo 3 é apresentado na figura 4.3.
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3h ot
31 ar 5t
2oh 1; 4; 6"
5t©6h

3h, 2t
3t 1t

2h 1;

== S n

(b) 8¢,y e 2¢, (c) 4cy e Tey (d)4ey e Tc,

(e) 4cy e Tey

Figura 4.3: (a) Grafo G contendo os emparelhamentos perfeitos I =
{(1h2h 2t3h 3t1t 6h5t5haR4tet) T1, = {173t 302t 201t 4h6t 651, 5041} e =
{2h3t 3h1t, 1h5t 56t 604t 472}, Grafos induzidos (b) Hia, (c) His e (d) Hajs contendo
as arestas candidatas & mediana c¢4. (e) O candidato que contém o numero maximo de 2- e
4-ciclos é T' = {174t 4M1t 65t 573t 372t 276!} o qual é a solugdo 6tima.

4.3 Encurtamento de adjacéncias

Dado um grafo cubico 3-aresta-colorido G representando os emparelhamentos perfeitos IT =
{II;, 11,113}, o encurtamento de adjacéncias é uma estratégia gulosa que encontra um grafo
1-regular I' sobre V(G).

Seja G um grafo com 2n vértices e 3n arestas. Sejam u,v vértices de V(G) e uv € E(G).
Sejam u; e v; vértices em V(G) tais que u; # v;, € uu; e vv; sdo arestas i-coloridas.

Para cada cor i € {1,2,3}, seja G’ := G + u;v; — {uv, uu;,vv;}. Chamamos a aresta uv de
adjacéncia encurtada em G. O processo de encurtar remove trés a seis arestas e adiciona zero
a trés arestas em G’, dependendo de quantas arestas com extremidades u e v existem em G.
Dessa forma, o numero de arestas em G’ ¢ 3n — 3, ou seja, G’ ¢ um grafo ctbico 3-aresta-colorido
j& que a cada aresta encurtada, as arestas incidentes & u e v serdo removidas e adicionadas a
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u; e v;, fazendo com que cada vértice em V(G’) seja incidente a trés arestas. O algoritmo 3
implementa recursivamente essa ideia.

Algoritmo 4 Encurtamento de adjacéncias

Entrada: Grafo cubico 3-aresta-colorido G obtido dos emparelhamentos perfeitos em IT
Saida: Grafo 1-regular I' sobre V(G) contendo as arestas escolhidas pelo critério do ciclo mais
curto

enquanto existir aresta em G faga

Escolha aresta uv € E(G) de acordo com o critério do ciclo mais curto

Sejam u; e v; os vértices em V(G) tais que u; # vj, € vv; e uu; sdo arestas i-coloridas
: devolva wv mais o resultado da chamada recursiva do encurtamento de adjacéncias para
G + u;v; — uv

oW e

Critério do ciclo mais curto

Para h > 1, seja G um grafo cubico 3-aresta-colorido da h-ésima chamada recursiva do
algoritmo 4. Note que cada aresta no grafo ciibico 3-aresta-colorido pertence a exatamente dois
ciclos bicoloridos. Considere a quadrupla vl(e),rl(e),sh(e),lg(e), para cada aresta e = uv €
E(Gp) tal que vl(e) € {0,1} denota o valor de contribuicdo da aresta e; rl(e) = verdadeiro
denota que a aresta esta em G, e rl(e) = falso caso contrario; e sh(e) e lg(e) sao os comprimentos
de dois ciclos bicoloridos mais curto e mais longo, respectivamente, que contém a aresta e, com

sh(e) < lg(e).

Inicialmente, no grafo G = G1, vl(e) = 1 e rl(e) = verdadeiro para cada aresta e € E(G).
O algoritmo 4 escolhe uma aresta i-colorida e € F(G},) de acordo com o seguinte. Suponha que
e = uv e u;, v; SAo vértices tais que u; # v;, €, = uu; € e, = Vv; sao arestas i-coloridas. Quando os
vértices u e v sao removidos de GG, entdo, para cada 7, definimos uma aresta i-colorida e; = u;v;,
e fazemos rl(e;) = falso e vl(e;) = 1 se rl(vv;) = rl(uu;) = verdadeiro. Caso contrario, vl(e;) = 0.
Note que a remocgao da aresta uv implica que a quadrupla de todas as arestas restantes, de ciclos
aos quais essas arestas pertencem, deverao ser atualizadas. Isto significa que, em cada chamada
recursiva, O(n) arestas devem ter seus atributos atualizados.

Considerando a quadrupla vl(e),rl(e),sh(e),lg(e), definimos uma ordem total < no conjunto
das arestas de GGj,. Dadas duas arestas e; e eg, dizemos que e; < eg se, e somente se, uma das
condicoes a seguir é satisfeita:
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I
—
—
—~
D
N
~
w0
=
—~
3y
—
S~—
A
0
=
—~
D
N
~—
[}
==t

4. vl(e1) = vl(ea),rl(e1) =rl(e2),sh(e1) = sh(ea) e lg(e1) < lg(ea).

Dizemos que e € E(G}p) é uma aresta 6tima para o critério do ciclo mais curto se e < g
para cada g € E(G},). Em cada chamada recursiva do algoritmo 4, uma aresta 6tima ¢ escolhida.

Finalmente observe que, em cada chamada recursiva, temos de encontrar uma aresta e = uv
de acordo com o critério do ciclo mais curto, o que consome tempo O(n), e temos que remover
u e v de Gp, o que consome tempo O(1). Entdo, temos que atualizar a quadrupla de todas as
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arestas em ciclos envolvidos nesta operacao e isso pode ser realizado em tempo O(n). Assim, o
algoritmo 4 consome tempo O(n) em cada chamada recursiva e, portanto, seu tempo de execugao

& O(n?).

Um exemplo mostrando a execugao do algoritmo 4 é apresentado na figura 4.4.

lt 4h 5 ll 5
1" 1"

2h 3 2h
(b) (c) (
oh 3 1" 4 2h 3 1" 4

4cy e 2¢y 2cy e ¢y

(¢) (f)

Figura 4.4: (a) Um grafo G e seus emparelhamentos perfeitos IT; = {2"3¢ 372t 1h4f 4h18} T, =
{172t 2P 1t 403t 3P4tY e 115 = {371F, 173t 274" 412!}, De acordo com os critérios, as arestas (b)
3M4t, (c) 3t4" (d) 1'2" e (e) 1"2¢ foram encurtadas, resultando em I' = {172t 271t 3h4t 473t
No entanto, para este exemplo, a solugio 6tima & I'* = {2747 4!2¢ 173" 311!} que contabiliza 7
ciclos.

4.4 Pontuacao das arestas

Seja G um grafo cubico 3-aresta-colorido com 2n vértices representando o conjunto de empa-
relhamentos perfeitos IT = {II;, 113, II3}. Uma aresta e € G é confiavel se a multiplicidade da
aresta e é maior ou igual a dois (u(e) > 2). Seja R o conjunto de arestas confiaveis.

Seja I um grafo 1-regular sobre V(G). Defina a pontuagao s de uma aresta uv em I’
como s(uv) =t + %f, onde t é o namero de 2-ciclos i-coloridos que uwv estd contida e f é o
namero de 4-ciclos i-coloridos que uv esté contida, com i € {1,2,3}. Note que 0 < t+ f < 3.
Seja s(T') := Y ,er S(uv) e observe que s(I') = k(G"). As duas arestas em I' de um 4-ciclo i-
colorido em G!' sdo chamadas de arestas irmas. A figura 4.5(b) mostra G*' tal que s(1'1") = 3,
s(212") = 2 e s(3"5M) = 5(314") = s(4"5") = 2.

Em seguida, para cada uv em I', defina seu potencial de ciclo A em G' como A(uv) =
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Figura 4.5: (

2)
e 15 = {(1),(25

aresta e

1"
2!k
3h5h
3'4!
qh5!
Total

Grafo G representando os genomas II; = {(1 2),

4),(3)}. (b) Grafo G, sendo I = {(1), (2), (3

5h

3h
(b)

s(e)

2.5
1.5
2.0
2.0
2.5
10.5

4t

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

)5}4)}> Iy = {(1),(235),(4)}

3 (1(uv)+3) —s(uv). O potencial de ciclo A(uv) de uma aresta uv em I representa a possibilidade
de envolvimento de uv em outros 2- e 4-ciclos em G'. Referindo-se novamente a G na figura 4.5

(b), todas as arestas uv em I' tém A(uv) = 0.

O algoritmo 5 inicia escolhendo arestas confidveis e arestas restantes aleatérias para fazer

parte da solucdo inicial, obtendo o grafo 1-regular I' sobre V(G). Em seguida, é computada a
pontuacao e o potencial de ciclo para cada aresta em I'. O proximo passo é tentar incrementar a
pontuacgao das arestas e decrementar o potencial de ciclo de um pequeno subconjunto de arestas,
através de alteragoes locais.

Seja wv uma aresta em I' tal que A(uv) > 0. Para i € {1,2,3}, ha pelo menos um par de
arestas i-coloridas em G, digamos uu; e vy, tal que ujv; ¢ I'. Como I' é um emparelhamento
perfeito, uy e vy sdo vértices saturados e sejam ujuo e vive as arestas em I'. Agora, o algoritmo
remove uiug,v1ve € adiciona ujvi, usvy em I' e a pontuacao e o potencial de ciclo da aresta uv
devem ser alterados. Adicionalmente, a pontuacao e o potencial de ciclo das novas arestas ujvy
e usvo devem ser computados.

O algoritmo executa essa operacao se, e somente se, ujug € v1v2 nao sao arestas confibveis.
O processo se repete enquanto a soma das pontuagoes de todas as arestas aumenta de um passo
para o outro e ha uma aresta com potencial de ciclo positivo.
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Algoritmo 5 Pontuacao das arestas

Entrada: Grafo cibico 3-aresta-colorido G obtido dos emparelhamentos perfeitos em IT
Saida: Grafo 1-regular I' sobre V(G) tal que s(I') é maximo considerando fixas as arestas con-
fiaveis
1: Seja R o conjunto das arestas confiaveis GG
: Seja I' um emparelhamento perfeito em G formado por R e arestas restantes de G' de forma
arbitraria
: Compute s(uv), A(uv) para cada aresta uv em I’
se existe alguma aresta uv em I tal que A(uv) > 0 entao
Sejam wui,vvy arestas i-coloridas, ujvy € T, i € {1,2, 3}
Sejam ujug,v1ve arestas em I’
se ujug, v1vy ¢ R entao
=T+ {ulvl,uQvg} — {ul’U,Q,’Uﬂ}Q}
Atualize s(uv), A(uv)
10: Atualize s,\ para arestas irmas de wujug,v1v2,U1v1,U2V2
11: Compute s(ujvi), A(u1v1) e s(ugv2), A(uzv2)
12: Repita as linhas 4-11 enquanto s(I') pode ser incrementado sem remover as arestas em R
13: devolva I

[\

Observe que a busca na linha 4, para cada aresta em G, consome tempo O(n) e cada linha de
5 a 11 pode ser executada em tempo constante. Além disso, s(I') pode ser incrementado O(n)
vezes, o que significa que o tempo de execugio do algoritmo 5 é O(n?).

Um exemplo mostrando a execugao do algoritmo 5 é apresentado na figura 4.6.
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L')h
1t
5h 5h 5t 5h
3h 3
2t 2h lt
4t 4 g
(b) (c)
arestae s(e) Ae) arestae s(e) A(e) arestae s(e) A(e)
1'5" 1.5 0.5 1'5" 1.5 05 1'4' 2.0 0.0
3hy 1.5 0.5 3hy! 1.5 05 3hsh 2.0 0.0
24k 1.0 1.0 24k 1.5 0.5 3'5! 2.0 0.0
2h3t 1.0 1.0 1Mk 2.0 0.0 12" 2.0 0.0
15t 1.0 1.0 3'5 1.5 0.5 24t 2.0 0.0
Total 5.0 4.0 Total 3.0 2.0 Total 10.0 0.0

Figura 4.6: (a) Dado um grafo G representado pelos emparelhamentos perfeitos II; =
{1h5t 5h1t 3hat 4Rt 2030V TI, — {3h5h, 513t 2t2h1hgh 4t18) o 11, = {1h2h2t1t, 4140 33D 5t5hY.
(b) Como nao hé arestas confiaveis, as arestas do emparelhamento II; sao escolhidas como
solugdo inicial. As arestas 2'4" (c) e 3'5' (d) sdo escolhidas e a solugdo devolvida ¢ T' =
{1720 2t4h 481t 3h50 5131} o qual é a solugdo Gtima.

4.4.1 Versoes da pontuagao das arestas

Na tentativa de encontrar mais ciclos e, consequentente, obter solugoes mais préximas das
solugbes Otimas, foram acrescidas restrigoes nas operagoes do algoritmo 5, visando o aperfeicoa-
mento da heuristica. Todas as versoes apresentadas a seguir contém uma restricdo em comum:
se existe uma aresta uv € E(G) tal que p(uv) = 2, entao a aresta ujv; fara parte da solugao se
uiv1 € E(G). Essa restricio consome tempo O(n?), pois percorre as 3n arestas de G e verifica
se ujv; € E(G).
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Vizinhos adjacentes

A ideia desta versdo é a seguinte. Dado um grafo ciibico 3-aresta-colorido G representando o
conjunto de emparelhamentos perfeitos IT = {IIy,IIs, I3}, a heuristica inicia fixando as arestas
confidveis R como parte da solugdo. Além disso, fixa as arestas que se encontram na seguinte
condigao: se uma aresta uv € G tem vizinhos que sao adjacentes entre si, ou seja, {uuy,vv} e
{uug,vva} e as adjacéncias ujvy, ugve € E(G), entdo as arestas uv, ujvy e ugvy fardo parte da
solugdo. Em seguida, o algoritmo escolhe as arestas restantes aleatoriamente para fazer parte
da solucao inicial. Apods a construgao da solugao inicial, o algoritmo prossegue incrementando a
pontuacao das arestas, enquanto o potencial de ciclo das mesmas é maior que 0.

Algoritmo 6 Pontuagao das arestas (vizinhos adjacentes)

Entrada: Grafo ciibico 3-aresta-colorido GG obtido dos emparelhamentos perfeitos em I

Saida: Grafo 1-regular I" sobre V(G) tal que s(I') ¢ maximo considerando fixas as arestas con-
fidveis

: Seja R o conjunto das arestas confidveis G

: Seja A o conjunto das arestas vizinhas das arestas em R e adjacentes entre si

R+~ RUA

: Seja I' um emparelhamento perfeito em G formado por R e arestas restantes de G de forma
arbitraria

[ N R

5. Compute s(uv), A(uv) para cada aresta uv em I'

6: se existe alguma aresta uv em I' tal que A(uv) > 0 entao
7. Sejam wuj,vv; arestas i-coloridas, ujvy ¢ I, i € {1,2,3}
8  Sejam ujus,vivs arestas em I

9:  se ujuz,v1v2 ¢ R entao

10: I'=Ir+ {uwl, UQUQ} — {uluQ, 1)11)2}

11: Atualize s(uv), AM(uv)

12: Atualize s,\ para arestas irmas de wujug,v1v2,U101,U2V2
13: Compute s(ujvi), A(u1v1) e s(ugv2), A(ugv2)

14: Repita as linhas 4-11 enquanto s(I') pode ser incrementado sem remover as arestas em R
15: devolva I'

O algoritmo nesta versdo tem tempo de execugdo O(n?), sendo 2n o nimero de vértices do
grafo de entrada G. Na linha 2, o procedimento de fixar as arestas de acordo com a condigdo
consome tempo O(n?), pois percorre todas as 3n arestas e cada verificacdo tem tempo O(n).

Um exemplo mostrando esta versao é apresentado na figura 4.7.
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1h 2t 3l 4!
It oh 3" qh
7h 75h
5:‘
t 6h 6r
(d)
arestae s(e) A(e) arestae s(e) A(e)
't 2.0 0.0 '™ 2.0 0.0
2'h 1.5 0.5 22" 2.0 0.0
3'3h 1.5 0.5 33" 2.0 0.0
4'4" 1.0 1.0 417 1.0 0.5
5t5h 1.0 1.0 46 1.0 0.5
67! 2.5 0.0 5158 2.0 0.5
6'7" 0.5 1.0 o7t 2.0 0.5
Total 10.0 4.0 Total 12.0 2.0

Figura 4.7: (a) Emparelhamentos perfeitos IT; = {172t 271, 3t3h 4t4h 5t5h 6t6h 7t7h}, 11, =
{117, 2t2h 4h5t 5het M7t Th3M 3141} e = {6h7t, 7h5t 5h4t 4hot ohgt 1730 3t1TY. (b) As
arestas vizinhas 1¢17,22" e 3'3" sdo fixadas juntamente com a aresta confidvel 6"7. (c) A
solucéo inicial é completada com as arestas 4t4" 5t50 ¢ 617" (d) A aresta 3t3" & escolhida para
aumentar a pontuacio resultando em I' = {1t1",2t2" 3t3h 4h6t 67t 774t 5t5") ) o qual é uma
solucao 6tima.

Sorteio das arestas

A ideia desta vers@o da heuristica é a seguinte. Dado um grafo ctibico 3-aresta-colorido G
representando o conjunto de emparelhamentos perfeitos IT = {II;, I3, I3}, o algoritmo inicia
fixando as arestas confidveis R como parte da solugao. Em seguida, completa o conjunto de
arestas I' sorteando as arestas restantes pertencentes a GG. O sorteio é feito da seguinte forma:
Seja S = {uv : wv € E(G) —I'} o conjunto das arestas restantes. A cada embaralhamento
do conjunto S, uma aresta uv € S com u,v ¢ V(I') é selecionada para fazer parte da solugao
inicial. Apods o sorteio das arestas restantes e formado o conjunto de arestas da solucédo inicial, o
algoritmo computa as pontuacgoes e potenciais de ciclos de cada aresta uv € T' e tenta aumentar
a pontuacao do conjunto. enquanto ha arestas uv com A(uv) > 0.

FACOM-UFMS



Algoritmos 28

Algoritmo 7 Pontuagao das arestas (Sorteio das arestas)

Entrada: Grafo ctubico 3-aresta-colorido G obtido dos emparelhamentos perfeitos em IT

Saida: Grafo 1-regular I' sobre V(G) tal que s(I') ¢ maximo considerando fixas as arestas con-
fiaveis

: Seja R o conjunto das arestas confidveis G

'R

: S+ {ww:w € E(G) - T}

: Embaralhe S e selecione uv € S, tal que u,v ¢ V(') e faca I' «— I' + {uv} até se tornar um
emparelhamento perfeito em GG

: Compute s(uv), A(uv) para cada aresta uv em I’

: se existe alguma aresta uv em I' tal que A(uv) > 0 entao

Sejam wui,vvy arestas i-coloridas, ujvy € T, i € {1,2, 3}

Sejam ujug,vivy arestas em I’

se ujug, v1vy ¢ R entao

10: =T+ {ulvl, 'LLQUQ} — {U1UQ, 1)1'02}

11: Atualize s(uv), A(uv)

12: Atualize s,\ para arestas irmas de wujug,v1v2,U101,U2V2

13: Compute s(ujvi), A(u1v1) e s(ugv2), A(uzv2)

14: Repita as linhas 4-11 enquanto s(I') pode ser incrementado sem remover as arestas em R

15: devolva I’

AW N

© »®» > x

Na linha 5, o procedimento de embaralhar e selecionar o subconjunto tem tempo de execucao
O(n). O algoritmo nesta versdo consome tempo O(n?). Veja a figura 4.8 para um exemplo.

Maior potencial de ciclo, menor pontuagao

A ideia desta vers@o da heuristica é a seguinte. Dado um grafo ctbico 3-aresta-colorido G
representando o conjunto de emparelhamentos perfeitos IT = {II;, I3, I3}, o algoritmo inicia
fixando as arestas confidveis R e completa o conjunto de arestas da mediana I' com arestas
restantes aleatorias, formando a solugdo inicial. Para aumentar a pontuacdo das arestas, o
algoritmo escolhe a aresta uv € I' tal que a aresta uv tem o menor potencial de ciclo, com
A(uv) > 0, e maior pontuagao.
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2t 4t 3h 1t

2t 4t 3h 1t 2t 4t 3h 1t 2t

— ———= —

I e

(b) (c) (d) 2¢y € 5¢y

arestae s(e) A(e) arestae s(e) A(e) arestae s(e) A(e)

"2 1.0 1.0 1"2" 1.0 05 ' 1.5 0.0

2h3h 0.5 1.0 'Y 15 0.5 3t 2.0 0.0

34" 1.0 1.0 34" 2.0 0.0 34" 2.0 0.0

14 15 05 23" 15 0.5 "2 1.5 0.0

Total 4.0 3.5 Total 6.0 1.5 Total 7.0 0.0
Figura 4.8: (a) Emparelhamentos perfeitos II; = {174k 4t1t 302t 2h38Y 11, —
{102t 2h1t 34t 4731) e 115 = {173F,371F, 204" 4821} (b) As arestas sorteadas 172¢, 23" 34"

e 4'1! formam a solucdo inicial. As arestas 34" (c) e 1"2" (d) sdo escolhidas para aumentar a
pontuacio resultando na mediana I' = {172", 2¢1t, 374t 4"3!} que é uma solucdo 6tima.

Algoritmo 8 Pontuagao das arestas (Maior potencial de ciclo, menor pontuagao)

Entrada: Grafo ciibico 3-aresta-colorido G obtido dos emparelhamentos perfeitos em I
Saida: Grafo 1-regular I" sobre V(G) tal que s(I") ¢ maximo considerando fixas as arestas con-
fidveis
1: Seja R o conjunto das arestas confiaveis G
Seja I' um emparelhamento perfeito em G formado por R e arestas restantes de G de forma
arbitraria
Compute s(uv), A(uv) para cada aresta uv em I’
se existe alguma aresta uv em I' tal que A(uv) > 0 entao
Escolha uma aresta uv que tem o menor potencial de ciclo e maior pontuagao
Sejam uuq,vv; arestas i-coloridas, ujvy ¢ I, ¢ € {1,2,3}
Sejam ujug,v1ve arestas em I’
se ujug, v1vy ¢ R entao
=T+ {ul’l}l,UQUQ} — {U1U2,’U1U2}
10: Atualize s(uv), A(uv)
11: Atualize s,\ para arestas irmas de wujug,v1v2,u1v1,U2V2
12: Compute s(ujvi), A(u1v1) e s(ugv2), A(uzv2)
13: Repita as linhas 4-11 enquanto s(I') pode ser incrementado sem remover as arestas em R
14: devolva I’

.‘\.3
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Na linha 5, o procedimento para selecionar a aresta que tem o maior potencial de ciclo e a
menor pontuacao tem tempo O(n). A inclusdo dessa restrigao nao altera o tempo do algoritmo

O(n?).

Um exemplo mostrando esta versao é apresentado na figura 4.9.

32
3t 1t 4h 5h
oh 1; 1 !
5t©-6h
(a)
h t h t
=2 =2
31t 4h  5h 3 1t
oh 1k U O o 1;
5@6h 51@6/1
(b) (c) (d)
arestae s(e) A(e) arestae s(e) A(e) arestae s(e) A(e)
23" 25 0.0 23" 2.0 0.5 23" 25 0.0
4" 0.5 1.0 56" 2.0 0.5 56" 2.5 0.0
" 05 1.0 " 1.0 0.5 4" 1.5 0.0
5%6" 2.5 0.0 2k3t 2.0 0.0 2" 1.5 0.0
56 1.0 1.0 44t 1.0 0.5 " 15 0.0
ot 1.0 1.0 5t 2.0 0.0 35" 1.5 0.0
Total 8.0 4.0 Total 10.0 2.0 Total 11.0 0.0

Figura 4.9: (a) Emparelhamentos perfeitos I11; = {3"2¢ 2R1h 1!3t 4750 5t6h 6t4)) 11, =
{103t 32t 2h1t 4h6t 6h5t 5041} e — {1h5t 56, 64t 472t 2h3t 37111 (b) Solugdo ini-
cial T' = {174t 4h1t 5h6t 675 273 37211 (c) Escolhendo 576! ou 2"3! resulta na pontuacio
s(T') = 10. (d) Escolhendo a aresta 1'4" ou 174! resulta na pontuacio s(I') = 11, e a solugao &
I'={(14),(3265)}, que é uma solugao 6tima.

Arestas 4-ciclos

Nesta versao, o algoritmo tem a seguinte ideia. Dado um grafo ctbico 3-aresta-colorido G
representando o conjunto de emparelhamentos perfeitos IT = {II;, Iy, II3}, a heuristica, além de
fixar as arestas confidveis R, fixa arestas que formam 4-ciclos, ou seja, se uv € E(G) (com as
suas adjacéncias uuj e vv1) e uv; € E(G), entdo as arestas uv e ujvy fardo parte da solugao
juntamente com as arestas confiaveis R.
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Algoritmo 9 Pontuagao das arestas (Arestas 4-ciclos)

Entrada: Grafo ctubico 3-aresta-colorido G obtido dos emparelhamentos perfeitos em IT
Saida: Grafo 1-regular I' sobre V(G) tal que s(I') ¢ maximo considerando fixas as arestas con-
fidveis e arestas que conformam 4-ciclos

: Seja R o conjunto das arestas confidveis G

: Seja C o conjunto das arestas que formam 4-ciclos

: R+ RUC

: Seja I' um emparelhamento perfeito em G formado por R e arestas restantes de G' de forma

[ I N R

arbitraria
: Compute s(uv), A(uv) para cada aresta uv em I’
se existe alguma aresta uv em I' tal que A(uv) > 0 entao
Sejam wui,vvy arestas i-coloridas, ujvy € T, i € {1,2, 3}
Sejam ujug, vivy arestas em I’
se ujug, v1v2 ¢ R entao
10: =T+ {ulvl, 'LLQUQ} — {U1UQ, 1)1'02}
11: Atualize s(uv), A(uv)
12: Atualize s,\ para arestas irmas de wujug,v1v2,U101,U2V2
13: Compute s(ujvi), A(u1v1) e s(ugv2), A(uav2)
14: Repita as linhas 4-11 enquanto s(I') pode ser incrementado sem remover as arestas em R
15: devolva I’

Na linha 2, o procedimento de escolher as arestas que formam 4-ciclos tem tempo O(n?),
pois o consumo de tempo para percorrer as arestas de G e verificar a existéncia de 4-ciclos é
O(n). Portanto, o tempo de execucio do algoritmo nesta versao ¢ O(n?). Veja um exemplo do
algoritmo 9 na figura 4.10.
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arestae s(e) A(e)
"2 2.0 0.0
33" 15 0.5
16" 2.0 0.5
5%t 0.5 1.0
4"t 2.0 0.5
2hgt 2.0 0.5

Total 10.0 3.0

Figura 4.10: (a) Emparelhamentos perfeitos 11; = {173 372t 2h5t 5h4t 4h6h 6011} T, =
{2h4t 45t 5h6t 603t 301, 1721} e — {3t3h, 2h4t 4h5t 52t 1heh 611t} (b) Além de fixar
as arestas confiaveis 4"5¢ 2P4t e 16!, também sdo fixadas as arestas que formam 4-ciclos:
{172t 33"}, (c) A solucdo inicial é completada com a adi¢io da aresta 5"6" e, consequente-
mente, a mediana ¢ T' = {172t 274?475t 506" 611, 313"}, que & uma solucdo 6tima.
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Capitulo 5

Experimentos

Apos ter apresentado os algortitmos exatos e heuristicas combinatoérias, realizamos experi-
mentos com os algoritmos propostos, fizemos uma anéalise do desempenho e verificamos alguns
pontos que poderao ser ajustados visando melhorias nas solugoes das instancias do problema.

Simulamos multiplos genomas a fim de (i) tragar os limites onde os nossos PLIs (algoritmos 1
e 2) podem funcionar em tempo razoavel enquanto fornece uma precisao aceitavel, e (ii) avaliar
a qualidade e o tempo de execugao das heuristicas (algoritmos 3, 4 e 5) incluindo as versoes da
pontuagao das arestas (algoritmos 6, 7, 8 e 9). Os experimentos foram realizados utilizando a
memoria da CPU com frequéncia de 3.60GHz. Implementamos as heuristicas em Python 3 e foi
usado o Gurobi 9.0.2 como solver da PLI com 8 cores e o tempo limite de 1 hora.

5.1 Programacao linear inteira

Dado o genoma raiz com n marcadores, o trio descendente é o conjunto de trés genomas,
cada um gerado pela simulagao de {g; X k operagoes DCJ aleatorios independentes no genoma
raiz, sendo k a porcentagem do tamanho n do genoma raiz.

Primeiro, geramos genomas raiz com 50, 100, 150, . .., 500 marcadores distribuidos em vérios
cromossomos circulares e, em seguida, para cada genoma raiz, quatro trios descendentes variando
k em {10, 15, 20, 25}. Para este conjunto de dados, o algoritmo 2 encontra solu¢oes mais
rapidamente que o algoritmo 1 (veja a Figura 5.1).

Ao utilizar o solver, no comando de execugdo, além de especificar o pardmetro de tempo
limite, escolhemos o método concorrente ndo deterministico (method = 3). O método utiliza so-
lucionadores em vérios encadeamentos simultaneamente e escolhem aquele que termina primeiro.
A inclusao deste método faz o solver ser rapido [12], pois é um otimizador simultaneo. O limite
de tempo parece depender mais do nimero de DCJs usados para gerar os trios que do tamanho
de genomas, pois o solver gasta o tempo de 1 hora para o algoritmo 1 com o valor de k = 25.
No entanto, para o algoritmo 2, o solver nao excede o tempo limite ao encontrar solugoes para
este conjunto de dados.
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Figura 5.1: Tempo de execugao do solver da PLI em minutos para miltiplos tamanhos de
genomas e k valores.

Com o objetivo de avaliar o desempenho do algoritmo 2 para grandes genomas, geramos geno-
mas raiz com 1000, 1100, 1200, . . ., 2000 marcadores distribuidos em varios cromossomos circula-
res e, em seguida, para cada genoma raiz, quatro trios descendentes variando k em {10, 15, 20, 25}.
No comando de execugao do solver, modificamos o tempo limite de 1 hora para 10 horas, mas
mantivemos o parametro método com o valor 3 (method = 3). Para este conjunto de dados, o
solver excede o tempo limite para genomas com n > 1100 marcadores quando k = 25 (veja a
Figura 5.2).
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Figura 5.2: Tempo de execugao do solver para multiplos genomas com 1000 < n < 2000 marca-
dores e k valores.

5.2 Heuristicas

Em segundo lugar, a fim de estressar as heuristicas e avaliar o seu desempenho, simulamos
conjuntos de dados com grandes genomas, de 1.000 a 10.000 marcadores e k = 25. A Figura 5.3
mostra o tempo de execucgao e as distdncias-c4 para os algoritmos Ciclos bicoloridos, Encurta-
mento de adjacéncias e Pontuagao de arestas. A heuristica Pontuagao das arestas sempre devolve
as menores distancias-c4, seguido do algoritmo Encurtamento de adjacéncias com a diferenca de
0.71%, em média.
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Figura 5.3: Para multiplos genomas e k = 25, (a) tempo da execugao das heuristicas em minutos
e (b) distancias-c4 dadas pelas heuristicas.

Avaliamos também as versoes da heuristica pontuagao das arestas, a quais sao os Vizinhos
adjacentes, maior potencial de ciclo e menor pontuagao, sorteio das arestas e arestas 4-ciclos.
A Figura 5.4 mostra o tempo de execugao e as distdncias-c4. Para o mesmo conjunto de dados
utilizados no experimento acima, o algoritmo Vizinhos adjacentes sempre devolve as menores
distancias-c4, seguido do algoritmo Maior potencial de ciclo e menor pontuacao com a diferenca
de 0.2%, em média.
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Figura 5.4: Avaliacdo de (a) tempo de execucao e (b) distancias-c4 dos algoritmos Vizinhos

adjacentes, Maior potencial de ciclo e menor pontuagao, sorteio das arestas e arestas 4-ciclos
para multiplos tamanhos de genomas e k = 25.
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5.2.1 Combinacao das heuristicas

Realizamos experimentos com a combinagao das trés heuristicas (Ciclos bicoloridos, Encur-
tamento de adjacéncias e Pontuagao de arestas) no mesmo conjunto de dados. Primeiramente,
juntamos o Ciclos bicoloridos com o Pontuagao de arestas e depois Encurtamento de adjacéncias
com Pontuagao de arestas. O resultado do primeiro algoritmo é usado como entrada de solugao
inicial no segundo algoritmo. A Figura 5.5 mostra a comparagao dos resultados entre essas duas
combinagoes. A combinagao do Encurtamento de adjacéncias com Pontuagédo de arestas termina
mais rapidamente e devolve menores distancias-c4 com a diferenca de 3.74% em média.

—— Ciclos bicoloridos + Pontuagéo de arestas
—— Encurtamento de adjacéncias + Pontuagao de arestas
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Figura 5.5: Comparagao de (a) tempo de execugao e (b) distancia-c4 das combinagoes das heu-
risticas: Ciclos bicoloridos, Encurtamento de adjacéncias e Pontuagdo de arestas.

Ao compararmos os resultados entre a combinac¢ao dos algoritmos Encurtamento de adja-
céncias e Pontuagao de arestas com os algoritmos Pontuagao de arestas e Vizinhos adjacentes,
vemos que o algoritmo Vizinhos adjacentes devolve as menores distancias-c4 seguido do algoritmo
Pontuagao das arestas com a mesma diferenga de 0.3% em média (veja a Figura 5.6).
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Figura 5.6: Comparagao de (a) tempo de execugao e (b) distancia-c4 dos trés principais algorit-
mos.
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5.3 Heuristicas e PLI

Apos realizar os experimentos com as heuristicas e algoritmos exatos, comparamos as
distancias-c4 devolvidas pelas heuristicas com as disténcias-c4 6timas obtidas pelo PLI. A com-
paracao foi feita com o mesmo conjunto de dados utilizados na primeira parte dos experimentos,
sendo o nimero de marcadores é de 50 a 500 com k = 25.

Primeiramente, realizamos as comparagoes dos resultados obtidos pelas trés primeiras heu-
risticas (Ciclos bicoloridos, Encurtamento de adjacéncias e Pontuagdo das arestas) com as
distancias-c4 6timas. A Figura 5.7 mostra que a heuristica Pontuagdo das arestas devolve
distancias-c¢4 mais proximas das otimas com a diferenca de 2.8% em média. Em seguida, as
heuristicas Encurtamento de adjacéncias e Ciclos bicoloridos tém, respectivamente, as diferengas
de 5.5% e 15.9% em média em relacao as distancias-c4 6timas.

—— Ciclos bicoloridos
—— Encurtamento de adjacéncias
—— Pontuacao das arestas

PLI
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Figura 5.7: Distancias-c4 obtidas pelas heuristicas Ciclos bicoloridos, Encurtamento de adjacén-
cias, Pontuagao das arestas e pelo PLI, com k = 25.

Em seguida, foi realizado a comparacao das distancias-c4 obtidas pelas versées da Pontuagao
das arestas (Vizinhos adjacentes, Sorteio de arestas, Maior potencial de ciclo e menor pontuagao
e Arestas 4-ciclos) com as distancias-c4 Otimas obtidas pelo PLI. A Figura 5.8 mostra que a
heuristica Vizinhos adjacentes devolve distancias-c4 mais proximas das 6timas com média de
2.5% de diferenca, seguida das heuristicas Maior potencial de ciclo e menor pontuagao, Sorteio
de arestas e Arestas 4-ciclos com as diferencas, respectivamente, de 3%, 3.4% e 4% em média.
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Figura 5.8: Distancias-c4 obtidas pelas heuristicas Vizinhos adjacentes, Sorteio de arestas, Maior
potencial de ciclo e menor pontuacao, Arestas 4-ciclos e pelo PLI, com k = 25.

Por fim, realizamos a comparacao das distancias-c4 obtidas pelas combinagoes entre heuris-
ticas Ciclos bicoloridos, Pontuagao das arestas e Encurtamento de adjacéncias com o algoritmo
PLI. A Figura 5.9 mostra que a combinagdo Encurtamento de adjacéncias e Pontuagdo das
arestas devolvem distancias-c4 mais proximas das Otimas, a diferenca é de 3.6% em média. A
combinagao das heuristicas Ciclos bicoloridos e Pontuagao das arestas devolvem distancias-cy4
com a diferenca de 10.2% em média em relagao as 6timas.
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Figura 5.9: Distancias-c4 obtidas pelas combinagoes das heuristicas entre Ciclos bicoloridos,
Encurtamento de adjacéncias e Pontuagao das arestas e pelo PLI, com k = 25.

5.4 Consideracoes sobre os experimentos

A segunda versao em PLI encontra solugoes 6timas para o problema da MEDIANA-c4 mais
rapidamente que a primeira versao. Uma explicagao sobre o solver exceder o tempo limite e,
consequentemente, nao encontrar a solugao 6tima esté no fato de que, quando o trio descendente
é gerado com k > 25 operagoes DCJs, ha uma mudanca de fase, ou seja, assumir parcimoénia faz
com que o valor da real distancia de cada genoma descendente para o genoma raiz seja maior
que o nimero de operagoes DCJs. Isso faz com que a probabilidade de encontrar a mediana DCJ
seja muito baixa [9].

Outro ponto importante a observar sobre os algoritmos exatos PLI é que a nao especificagao
do método nos parametros do solver para o conjunto de dados com n <= 400 marcadores, o solver
atribui method = 1, o qual utiliza o algoritmo primal simplex, encontrando solugoes em tempo
superior em comparacao com o method = 3. Houve uma tentativa de realizar experimentos com
dados simulados para k = {10, 15} em que n > 3000 marcadores para verificar o desempenho do
tempo, porém nao foi possivel devido ao tamanho da memoria exigida da méaquina, o solver nao
prosseguia a execucao.

Sobre a heuristica Pontuagao das arestas, percebemos que o critério de escolher a aresta uv
com A(uv) > 0 para realizar as operagoes ¢ um fator importante para encontrar solu¢oes 6timas.
Algumas versoes da heuristica visavam a fixa¢ao de arestas para que a pontuagao (ntumero de 2-
e 4-ciclos) fosse maior do que a heuristica fornece. Vemos que houve uma melhoria de 0.3% em
média com a versdao Vizinhos adjacentes. Acreditamos que fixar uma certa quantidade de arestas
otimas com p(uv) =1 faz com que a heuristica devolve mais 2- e 4-ciclos.
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Embora as heuristicas Ciclos bicoloridos e Encurtamento de adjacéncias devolvam menor
quantidade de 2- e 4-ciclos em relagao a heuristica Pontuagdo das arestas, acreditamos que é
possivel utilizar suas estratégias para descobrir arestas 6timas uv com p(uv) = 1, pois para a
heuristica Ciclos bicoloridos, se uma aresta uv esta presente na solugao dos trés pares de genomas
distintos, entao é provavel que ela seja uma aresta 6tima. E para a heuristica Encurtamento de
adjacéncias, se a aresta uv satisfazer o tultimo critério, o qual diz que o maior ciclo que ela esté
contido for menor ou igual ao maior ciclo que outra aresta esta contido, entao é possivel que ela
seja uma aresta 6tima.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

O problema da mediana para genomas multicromossomais circulares é NP-dificil para opera-
¢ao de rearranjo DCJ [13], mas polinomial para a opera¢ao SCJ [5]. O estudo sobre o problema
da mediana-c4 visa abordar uma nova medida de rearranjo restrita chamada distancia-c4 que,
dado um grafo de breakpoint representando o conjunto de trés genomas, encontra o maior niimero
de 2- e 4-ciclos como solugao.

No estudo do problema da mediana-c4, descobrimos limitantes inferiores e superiores para
a maximizagdo de 2- e 4-ciclos em um grafo cubico com 2n vértices, sendo n o nimero de
marcadores. Os limitantes desse problema sdo importantes para selecionar arestas 6timas. Com
eles, afirmamos que K3, G3, K2 e toda escada linear e circular sio decomposers fortes, ou seja,
sao subgrafos que fazem parte da solucdo 6tima de todas as instancias do problema.

Sobre os algoritmos exatos em PLI para o problema da mediana-c4, a especificacao dos
pardmetros do comando no solver influenciam na execugao, principalmente o parametro method.
O método selecionado pelo solver é o method = 1 quando o modelo PLI nao é grande, o qual
utiliza somente o primal simplex. Entretanto, quando é especificado o method = 3, sao utilizados
os métodos barrier, primal e dual simplex.

Do ponto de vista teérico, a complexidade computacional da mediana-c4 ainda esta em aberto,
embora conjecturamos que seja NP-dificil. Os algoritmos apresentados neste trabalho dao uma
perspectiva pratica da mediana-c4. Vemos que o algoritmo 9 utiliza o conceito de subgrafos
adequados [15] ao fixar arestas que formam 4-ciclos. Entretanto, nem toda aresta selecionada
que forma um 4-ciclo resulta na solucdo 6tima. E interessante aprofundar as relacoes entre esse
problema e a mediana DCJ [15], e encontrar decomposers e subgrafos adequados restritos ao
problema da mediana-cy.

Além disso, é interessante descobrir em qual situagao o conjunto de trés genomas representam
um grafo cibico 3-aresta-colorido conexo, pois os dados simulados gerados, de acordo com o
ntimero de DCJs, resultaram em grafos que continham mais de um componente. Acreditamos
que o grafo conexo influencia positivamente no desempenho das heuristicas apresentadas, pois
hé situagdes em que o grafo contém mais de um componente e uma aresta de solugao 6tima esta
ligando dois componentes, e as heuristicas dificilmente vao selecionar essa aresta como candidata
& solucao final.

Uma analise de dados reais, de organismos mais complexos, pode fornecer mais informa-

¢Oes sobre o comportamento desta medida na pratica. E possivel estender este trabalho a ge-
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nomas multicromossomais lineares, utilizando uma abordagem para lidar com equivaléncia, o
capping |14, 7, 10], na qual podemos transformar, de forma segura, os cromossomos lineares em
circulares preservando as distancias.
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