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Resumo

Este Trabalho de Conclusão de Curso apresenta um estudo introdutório da Análise

Complexa, com ênfase na teoria da integral complexa e no Teorema dos Resíduos. Inicia-se

com a revisão dos conceitos fundamentais de números complexos, funções holomorfas, séries de

potências e singularidades, estabelecendo a base teórica necessária para o desenvolvimento da

integração no plano complexo. Em seguida, são apresentados o Teorema de Cauchy – Goursat, a

Fórmula Integral de Cauchy e suas consequências, que garantem propriedades exclusivas das

funções de variável complexa e permitem a formulação de técnicas avançadas de integração. O

Teorema dos Resíduos é então apresentado e aplicado ao cálculo de integrais complexas e reais

impróprias, destacando o papel das singularidades na avaliação de contornos.

O trabalho também apresenta aplicações da integração complexa em diferentes áreas,

como Física, Engenharia, Probabilidade e análise de integrais oscilatórias, evidenciando a rele-

vância prática dos métodos estudados. O desenvolvimento deste estudo apoia-se na experiência

prévia adquirida em uma Iniciação Científica, que serviu de base para o aprofundamento teórico

e para a organização do presente estudo. Os resultados demonstram que as técnicas da Análise

Complexa constituem ferramentas eficazes tanto para problemas teóricos quanto aplicados,

consolidando seu papel fundamental na formação matemática avançada.

Palavras-chave: Análise Complexa. Integração Complexa. Teorema dos Resíduos. Séries de

Laurent. Integrais Impróprias.



Abstract

This undergraduate thesis presents an in-depth study of Complex Analysis, with empha-

sis on complex integration theory and the Residue Theorem. It begins with a review of the

fundamental concepts of complex numbers, holomorphic functions, power series, and singulari-

ties, establishing the theoretical foundation necessary for the development of integration in the

complex plane. The work then discusses the Cauchy - Goursat Theorem, the Cauchy Integral

Formula, and their consequences, which provide essential properties of complex functions and

enable advanced techniques of integration. The Residue Theorem is subsequently developed and

applied to the computation of complex integrals and improper real integrals, highlighting the

role of singularities in contour evaluation.

The study also presents applications of complex integration in different areas, such as

Physics, Engineering, Probability, and the analysis of oscillatory integrals, highlighting the

practical relevance of the studied methods. The development of this study is supported by prior

experience acquired through an undergraduate research project, which served as a basis for the

theoretical deepening and the organization of the present study. The results demonstrate that

Complex Analysis techniques constitute effective tools for both theoretical and applied problems,

consolidating their fundamental role in advanced mathematical training.

Keywords: Complex Analysis. Complex Integration. Residue Theorem. Laurent Series.

Improper Integrals.



Introdução

A Matemática, ao longo de sua evolução histórica, passou por sucessivas ampliações dos

conjuntos numéricos, sempre motivadas pela necessidade de resolver problemas que escapavam

às estruturas existentes. Foi assim com a passagem dos naturais para os inteiros, destes para

os racionais, depois para os irracionais e finalmente para os números reais. Contudo, mesmo

os reais revelaram-se insuficientes diante de certas equações e métodos analíticos, levando

ao surgimento dos números complexos, cuja criação representou uma das mais significativas

expansões conceituais da Matemática. (BOYER; MERZBACH, 2012)

Os números complexos não apenas estenderam a noção de número, mas também permi-

tiram a formulação de uma nova área profundamente estruturada: a Análise Complexa. Esse

ramo dedica-se ao estudo de funções de variável complexa e suas propriedades, destacando-se

por resultados surpreendentemente mais fortes que aqueles presentes na Análise Real. Entre tais

resultados, encontram-se critérios de diferenciabilidade mais rígidos, representação de funções

por séries de potências, desenvolvimento de integrais de contorno e ferramentas poderosas como

o Teorema de Cauchy, a Fórmula Integral de Cauchy e, especialmente, o Teorema dos Resíduos.

A integral complexa desempenha papel central nesse campo, articulando conceitos

analíticos e geométricos que permitem avaliar integrais ao longo de caminhos no plano complexo.

Essa abordagem leva a resultados de grande elegância e eficiência, oferecendo métodos para

calcular integrais que, no contexto real, seriam extremamente trabalhosas ou mesmo de difícil

resolução. O Teorema dos Resíduos, em particular, fornece um mecanismo estruturado para

avaliar integrais complexas e reais impróprias, por meio da análise das singularidades de uma

função.

Além de sua relevância teórica, as integrais complexas possuem aplicações diretas em

diversas áreas do conhecimento, como Física, Engenharia, Teoria de Probabilidades, Processa-

mento de Sinais e Equações Diferenciais. Fenômenos como propagação de ondas, análise de

campos eletromagnéticos, sistemas dinâmicos, estabilidade de sinais e transformações integrais

possuem formulações elegantes em termos de funções complexas. Dessa forma, compreender a

estrutura das funções analíticas e o comportamento das integrais complexas permite transitar

entre matemática pura e aplicações concretas, destacando a importância desse campo para a
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formação avançada do matemático.

Este Trabalho de Conclusão de Curso tem como objetivo introduzir o estudo da Análise

Complexa com foco na integral complexa e em suas aplicações. Serão revisitados os fundamentos

teóricos essenciais - como números complexos, funções analíticas, limites, derivadas, séries de

potências e singularidades - para, então, avançar na formulação das integrais complexas e no

Teorema dos Resíduos. Além disso, serão apresentadas aplicações relevantes em cálculos de

integrais reais impróprias e em problemas provenientes de outras áreas do conhecimento.

O desenvolvimento deste trabalho está fundamentado no estudo teórico e na análise de

obras de referência na área, como Ahlfors (1979), Ávila (2000) e Brown e Churchill (2015).

O trabalho baseia-se também na experiência adquirida anteriormente por meio de Iniciação

Científica, dedicada ao estudo da Análise Complexa e do Teorema dos Resíduos. Tal experiência

contribuiu significativamente para a consolidação da base conceitual necessária e para o amadu-

recimento das técnicas de demonstração e investigação matemática, que agora são retomadas e

ampliadas no presente TCC.

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Capítulo 2, apresentam-se os con-

ceitos preliminares necessários ao desenvolvimento do trabalho, incluindo números complexos,

funções analíticas, condições de Cauchy – Riemann, séries de potências e singularidades. No

Capítulo 3, estuda-se a integração complexa, com destaque para o Teorema de Cauchy – Goursat,

a Fórmula Integral de Cauchy e consequências importantes desses resultados. O Capítulo 4 é

dedicado ao Teorema dos Resíduos, abrangendo sua formulação, métodos de cálculo e aplica-

ções. No Capítulo 5, discutem-se aplicações das integrais complexas em contextos matemáticos

e físicos, ressaltando a importância prática da teoria. Por fim, no seção 6 apresentam-se as

considerações finais, destacando as contribuições do trabalho e sua relevância.
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1 Preliminares

Neste capítulo, apresentamos os conceitos fundamentais necessários ao desenvolvimento

da teoria da integral complexa. Revisamos a construção dos números complexos, suas represen-

tações e propriedades algébricas, assim como os principais conceitos relacionados às funções

de variável complexa, incluindo limites, continuidade, derivabilidade e condições de Cauchy –

Riemann. Adicionalmente, ampliamos a discussão sobre funções analíticas e séries de potências,

estabelecendo as bases para os capítulos subsequentes.

1.1 Números Complexos

Definição 1. Um número complexo é uma expressão da forma

z = a+ bi, a, b ∈ R; i2 = −1,

em que a é a parte real e b a parte imaginária. O conjunto de todos os números complexos é

denotado por C.

Um número complexo z pode ser representado das seguintes formas:

• Forma trigonométrica:

z = r
[
cos(θ) + i sen(θ)

]
,

em que r = |z| e θ = arg(z).

• Forma exponencial (Fórmula de Euler):

z = reiθ.

Definição 2. Potências e raízes (Fórmula de De Moivre)

Se z = reiθ, então

zn = rneinθ, n ∈ Z .

As n-ésimas raízes de z são dadas por

zk =
n
√
r ei(θ+2kπ)/n, para k = 0, 1, · · · , n− 1.

9



Exemplo 1. Dados z1 = −5 + 7i e z2 = 3− 12i, temos

z1 + z2 = −2− 5i,

z1 · z2 = 69 + 81i.

Exemplo 2. As 3 raízes cúbicas de 1 são

zk = ei2kπ/3, para k = 0, 1, 2.

Ou seja, as soluções são z0 = 1, z1 = −1
2
+

√
3
2
i e z2 = −1

2
−

√
3
2
i.

Noções de Topologia no Plano Complexo

O estudo da Análise Complexa requer uma terminologia precisa para descrever conjuntos

de pontos e curvas no plano. Definimos a seguir os conceitos topológicos fundamentais utilizados

ao longo deste trabalho.

Definição 3. Seja z0 ∈ C e ε > 0. Uma vizinhança (ou disco aberto) de z0 é o conjunto de todos

os pontos z cuja distância a z0 é menor que ε, denotado por |z − z0| < ε. A vizinhança deletada

é a mesma região excluindo-se o centro z0, ou seja, 0 < |z − z0| < ε.

Um ponto z0 é dito ponto interior de um conjunto S se existe uma vizinhança de z0

inteiramente contida em S. Se todos os pontos de S são interiores, dizemos que S é um conjunto

aberto.

Definição 4. Um domínio é um conjunto aberto e conexo. A conexidade, neste contexto, implica

que quaisquer dois pontos do conjunto podem ser conectados por uma linha poligonal contida

inteiramente no conjunto. Uma região é um domínio acrescido de alguns, todos ou nenhum de

seus pontos de fronteira.

Para o estudo da integração, a classificação das curvas e a conectividade das regiões são

essenciais:

Definição 5. Uma curva γ é dita simples se não possui autointersecções, exceto possivelmente

nas extremidades. Se as extremidades coincidem, a curva é dita fechada simples.

Definição 6. Um domínio D é dito simplesmente conexo se o interior de qualquer curva fechada

simples contida em D também está contido em D. Intuitivamente, é um domínio "sem buracos".

Caso contrário, o domínio é dito multiplamente conexo.
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Por fim, convenciona-se que a orientação positiva (ou sentido positivo) de uma curva

fechada simples é o sentido anti-horário, de modo que, ao percorrê-la, a região interior encontra-

se à esquerda.

1.2 Funções de Variável Complexa

Definição 7. Seja D ⊂ C e f a lei correspondente de cada elemento z ∈ D em um único número

complexo f(z). Diz-se que f é uma função de domínio D e conjunto dos valores de w = f(z),

para todo z ∈ D, é chamado imagem de f , e é denotada Im(f).

Observação 1. Como R ⊂ C, toda função real pode ser entendida como um caso particular de

uma função complexa. As funções complexas podem ser escritas a partir de funções definidas

no plano real e, de fato, escrevendo z = x+ iy e f(z) = u+ iv, pode-se definir f como uma

função de duas variáveis x e y, ou seja,

f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

em que Re(f)
.
= u(x, y) e Im(f)

.
= v(x, y) são funções de duas variáveis reais.

Exemplo 3. Transforme f(z) = 2z3 − z + i para f(z) = u(x, y) + iy(x, y).

Solução: Pondo z = x+ iy, temos

f(z) = 2(x+ iy)3 − (x+ iy) + i

= 2(x3 + 3x2y + 3xy2 − iy3)− x− iy + i

= (2x3 − 6xy2 − x) + (6x2y − 2y3 − y + 1)i

Logo as funções u e v são definidas por

u(x, y) = 2x3 − 6xy2 − x e v(x, y) = 6x2y − 2y3 − y + 1

Exemplo 4. Reescreva a função f(z) = x− iy + 1 em termos da variável z.

Solução: Lembre que

x = Re(z) =
z + z̄

2
e y = Im(z) =

z − z̄

2i
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Com isso, substituindo os valores em f(z), temos que

f(z) = Re(z)− Im(z) · i+ 1 =
z + z̄

2
− z − z̄

2i
· i+ 1 =

z + z̄ − (z − z̄) + 1

2
= z̄ + 1.

Logo, podemos reescrever f(z) = z̄ + 1.

1.2.1 Continuidade e Derivabilidade

De modo semelhante ao limite de funções de uma variável real, dado L ∈ C, dizemos

que f(z) tende a L, quando z tende a z0, e escrevemos lim
z→z0

f(z) = L, se para todo ε > 0, existe

δ > 0 tal que 0 < |z − z0| < δ ⇒ |f(z)− L| < ε.

As mesmas propriedades de limites de funções de variáveis reais são válidas para funções

de variáveis complexas.

Em geral, seja f(z) = u(x, y) + iy(x, y) com u e v funções de (x, y) ∈ R. Fixando

z = x0 + iy0, w0 = u0 + iv0, para lim
z→z0

f(z) = w0, os limites

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) e lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y)

existem e são iguais a u0 e v0, respectivamente, se o limite existe para f(z); então existe para

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), isto é,

lim
z→z0

f(z) = lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) + v(x, y) = u0 + iv0 = w0

é valida para f(z).

Definição 8. Dizemos que uma função f complexa é contínua em um ponto z0 do seu domínio se

lim
z→z0

f(z) = f(z0)

Quando f é contínua em todos os pontos de seu domínio, é dito, simplesmente, que f é contínua.

Definição 9. Seja f uma função definida em uma vizinhança de um ponto z0. A derivada de f

em z0, denotada por f ′(z0), é definida pela equação:

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

desde que este limite exista.
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1.2.2 Condições de Cauchy - Riemann

Seja f uma função escrita na forma

f(z) = u(x, y) + i v(x, y) com z = x+ iy ∈ C

em que u e v são funções reais de duas variáveis.

Vimos que f é derivável em z0 se o limite f ′(z0) = limz→z0
f(z)−f(z0)

z−z0
existe e é inde-

pendente da direção pela qual z se aproxima de z0. Como no plano complexo existem infinitas

direções possíveis, a derivabilidade complexa exige uma estrutura mais rígida do que no cálculo

real. Essa estrutura se expressa nas equações de Cauchy - Riemann, dadas por:

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Quando u e v possuem derivadas parciais contínuas em uma vizinhança de z0, as equações

de Cauchy - Riemann são necessárias e suficientes para que f seja derivável em z0. Essas

condições asseguram também que a função é analítica onde é diferenciável, preservando ângulos

e orientações locais.

Exemplo 5. Para f(z) = z2, reescrevendo f em termos de x e y, obtemos

u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy.

Calculando as derivadas parciais, segue

∂u

∂x
= 2x,

∂v

∂y
= 2x,

∂u

∂y
= −2y,

∂v

∂x
= 2y.

Logo condições de Cauchy - Riemann são satisfeitas.

Exemplo 6. Considerando:

f(z) = x− iy,

temos,

u(x, y) = x, v(x, y) = −y.

As derivadas parciais são

ux = 1, uy = 0, vx = 0, vy = −1.
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As condições de Cauchy - Riemann exigem

ux = vy ⇒ 1 = −1,

o que é falso. Portanto, a função conjugada não satisfaz as condições de Cauchy–Riemann e

não é derivável em nenhum ponto do plano.

1.3 Funções Analíticas e Séries de Potências

Uma função holomorfa em um domínio é automaticamente analítica, isto é, admite

expansão em série de potências.

Teorema 1. Se f é holomorfa em um domínio D, então, para cada z0 ∈ D, existe uma vizinhança

de z0 na qual

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)
n,

com convergência uniforme em discos compactos.

Esse resultado é uma das características mais marcantes da Análise Complexa. Em

contraste com a Análise Real — onde existem funções infinitamente diferenciáveis que não

admitem representação por séries de potências — no plano complexo toda função holomorfa é au-

tomaticamente analítica. Assim, a simples existência da derivada complexa implica propriedades

profundas que ligam comportamento diferencial, geométrico e algébrico.

A expansão em série de potências permite estudar funções complexas por meio dos

coeficientes an, os quais carregam informações importantes sobre a estrutura local da função.

Esses coeficientes podem ser obtidos diretamente pela Fórmula Integral de Cauchy:

an =
1

2πi

∫
γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz,

sendo γ um contorno simples que circunda z0 e está contido no domínio onde f é holomorfa. Essa

fórmula mostra que, conhecendo-se os valores da função ao longo de um contorno, determinamos

completamente sua expansão em série de potências, o que não ocorre no caso real. Diversas

funções fundamentais da matemática admitem expansões bem conhecidas, como por exemplo:

• Exponencial complexa

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
.
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• Funções trigonométricas complexas

sin(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
, cos(z) =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
.

Esses exemplos ilustram como séries de potências podem ser usadas para manipular e compreen-

der funções complexas de forma algebricamente conveniente.

1.4 Singularidades e Séries de Laurent

Definição 10. Um ponto z0 é chamado de singularidade de uma função f se f deixa de ser

analítica em z0, mas é analítica em algum ponto de cada vizinhança de z0. Além disso, dizemos

que z0 é uma singularidade isolada se existe um número real ε > 0 tal que f é analítica em

todos os pontos da vizinhança deletada 0 < |z − z0| < ε, mas não em z0.

Teorema 2 (Teorema de Laurent). Se f é holomorfa em um anel 0 < |z − z0| < R, então ela

admite uma série de Laurent:

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − z0)
n.

A expansão de Laurent pode ser vista como uma generalização da série de Taylor,

permitindo representar funções que apresentam comportamentos singulares em torno de um

ponto. Enquanto a série de Taylor possui apenas potências não negativas, a série de Laurent

inclui também termos com potências negativas, que descrevem precisamente a natureza da

singularidade da função.

Quando a função é holomorfa em um anel perfurado, sua decomposição em série de

Laurent é única, e seus coeficientes podem ser determinados pela Fórmula Integral de Cauchy:

an =
1

2πi

∫
γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz,

onde γ é qualquer contorno simples orientado positivamente contido no anel 0 < |z − z0| < R.
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Figura 1 – O anel de convergência. Figura 2 – Contorno γ no anel.

Fonte: Próprio autor.

Essa fórmula mostra que os coeficientes da série dependem apenas do comportamento da

função ao redor da singularidade.

Importância do coeficiente a−1

O coeficiente a−1, chamado resíduo da função em z0, desempenha papel central no

cálculo de integrais complexas. No Capítulo 4 veremos que∫
γ

f(z) dz = 2πi · a−1,

sempre que γ é um contorno simples orientado positivamente que circunda z0.

Esse resultado constitui a base do Teorema dos Resíduos, permitindo calcular integrais

complexas e reais de maneira direta e eficiente.
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2 Integração Complexa

A teoria da integração complexa desempenha papel fundamental na Análise Complexa,

pois permite relacionar o comportamento de uma função holomorfa ao longo de curvas com

propriedades globais da função. Diferentemente do cálculo real, a integração no plano complexo

revela fenômenos exclusivos, como a independência do caminho e a possibilidade de recuperar

valores da função a partir de integrais sobre contornos fechados. Esses resultados, que serão de-

senvolvidos ao longo deste capítulo, constituem a base para o Teorema dos Resíduos apresentada

no capítulo seguinte.

Iniciamos este com a definição da integral de linha no plano complexo e avançamos para

resultados fundamentais, como o Teorema de Cauchy - Goursat e a Fórmula Integral de Cauchy.

Também apresentamos aplicações ao cálculo de integrais reais impróprias, destacando a utilidade

prática da teoria.

Definição 11. Seja γ : [a, b] → C uma curva diferenciável por partes e f uma função definida

em um conjunto que contém a imagem de γ. A integral de linha complexa de f ao longo de γ é

definida por ∫
γ

f(z) dz =

∫ b

a

f
(
γ(t)

)
γ′(t) dt.

Escrevendo z = x + iy, γ(t) = x(t) + iy(t) e f(z) = u(x, y) + iv(x, y), tem-se também, por

separação em partes reais e imaginárias,∫
γ

f(z) dz =

∫
γ

(u dx− v dy) + i

∫
γ

(v dx+ u dy),

em que as integrais à direita são integrais de linha reais sobre a curva projetada no plano (x, y).

No cálculo integral de uma variável real, o valor de uma integral depende essencialmente

do intervalo de integração. Diferentemente disso, em Análise Complexa, para funções holomorfas

definidas em domínios adequados, a integral não depende do caminho específico entre dois

pontos, mas apenas dos pontos inicial e final.

Exemplo 7. Vamos calcular a integral de f(z) = z2 ao longo do segmento de reta γ que liga a

origem z = 0 ao ponto z = 1 + i. Uma parametrização possível para este caminho é dada por:

γ(t) = t+ it, com t ∈ [0, 1].



Dessa forma, temos que γ′(t) = 1 + i. Aplicando a definição de integral de linha:∫
γ

z2 dz =

∫ 1

0

(γ(t))2 · γ′(t) dt =

∫ 1

0

(t+ it)2(1 + i) dt.

Desenvolvendo o integrando, temos (t+ it)2 = t2(1 + i)2 = t2(2i). Substituindo na integral:∫ 1

0

2it2(1 + i) dt = 2i(1 + i)

∫ 1

0

t2 dt.

Como 2i(1 + i) = 2i− 2, obtemos:

(−2 + 2i)

[
t3

3

]1
0

=
−2 + 2i

3
.

Esse fenômeno é consequência direta de um dos resultados centrais da área: o Teorema

de Cauchy – Goursat.

2.1 Teorema de Cauchy – Goursat

Teorema 3 (Cauchy – Goursat – caso C1). Seja D ⊂ C uma região simplesmente conexa. Seja

f = u+ iv definida e com derivadas parciais contínuas em D (isto é, u e v são C1 em D). Se f

é holomorfa em D (satisfaz as equações de Cauchy – Riemann em D), então, para toda curva

fechada simples e orientada positivamente γ contida em D, vale∮
γ

f(z) dz = 0.

Demonstração. Como f = u+ iv com u, v ∈ C1(D) e γ é uma curva fechada simples contida

em D, escrevemos a integral complexa em termos de integrais da forma real:

∮
γ

f(z) dz =

∮
γ

(u dx− v dy) + i

∮
γ

(v dx+ u dy).

Aplicando o Teorema de Green (versão para integrais sobre curvas fechadas simples e

regiões planas) em cada componente, obtemos, para a parte real,

∮
γ

(u dx− v dy) =

∫∫
R

(
−∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
dA,

e para a parte imaginária,
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∮
γ

(v dx+ u dy) =

∫∫
R

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dA,

em que R é a região limitada por γ (existe porque γ é simples) e dA = dx dy.

Como f é holomorfa em D, as funções u e v satisfazem as equações de Cauchy –

Riemann:

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Substituindo essas igualdades nas integrais duplas acima, obtemos para a parte real do

integrando:

−∂v

∂x
− ∂u

∂y
= −∂v

∂x
−

(
−∂v

∂x

)
= 0,

e para a parte imaginária do integrando:

∂u

∂x
− ∂v

∂y
=

∂v

∂y
− ∂v

∂y
= 0.

Portanto as integrais duplas são nulas e, consequentemente,

∮
γ

f(z) dz = 0 + i · 0 = 0,

o que prova o teorema sob a hipótese C1.

Observação 2. A sequência acima é a prova clássica quando se assume regularidade C1 das

componentes reais de f . A demonstração geral do teorema de Cauchy – Goursat, sem essa

hipótese de derivadas parciais contínuas, exige técnicas adicionais (triangulação da região e

limites) e aparece em textos de Análise Complexa mais avançados, como Ahlfors (1979) e Brown

e Churchill (2015).

2.2 Fórmula Integral de Cauchy

O Teorema de Cauchy – Goursat permite derivar um resultado ainda mais importante: a

fórmula que expressa o valor de uma função holomorfa em termos de sua integral sobre uma

curva que envolve o ponto.
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Teorema 4. Seja D ⊂ C um domínio e seja f holomorfa em D. Considere γ uma curva fechada

simples e positiva em D, e z0 um ponto interior à curva γ. Então

f(z0) =
1

2πi

∮
γ

f(z)

z − z0
dz.

Demonstração. A prova que apresentamos segue o argumento padrão com uma função auxiliar

e aplicação do teorema de Cauchy – Goursat.

Defina a função

g(z) =
f(z)− f(z0)

z − z0
, z ̸= z0.

Como f é holomorfa em D, pela definição de derivada complexa, existe o limite

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= f ′(z0) .

Portanto g admite extensão contínua em z0 definindo g(z0) = f ′(z0). Essa extensão é

holomorfa em toda a região interior à curva γ (pois localmente g é razão de funções holomorfas

com cancelamento da singularidade removível), logo g é holomorfa em uma vizinhança fechada

de Int(γ).

Pelo Teorema de Cauchy – Goursat, a integral de g ao longo de γ é zero:∮
γ

g(z) dz = 0.

Mas

∮
γ

g(z) dz =

∮
γ

f(z)− f(z0)

z − z0
dz =

∮
γ

f(z)

z − z0
dz − f(z0)

∮
γ

1

z − z0
dz.

Rearranjando, obtemos

∫
γ

f(z)

z − z0
dz = f(z0)

∮
γ

1

z − z0
dz.

A integral
∮
γ

1

z − z0
dz é a mesma para toda curva simples positiva que envolva z0

uma vez (índice de rotação igual a 1), e seu valor é 2πi. Para ver isso, basta parametrizar a

circunferência de raio pequeno r centrada em z0:
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z = z0 + reit, t ∈ [0, 2π],

então

∮
|z−z0|=r

1

z − z0
dz =

∫ 2π

0

1

reit
(
rieit

)
dt = i

∫ 2π

0

dt = 2πi.

Como o valor é independente do caminho (desde que o caminho descreva uma volta

positiva em torno de z0), temos
∮
γ

1
z−z0

dz = 2πi. Portanto

∮
γ

f(z)

z − z0
dz = f(z0) 2πi,

e a fórmula segue:

f(z0) =
1

2πi

∮
γ

f(z)

z − z0
dz.

Exemplo 8. Calcule ∮
|z|=1

1

z
dz.

Tomando γ a circunferência unitária parametrizada por γ(t) = eit, t ∈ [0, 2π], temos∮
|z|=1

1

z
dz =

∫ 2π

0

1

eit
ieit dt = i

∫ 2π

0

dt = 2πi.

Esse resultado é consistente com a Fórmula Integral de Cauchy aplicando-a à função f ≡ 1.

2.2.1 Aplicação: cálculo de integrais reais impróprias

A teoria permite, via escolha adequada de contornos, calcular integrais reais impróprias

do tipo ∫ ∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx,

em que P,Q são polinômios e o grau de Q é suficientemente maior que o de P , transfor-

mando a integral real em integrais de contorno e aplicando esse método no Capítulo 4, quando

apresentarmos Teorema dos Resíduos.
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3 Teorema dos Resíduos

Neste capítulo, introduzimos a noção de resíduo e apresentamos técnicas práticas para

seu cálculo em diferentes tipos de singularidades. Em seguida, enunciamos e demonstramos

o Teorema dos Resíduos, que fornece uma fórmula geral relacionando integrais complexas ao

somatório dos resíduos das singularidades situadas no interior do caminho de integração. Por

fim, abordamos exemplos que ilustram tanto o cálculo direto de integrais complexas quanto

a aplicação em integrais reais impróprias, mostrando a utilidade do teorema em situações de

interesse teórico e aplicado.

O Teorema dos Resíduos constitui um dos instrumentos mais poderosos da Análise

Complexa. Ela permite calcular integrais complexas e reais de forma direta, muitas vezes

reduzindo problemas aparentemente difíceis ao simples cálculo de poucos coeficientes da série

de Laurent. A força desse teorema reside no fato de que, para funções com singularidades

isoladas, o comportamento local ao redor de cada singularidade determina completamente a

contribuição da função em integrais de contorno.

Antes de introduzir formalmente o conceito de resíduo, recordamos a noção de Série de

Laurent:

Definição 12 (Séries de Laurent). Seja f uma função holomorfa em uma coroa 0 < |z−z0| < R.

Dizemos que f admite uma expansão em série de Laurent em torno de z0 se pode ser escrita

como

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − z0)
n, an ∈ C.

O coeficiente a−1 dessa expansão recebe um papel especial e é chamado de resíduo de f

em z0.

A série de Laurent permite descrever com precisão o comportamento local de uma função

em torno de uma singularidade isolada, decompondo-a em duas parcelas distintas: a parte

regular (composta pelas potências não negativas) e a parte principal (composta pelas potências

negativas, que caracterizam a singularidade). Entre esses termos, o coeficiente a−1 exerce papel

central, pois ele representa a contribuição dominante da função quando integrada ao redor da



singularidade. Como veremos a seguir, esse coeficiente é exatamente o que chamamos de resíduo

da função em z0, e seu cálculo é essencial para determinar o valor de integrais complexas ao

longo de contornos fechados.

3.1 O resíduo de uma função

O conceito de resíduo está no centro do Teorema dos Resíduos e desempenha papel

fundamental na avaliação de integrais complexas. De modo intuitivo, o resíduo mede a “parte

singular” de uma função em torno de uma singularidade isolada, capturada pelo coeficiente do

termo (z − z0)
−1 em sua expansão de Laurent. Esse termo é o único cuja integral ao redor de

um pequeno contorno fechado não se anula, e por isso sua presença determina completamente a

contribuição da singularidade para integrais complexas.

Definição 13. O resíduo de uma função f em uma singularidade isolada z0 é dado por

Res(f, z0) = a−1,

em que a−1 é o coeficiente do termo (z − z0)
−1 na série de Laurent de f em torno de z0.

Essa definição destaca que o resíduo é uma característica essencialmente local: para

determiná-lo, basta conhecer o comportamento da função em uma vizinhança arbitrariamente

pequena de z0. Além disso, o resíduo é invariável sob pequenas deformações do contorno, desde

que não atravessem singularidades.

Cálculo de resíduos

Após a definição de resíduo ser apresentada, é habitual procurar métodos eficazes para

calculá-lo na prática. Apesar de a definição por meio da expansão de Laurent ser conceitualmente

clara, calcular essa expansão de forma explícita pode ser trabalhoso ou até desnecessário em

várias situações. Por esse motivo, são criadas fórmulas específicas para diversos tipos de

singularidades, o que possibilita a determinação do resíduo de forma direta e sistemática.

O ponto fundamental é que o comportamento da função nas proximidades da singulari-

dade determina completamente o valor do resíduo. Assim, ao identificar o tipo de singularidade

- se é removível, polo simples ou polo de ordem superior - podemos escolher o método mais
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adequado para realizar o cálculo, muitas vezes evitando procedimentos mais longos como a

obtenção de toda a série de Laurent.

As fórmulas a seguir resumem os casos mais comuns encontrados em aplicações.

• Singularidade removível: Res(f, z0) = 0.

• Polo simples: Se f(z) =
g(z)

z − z0
, com g holomorfa em z0, então

Res(f, z0) = lim
z→z0

g(z0) = lim
z→z0

(z − z0)f(z).

• Polo de ordem m:

Res(f, z0) =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1

[
(z − z0)

mf(z)
]
.

Exemplo 9. Considere a função f(z) dada por:

f(z) =
1

1− z
+

1

z
· 1

1− z

Desejamos determinar o resíduo de f no ponto z0 = 0.

Primeiramente, simplificamos a expressão algébrica de f(z) para identificar a ordem do polo:

f(z) =
1

1− z
+

1

z(1− z)
=

z + 1

z(1− z)
.

Observamos que z0 = 0 anula o denominador e não anula o numerador. Portanto, trata-se de

um polo simples. Utilizando a fórmula para resíduos em polos simples:

Res(f, 0) = lim
z→0

[(z − 0) · f(z)].

Substituindo a função:

Res(f, 0) = lim
z→0

[
z · z + 1

z(1− z)

]
.

Cancelando o termo z do numerador e denominador:

Res(f, 0) = lim
z→0

z + 1

1− z
=

0 + 1

1− 0
= 1.

Logo, o resíduo de f em z0 = 0 é 1.
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Teorema 5 (Teorema dos Resíduos). Seja f holomorfa em um domínio D exceto em singularida-

des isoladas z1, z2, · · · , zn contidas no interior de uma curva fechada simples positiva γ ⊂ D.

Então ∮
γ

f(z) dz = 2πi
n∑

k=1

Res(f, zk).

Demonstração.

Considere uma curva γ simples e positiva envolvendo as singularidades z1, · · · , zn. Seja γk uma

pequena circunferência positiva em torno de zk, de raio suficientemente pequeno para que os

discos Dk não se sobreponham. Defina Γ como a curva obtida percorrendo γ no sentido positivo

e cada γk no sentido negativo. A região delimitada por Γ é anular e não contém singularidades

de f , logo pelo teorema de Cauchy – Goursat,

∮
Γ

f(z) dz = 0.

Figura 3 – Região multiplamente conexa delimitada por γ e γk.
Fonte: Próprio autor.

Assim,

∮
γ

f(z) dz =
n∑

k=1

∮
γk

f(z) dz.

Agora, cada integral
∫
γk
f(z) dz pode ser calculada expandindo f em série de Laurent

em torno de zk. Nessa expansão,
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f(z) =
a−1

z − zk
+ h(z),

em que h é holomorfa em uma vizinhança de zk. Integrando sobre γk,

∮
γk

f(z) dz =

∮
γk

a−1

z − zk
dz +

∮
γk

h(z) dz.

A segunda integral é nula pelo teorema de Cauchy – Goursat. Já a primeira é

a−1

∮
γk

1

z − zk
dz = a−1(2πi).

Portanto,

∮
γk

f(z) dz = 2πiRes(f, zk).

Somando sobre k = 1, 2, · · · , n, obtemos

∮
γ

f(z) dz = 2πi
n∑

k=1

Res(f, zk),

o que conclui a demonstração.

Exemplo 10. Seja f(z) =
1

z2 + 1
. As singularidades são z = i e z = −i.

Temos

Res(f, i) = lim
z→i

(z − i)
1

z2 + 1
=

1

2i
, Res(f,−i) = lim

z→−i
(z + i)

1

z2 + 1
= − 1

2i
.

Logo, para a curva |z| = 2,

∮
|z|=2

1

z2 + 1
dz = 2πi

(
1

2i
− 1

2i

)
= 0.

Exemplo 11. Calcular

I =

∫ ∞

−∞

1

x2 + 1
dx.

Considere a semicircunferência de raio R no plano superior e aplique o teorema dos

resíduos à função f(z) = 1
z2+1

, cuja única singularidade no semiplano superior é z = i. O

resíduo nesse ponto é 1
2i

. Assim,

26



∫ ∞

−∞

1

x2 + 1
dx = π.
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4 Aplicações das Integrais Complexas

A teoria da integral complexa não é apenas um ramo elegante da matemática pura; ela

possui aplicações diretas e fundamentais em diversos contextos, desde o cálculo de integrais

reais impróprias até problemas em Física, Engenharia, Probabilidade e Processamento de Sinais.

As técnicas de integração complexa, juntamente com o Teorema dos Resíduos, constituem

ferramentas indispensáveis para resolver problemas que, quando tratados apenas sob a ótica do

cálculo real, podem se tornar extremamente difíceis ou até inabordáveis.

4.1 Cálculo de integrais reais impróprias

Uma das aplicações mais clássicas das integrais complexas é o cálculo de integrais reais

que envolvem funções sem primitivas elementares. Em muitos casos, mesmo integrais simples

em aparência não podem ser resolvidas pelos métodos tradicionais do cálculo real, o que motiva

o uso de contornos complexos e do Teorema dos Resíduos.

Além disso, integrais envolvendo funções racionais, exponenciais e trigonométricas

frequentemente se beneficiam de técnicas complexas, pois o comportamento no plano complexo

permite escolher contornos convenientes e explorar o decaimento de certas funções no semiplano

superior ou inferior. Por exemplo:∫ ∞

−∞

1

x4 + 1
dx,

∫ ∞

0

cos(ax)

x2 + b2
dx,

∫ ∞

0

e−x sin(x) dx.

Essas integrais podem ser resolvidas utilizando contornos semicirculares no plano com-

plexo, analisando singularidades no semiplano superior e aplicando o Teorema dos Resíduos.

Exemplo 12. Vamos calcular a integral∫ ∞

−∞

1

x4 + 1
dx.

As singularidades são as raízes de z4 + 1 = 0, ou seja,

z = ei
π
4 , ei

3π
4 , ei

5π
4 , ei

7π
4 .



Note que no semiplano superior estão z1 = ei
π
4 e z2 = ei

3π
4 . Logo, pelo Teorema dos

Resíduos, ∫ ∞

−∞

1

x4 + 1
dx = 2πi

[
Res(f, z1) + Res(f, z2)

]
.

Calculando os valores dos resíduos Res(f, z1) e Res(f, z2), obtemos∫ ∞

−∞

1

x4 + 1
dx =

π√
2
.

Esse procedimento ilustra como a análise complexa transforma uma integral real impró-

pria em um cálculo envolvendo apenas singularidades simples e a aplicação direta do teorema

dos resíduos.

4.2 Integrais oscilatórias e amortecidas

Funções envolvendo senos, cossenos e exponenciais aparecem frequentemente em pro-

blemas físicos. A identidade de Euler permite reescrever funções trigonométricas de modo

adequado ao uso de contornos complexos. Essa reformulação simplifica o estudo de integrais que

envolvem oscilações, pois a escolha do contorno apropriado no semiplano superior ou inferior

faz com que a parte exponencial decaia rapidamente, garantindo que a contribuição da parte

semicircular desapareça quando o raio tende ao infinito.

Esse método é particularmente útil para integrais da forma∫ ∞

−∞

eiax

P (x)
dx,

em que P (x) é um polinômio cujas raízes determinam as singularidades da função complexa

associada. O sinal de a determina a escolha do contorno: para a > 0, utiliza-se o semiplano

superior; para a < 0, utiliza-se o semiplano inferior.

Exemplo 13. Calcule o valor de

I(a) =

∫ ∞

−∞

eiax

x2 + 1
dx.

Para a > 0, utilizamos um contorno no semiplano superior. Com isso, a singularidade

relevante é z = i. Portanto,

I(a) = 2πiRes

(
eiaz

z2 + 1
, i

)
= πe−a.
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4.3 Aplicações em Física

A Análise Complexa desempenha um papel fundamental em diversas áreas da Física ma-

temática, especialmente em problemas que envolvem ondas, potenciais, transformadas integrais

e equações diferenciais. O Teorema dos Resíduos e as técnicas de integração complexa fornecem

métodos poderosos para resolver integrais que surgem naturalmente em modelos físicos, muitas

vezes simplificando expressões que, no domínio real, seriam difíceis de tratar.

Entre as aplicações mais importantes na Física, destacam-se:

Campos eletromagnéticos

A formulação de potenciais elétricos e magnéticos em duas e três dimensões frequente-

mente leva a integrais cujo cálculo é facilitado pelo uso de funções holomorfas. Em particular,

soluções da equação de Laplace em duas dimensões podem ser descritas por partes reais ou

imaginárias de funções s, permitindo representar campos elétricos e magnéticos de maneira

elegante.

Propagação de ondas

Modelos de propagação de ondas (sejam ondas eletromagnéticas, acústicas ou mecânicas)

frequentemente envolvem integrais oscilatórias, como transformadas de Fourier e integrais do

tipo Fresnel. O uso de exponenciais complexas e de contornos adequados no plano complexo

permite analisar o decaimento das ondas, sua interferência e padrões de difração.

4.4 Aplicações em Engenharia

A Análise Complexa desempenha um papel fundamental em diversos ramos da Enge-

nharia, especialmente naqueles que envolvem sinais, sistemas lineares, fenômenos oscilatórios

e modelos dependentes de frequência. As técnicas de integração complexa permitem resolver

integrais que surgem naturalmente no estudo de circuitos, no processamento de sinais e na análise

de sistemas dinâmicos. A seguir, apresentamos algumas das aplicações mais relevantes.
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Análise de circuitos elétricos

Em circuitos RLC, a impedância total é dada por

Z(ω) = R + i

(
ωL− 1

ωC

)
,

que depende da frequência ω. A análise do comportamento do circuito para diferentes frequências

leva a integrais racionais em ω, muitas das quais podem ser avaliadas utilizando métodos

complexos.

O Teorema dos Resíduos permite determinar, por exemplo, respostas em frequência,

fenômenos de ressonância e análise da estabilidade de circuitos. Esse tipo de tratamento é

amplamente utilizado em Engenharia Elétrica e Eletrônica.

Transformada de Laplace

A transformada inversa de Laplace, ferramenta essencial no estudo de sistemas lineares,

é dada por

f(t) =
1

2πi

∫
γ

F (s)est ds,

onde γ é um contorno vertical adequado no plano complexo.

Essa integral é tipicamente resolvida aplicando o Teorema dos Resíduos: os polos de

F (s)est determinam diretamente o comportamento temporal da solução.

Esse método é indispensável em Engenharia de Controle, análise de vibrações, mecânica

aplicada e circuitos elétricos.

4.5 Aplicações em Probabilidade

A Análise Complexa também desempenha um papel relevante em certos modelos de

Probabilidade, especialmente naqueles que envolvem distribuições contínuas cujas densidades se

relacionam com funções racionais. Em vários casos, integrais que determinam constantes de

normalização ou valores esperados podem ser avaliadas de forma direta utilizando o Teorema

dos Resíduos.

Um exemplo clássico é o cálculo da integral associada à distribuição de Cauchy:∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = π,

31



que surge naturalmente no estudo de variáveis aleatórias com caudas pesadas e em fenômenos

físicos que apresentam distribuições do tipo Lorentziana.

O método de integração por contorno fornece uma forma elegante e eficiente de avaliar

tais integrais, evitando cálculos reais mais longos e destacando a utilidade das técnicas complexas

também no contexto probabilístico.
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Considerações Finais

O estudo das integrais complexas, iniciado com a compreensão das funções holomorfas

e dos fundamentos da integração no plano complexo, revelou-se um campo matemático de

grande profundidade teórica e ampla aplicabilidade. A integração complexa, em particular,

oferece métodos unificados e poderosos para a resolução de diversos problemas matemáticos,

físicos e de engenharia. A partir dos Teoremas de Cauchy, das Fórmulas Integrais de Cauchy e,

principalmente, do desenvolvimento do Teorema dos Resíduos, foi possível apresentar técnicas

capazes de simplificar expressões integrais que seriam de difícil ou impossível resolução por

métodos do cálculo real tradicional. A análise de singularidades e o cálculo de resíduos fornecem

uma abordagem extremamente eficiente, permitindo que problemas aparentemente complexos

sejam reduzidos a procedimentos sistemáticos e precisos.

Além de sua elegância conceitual, a Análise Complexa se consolida como uma ferramenta

poderosa em diversas áreas aplicadas. As aplicações vistas neste trabalho, relacionadas ao cálculo

de integrais reais impróprias, às integrais oscilatórias e às transformadas integrais, demonstram de

forma inequívoca a eficácia do método quando confrontado com problemas concretos em Física,

Engenharia e Probabilidade. É notável como esse teorema permite a redução de problemas

que envolvem grandes complexidades analíticas a uma análise focada na identificação das

singularidades.

Do ponto de vista acadêmico, este estudo reforça a importância de compreender a es-

trutura das funções de variável complexa e como suas propriedades analíticas influenciam

diretamente na resolução de problemas teóricos e práticos. O caráter rígido das funções holomor-

fas, aliado à possibilidade de expansão em séries de Laurent e Taylor, cria uma base sólida para

analisar comportamentos locais e globais das funções, oferecendo resultados que não possuem

análogo direto no cálculo real.

Por fim, este trabalho evidencia que a teoria da integração complexa não apenas expande

os limites do cálculo tradicional, mas também cria pontes essenciais entre diferentes áreas

da matemática e das ciências aplicadas. A integração complexa, longe de ser apenas uma

curiosidade teórica, constitui um instrumento central na solução de problemas que surgem em

modelos matemáticos reais, consolidando seu papel como um dos pilares da Análise Matemática.



Referências

AHLFORS, Lars V. Complex Analysis. 3. ed. New York: McGraw-Hill, 1979.

AMARANTE, André; KARINA, Anna. Funções de uma variável complexa. UNESP/IFSP,

2023.

ARFKEN, George B.; WEBER, Hans J. Física matemática: métodos matemáticos para

engenharia e física. 7. ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2013.

ÁVILA, Geraldo. Variáveis complexas e aplicações. 3. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2000.

BOYCE, William E.; DIPRIMA, Richard C. Equações diferenciais elementares e problemas de

valores de contorno. 10. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2015.

BOYER, Carl B.; MERZBACH, Uta C. História da Matemática.3. ed. São Paulo: Blucher, 2012.

BROWN, James W.; CHURCHILL, R. V. Variáveis complexas e aplicações. 9. ed. Porto Alegre:

McGraw Hill Brasil, 2015.


	Sumário
	Preliminares
	Números Complexos
	Funções de Variável Complexa
	Continuidade e Derivabilidade
	Condições de Cauchy - Riemann

	Funções Analíticas e Séries de Potências
	Singularidades e Séries de Laurent

	Integração Complexa
	Teorema de Cauchy – Goursat
	Fórmula Integral de Cauchy
	Aplicação: cálculo de integrais reais impróprias


	Teorema dos Resíduos
	O resíduo de uma função

	Aplicações das Integrais Complexas
	Cálculo de integrais reais impróprias
	Integrais oscilatórias e amortecidas
	Aplicações em Física
	Aplicações em Engenharia
	Aplicações em Probabilidade

	Referências

