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Resumo

Este Trabalho de Conclusdo de Curso apresenta um estudo introdutério da Anélise
Complexa, com énfase na teoria da integral complexa e no Teorema dos Residuos. Inicia-se
com a revisao dos conceitos fundamentais de nimeros complexos, fun¢des holomorfas, séries de
poténcias e singularidades, estabelecendo a base tedrica necessdria para o desenvolvimento da
integracdo no plano complexo. Em seguida, sdo apresentados o Teorema de Cauchy — Goursat, a
Férmula Integral de Cauchy e suas consequéncias, que garantem propriedades exclusivas das
fungdes de varidvel complexa e permitem a formulagdo de técnicas avancadas de integracao. O
Teorema dos Residuos € entdo apresentado e aplicado ao célculo de integrais complexas e reais

impréprias, destacando o papel das singularidades na avaliacdo de contornos.

O trabalho também apresenta aplicacdes da integracdo complexa em diferentes dreas,
como Fisica, Engenharia, Probabilidade e anélise de integrais oscilatdrias, evidenciando a rele-
vancia pratica dos métodos estudados. O desenvolvimento deste estudo apoia-se na experiéncia
prévia adquirida em uma Iniciac¢do Cientifica, que serviu de base para o aprofundamento tedrico
e para a organizacao do presente estudo. Os resultados demonstram que as técnicas da Andlise
Complexa constituem ferramentas eficazes tanto para problemas tedricos quanto aplicados,

consolidando seu papel fundamental na formag¢do matematica avancada.

Palavras-chave: Andélise Complexa. Integracio Complexa. Teorema dos Residuos. Séries de

Laurent. Integrais Impréprias.



Abstract

This undergraduate thesis presents an in-depth study of Complex Analysis, with empha-
sis on complex integration theory and the Residue Theorem. It begins with a review of the
fundamental concepts of complex numbers, holomorphic functions, power series, and singulari-
ties, establishing the theoretical foundation necessary for the development of integration in the
complex plane. The work then discusses the Cauchy - Goursat Theorem, the Cauchy Integral
Formula, and their consequences, which provide essential properties of complex functions and
enable advanced techniques of integration. The Residue Theorem is subsequently developed and
applied to the computation of complex integrals and improper real integrals, highlighting the

role of singularities in contour evaluation.

The study also presents applications of complex integration in different areas, such as
Physics, Engineering, Probability, and the analysis of oscillatory integrals, highlighting the
practical relevance of the studied methods. The development of this study is supported by prior
experience acquired through an undergraduate research project, which served as a basis for the
theoretical deepening and the organization of the present study. The results demonstrate that
Complex Analysis techniques constitute effective tools for both theoretical and applied problems,

consolidating their fundamental role in advanced mathematical training.

Keywords: Complex Analysis. Complex Integration. Residue Theorem. Laurent Series.

Improper Integrals.



Introducao

A Matemdtica, ao longo de sua evolug¢do histdrica, passou por sucessivas ampliacdes dos
conjuntos numéricos, sempre motivadas pela necessidade de resolver problemas que escapavam
as estruturas existentes. Foi assim com a passagem dos naturais para os inteiros, destes para
os racionais, depois para os irracionais e finalmente para os nimeros reais. Contudo, mesmo
os reais revelaram-se insuficientes diante de certas equagdes e métodos analiticos, levando
ao surgimento dos nimeros complexos, cuja criagio representou uma das mais significativas

expansdes conceituais da Matematica. (BOYER; MERZBACH, 2012)

Os nimeros complexos ndo apenas estenderam a no¢ao de nimero, mas também permi-
tiram a formulacdo de uma nova area profundamente estruturada: a Andlise Complexa. Esse
ramo dedica-se ao estudo de func¢des de varidvel complexa e suas propriedades, destacando-se
por resultados surpreendentemente mais fortes que aqueles presentes na Andlise Real. Entre tais
resultados, encontram-se critérios de diferenciabilidade mais rigidos, representacao de funcdes
por séries de poténcias, desenvolvimento de integrais de contorno e ferramentas poderosas como

o Teorema de Cauchy, a Férmula Integral de Cauchy e, especialmente, o Teorema dos Residuos.

A integral complexa desempenha papel central nesse campo, articulando conceitos
analiticos e geométricos que permitem avaliar integrais ao longo de caminhos no plano complexo.
Essa abordagem leva a resultados de grande elegancia e eficiéncia, oferecendo métodos para
calcular integrais que, no contexto real, seriam extremamente trabalhosas ou mesmo de dificil
resolucdo. O Teorema dos Residuos, em particular, fornece um mecanismo estruturado para
avaliar integrais complexas e reais improprias, por meio da andlise das singularidades de uma

funcdo.

Além de sua relevancia tedrica, as integrais complexas possuem aplicacdes diretas em
diversas dreas do conhecimento, como Fisica, Engenharia, Teoria de Probabilidades, Processa-
mento de Sinais e Equagdes Diferenciais. Fenomenos como propagacdo de ondas, andlise de
campos eletromagnéticos, sistemas dindmicos, estabilidade de sinais e transformacdes integrais
possuem formulacdes elegantes em termos de fun¢des complexas. Dessa forma, compreender a
estrutura das func¢des analiticas e 0 comportamento das integrais complexas permite transitar

entre matematica pura e aplicagdes concretas, destacando a importancia desse campo para a



formacdo avancada do matematico.

Este Trabalho de Conclusdo de Curso tem como objetivo introduzir o estudo da Andlise
Complexa com foco na integral complexa e em suas aplicagdes. Serdo revisitados os fundamentos
tedricos essenciais - como nimeros complexos, fungdes analiticas, limites, derivadas, séries de
poténcias e singularidades - para, entdo, avancar na formulacdo das integrais complexas e no
Teorema dos Residuos. Além disso, serdo apresentadas aplicacdes relevantes em calculos de

integrais reais improprias e em problemas provenientes de outras dreas do conhecimento.

O desenvolvimento deste trabalho estd fundamentado no estudo tedrico e na anélise de
obras de referéncia na area, como Ahlfors (1979), Avila (2000) e Brown e Churchill (2015).
O trabalho baseia-se também na experiéncia adquirida anteriormente por meio de Iniciacdo
Cientifica, dedicada ao estudo da Andlise Complexa e do Teorema dos Residuos. Tal experiéncia
contribuiu significativamente para a consolidacao da base conceitual necessaria e para o amadu-
recimento das técnicas de demonstracdo e investigacdo matematica, que agora sdo retomadas e

ampliadas no presente TCC.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 2, apresentam-se 0s con-
ceitos preliminares necessarios ao desenvolvimento do trabalho, incluindo niimeros complexos,
funcdes analiticas, condi¢cdes de Cauchy — Riemann, séries de poténcias e singularidades. No
Capitulo 3, estuda-se a integracdo complexa, com destaque para o Teorema de Cauchy — Goursat,
a Férmula Integral de Cauchy e consequéncias importantes desses resultados. O Capitulo 4 é
dedicado ao Teorema dos Residuos, abrangendo sua formulacao, métodos de calculo e aplica-
coes. No Capitulo 5, discutem-se aplicacdes das integrais complexas em contextos matematicos
e fisicos, ressaltando a importancia pratica da teoria. Por fim, no secdo 6 apresentam-se as

consideracgdes finais, destacando as contribui¢des do trabalho e sua relevancia.



1 Preliminares

Neste capitulo, apresentamos os conceitos fundamentais necessarios ao desenvolvimento
da teoria da integral complexa. Revisamos a construcao dos nimeros complexos, suas represen-
tacdes e propriedades algébricas, assim como os principais conceitos relacionados as fungdes
de varidvel complexa, incluindo limites, continuidade, derivabilidade e condi¢des de Cauchy —
Riemann. Adicionalmente, ampliamos a discussao sobre funcdes analiticas e séries de poténcias,

estabelecendo as bases para os capitulos subsequentes.

1.1 Numeros Complexos

Definicao 1. Um niimero complexo é uma expressdo da forma
z=a+bi, abeR; *=—1,

em que a é a parte real e b a parte imagindria. O conjunto de todos os niimeros complexos é

denotado por C.

Um nimero complexo z pode ser representado das seguintes formas:

* Forma trigonométrica:

z =r[cos(d) +isen(d)],
emque r = |z| e 0 = arg(z).

¢ Forma exponencial (Férmula de Euler):

Definicao 2. Poténcias e raizes (Formula de De Moivre)

0

Se z = re", entdo

As n-ésimas raizes de z sdo dadas por
2 = e TN para k=01, ,n— 1.
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Exemplo 1. Dados zy = —5+ Tt e z9 = 3 — 121, temos
2+ 20 = —2 — bi,
Z1+ 29 = 69 + 814.
Exemplo 2. As 3 raizes cuibicas de 1 sdo

2 = €23 para k=0,1,2.

Ou seja, as solugcoes sdo zo = 1, z; = —% + \/732 ez = —= —

Nocoes de Topologia no Plano Complexo

O estudo da Andlise Complexa requer uma terminologia precisa para descrever conjuntos
de pontos e curvas no plano. Definimos a seguir os conceitos topolégicos fundamentais utilizados

ao longo deste trabalho.

Definicao 3. Seja zy € C e ¢ > 0. Uma vizinhanga (ou disco aberto) de 2 é o conjunto de todos
os pontos z cuja distdncia a zy é menor que g, denotado por |z — zg| < e. A vizinhanga deletada

é a mesma regido excluindo-se o centro z, ou seja, 0 < |z — zy| < €.

Um ponto z, € dito ponto interior de um conjunto S se existe uma vizinhanga de zj
inteiramente contida em .S. Se todos os pontos de .S sdo interiores, dizemos que S é um conjunto

aberto.

Definicao 4. Um dominio é um conjunto aberto e conexo. A conexidade, neste contexto, implica
que quaisquer dois pontos do conjunto podem ser conectados por uma linha poligonal contida
inteiramente no conjunto. Uma regido é um dominio acrescido de alguns, todos ou nenhum de

seus pontos de fronteira.
Para o estudo da integracdo, a classificacdo das curvas e a conectividade das regides sao
essenciais:

Definicao 5. Uma curva v é dita simples se ndo possui autointersec¢oes, exceto possivelmente

nas extremidades. Se as extremidades coincidem, a curva é dita fechada simples.

Definicao 6. Um dominio D é dito simplesmente conexo se o interior de qualquer curva fechada
simples contida em D também estd contido em D. Intuitivamente, é um dominio "sem buracos".

Caso contrdrio, o dominio é dito multiplamente conexo.

10



Por fim, convenciona-se que a orientagcdo positiva (ou sentido positivo) de uma curva
fechada simples € o sentido anti-horario, de modo que, ao percorré-la, a regido interior encontra-

se a esquerda.

1.2 Funcbes de Varidvel Complexa

Definicao 7. Seja D C C e f alei correspondente de cada elemento z € D em um tinico niimero
complexo f(z). Diz-se que f é uma fungdo de dominio D e conjunto dos valores de w = f(z),

para todo z € D, é chamado imagem de f, e é denotada I'm(f).

Observacao 1. Como R C C, toda funcdo real pode ser entendida como um caso particular de
uma fungdo complexa. As fungcbes complexas podem ser escritas a partir de fungoes definidas
no plano real e, de fato, escrevendo z = x + iy e f(z) = u + iv, pode-se definir f como uma

fungdo de duas varidveis x e vy, ou seja,

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

em que Re(f) = u(z,y) e Im(f) = v(z,y) sdo fungdes de duas varidveis reais.
Exemplo 3. Transforme f(z) = 22* — z + i para f(z) = u(z,y) + iy(z, y).
Solugdo: Pondo z = x + iy, temos
f(z) =2(z+iy)® — (z +1dy) +1i
= 2(2® + 32%y + 3wy® — i) —x — iy + i

= (22% — 6zy* — ) + (62%y — 2y> —y + 1)i
Logo as fungoes u e v sdo definidas por

u(x,y) = 22° — 6zy* — x e v(z,y) =622y — 2y —y + 1
Exemplo 4. Reescreva a funcdo f(z) = x — iy + 1 em termos da varidvel z.

Solugdo: Lembre que




Com isso, substituindo os valores em f(z), temos que

24z 2=z .
J— Z.Z—{—lz :2+1.

f(z) = Re(z) —Im(z)-i+1= 5 5 5

Logo, podemos reescrever f(z) = z + 1.

1.2.1 Continuidade e Derivabilidade

De modo semelhante ao limite de fun¢des de uma variavel real, dado L € C, dizemos

que f(z) tende a L, quando = tende a z, e escrevemos lim f(z) = L, se para todo € > 0, existe
Z—20

d>0talque 0 < |z — 2| <d = |f(z)—L|<e.
As mesmas propriedades de limites de fungdes de varidveis reais sdo vélidas para funcdes

de varidveis complexas.

Em geral, seja f(z) = u(x,y) + iy(z,y) com u e v fungdes de (z,y) € R. Fixando

z = To + 1Yo, Wo = U + 10g, para lim f(z) = wy, os limites
Z—Z0

lim  wu(x, e lim  o(x,
(a:,y)%(:ro,yo) ( y) (xvy)ﬁ(x()vyﬂ) ( y)

existem e sdo iguais a ug e vy, respectivamente, se o limite existe para f(z); entdo existe para

f(z) =u(z,y) + iv(x,y), isto é,

lim f(z) = lm  w(z,y)+o(z,y) = uo+ vy = wy
Z—20 (z,y)—(z0,y0)

¢ valida para f(z).

Definicao 8. Dizemos que uma fungdo f complexa é continua em um ponto zy do seu dominio se

lim f(2) = f(20)

Z—r20
Quando f é continua em todos os pontos de seu dominio, é dito, simplesmente, que f é continua.
Definicdo 9. Seja f uma funcdo definida em uma vizinhanga de um ponto 2. A derivada de f
em zy, denotada por f'(zy), € definida pela equagdo:

o) — 1 L2 =S

2—20 Z— 2

desde que este limite exista.
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1.2.2 Condi¢des de Cauchy - Riemann
Seja f uma funcao escrita na forma
f(z)=u(z,y) +iv(r,y) com z==x+iyecC
em que u e v sdo funcdes reais de duas varidveis.

f(z)=f(z0)

z—20

Vimos que f é derivdavel em z; se o limite f'(z) = lim,_,,, existe e € inde-
pendente da direcdo pela qual z se aproxima de zy. Como no plano complexo existem infinitas
dire¢cdes possiveis, a derivabilidade complexa exige uma estrutura mais rigida do que no cédlculo

real. Essa estrutura se expressa nas equacoes de Cauchy - Riemann, dadas por:

ou B ov ou ov

dr oy Oy O«

Quando u e v possuem derivadas parciais continuas em uma vizinhanga de 2, as equagdes
de Cauchy - Riemann s@o necessdrias e suficientes para que f seja derivdvel em z;. Essas
condic¢des asseguram também que a funcdo é analitica onde € diferencidvel, preservando angulos

e orientacdes locais.

2

Exemplo 5. Para f(z) = 2%, reescrevendo [ em termos de x e y, obtemos

u(z,y) =2 —y®,  v(z,y) =2y

Calculando as derivadas parciais, segue

ou B ov ou B ov

Koy, D9y, Loy Yoy
Ox © oy “ oy Y o Y

Logo condigées de Cauchy - Riemann sdo satisfeitas.

Exemplo 6. Considerando:
temos,

u(r,y) =z,  v(z,y)=-y.

As derivadas parciais sdo

13



As condicoes de Cauchy - Riemann exigem

o que é falso. Portanto, a funcdo conjugada ndo satisfaz as condigcoes de Cauchy—Riemann e

ndo é derivdvel em nenhum ponto do plano.

1.3 Funcgdes Analiticas e Séries de Poténcias

Uma funcao holomorfa em um dominio € automaticamente analitica, isto €, admite

expansdo em série de poténcias.

Teorema 1. Se f € holomorfa em um dominio D, entdo, para cada zy € D, existe uma vizinhanga

de zy na qual

f(z) = an(z = 20)",

n=0

com convergéncia uniforme em discos compactos.

Esse resultado € uma das caracteristicas mais marcantes da Andlise Complexa. Em
contraste com a Andlise Real — onde existem fung¢des infinitamente diferencidveis que nao
admitem representagdo por séries de poténcias — no plano complexo toda funcdo holomorfa € au-
tomaticamente analitica. Assim, a simples existéncia da derivada complexa implica propriedades

profundas que ligam comportamento diferencial, geométrico e algébrico.

A expansdo em série de poténcias permite estudar fun¢des complexas por meio dos
coeficientes a,, 0s quais carregam informagdes importantes sobre a estrutura local da funcao.

Esses coeficientes podem ser obtidos diretamente pela Férmula Integral de Cauchy:

_ 1 f()
an—%/ymd&

sendo y um contorno simples que circunda z e estd contido no dominio onde f é holomorfa. Essa
férmula mostra que, conhecendo-se os valores da fun¢@o ao longo de um contorno, determinamos
completamente sua expansao em série de poténcias, o que ndo ocorre no caso real. Diversas

fun¢des fundamentais da matematica admitem expansdes bem conhecidas, como por exemplo:

* Exponencial complexa



* Funcoes trigonométricas complexas

sin(z) = ;<—1)"m, cos(z) = ;(—1)"(;)!.

Esses exemplos ilustram como séries de poténcias podem ser usadas para manipular e compreen-

der fun¢des complexas de forma algebricamente conveniente.

1.4 Singularidades e Séries de Laurent

Definicao 10. Um ponto z, é chamado de singularidade de uma funcdo f se f deixa de ser
analitica em zy, mas é analitica em algum ponto de cada vizinhanga de zy. Além disso, dizemos
que zy é uma singularidade isolada se existe um niimero real € > 0 tal que f é analitica em

todos os pontos da vizinhanga deletada 0 < |z — zy| < &, mas ndo em 2.

Teorema 2 (Teorema de Laurent). Se f € holomorfa em um anel 0 < |z — zy| < R, entdo ela

admite uma série de Laurent:

A expansdo de Laurent pode ser vista como uma generalizacdao da série de Taylor,
permitindo representar fun¢des que apresentam comportamentos singulares em torno de um
ponto. Enquanto a série de Taylor possui apenas poténcias ndo negativas, a série de Laurent
inclui também termos com poténcias negativas, que descrevem precisamente a natureza da

singularidade da funcdo.

Quando a funcao € holomorfa em um anel perfurado, sua decomposi¢do em série de

Laurent € tnica, e seus coeficientes podem ser determinados pela Férmula Integral de Cauchy:

_ 1 f(z)
an—%/vmdz,

onde v é qualquer contorno simples orientado positivamente contido no anel 0 < |z — 2| < R.

15



Semm==

Figura 1 — O anel de convergéncia. Figura 2 — Contorno 7y no anel.

Fonte: Préprio autor.

Essa formula mostra que os coeficientes da série dependem apenas do comportamento da

funcdo ao redor da singularidade.

Importancia do coeficiente a_;

O coeficiente a_;, chamado residuo da fungcdo em z,, desempenha papel central no

calculo de integrais complexas. No Capitulo 4 veremos que

/f(z) dz =2mi-a_q,
.

sempre que vy é um contorno simples orientado positivamente que circunda z.

Esse resultado constitui a base do Teorema dos Residuos, permitindo calcular integrais

complexas e reais de maneira direta e eficiente.
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2 Integracao Complexa

A teoria da integracdo complexa desempenha papel fundamental na Anélise Complexa,
pois permite relacionar o comportamento de uma fun¢ao holomorfa ao longo de curvas com
propriedades globais da funcdo. Diferentemente do calculo real, a integra¢do no plano complexo
revela fendmenos exclusivos, como a independéncia do caminho e a possibilidade de recuperar
valores da funcdo a partir de integrais sobre contornos fechados. Esses resultados, que serdo de-
senvolvidos ao longo deste capitulo, constituem a base para o Teorema dos Residuos apresentada

no capitulo seguinte.

Iniciamos este com a defini¢ao da integral de linha no plano complexo e avangamos para
resultados fundamentais, como o Teorema de Cauchy - Goursat e a Férmula Integral de Cauchy.
Também apresentamos aplicagdes ao cdlculo de integrais reais improprias, destacando a utilidade

pratica da teoria.

Definicdo 11. Seja v : [a, b] — C uma curva diferencidvel por partes e f uma func¢do definida
em um conjunto que contém a imagem de . A integral de linha complexa de f ao longo de ~y é
definida por ,

[s@riz= [ sow)r@a
Escrevendo z = x + 1y, y(t) = x(t) +iy(t) e f(2) = u(x,y) + iv(x,y), tem-se também, por
separagdo em partes reais e imagindrias,

Lf(z)dz:/(udm—vdy)+i/(vdx+udy),

v Y

em que as integrais a direita sdo integrais de linha reais sobre a curva projetada no plano (z,y).

No célculo integral de uma varidvel real, o valor de uma integral depende essencialmente
do intervalo de integracdo. Diferentemente disso, em Andlise Complexa, para fun¢des holomorfas
definidas em dominios adequados, a integral ndo depende do caminho especifico entre dois

pontos, mas apenas dos pontos inicial e final.

Exemplo 7. Vamos calcular a integral de f(z) = z* ao longo do segmento de reta y que liga a

origem z = 0 ao ponto z = 1 + 1. Uma parametrizagdo possivel para este caminho é dada por:

v(t) =t+it, comt € [0,1].



Dessa forma, temos que 7' (t) = 1 + i. Aplicando a defini¢do de integral de linha:

/WZQ dz = /01(7(t))2-f/(t) dt = /Ol(t+it)2(1+i) dt.

Desenvolvendo o integrando, temos (t + it)* = t*(1 + i) = t*(24). Substituindo na integral:

1 1
/2it2(1+i)dt:2i(1+i)/ t* dt.
0 0

Como 2i(1 + i) = 2i — 2, obtemos:

0 3

B0 242
3

(=2 + 2i) [—

Esse fendmeno € consequéncia direta de um dos resultados centrais da drea: o Teorema

de Cauchy — Goursat.

2.1 Teorema de Cauchy — Goursat

Teorema 3 (Cauchy — Goursat — caso C). Seja D C C uma regidio simplesmente conexa. Seja
f = u + iv definida e com derivadas parciais continuas em D (isto é, u e v sdo C* em D). Se f
€ holomorfa em D (satisfaz as equagcoes de Cauchy — Riemann em D), entdo, para toda curva

fechada simples e orientada positivamente ~y contida em D, vale

7{ F(=)dz = 0.

Demonstragdo. Como f = u + iv com u,v € C'(D) e y € uma curva fechada simples contida

em D), escrevemos a integral complexa em termos de integrais da forma real:

j{f(z)dz:f(udx—vdy)—kij{(vdx—i—udy).

v 0 Y
Aplicando o Teorema de Green (versao para integrais sobre curvas fechadas simples e

regides planas) em cada componente, obtemos, para a parte real,

e para a parte imagindria,
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7€<udx+udy) ://R <%—3—2) qA,

em que R € a regido limitada por ~y (existe porque ~y é simples) e dA = dx dy.

Como f é holomorfa em D, as funcdes u e v satisfazem as equagdes de Cauchy —

Riemann:

ou B ov ou ov

dr — dy 9y Oz
Substituindo essas igualdades nas integrais duplas acima, obtemos para a parte real do

integrando:

e para a parte imagindria do integrando:

ou OJv OJv v

or Oy Oy Oy

Portanto as integrais duplas sdo nulas e, consequentemente,

j{f(z)dz:()—l—iﬂ:o,
.
0 que prova o teorema sob a hiptese C'. [l

Observacio 2. A sequéncia acima é a prova cldssica quando se assume regularidade C' das
componentes reais de f. A demonstracdo geral do teorema de Cauchy — Goursat, sem essa
hipotese de derivadas parciais continuas, exige técnicas adicionais (triangulacdo da regido e

limites) e aparece em textos de Andlise Complexa mais avangados, como Ahlfors (1979) e Brown

e Churchill (2015).

2.2 Foérmula Integral de Cauchy

O Teorema de Cauchy — Goursat permite derivar um resultado ainda mais importante: a
férmula que expressa o valor de uma fun¢do holomorfa em termos de sua integral sobre uma

curva que envolve o ponto.
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Teorema 4. Seja D C C um dominio e seja f holomorfa em D. Considere v uma curva fechada

simples e positiva em D, e zy um ponto interior a curva vy. Entdo

L S (ONN

2mi J, 2z — 20

f(20)
Demonstragcdo. A prova que apresentamos segue o argumento padrdo com uma funcao auxiliar
e aplicacdo do teorema de Cauchy — Goursat.

Defina a funcao

g(z) = —————= z # 2.

Como f € holomorfa em D, pela definicdo de derivada complexa, existe o limite

. Z) — Z|
lim f( ) f( 0) :f/(ZO)-
z2—20 Z— 2p

Portanto g admite extensdo continua em z, definindo g(z9) = f’(2o). Essa extensdo é
holomorfa em toda a regido interior a curva «y (pois localmente g € razao de fun¢des holomorfas

com cancelamento da singularidade removivel), logo g € holomorfa em uma vizinhanca fechada

de Int(7).

Pelo Teorema de Cauchy — Goursat, a integral de g ao longo de v € zero:

]{/g(z) dz = 0.

Mas

foras= f =T g IO g e e

,YZ—ZO zZ— 20

Rearranjando, obtemos

(—Z)dz = f(zO)J(I{ ! dz.

7Z—ZO Z— 20

A integral 7{

, . 2 Z _,._,20 . » . . .
uma vez (indice de rotacdo igual a 1), e seu valor é 2mi. Para ver isso, basta parametrizar a

dz é a mesma para toda curva simples positiva que envolva z,

circunferéncia de raio pequeno 7 centrada em zj:
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2=z +ret, tel0,2n],

entao

1 2 1 ) 2
f dz = / —.t(m’e”) dt = Z/ dt = 2.
|z—z0|=r # — 20 o Tret 0

Como o valor é independente do caminho (desde que o caminho descreva uma volta

1

positiva em torno de zj), temos 39 dz = 2mi. Portanto

Y Z—Z%0
S dz = f(zo) 2mi,
b Z— 20
e a férmula segue:
1 z
f(z0) = — ) dz.

2mi J, 2 — 2o

Exemplo 8. Calcule

1
7{ —dz.
|z|=1 %

Tomando +y a circunferéncia unitdria parametrizada por v(t) = e, t € [0, 27], temos

1 S [ .
—dz = —e dt =1 dt = 2m1.
|z|=1 o € 0

Esse resultado é consistente com a Formula Integral de Cauchy aplicando-a a fungdo [ = 1.

2.2.1 Aplicacdo: calculo de integrais reais impréprias

A teoria permite, via escolha adequada de contornos, calcular integrais reais improprias

[ am

em que P, () sdo polindmios e o grau de () € suficientemente maior que o de P, transfor-

do tipo

mando a integral real em integrais de contorno e aplicando esse método no Capitulo 4, quando

apresentarmos Teorema dos Residuos.
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3 Teorema dos Residuos

Neste capitulo, introduzimos a nog¢do de residuo e apresentamos técnicas praticas para
seu cédlculo em diferentes tipos de singularidades. Em seguida, enunciamos e demonstramos
o Teorema dos Residuos, que fornece uma férmula geral relacionando integrais complexas ao
somatorio dos residuos das singularidades situadas no interior do caminho de integragdo. Por
fim, abordamos exemplos que ilustram tanto o calculo direto de integrais complexas quanto
a aplicacdo em integrais reais improprias, mostrando a utilidade do teorema em situagdes de

interesse tedrico e aplicado.

O Teorema dos Residuos constitui um dos instrumentos mais poderosos da Anélise
Complexa. Ela permite calcular integrais complexas e reais de forma direta, muitas vezes
reduzindo problemas aparentemente dificeis ao simples cdlculo de poucos coeficientes da série
de Laurent. A forca desse teorema reside no fato de que, para fun¢des com singularidades
isoladas, o comportamento local ao redor de cada singularidade determina completamente a

contribui¢do da fun¢do em integrais de contorno.

Antes de introduzir formalmente o conceito de residuo, recordamos a nocao de Série de

Laurent:

Definicao 12 (Séries de Laurent). Seja f uma fun¢do holomorfa em uma coroa 0 < |z — zp| < R.

Dizemos que f admite uma expansdo em série de Laurent em torno de zy se pode ser escrita

como
o0
f(z) = Z an(z — 29)", a, €C.
n=—00
O coeficiente a_; dessa expansdo recebe um papel especial e é chamado de residuo de f
em zj.

A série de Laurent permite descrever com precisdo o comportamento local de uma fung¢ao
em torno de uma singularidade isolada, decompondo-a em duas parcelas distintas: a parte
regular (composta pelas poténcias ndo negativas) e a parte principal (composta pelas poténcias
negativas, que caracterizam a singularidade). Entre esses termos, o coeficiente a_; exerce papel

central, pois ele representa a contribuicdo dominante da fun¢do quando integrada ao redor da



singularidade. Como veremos a seguir, esse coeficiente é exatamente o que chamamos de residuo
da fungdo em 2, e seu calculo € essencial para determinar o valor de integrais complexas ao

longo de contornos fechados.

3.1 O residuo de uma funcéao

O conceito de residuo estd no centro do Teorema dos Residuos e desempenha papel
fundamental na avaliacao de integrais complexas. De modo intuitivo, o residuo mede a “parte
singular” de uma fun¢@o em torno de uma singularidade isolada, capturada pelo coeficiente do

1 ~ P L. ..
termo (z — zp) ' em sua expansdo de Laurent. Esse termo € o tinico cuja integral ao redor de
um pequeno contorno fechado ndo se anula, e por isso sua presenca determina completamente a

contribui¢do da singularidade para integrais complexas.

Definicao 13. O residuo de uma funcdo f em uma singularidade isolada z, é dado por
Res(f,z0) = a-1,

em que a_y é o coeficiente do termo (2 — zy) ™! na série de Laurent de | em torno de z.

Essa definicao destaca que o residuo € uma caracteristica essencialmente local: para
determina-lo, basta conhecer o comportamento da fun¢do em uma vizinhanca arbitrariamente
pequena de zp. Além disso, o residuo € invaridvel sob pequenas deformagdes do contorno, desde

que nio atravessem singularidades.

Calculo de residuos

Ap0s a definicdo de residuo ser apresentada, é habitual procurar métodos eficazes para
calculd-lo na pratica. Apesar de a definicdo por meio da expansao de Laurent ser conceitualmente
clara, calcular essa expansao de forma explicita pode ser trabalhoso ou até desnecessario em
vdrias situacdes. Por esse motivo, sdo criadas formulas especificas para diversos tipos de

singularidades, o que possibilita a determinagdo do residuo de forma direta e sistematica.

O ponto fundamental é que o comportamento da func¢ao nas proximidades da singulari-
dade determina completamente o valor do residuo. Assim, ao identificar o tipo de singularidade

- se € removivel, polo simples ou polo de ordem superior - podemos escolher o método mais
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adequado para realizar o cdlculo, muitas vezes evitando procedimentos mais longos como a

obtencdo de toda a série de Laurent.

As féormulas a seguir resumem os casos mais comuns encontrados em aplicagdes.

* Singularidade removivel: Res(f, zp) = 0.

9(2)

* Polo simples: Se f(z) = , com g holomorfa em 2z, entdo

Res(f, z9) = ZILHZIO 9(z0) = lim (z — z9) f(2).

Z—r20

¢ Polo de ordem m:

1 . dmfl

Res(f, z0) = m Zh_glo dzm—1

(== 20)"f(2)].

Exemplo 9. Considere a fungdo f(z) dada por:

1 1
f(z) = +t-

1—=2

1
1—=2

Desejamos determinar o residuo de f no ponto zo = 0.

Primeiramente, simplificamos a expressdo algébrica de f(z) para identificar a ordem do polo:

1 1 z+1

f<z>:1—z+z(1—z):z(1—z)'

Observamos que zy = 0 anula o denominador e ndo anula o numerador. Portanto, trata-se de
um polo simples. Utilizando a formula para residuos em polos simples:

Res(f,0) = lim[(z — 0) - f(2)].

z—0

Substituindo a fungdo:

. z+1
Res(f, 0) = il_r)f(l) |:Z . m] .

Cancelando o termo z do numerador e denominador:

z+1 041

Logo, o residuo de f em 2y =0¢ 1.
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Teorema 5 (Teorema dos Residuos). Seja f holomorfa em um dominio D exceto em singularida-
des isoladas z,, 25, - - - , z, contidas no interior de uma curva fechada simples positiva v C D.

Entdo

ff(z) dz = 2mi z”: Res(f, z)-
v k=1

Demonstragdo.

Considere uma curva «y simples e positiva envolvendo as singularidades 21, - - - , z,. Seja vy, uma
pequena circunferéncia positiva em torno de zj, de raio suficientemente pequeno para que os
discos Dy ndo se sobreponham. Defina I' como a curva obtida percorrendo ~ no sentido positivo
e cada 7, no sentido negativo. A regido delimitada por I' € anular e ndo contém singularidades

de f, logo pelo teorema de Cauchy — Goursat,

f;f(z) dz = 0.

Y1

Figura 3 — Regido multiplamente conexa delimitada por 7y e ;.
Fonte: Préprio autor.

Assim,

ff(z) dz = Z f(z)dz.

Agora, cada integral f% f(2) dz pode ser calculada expandindo f em série de Laurent

em torno de 2. Nessa expansao,
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a_q

f(z) =

+h(z),

Z — Zk

em que h € holomorfa em uma vizinhanca de z;. Integrando sobre yy,

O e e AC L

A segunda integral € nula pelo teorema de Cauchy — Goursat. J4 a primeira é

1
alf dz = a_1(2mi).
o

" Z — Zk
Portanto,
j{ f(2)dz = 2miRes(f, zx).
Tk
Somando sobre £k = 1,2, --- , n, obtemos
%f(z) dz = 2mi Z Res(f, z1),
7 k=1
o que conclui a demonstragao. 0
1
Exemplo 10. Seja f(z) = —; T As singularidades sdo z =i e z = —I.
z
Temos
Res(f,#) = Iz — i) = = o, Res(f, ~i) = lim (= 4 i) 5= = —
es(f,i) =lim(z — i = — es(f,—1) = lim (2 41 = ——.
’ z—i 224+1 270 ’ z——i 22+1 21

Logo, para a curva |z| = 2,

1 1 1
f 5 dZ:Zm'(—,——,):O
2j=2 22+ 1 2t 2

o 1
I = dx.
/_Ooa:2—|—1 *

Considere a semicircunferéncia de raio R no plano superior e aplique o teorema dos

Exemplo 11. Calcular

1
2241’

residuos a fungdo f(z) = cuja unica singularidade no semiplano superior é z = 1. O

residuo nesse ponto é % Assim,
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4 Aplicacdes das Integrais Complexas

A teoria da integral complexa nio é apenas um ramo elegante da matemaética pura; ela
possui aplicagdes diretas e fundamentais em diversos contextos, desde o célculo de integrais
reais improprias até problemas em Fisica, Engenharia, Probabilidade e Processamento de Sinais.
As técnicas de integracdo complexa, juntamente com o Teorema dos Residuos, constituem
ferramentas indispensaveis para resolver problemas que, quando tratados apenas sob a 6tica do

calculo real, podem se tornar extremamente dificeis ou até inaborddveis.

4.1 Calculo de integrais reais improprias

Uma das aplicagdes mais cldssicas das integrais complexas € o cdlculo de integrais reais
que envolvem funcdes sem primitivas elementares. Em muitos casos, mesmo integrais simples
em aparéncia ndo podem ser resolvidas pelos métodos tradicionais do calculo real, o que motiva

o uso de contornos complexos e do Teorema dos Residuos.

Além disso, integrais envolvendo fung¢des racionais, exponenciais e trigonométricas
frequentemente se beneficiam de técnicas complexas, pois o comportamento no plano complexo
permite escolher contornos convenientes e explorar o decaimento de certas fun¢des no semiplano

superior ou inferior. Por exemplo:

> 1 > cos(ax) .
—d —=d v dr.
/_OO R /0 2 /0 e “sin(x) dx

Essas integrais podem ser resolvidas utilizando contornos semicirculares no plano com-

plexo, analisando singularidades no semiplano superior e aplicando o Teorema dos Residuos.

Exemplo 12. Vamos calcular a integral

< 1
/ LI
et 1

As singularidades sdo as raizes de z* + 1 = 0, ou seja,



N. . . ~ 4T 48w
ote que no Semlplano superior estao z1 = e1 ez =e€e1. LOgO, pelo Teorema dos

Residuos,

/oo x4:_ 1 dr = 27rz'[Res(f, z1) + Res(f, ZQ)}

Calculando os valores dos residuos Res(f, z1) e Res(f, z2), obtemos

>~ 1 s
ottt 1 V2
Esse procedimento ilustra como a andlise complexa transforma uma integral real impro-

pria em um cdlculo envolvendo apenas singularidades simples e a aplicac¢ao direta do teorema

dos residuos.

4.2 Integrais oscilatérias e amortecidas

Funcdes envolvendo senos, cossenos e exponenciais aparecem frequentemente em pro-
blemas fisicos. A identidade de Euler permite reescrever fungdes trigonométricas de modo
adequado ao uso de contornos complexos. Essa reformulacao simplifica o estudo de integrais que
envolvem oscilagdes, pois a escolha do contorno apropriado no semiplano superior ou inferior
faz com que a parte exponencial decaia rapidamente, garantindo que a contribui¢ao da parte

semicircular desapareca quando o raio tende ao infinito.

Esse método € particularmente Util para integrais da forma

em que P(x) é um polindmio cujas raizes determinam as singularidades da fun¢do complexa
associada. O sinal de a determina a escolha do contorno: para a > 0, utiliza-se o semiplano

superior; para a < 0, utiliza-se o semiplano inferior.

Exemplo 13. Calcule o valor de

I(a) = / ° _dr.

o T2+ 1

Para a > 0, utilizamos um contorno no semiplano superior. Com isso, a singularidade

relevante é z = i. Portanto,




4.3 AplicagOes em Fisica

A Anélise Complexa desempenha um papel fundamental em diversas areas da Fisica ma-
temdtica, especialmente em problemas que envolvem ondas, potenciais, transformadas integrais
e equacoes diferenciais. O Teorema dos Residuos e as técnicas de integracdo complexa fornecem
métodos poderosos para resolver integrais que surgem naturalmente em modelos fisicos, muitas

vezes simplificando expressdes que, no dominio real, seriam dificeis de tratar.

Entre as aplica¢Oes mais importantes na Fisica, destacam-se:

Campos eletromagnéticos

A formulac¢@o de potenciais elétricos e magnéticos em duas e trés dimensdes frequente-
mente leva a integrais cujo célculo € facilitado pelo uso de fun¢des holomorfas. Em particular,
solucdes da equacao de Laplace em duas dimensdes podem ser descritas por partes reais ou
imagindrias de fungdes s, permitindo representar campos elétricos € magnéticos de maneira

elegante.

Propagacao de ondas

Modelos de propagacio de ondas (sejam ondas eletromagnéticas, acusticas ou mecanicas)
frequentemente envolvem integrais oscilatdrias, como transformadas de Fourier e integrais do
tipo Fresnel. O uso de exponenciais complexas e de contornos adequados no plano complexo

permite analisar o decaimento das ondas, sua interferéncia e padroes de difracdo.

4.4 Aplicacoes em Engenharia

A Andlise Complexa desempenha um papel fundamental em diversos ramos da Enge-
nharia, especialmente naqueles que envolvem sinais, sistemas lineares, fendmenos oscilatorios
e modelos dependentes de frequéncia. As técnicas de integragdo complexa permitem resolver
integrais que surgem naturalmente no estudo de circuitos, no processamento de sinais € na andlise

de sistemas dinamicos. A seguir, apresentamos algumas das aplicacdes mais relevantes.
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Andlise de circuitos elétricos

Em circuitos RLC, a impedancia total é dada por

Z(w):RJri(wL—%),

que depende da frequéncia w. A andlise do comportamento do circuito para diferentes frequéncias
leva a integrais racionais em w, muitas das quais podem ser avaliadas utilizando métodos

complexos.

O Teorema dos Residuos permite determinar, por exemplo, respostas em frequéncia,
fendmenos de ressonancia e andlise da estabilidade de circuitos. Esse tipo de tratamento é

amplamente utilizado em Engenharia Elétrica e Eletronica.

Transformada de Laplace

A transformada inversa de Laplace, ferramenta essencial no estudo de sistemas lineares,

¢ dada por

16 = 51 [ Flo)eds,

Comi

onde v € um contorno vertical adequado no plano complexo.

Essa integral € tipicamente resolvida aplicando o Teorema dos Residuos: os polos de

F(s)e determinam diretamente o comportamento temporal da solug@o.

Esse método € indispensdvel em Engenharia de Controle, andlise de vibragdes, mecanica

aplicada e circuitos elétricos.

4.5 Aplicacoes em Probabilidade

A Anidlise Complexa também desempenha um papel relevante em certos modelos de
Probabilidade, especialmente naqueles que envolvem distribui¢des continuas cujas densidades se
relacionam com fun¢des racionais. Em varios casos, integrais que determinam constantes de
normaliza¢do ou valores esperados podem ser avaliadas de forma direta utilizando o Teorema

dos Residuos.

Um exemplo cléssico € o cdlculo da integral associada a distribui¢do de Cauchy:

* 1
/;001+I2dx:ﬂ-7
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que surge naturalmente no estudo de varidveis aleatérias com caudas pesadas e em fendmenos

fisicos que apresentam distribui¢des do tipo Lorentziana.

O método de integracdo por contorno fornece uma forma elegante e eficiente de avaliar
tais integrais, evitando célculos reais mais longos e destacando a utilidade das técnicas complexas

também no contexto probabilistico.
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Consideracoes Finais

O estudo das integrais complexas, iniciado com a compreensao das fungdes holomorfas
e dos fundamentos da integra¢do no plano complexo, revelou-se um campo matematico de
grande profundidade tedrica e ampla aplicabilidade. A integracdo complexa, em particular,
oferece métodos unificados e poderosos para a resolucdo de diversos problemas matematicos,
fisicos e de engenharia. A partir dos Teoremas de Cauchy, das Férmulas Integrais de Cauchy e,
principalmente, do desenvolvimento do Teorema dos Residuos, foi possivel apresentar técnicas
capazes de simplificar expressoes integrais que seriam de dificil ou impossivel resolucao por
métodos do célculo real tradicional. A andlise de singularidades e o célculo de residuos fornecem
uma abordagem extremamente eficiente, permitindo que problemas aparentemente complexos

sejam reduzidos a procedimentos sisteméaticos e precisos.

Além de sua elegancia conceitual, a Analise Complexa se consolida como uma ferramenta
poderosa em diversas dreas aplicadas. As aplicacdes vistas neste trabalho, relacionadas ao calculo
de integrais reais improprias, as integrais oscilatorias e as transformadas integrais, demonstram de
forma inequivoca a eficdcia do método quando confrontado com problemas concretos em Fisica,
Engenharia e Probabilidade. E notdvel como esse teorema permite a reducio de problemas
que envolvem grandes complexidades analiticas a uma anédlise focada na identificagdo das

singularidades.

Do ponto de vista académico, este estudo refor¢a a importancia de compreender a es-
trutura das funcdes de varidvel complexa e como suas propriedades analiticas influenciam
diretamente na resolu¢do de problemas tedricos e praticos. O cardter rigido das fun¢des holomor-
fas, aliado a possibilidade de expansdo em séries de Laurent e Taylor, cria uma base sélida para
analisar comportamentos locais e globais das func¢des, oferecendo resultados que nao possuem

andlogo direto no cdlculo real.

Por fim, este trabalho evidencia que a teoria da integracdo complexa ndo apenas expande
os limites do calculo tradicional, mas também cria pontes essenciais entre diferentes areas
da matemadtica e das ciéncias aplicadas. A integracdo complexa, longe de ser apenas uma
curiosidade tedrica, constitui um instrumento central na solu¢do de problemas que surgem em

modelos matemdticos reais, consolidando seu papel como um dos pilares da Andlise Matemdtica.
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