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Resumo

As equagoes diferenciais ordinarias sao ferramentas teis para modelagem de aplicagoes
desde fendmenos naturais até laboratoriais. Diante disso, o objetivo deste trabalho é re-
lacionar as equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem classificadas em lineares
ou nao lineares com algumas aplicacoes, tendo em vista que, as solugoes analiticas des-
tas equagoes apresentadas sao simplistas. A metodologia que abrange este trabalho é
um levantamento bibliografico referente as Equacoes Diferenciais, sob o auxilio de livros
textos universitarios, sendo as definicoes e teoremas relacionados ao livros de Boyce, Yar-
tey, Chasnov e Doering, posteriormente, as aplicagoes retiradas dos livros universitarios
de Braun, Zill, Bassanezi e Tygel. Diante desses levantamentos bibliograficos, alguns
resultados obtidos pelas solucoes analiticas das equacoes diferenciais apresentadas € a in-
terdisciplinariedade entre a teoria e a aplicacao. Assim, destes levantamentos, é possivel
estabelecer uma relacao entre as aplicabilidades destas equagoes diferenciais com a ma-
tematica aplicada.

Palavras chave: Equacoes Diferenciais; Aplicagoes; Matematica Aplicada.



Abstract

Ordinary differential equations are useful tools for modeling applications ranging from
natural to laboratory phenomena. In view of this, the aim of this work is to relate first-
order ordinary differential equations classified as linear or non-linear to some applicati-
ons, bearing in mind that the analytical solutions of these equations are simplistic. The
methodology used in this work is a bibliographical survey of differential equations, using
university textbooks. The definitions and theorems are related to the books by Boyce,
Yartey, Chasnov and Doering, and the applications are taken from the university textbo-
oks by Braun, Zill, Bassanezi and Tygel. In view of these bibliographical surveys, some
of the results obtained by the analytical solutions of the differential equations presented
is the interdisciplinarity between theory and application. Thus, from these surveys, it is
possible to establish a relationship between the applicability of these differential equations
and applied mathematics.

Keywords: Differential equations; Applications; Applied Mathematics.
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1 . Introducao

Algumas das diversas aplicagoes matematicas vistas no cotidiano sao modeladas por
meio de Equagdes Diferenciais. De acordo com Oliveira (2010), a matematica é a lingua-
gem principal que estd por tras das ciéncias, consequentemente, existe uma infinidade de
problemas em nosso cotidiano onde sao necessarios métodos matematicos para fornecer
as devidas solugoes.

De acordo com Vargas (2005), a maioria das utilizagoes tecnoldgicas de teorias ci-
entificas sao modeladas por Equacoes Diferenciais, e as dificuldades estao centradas em
encontrar solugoes para as equacoes que formalizam um vasto nimero de fendomenos na-
turais.

Ainda para Vargas (2005), no meio do século passado por meio de simplificagoes de
modelos de Equagoes Diferenciais complexas observou-se o progresso da tecnologia, e
verificou-se o sucesso da utilizacao de teorias cientificas nas solugoes de problemas técnicos.

Conforme Matos (2016), o estudo das equagoes diferenciais iniciou com o desenvol-
vimento do Célculo Diferencial e Integral pelo matematico e fisico inglés Isaac Newton
responsavel pela formulacao da teoria da gravitacao universal, e também, por Gottfried
Willian Lebniz filésofo alemao reconhecido como figura central na histéria da matematica
no século XVII, por meio de conceitos de integracao por somatoérios correlacionados ao
calculo de volume de superficie, sendo a diferenciacao correlacionada pelos problemas da
reta tangente de algumas curvas.

Ainda para Matos (2016), desde a tempos antigos a matemética impressionava mul-
tidoes com as aplicagoes relacionada a vida cotidiana devido a sua formalidade, tendo em
vista que, grande parte das solucoes destes problemas estavam relacionadas as necessida-
des da época, sendo que o calculo obtido era a quadratura, um método especifico para
reduzir as solucoes de problemas que envolviam calculos de primitivas, destes fatos levou
a descoberta para métodos matematicos inovadores no século XIX.

Vale destacar que, o objetivo deste Trabalho de Conclusao de Curso (TCC), é apre-

sentar um levantamento bibliografico das aplicacoes que envolve as Equacoes Diferenciais



Ordinarias de Primeira Ordem classificadas como Lineares ou Nao Lineares, sendo apre-
sentado defini¢oes, exemplos, propriedades, teoremas cldssicos (existéncia e unicidade de
solugoes) como base para compreender as aplicagoes presentes em cada capitulo.

No segundo capitulo no inicio é discutido as Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares
de primeira ordem, com algumas classificacoes referente a ordem das equagoes, linearidade,
método de solugoes para Problemas de Valores Iniciais (PVI) que envolvem tanto as
equagoes homogéneas e nao homogéneas por meio de alguns exemplos.

Assim, as secoes do capitulo 2 sao referentes as trés aplicacoes classificadas como Li-
neares, dentre elas, a primeira trata do modelo de crescimento populacional representada
pela Lei do crescimento Malthusiano em que é exibido as equagoes que utilizam deste
método de solucao. Em seguida, a Lei do Resfriamento de Isaac Newton com algumas
defini¢oes e propriedades importantes da Termologia relacionadas ao calor para um aque-
cimento ou resfriamento com a aplicagao hipotética que envolve o trabalho de um perito
criminal.

O capitulo 2 é encerrado pelas aplicacoes dos circuitos elétricos Resisténcia Circuito
(RC) e Resisténcia Indutor (RL) através das formulagoes das equagoes, assim como os pro-
cessos envolvidos para determinar tanto a corrente elétrica quanto a carga elétrica, princi-
palmente, as ilustragoes dos circuitos em conjunto com as equagoes que correspondem-as.

Diante disso, o capitulo 3 é tratado as Equacoes Diferenciais Ordinarias de Primeira
ordem, porém as classificadas como Nao Lineares. E apresentado, um referencial bibli-
ografico sobre PVIs Nao Lineares, resultados classicos referente a problemas de existéncia
e unicidade em um intervalo com exemplos e ilustracoes de graficos do comportamento
das funcoes apresentadas.

As secoes do capitulo 3 sao referente as aplicagbes nao lineares, a saber, Modelos
populacionais nao lineares, Equacao de Bernoulli e trajetérias ortogonais. No inicio da
secao ¢ apresentado os modelos populacionais em que sua modelagem é realizada por
equagoes diferenciais nao lineares e de primeira ordem, tendo em vista que, este modelo
é requerido para crescimentos de populagoes grandes, que considera fatores relacionados
ao ambiente deste taxa de natalidade quanto a taxa de mortalidade.

Adiante, a segunda aplicacao presente no capitulo 3 é a secao que trata sobre as



Equacgoes de Bernoulli. Nesta secao, é discursado a transformacao utilizada para solucio-
nar estas equagoes que sao nao lineares representadas diante alguns PVIs.

Na sequeéncia, o capitulo 3 encerra na secao das trajetorias ortogonais. Nela, é sa-
lientado as demonstragoes dos métodos necessarios para obter uma familia de curvas
ortogonais a uma curva, ¢ exibido algumas aplicagoes deste tipo com algumas ilustragoes

por meio de graficos.



2 . Equacoes Diferenciais Ordinarias

Lineares de Primeira Ordem

Nesta capitulo é tratado um estudo bibliografico referente as Equagoes Diferenciais
Lineares de Primeira Ordem. Sera apresentado desde as classificagoes quanto suas linea-
ridades e métodos de solucoes assim como algumas aplicagoes, a saber: Modelos popula-

cionais, Lei do Resfriamento de Newton e Circuitos Elétricos (RC e RL).

2.1 Algumas Classificacoes

Seja uma Equagcao Diferencial Ordinaria (EDO) de primeira ordem da forma,

dy _

L~ f(t.y) 2.)

onde f é uma funcao real definida em um conjunto A C R% Considere y = ¢(t)
uma funcao diferencidvel que satisfaz (2.1) para todo ¢t em um intervalo I é chamada de
solugao.

Assim, é necessario classificar as EDO’s tanto em relagao a sua ordem quanto a sua

estrutura, a fim de identificar métodos de solugoes para determinados problemas.

Definicao 1 : A ordem de uma EDO ¢é a ordem da derivada de maior ordem que aparece

na equacao.

Exemplo 1 : A EDO dada por y" +y + cos(t) = 0 € classificada como EDO de sequnda

ordem de acordo com a definicao (1) pois a ordem de sua maior derivada € y".

Exemplo 2 A EDO 2ty+y'2t+y" (t+1)+y" (sen(t)) € classificada como EDO de terceira

ordem pela defini¢ao (1) pois a ordem de sua maior derivada € y" .



Nesse sentido, classifiquemos a linearidade das EDO’s de acordo com a definicao a

seguir.
Definicao 2 Uma EDO caracteriza-se como linear com respeito as varidveis, a saber,

n—1 _n

yay/7y/""7y Y

consequentemente,

ao(t)y + a1 (t)y + ax(t)y” + ... + an(t)y" = f(t)

em que ag, ay, ..., a, € f sao funcoes apenas de t.

Os exemplos 3 e 4 mostram exemplos relacionados, respectivamente, a linearidade e

nao linearidade de uma EDO de primeira ordem.
Exemplo 3 : A EDO y' + 4t = 0 € dita linear pela definigao (2).
Exemplo 4 : Seja t*y — yy' + 4y = 0 € dita nao linear pois é contrdria a definicdo (2).

Uma EDO reflete sobre o comportamento da derivada de uma funcao, tendo em vista
que, o objetivo é encontrar uma solucao que obedeca uma determinada equagao. O

exemplo (5) mostra a solugao de uma EDO de primeira ordem linear.

Exemplo 5 : Dada a EDO 3" +y = 0 uma equagao que representa a solugao € y(t) =

c1c08(t) + casen(t) para quaisquer ci, ca € R. Observe que,
y" = —cicos(t) — casen(t)
entao,

y" + 1y = (—cicos(t) — casen(t)) + (cicos(t) + casen(t)) = 0

como quem/amos mostrar.
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Veja que o exemplo (5) nao fornece completamente a solu¢ao da equacao, uma vez que
em todos os casos apresenta-se um ou mais parametros diante a solucao, e de acordo com
o Teorema Fundamental do Célculo a primitiva de uma funcao nao é determinada devido
a soma de parametros.

Com o intuito de obter uma reposta concreta é necessario informagoes adicionais além

da equagao, sendo um valor da fun¢ao em um ponto, ou seja, y(zo) = yo.
Defini¢ao 3 : Um problema de valor inicial (PVI) de uma equagao diferencial de ordem

n, é;

n

y" = flz, v,y .y

com as condicoes iniciais

y(wo) = Yo
y,(l'o) = Y1,
Y (x0) = yo

(n—1) _
L Y@o) = Y1)

onde To,Yo,Y1,---»Yn—1) Sao valores dados, logo, a solugao geral € uma familia de n-

parametros, e utilizando as condicoes iniciais € encontrado uma solucao particular.

O exemplo (6) mostra a solu¢do de um PVI que é encontrado a solugao particular de

uma EDO de primeira ordem linear.

d 3
Exemplo 6 : Resolva V1Y 22 adotando que y(0) = 2.
de 2 2
Note que,
dy 'y 3 dy 33—y 1 d 1d
_— —_ — —_— = = —adx
de 22 dr 2 3— 4%



como as fungoes encontradas sao continuas entao as mesmas sao integraveis, isto é,

VK € R.

1 1 T

adotando y(0) = 2, temos,

logo, a solucdo da EDO deste exemplo sob condicdo de y(0) =2 é y(x) =3 — e 2.
O exemplo (6) é representado como uma equagao separavel dada pela definicao a

seguir.

Definicao 4 : As EDOs que podem ser escritas da forma

9wy = f(z) = gly)dy = f(x)dx

sao chamadas de equagoes separdveis estao separadas de modo que as variaveis x ey estao

separadas.

Através da defini¢ao (3) é necessério estabelecer quando existe solugao e a mesma é

dita tinica num intervalo centrado, assim ¢ enunciado os teoremas (1) e (2).

Teorema 1 : Suponha que a funcdo f(x,y) é continua num retangulo R,
R={(z,y):xo—h<x<zo+h, yo—k<y<yo+k}

centrado em (xo,y0). Entdo existe um nimero hy (possivelmente menor que h) tal que

uma solugao de y = ¢(x) de (3) € definido em (xg — hy, xo + hq).

12



0
Teorema 2 : Suponha que f(x,y) e sua derivada parcial 8—f(x,y) sejam continuas num
x
retangulo R conforme o Teorema (1). Entao existe um nimero hy (possivelmente menor
que hy) tal que uma solugao de y = ¢(x) na qual a existéncia é garantida pelo Teorema

(1), posteriormente, a solugdo é tinica em (xg — ha, o + ha).

Veja que os exemplos (7) e (8) retratam referente a aplicacao dos Teoremas (1) e (2)

para existéncia e unicidade em um PVI definido em (3).

Exemplo 7 : Seja o PVI,

dy  cos(x+1)

de ~ y+1
y(0) =2
0 1
observe que —f = —M € continua quando x = 0 exceto para y = —1. Logo,
dy (y+1)°
1) 0
flz,y) = %%:) e 8_f sao continuas em (0,2), assim, os Teoremas (1) e (2) garantem
) Y

tanto a existéncia quanto a unicidade para o PVI.

Exemplo 8 : O PVI dado por,

dy «x
dr vy
y(1) =0
af T r .. . ,
note que, tanto Friai quanto f(x,y) = —— nao sao continuas em (1,0), logo, possivel
T Yy Yy

concluir que nada afirma-se a respeito de possiveis solugcoes neste intervalo.

Adiante, as classificagoes abordadas nesta se¢ao 2.1 estabelece um alicerce para a segao
2.2 que trata referente as solugoes de uma EDO Linear que pode ser homogénea ou nao

homogeénea.

13



2.2 Solucgoes de Equacoes Diferenciais Ordinarias de
Primeira Ordem Lineares

A equagao diferencial (2.1) pode ser escrita da forma,

y = f(t,y)

onde f é uma fungao admitida em A C R2 Consideremos o caso em que y' = f(t) e f

seja integravel, entao,

y = F(t) = dy — f(t)dt = /dy _ /f(t)dt = y(t) = F(t) + C,¥C € R.

E importante destacar que, na maioria dos casos existem Equacoes Diferenciais im-
possiveis de solucionarmos de maneira analitica, entao, é importante o auxilio de um
computador que envolva os métodos numéricos para resolver. Nesta secao, é discutido as

solucoes de EDO lineares por métodos simplistas de solucionar.

Definicao 5 : Uma equacao diferencial linear de primeira ordem € uma equacdao da

forma,

onde a(t) e b(t) sao funcgoes continuas em um intervalo I.

A definigao (5) é classificada como linear pois é possivel escrevé-la da forma da equagao
(2.1), ou seja, f(t,y) = —a(t)y + b(t), por outro lado, g(t,y) = —a(t)y é linear em y, a

saber,

g(t, anyr + agye) = —a(t)[cayr + aoye] = —ara(t)yr — asa(t)ys = arg(t, y1) + aag(t, y2)
Destes fatos, pela defini¢ao (5) note o PVI a seguir,

14



y(to) = Yo

0
de acordo com Teoremas (1) e (2) segue que f(t,y) = —a(t)y + b(t) e a—f(t,y) = —a(t)
Y
sdo continuas em ¢ e y. A defini¢ao (6) trata referente a simplificagdo da equagao dada

pela defini¢ao (5).

Definicao 6 : Dada uma equacdo diferencial linear escrita da forma,
Y +a(t)y =0

¢ chamada de linear homogénea (L.H). Caso contrdrio, para b(t) Z 0 é definida como

linear nao homogénea (L.N.H).

Seja y # 0, a solugao geral para as Equagoes Diferenciais classificadas como Lineares

Homogéneas é obtida do seguinte modo,

= y(t) = K.e~ /oW yK e R, (2.2)

assim, a equagao diferencial apresentada na defini¢ao (6) tem solucdo geral dada pela

funcao y(t) em (2.2).

Exemplo 9 Seja o PVI,

note que y' + sen(t)y = 0 é uma equagao diferencial linear homogénea de acordo com a

15



definicao (6), entao a sua solugdo geral é,
y(t) _ K‘e—fsen(t)dt - y(t) _ K'ecos(t)
atribuindo a condi¢do inicial y(0) = 2, temos,

y(0) =2 = K.e0 =92 = K =21
diante disso, a solugdo geral € y(t) = 2e~t.cos(t)

As propriedades a seguir remetem a caracteristicas importantes para EDO lineares

homogéneas.
Propriedade 1 : O conjunto solug¢io da equacdio y' + a(t)y = 0 verifica que,
I . Sey; eyy sao solugoes entao y; + yo também sao solucoes.
Il . Sey; € solugao entao cy, também é solugao, Ve € R.
IIT . A fungao y(t) =0 € solugao.

Para o item I, adote que y; = ¢1.e” /@0 ¢ yy = ¢y e J ot gt ¢,

i = v OH (—a(t)), g = cp.em IO (—q())

assim,

[y + y2)' + a(t)[yr +yo] = ¥5 + 15 + a(t)yr + a(t)y: =

= cra(t)e™ 9O _ coq(t)e S oW 4 cq(t)em o Ly (t)em S oA — .

com isso, garantimos que y; + ¥ € solucao como desejado.
Posteriormente, para a propriedade II vamos mostrar que cy; ¢ solugao para a EDO,
isto é,

16



le.n) = cyy = c.em 9O (—a(1))

assim,

e, 4+ a(t).cyr = c.(—cr.a(t)).e” T 9OE L g (t).cem T —

logo, cy; € solugao como desejado.

Analogamente, para a propriedade (1) do item III, temos que,

temos,

nessas condicoes, ¥ + a(t)y = 0.
Pela definigao (6) as EDOs podem ser lineares homogéneas ou lineares nao homogéneas.

Da definigao (5), para b(t) # 0 é necessario a defini¢ao (7).

Definicao 7 : Seja pu(t) a fungdo reconhecida como fator integrante para a equagdo nao

homogénea, em que, pu(t) = el *®d,

Através da definigao (7) manipulamos a expressao por meio da definigao (6), isto é,

).y () + p(t).at).y = u(t).b(t)

note que,

(n(®).y)' = 1'(t).y + ' .u(t)

destes fatos, obtemos que,

17



=B o @) — a(t).u(t) =0 (2.4)

assim obtemos a expressao (2.4) que é uma EDO LH. Analogamente, para pu(t) # 0 sob
(2.4), obtemos,

integrando ambos os membros, temos,

In|u(t)| = / a(t)dt = p(t) = el *Od (2.5)

Diante disso, pela definigdo (5) por meio de processos algébricos simples com (2.5),

tal que,

u(b)-y' + plt).alt).y = (t).u(t) = (u(t)-y) = lt).b(t)

integrando-a, temos,

ou ainda,

18



y = ce” J oWt 4 o= Jal®)dt /ef oDt b(t)dt (2.6)
logo, a expressao (2.6) é solugao geral das EDO lineares nao homogéneas.

2.3 Modelo de Crescimento Populacional

Nesta secao sera tratado as equacgoes diferenciais que governam o crescimento popu-
lacional sob condigoes especificas. Para Braun (1993) é impossivel modelar o crescimento
de uma espécia por intermédio de equacoes diferenciais pois uma ou outra espécie é mo-
dificada em quantidades inteiras.

Ainda, segundo Braun (1993) uma determinada espécie de populagdo nunca pode ser
diferenciavel em funcao do tempo, porém se a populagao for grande e aumentada conti-
nuamente em tamanho um, essa modificacao é relativamente pequena em comparacao a
populacao dada, assim, é obtido uma aproximacao das mudancas continuas de crescimen-
tos de grandes populagoes.

Por conseguinte, serd denotado o crescimento exponencial das populagoes através de
Progressdes Geométricas (PG). Segundo Napoles (2018) este crescimento é limitado pela
caracterizacao da taxa de crescimento num determinado instante e é proporcional a po-
pulacao total no mesmo momento.

Segundo Népoles (2018), alguns obstaculos para o crescimento de uma populac¢ao sao
guerras, epidemias, fatores economicos, infanticidios e entre outros, por outro lado, o
controle para a estabilizacao do crescimento de uma populagao ¢ o casamento.

De acordo com Népoles (2018), o modelo de progressao geométrica é destacado pelo
crescimento populacional consecutivo, em que, r é uma constante da taxa de crescimento
da populacao. Destes fatos, é necessario que considere em um ano n uma populacao
fixa Py, na qual a recorréncia linear dessas populagoes sao dadas por, P, = (1 4+ r).F,
Py = (1 +r)2.P,, generalizando, obtemos, P,,; = (1 +r)".P, dada por uma PG de razao
(1+7).

Destes fatos, o modelo Matlhusiano é utilizado para manusear as expressoes adiante
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nesta secao, apesar de simples reata o comportamento da realidade em algum instante de
tempo, ausente restri¢oes especificas.

Suponha que, P(t) represente a populagdo de uma espécie em um tempo ¢, e r(¢,p) a
diferenca entre a taxa de natalidade e taxa de mortalidade. Para Braun (1993) dado uma
populacao isolada, é adotado que ij—f a taxa de mudanga da populacao é igual a aP(t),

entao, é obtido a equacao diferencial dada por,

dP

i aP(t) (2.7)

Observe que a EDO (2.7) é linear devido a defini¢ao (2) e é classificada como homogénea

pois podemos manipular a expressao de maneira andloga a defini¢ao (6), isto é,

P'(t) —aP(t) =0

como P(t) é uma funcdo continua, entao, sua solugao geral é obtida pelos métodos de

solugao apresentados em (2.2), logo,

P(t) = P,.ealt—t0)

em que Py = e Ve € R. Essa equagao diferencial apresentada, é nomeada por lei do
crescimento populacional de Thomas Robert Malthus ou lei do crescimento Malthusiano.

O grafico a seguir mostra o comportamento do crescimento exponencial de uma po-
pulacao arbitraria por meio do método Malthusiano, em que Fy = 1 e a = 0.35. Observe

que, a medida que o tempo ¢ avanga a populagao cresce de modo acelerada.
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Grafico 1: Comportamento do Crescimento Populacional Malthusiano

6 ,,P(Zf) _P(t) — 60.35t

Fonte: Autoria propria.

Essa aplicacao de EDO pode representar alguns modelos populacionais sem restricoes,
adiante, sera especificado de maneira hipotética em quantos anos aproximadamente a

Terra terd o dobro de sua populacao.

Aplicagao 1 : Suponha P(t) a populagao da Terra em um tempo t. Foi determinado por
um grupo de pesquisadores que aproximadamente a populacao da Terra em meados dos
anos 1960 a 1970 estava aumentando a uma taza de crescimento de 2% ao ano. Verifique

a quantidade de habitantes na Terra estimado em centenas de anos.

Considere que na época de 1965 a populacao da Terra esteja estimada em aproxima-
damente 3,34.10° habitantes. Aplicando o modelo de crescimento Malthusiano, temos,

to = 1965 e a = 0,02, ou seja,

P(t) = (3,34.107).¢%02(171965) (2.8)

Da equagao (2.8), considere que t — 1965 = T'. Assim, a Terra dobrard o nimero de

habitantes quando T for,

%21 =2 = 0,02T = In(2) = T ~ 36,65

21



logo, a equacao prevé que em aproximadamente 36,65 anos a populacao da Terra serd 2
vezes maior que o ty considerado.

Para Braun (1993) a equagao prevé que a populagao da Terra serd de 200 bilhoes
de habitantes em 2515, em contrapartida, sua superficie possui capacidade de 1.860.000
bilhoes de pés quadrados sendo que 80% é composto por dgua.

Ainda assim, de acordo com Braun (1993) uma certa espécie de ratos (Microtus Arvallis
Pali) reproduz rapidamente. Considere que, essa populacao de roedores cresga a 40% ao
meés, e que existam dois roedores no inicio da observacao, entao, a taxa de crescimento

dos roedores satisfaz o PVI dado por,

dP

—— =0.4P
dt 0,
P(0) =2

observe que o PVI pode ser escrito do seguinte modo,

P'(t) — 0,4P(t) =0

¢ uma EDO linear nao homogénea, entao sua solugao é obtida através dos métodos abor-
dados na definicdo (6), isto é, P(t) = P,.e%*#%)  Adotando a condicdo inicial, tal que,

P(0) = 2, temos,

P(t) = 2.e047)

Destes fatos, para Braun (1993) este modelo representativo do crescimento de uma
determinada espécie, representa um proximidade da realidade, assim, tabela a seguir
mostra dados de observacoes realizadas no passado desta espécie, por outro lado, os

calculos realizados com este modelo populacional.

A tabela (2.1) mostra a proximidade da realidade (observagoes) com os célculos obtidos

por meio do modelo de crescimento populacional Malthusiano.
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Tabela 2.1: Observacao e calculos de modelos populacionais.

Meses 0| 2 |6 10
p Observagoes | 2 | 5 | 20 | 109
p Calculos 2145 |221109.2
Fonte: Braun (1993).

2.4 Lei do Resfriamento de Isaac Newton

Nesta secao, é abordado a aplicacao referente a Lei do resfriamento de corpos proposto
pelo matematico e fisico Isaac Newton.

De acordo com Silva (2010) Newton publicou um artigo que descreve métodos para
medir temperaturas de até 100°C, na época quase nenhum termometro aferia elevadas
temperaturas.

Vale ressaltar que, esse método é embasado sob a Lei de Variacao da Temperatura
de Newton. O enunciado reflete que a taxa de variacao da temperatura de um corpo é
proporcional a diferenca entre temperatura do corpo e do ambiente.

Assim, é destacado algumas situagoes do cotidiano que é utilizado a Lei de Variagao da
Temperatura de Newton através de um modelo de equacoes diferenciais ordinarias. Para
Silva (2010), a taxa de resfriamento de um corpo depende fatores externos, tais como:
diferenca de temperatura entre o meio e o ambiente, condi¢oes que o corpo foi inserido,
condutividade térmica do corpo e entre outros fatores.

As situacoes mais frequentes que abordam esta aplicacao sao as mudancas de tempe-
ratura em objetos que possuem maior grau de condutividade térmica de calor, haja vista
que, calor é definido como energia térmica em transito.

Aplicagoes que sao desde aquecer um metal até processos de revenimento em industrias.
Os calculos sao utilizados com o objetivo de prever o momento em que o objeto atinge a
temperatura desejada, em que habilita encontrar a melhor utilizagao do forno em relagao
ao rendimento da produtividade da industria.

Para Silva (2010), por outro lado o resfriamento ¢ utilizado de maneira ampla, como
por exemplo, permitir a conservagao de propriedades quantitativas e qualitativas de um

determinado material em estado aproximadamente inalterado.
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Um corpo cuja a temperatura é T' em que nao possui fontes internas de propagacao de
calor, quando entra em contato com o ambiente, a temperatura 71" tende a temperatura
do meio T,,. Entao, para T' < T}, o corpo ¢é aquecido, caso contrario, resfriara.

Segundo Silva (2010), experimentalmente foi verificado que quanto maior a diferenca
entre a temperatura do ambiente e a do corpo, mais rapidamente sera a variacao de sua
temperatura ao longo do tempo (T'(t)).

Um modelo simplificado para o fenomeno que expressa a variagao de temperatura num
corpo por ganho ou perca de calor para o ambiente, deve satisfazer algumas hipdteses cuja

é apresentado na propriedade (2).

Propriedade 2 Dado um corpo cuja a temperatura ¢ T e a do ambiente T,,, deve satis-

fazer os sequintes itens:

I . A tempertura T € a mesma em todo interior do corpo e depende apenas e exclusi-

vamente do tempo.

II . A temperatura do ambiente T,, € constante com o tempo.

dr
dt

proporcional a diferenca entre as temperaturas do corpo e do ambiente, ou seja,

III . O fluro de calor por meio das paredes do corpo € representado por T =

T'=—-K(T —1T,) onde K é uma constante que depende das propriedades fisicas do

coTpo.

Vale ressaltar que, na propriedade (2) no item I o sinal negativo na equagao é
devido a transferéncia de calor de uma fonte quente para uma fonte fria, isto é, se T' > T,
obtemos que T decresce, caso contrario, T’ cresce.

Pelo item II da propriedade (2), veja que,

dr

— = Kdt=WT-T,|=-Kt+C=T-T,=Ae K =
T—1,) n| | + e

= T(t) =Ty + Ae ™ (2.9)

da equagao obtida em (2.9), é instituido a condicao inicial T7'(0) = Ty, isto é,
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T(O):T0:>Tm+AIT0:>AITO—Ta

logo, a temperatura de um corpo em um instante de tempo ¢ pode ser obtida pela expressao
Tt)="T,+ (Ty — T,).e &t
O grafico (2) representa a queda temperatura de um corpo, observe que, a medida que

a curva T'(t) se afasta de Ty aproxima cada vez da temperatura T, em que Ty > T,,.

Grafico 2: Curva de resfriamento de um corpo.

T
1o
T(t)
b
Ty > 1T, t

Fonte: Autoria propria.

Por outro lado, o grafico (3) ilustra o aquecimento de um corpo, note que, a curva

exponencial T'(t) aproxima de T, que implica em Ty < 7.
Grafico 3: Aquecimento de um corpo sob a lei de Newton

Tg{r=mmmmmmmmmmmmmm oo mm s

To

Fonte: Autoria propria.
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Tanto no gréfico (3) quanto no Gréfico (4), a temperatura dada por T'(t) apresenta

uma caracteristica quando t — oo, isto é,

lim (T, + (Ty — T,).e %) = lim T, =T, (2.10)
—»00

t—o00

logo, a expressao obtida em (2.10) apresenta que T'(t) converge para a temperatura am-
biente ao longo do tempo ¢, por consequente essa caracteristica é reconhecida como tem-
peratura de equilibrio do corpo.

Assim, a Lei do Resfriamento de Newton é utilizada para aferir desde temperaturas
mais baixas até mesmo as mais as elevadas. Algumas aplicabilidades desta Lei estao
presentes em nosso cotidiano, tal como, o auxilio para peritos criminais investigar o local

de algum crime. A aplicacao (2) trata referente a descobrir o horédrio de um 6bito.

Aplicagao 2 : A temperatura do local, onde faleceu uma pessoa, era constante e igual
a 22,2°C. Pessoas que estavam proximas ao local relataram que havia um individuo
no momento do ocorrido, no periodo entre 18h as 21h. Apds uma intensa discussao
entre as mesmas, o indiwiduo deizou o local onde estava a vitima. Ainda por relatos de
pessoas proximas ao local, afirmam que discussoes ndao eram comum entre essas pessoas
envolvidas. Um perito criminal chega ao local as 23h e mediv a temperatura do corpo
que era de 34,8°C, uma hora mais tarde aferiu novamente a temperatura e registrou no
relatorio de oficio que era de 34,1°C. E possivel afirmar que o individuo que entrou no

local mo hordrio da discussdo, € o responsdavel pelo dbito da outra pessoa ?

Suponha que temperatura normal do corpo seja T,, = 35,6°C. Pela Lei de Resfria-

mento de Newton, temos,

T(t)=T,+ (Ty —T,).e ™" = T(t) = (34,8 — 22,2).e X" + 22,2 =

= T(t) =12,6.e " 4 22,2
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o perito aferiu a temperatura uma hora apos sua chegada e concluiu que era de 34,1°C,

assim,

T(1)=34,1=12,6.e7422,2=34,1= 12,6 % =11,9= ¢ X =0,9444 = K = 0,057205

logo, a equagao (2.11) representa o ocorrido, isto é,

t)=12,6.e + 22, .
T(t) = 12,6.e~%0572050 4 99 9 (2.11)

A partir da equagao (2.11) é obtido o gréfico 4 que ilustra o comportamento da tem-

peratura do corpo em funcao do tempo ¢, isto é,

Grafico 4: Comportamento da temperatura aferida pelo Perito.

T(t)

34 —T(t) = 12.6 - ¢~0:052705¢ 4 99 9

32 |

30 |

28 |

26 |

24 +

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Fonte: Autoria propria.

observe que do grafico 4 o corpo diminui a sua temperatura ao longo do tempo pois

Ty > T,.
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Dado que a temperatura normal do corpo é T,, = 36,5 °C, entao, o momento do ébito

¢ obtido do seguinte modo,

T(t) — 36’ 5= 12’ 6.6_07057205t + 22’ 92— 367 5= 6—0,057205t — 1’ 06349 =

= (—0,057205t).lne = In1,06349 =t = —1,076h (2.12)

Sabemos que uma pessoa esteve no local entre 18h as 21h, e como t = —1,076h entao

o corpo estava em 6bito as,

23h — 1hbman ~ 21h55min

O perito deve concluir que a pessoa que estava no local com a vitima entre o horario

das 18h as 23h nao ¢ a responsavel pelo obito.

2.5 Circuitos Elétricos Resisténcia Circuito (RC) e

Resisténcia Indutor(RL)

Nesta secao ¢ discutido a aplicagao de circuitos elétricos do tipo Resisténcia Circuito
(RC) e Resisténcia Indutor (RL) através de manipulagoes algébricas em equagoes diferen-

ciais ordinarias de primeira ordem caracterizadas como lineares.

Definicao 8 : Os diagramas que representam o movimento das cargas elétricas em um

caminho fechado € denominado circuitos elétricos.

Em outras palavras, os circuitos elétricos tem o intuito de representar os caminhos de
transferéncia de energia de um determinado local para outro, ou seja, a energia potencial
elétrica é transferida por meio de uma fonte (gerador) até um outro dispositivo em que
a energia é armazenada (receptor) ou até mesmo convertida em outros tipos de energia,
como: luz solar, som e entre outros.

Seja um circuito elétrico simples de indutancia L, resisténcia R e uma forca eletromo-

triz constante Ej, em que o mesmo ¢é ligado no instante ¢ = 0, é vélido as caracteristicas
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admitidas na propriedade (3).

Propriedade 3 Considere as sequintes propriedades para um circuito elétrico simples

sob uma forca eletromotriz constante:
I . A queda de tensao através da resisténcia R € igual a RI.

Il . A queda de voltagem através de uma indutancia L € igual a La.

De acordo com propriedade (3), note que, a definigdo (9) auxilia na manipulacao da

equagao diferencial que modela um circuito elétrico classificado como RL.

Definicao 9 : Para circuitos elétricos do tipo R.L em paralelo com a lei de Kirchhoff,

diz que a soma da queda de tensdo no resistor (R) e indutor (L) € igual a voltagem (V).

A figura (1) ilustra um circuito elétrico simples RL, que possibilita encontrar as

equacoes diferenciais desejadas para modelar essa aplicacao tao utilizada.

Figura 1: Circuito elétrico Resisténcia Indutor (RL).

R L
—— AN\, YN

2

of

Fonte: Autoria propria.

assim, pela definigao (9), a EDO que representa esse modelo, é dada por,

di di  Ri Bt
1Y Ri— By @B EWD

= 1
dt dt L L (2.13)

a equagao diferencial obtida (2.13) é caracterizada como EDO linear ndo homogénea pela
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defini¢ao (7), pois E(t) # 0, caso contrario produziria uma queda de tensdo no circuito

para E(t) = 0.
A aplicagao (3) reata sob um circuito elétrico simples RL, em que possibilita encontrar

a corrente elétrica I(t) durante um longo prazo de tempo t.

Aplicagao 3 : Considere que uma bateria de 12 Volts é conectada por intermédio de um

1
circuito RL, sendo a indutancia de §H e a resisténcia R = 10€2.
A figura a seguir, ilustra o esquema do circuito RL desejado, isto é,

Figura 2: Esquema do Circuito RL.

1002 0.5H

AN

1

o

Fonte: Autoria propria.

Considere que a corrente elétrica inicial (i(0) = 0) e pela defini¢ao (7) o fator integrante

é u(t) = el 0t Agsim,

di 102 12 di

—_—+ = = — +200 =24 2.14

dt+ 1 :>dt+ i ( )
2

1
2
assim, da equacao (2.14), o fator integrante é,

u(t) _ €f20dt = M(t) — 20t

diante disso, ao operar a equagao (2.14), é obtido,

di
eQOt.d—; + 2200 = 24 = (e?4) = 24.e*" = . = 24. / e?dt =
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24 6
= 2 = %.e%t +C=i(t) = R + Ce 20t

como a condigao inicial indica que #(0) = 0,

6 6
i(O):O:>5—|—C’e_20'°:0:>C:—5

logo, a equacao (2.15) representa a corrente elétrica gerada no circuito RL da aplicagao

(3), isto é,

i(t)=-(1—¢e) (2.15)

Pelas propriedades de limite é possivel determinar a corrente elétrica em um tempo

distante t. Isto é,

6 6 6 6
lim — (1—e?) =_lim(1—e ) =_(lim 1 — lim e ") = —
t—o00 5 t—o0 5 t—o00 t—o00 5

6
quando ¢ tende a infinito (tempo distante) a corrente elétrica é i(t) = EA.
Por outro lado, o circuito elétrico Resisténcia Circuito (RC) contém uma resisténcia
R, capacitor C' e uma fonte eletromotriz geradora V. A definicdo (10) apresenta as

caracteristicas de um circuito simples do tipo RC.

Definicao 10 : Pela lei de Kirchhoff diz que a soma da queda de tensao no resistor e no

capacitor € igual a voltagem.
Através da defini¢ao (10) veja o esquema de um circuito RC na figura,

Figura 3: Circuito elétrico Resisténcia Circuito (RC).
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Fonte: Autoria propria.

veja que, a soma de tensao sobre o resisténcia R e no capacitor C' pela definigao (10)
implica em,
dg 1

M—H%:ﬂﬂé—+

1q E()
d " C'R

t
— 2.16
- (216)
observe que a equagao diferencial (2.16) é uma EDO linear nao homogénea de acordo com
a defini¢ao (7), pois E(t) # 0.

A aplicacao (4) trata referente a um circuito elétrico simples do tipo RC, com o intuito

de encontrarmos a expressao da carga Q(t) e a corrente elétrica I(t).

Aplicacao 4 : Uma forc¢a eletromotriz de 100V € aplicada a um circuito em série RC

conforme ilustra a figura 4. A resisténcia do circuito R = 200Q, E = 100V e C = 107F.

Figura 4: Esquema Circuito (RC).

2002

100V 1 —10°F

Fonte: Autoria propria.

Por meio da equagao (2.16), a aplicacao (4) é modelada por meio da equagao diferencial

dada, isto é,

dq 1 100 dq 1
—t——Q=—= = == 2.1
dt * 2.102.10— @ 200 ~ dt 506 2 (2.17)

note que a equagao (2.17) é classificada como linear nao homogeénea. Assim, pela definigdo

(7) o fator integrante é,
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,u(t) _ €f50dt — N(t) — B0t

por meio de manipulagoes algébricas simples na equagao (2.17), temos,

eBOt.@ + e 500 = %em = (.Q) = %‘65& = Q. = / 1‘650tdt N

dt 2

1
= Q. = m.ew +C = Q) =102 + Ce ™

suponha que Q(0) = 0, entao,

QO)=0=102+C=0=C=-10"?

(2.18)

logo, a equagao Q(t) representa o comportamento da carga elétrica deste circuito que é

dada por,

Q(t) =102 — 102" = Q(t) = 1072.(1 — %)

d
Da equagao obtida em (2.19) a carga elétrica é dada por d_?’ isto é,

_ L 50t

portanto, a expressao (2.20) caracteriza a corrente elétrica neste circuito RC.
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3 . Equacoes Diferenciais Ordinarias

Nao Lineares de Primeira Ordem

Este capitulo trata referente a um estudo bibliogréafico das Equacoes Diferenciais Or-
dinarias classificadas como nao lineares. Sera apresentado nas segoes deste capitulo alguns
problemas de valores iniciais nao lineares, os problemas de existéncia e unicidade e algu-
mas aplicacoes, tais como: Modelos populacionais nao lineares, Equacao de Bernoulli e

Trajetérias Ortogonais.

3.1 Problemas de Valores Iniciais Nao Lineares

Seja o PVI nao linear dado por,

dy
y(to) = vo

do sistema de equacoes (7) fornece um PVI, com Q C R?, consequentemente, (to, 1) €
e a funcao f é dita nao linear em y.
O exemplo (7) é um PVI caracterizado nao linear, suas solugoes sdo probleméticas

devido tanto a existéncia quanto a unicidade.

Exemplo 10 : Considere o PVI,

3
Observe que, y;(t) = 0 é solucao para o PVI. Note que, y(t) = (—t) também ¢é

solugao do PVI em (10), ou seja,
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(3.1)

observe que da equacao diferencial (3.1) yo ¢é solugao, pois,

2
- 1 1

"t)—y3 =0==t>—=t*=0

y(t) —y 3 3

0 que mostra y, como uma solucao de (10).
Teorema 3 : Suponha que f(x,y) € continua e f.(t,y) € continua em §2. Se (to,yo) € €2

entao existe uma unica solugao do PVI (8) representado a sequir,

dy
A
y(to) = yo
que € definido num intervalo contendo ty.
Do exemplo (7) observe que f(t,y) é continua tal que 2 C R? por outro lado,
2
fyty) = — (3.2)
3ys

a derivada da funcao f em relacao a y nao estd definida em y = 0. Logo, é contrario ao

Teorema (3) o que nao garante solugao para f(t,y).
Exemplo 11 : Seja o PVI,
dy 5
a Y
y(0) =1

encontre a fungao y(t) para esta condi¢do inicial.

A solugao do exemplo (11) é dada por,
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dy 9 1 1
-2 — —dy = = —— R. :
Y-y [y [ty = oV (3.3)

da condicao inicial y(0) = 1 em y(¢) obtido em (3.3), temos,

1
— =1=0C=-1
_C =

1
7 ¢ a solucao geral do PVI (11) para t € (—o0, 1).

logo, y(t) = —
Observe que o comportamento do gréfico (5) para esta soluc¢ao indica que a solugao

pode tender ao infinito num tempo finito .

1
Gréfico 5: Comportamento da funcao y(t) = et

1 )

10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 s 10

—10 +

Fonte: Autoria propria.

36



3.2 Modelos Populacionais Nao Lineares

Nesta secao sera abordado a continuagao da aplicagao do capitulo 2, porém, para
modelos que sao baseados em equacoes diferenciais nao lineares de primeira ordem. Vale
ressaltar que, uma das aplicagoes vistas no capitulo 2 na secao 2.1, é o caso em que uma
espécie de roedores vivem sob condigoes especificas em um ambiente, e o intuito estava
destinado a encontrar o quao a populagao cresce naquele local.

Segundo Braun (1993), as observagoes realizadas devem ser precisas, pois, seu periodo
de gestacoes sao de trés semanas, tendo em vista que, a realizacao do senso € extritamente
menor.

Ainda para Braun (1993), os modelos populacionais modelados por equagoes dife-
renciais lineares sao satisfatérios apenas para populagdes que nao sao tao grandes, caso
contrario, sao imprecisos, pois nao consideram o fato de que os membros de algumas
populacoes competem entre si devido ao espaco limitado de vida, tais como, recursos
naturais e alimentos disponiveis.

A equacao diferencial para representar este modelo deve conter uma constante que de
competicao dada por —bp?, de modo que, uma estatistica de encontros de dois membros
desta espécie por unidade de tempo t é proporcional a p?, a equacao é dada por,

dP

— =ap— bp? 4
o =ap—bp (3.4)

A equagao diferencial (3.4) é reconhecida como Lei Logistica do Crescimento Popu-
lacional. As constantes a e b sao os coeficientes vitais das populacoes formulada pelo
matematico e fisico Verhulst.

Para Braun (1993), os termos a e b da equagao (3.4), a constante b serd muito menor
que a, de modo que, —bp? seja desprezivel em relacdo a ap, logo, a populacio cresceré ex-
ponencialmente, por outro lado, quando p é extremamente grande —bp? nao é desprezivel,
e sua finalidade é desacelerar a taxa de crescimento de tal populacao.

Destes fatos, pelo modelo de Verhulst é possivel descobrir o crescimento futuro de uma
determinada populacao isolada. Considere que Py é a populacao no tempo %, entao, a

populagao P(t) é obtido num tempo t, que satisfaz o PVI (3.8). Isto é,
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dP

—— =ap —bp’
dt (3.5)
p(to) = po
do PVI (3.8), temos,
dP P 1
=t =t 3.6
(ap — bp?) - p (ap—bp?) ’ (3.6)

da expressao (3.6) é solucionado pelo método das fragdes parciais, veja,

1 1 A B Ala—bp) +Bp

f— —|'— p—
ap—bp?>  pla—0bp) p a—bp p(a — bp)

_ Aa—Abp+ Bp  Aa+p(B — ba)
pla —bp) pla —bp)

observe que Aa + p(B — ba) = 1 valida para todo p. Logo, Aa = 1 e (B —bA) = 0,

1
consequentemente, A = — e B = —. Assim, separadamente,
a a

P 1 L | b P P b
(ap — bp?) RGP a \a—Dbp R, AP R @ \a—Dbp

Py
1[rfP1 P 1 P
:—{/ —dp—i—/ b dp}:—[ln +/ ﬂ]z
alJp P P, @ —bp a p U

1 P 1 a—bF,
[np\ (1nla — byl — Infa pﬂ a[npo+ a_bp}

1 Pa—bPo

a[nPo a—bP} (8.7)
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manipulando a expressao (3.6) por (3.7), obtemos,

1 ; P |a—bF, =ty = alt —t) = 1 P |a—bF,
~|lin— =t— alt —ty) = In—.
a Pyla—bP 0 0 Py |a—bp
P a—0bF
= elt—to) — FO.O; — bPO = P(a —bPy + bPo.ea(t_tO)) = By.a.e*t"t) =
_p Py.a.ett—to) B Py.a

= = =
a — bPQ + bPO.ea(t_tO) (CL — bPo + bPo.e“(t_tO)).e_“(t_tO)

Po.a Po.a

= P = = P =
a.e—a(t—to)—bP0~e_a(t_t0) + bF, bP, + (a — bpo).efa(tfto)

logo, a equacao P(t) para este modelo de populagao é dada por (3.8), isto é,

P().a,
P(t) = 3.8
®) bPy + (a — bRy).e—a(t—to) (38)
o comportamento de P(t) quando t — 0o é,
. Po.a Po.a a
1 = == 3.9
500 DBy + (a — bPy).e—at—h)  bPy b (3.9)

assim, o limite obtido em (3.9) representa a populagao limite num tempo distante.

De acordo com Braun (1993) essas previsoes foram confirmadas com um protozodrio
(Paramecium Caudatum) num tubo de ensaio com 0,5¢m? de um meio nutritivo, e per-
cebeu que ao passar 6 dias o nimero de individuos foi contabilizado diariamente, assim,
foi observado que os protozodrios aumentavam a uma taxa de 230, 9% por dia, sendo que,
este aumento foi perceptivel apenas nos primeiros dias, enquanto no quarto dia atingiu
um maximo de 375, promovendo a saturacao do tubo de ensaio.

Destes fatos, aplicando o modelo populacional nao linear, temos,
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dP 2.309
— =2 — (=) p? 3.10
,309p — ( 375 ).p (3.10)

dt

assim, da expressao P(t) em (3.8), temos,

2,309.F
P(t) = :
(t) (2,309).P, + (2 300 (2,309.F) o—2,309¢
375 7 375

considerando que Py = 5 no momento desejado, ao operar algumas manipulagoes algébricas

simples em P(t), temos,

2,309.5 375
P(t) = : = 3.11
(t) (2,309).5 T (2,3095)\ a0 L+ TAe 2309 (3.11)
D 1 (2,309 — 22T o2
375 ! 375

De maneira genérica é possivel visualizar o comportamento desta populacao limite, o

grafico (6) ilustra o momento desta populagao de protozodrios ao atingir o limite num

tempo distante.

Grafico 6: Representagao para grandes populagoes.

Fonte: Braun (1993).
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A aplicagdo (5) trata referente a populagao limite da Terra, uma continuacio da

aplicagao vista no capitulo 2.

De acordo com Braun (1993), o gréfico (7) compara P(t) com (3.11) através de

medigoes reais, isto é,

Grafico 7: Comparacao entre os crescimentos ajustados

o Pontos de dados
40011 Curva ajustada
300 1

P
200
100 |
0 1
1 2 3 4 5) 6
T

Fonte: Braun (1993).

observe que, quando é atingido esse limite populacional a curva do gréafico esta na fase

acelerada, tendo em vista que, nao havia atingido até o momento.

Aplicagao 5 (Braun, 1993): Seja P(t) a populagdo da Terra em um instante t. Alguns
ecologistas afirmam que o valor de a = 0,029 e b = 2,695.1072, e que a populacdo da

Terra aumenta 2% ao ano era de 3,34.10° de habitantes.

A populagao limite em bilhGes de habitantes da Terra nesta época é obtida de maneira

andloga a (3.9), isto é,

i Fy.0,029 0,029
im =
t—o0 2,695.10712 Py + (0,029 — 2,695.10~12 F).e—~0:029(t=t0)  2/695.10~12

=1,076.10'°

na qual é um valor estimado de acima de 10 bilhoes de habitantes.
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3.3 Equacao de Bernoulli

Nesta secao serd tratado referente as solugoes das equacgoes de Bernoulli, em que
ao operar uma transformacao torna a equacao diferencial em linear sendo classificada

homogénea ou nao homogénea de acordo com as definigoes (11) e (12).

Definicao 11 E denominado Equacao de Bernoulli toda equacao diferencial que pode

ser colocada na forma,

dy
—Z +alt)y =bt)y"
dt+a()y (t)y

com a(t) e b(t) continuas num intervalo J C R.

Definicao 12 : Seja uma determinada Equacao de Bernoulli, € vdlido os sequintes itens:

I . Ser =0 entao a equacgao é dita linear nao homogénea.
Il . Ser =1 entao a equacao € linear homogénea.

Por meio da definigdo (11) suponha r # 0 e r # 1, principalmente é necessario consi-

derar que, y(t) solugdo da equacdo em (11) e y(t) # 0. Isto é,

substituindo, temos,
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Observe que, a equagao (3.12) é classificada como Linear Nao Homogénea vista no

capitulo 2. Diante disso, sua solu¢ao é encontrada por Z(t), em seguida por meio da

substituigao para y(t) = (Z(t)) =
Aplicagao 6 : O PVI representa uma equagao de Bernoulli,

dy
il = 3
dt+y Y

y(0) =2
encontre a fungao y(t).

Da equagao diferencial por manipulagoes algébricas simples, temos,

vy Pyt =t (3.13)

considere a transformacao de Z(t) = y~2, entao,

Z'(t
Z'(t) = =2y 3y = — 2< ) =y (3.14)

assim, substituindo (3.14) em (3.13), obtemos,

21

S+ 2() =t = Z(1) - 22(t) = —2 (3.15)

A equagao diferencial (3.15) é classificada como linear nao homogénea de acordo com

a definigdo apresentada no capitulo 2. Assim, o fator integrante p(t) é obtido da forma,

p(t) = el 72 = () = e (3.16)

ao multiplicar (3.15) por (3.16), produz a seguinte equagao,
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p@)(ZKﬂ——ZZ@»::—Qtu@)=>(ZU)E_%Y::—2téat=>(ZU)e_%)::—L/Qte_%dt
(3.17)

assim, é realizado separado as integracoes, pela regra do produto considere que u =t e

dv = e~?tdt, isto é,

1
L/—QteﬂQﬁ::—QL/tﬁ_%ﬁf:téQt+56_%+%1VC%ER. (3.18)
para Z(t),
—2t N 1 2t
Z(t).e " =te + 5. —|—C':>Z(t):t+§+0.e (3.19)

Como Z(t) = y2, entao,

e =9 (0) = (1) = £ 1

Z(t) Z(t) \Jt+ L+ Ce

da condigao inicial y(0) = 2, produz,

1
2440=1=C=—

diante disso, a funcao que representa este PVI é,

1

1 1
t+ - — —.e2
+2 46

A aplicagao (7) é andloga a aplicacao (6), trata referente um PVI nao linear que é realizado

uma transformacao afim de solucionar o mesmo.
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Aplicagao 7 : Seja o PVI representado a sequir,

utilize 0os métodos apresentados para solucionar uma equacao de Bernoulli para encontrar

a funcgao y(t).

Suponha que y(t) # 0, isto é,

Y (1)-(y(t) 7 = ty(t) =1 (3.21)

consequentemente, adote Z(t) = (y(t))~2. Assim,

2(0) = ~2.0) "o/ (0) = -2 = ()0 (3.22)
por substituigdo de (3.22) em (3.21),
—%[Z’(t} +2t.Z(t)] =t = Z'(t) +2t.2(t) = -2t (3.23)

note que, a equagao diferencial obtida pela transformagao Z(t) em (3.23) é classificada

como linear ndo homogénea. Diante disso, o fator integrante u(t) é,

w(t) = el 2 = (1) = ¢ (3.24)

por manipulagoes algébricas em (3.23) com (3.24), obtemos,

pl0)-2/(0) + 20 2(0) (1) = —u(1) 26 = [2(1).e”] = —e 227 (3.25)
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ao operar as integragoes em (3.25),
Z(t).e’ = —Z/etZ.t?’

separadamente, em (3.26) considere u = 2,

—2/6t2.2t.t2 = — /e.“u.du =" (u—1)+K=¢".(t*?-1)+ K,VK € R.

assim, (3.27) em (3.25),

Z(t)e ==[e" (P -1)+ K| = Z(t)=1—>+ Ke "

logo, y(t) é obtido por,

da condicao inicial y(0) = 1, temos,

1+ K=1=K=0

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

diante disso, Z(t) = 1 — t?. Portanto a solugao geral é dada pela forma implicita, isto é,

Ly
(y(®)*
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3.4 Trajetorias Ortogonais

Seja uma familia de curvas dada por,

Fz,y) — (3.30)

em (3.30) K é uma constante para todo nimero real. A defini¢do (13) refere sobre uma

curva ser ortogonal a uma familia de curvas.

Definigao 13 : Uma curva € dita ortogonal a uma familia de curvas dada em (3.30) se

ela intercepta todas as curvas da familia ortogonalmente.

Pela definigao (13) é possivel obter uma familia equacao diferencial para a familia de

curvas. Isto é,

dx dy
Fm(x,y).% + Fy(x,y).% =0 (3.31)

consequentemente, o objetivo é encontrar uma equagao diferencial que represente as tra-
jetérias ortogonais da equagao (3.31). Observe o grafico (7) ilustra uma familia de curvas

c
dadas por y = - ortogonal as familias dadas por y? = 22 + K, isto é,
x

Grafico 7: Familia de curvas e trajetorias ortogonais.

Fonte: Autoria prépria.

47



em outras palavras, existe um ponto de interseccao entre y = i—l e y? = 22 + K, pois
existe uma reta tangente tanto para a trajetoria ortogonal quanto para a familia de retas.

Por meio da definicdo (13) essas curvas ao encontrar no ponto de intersecgao sao
perpendiculares, isto é, o coeficiente angular tanto da familia quanto das curvas é —1,

diante disso, para a equagao diferencial em (3.31) é dada por,

1
Fo(x,y) + F,. — @ 0. (3.32)

dz

ou seja, as consequéncias de (3.31) implica em (3.32). Diante disso, as aplicagoes (8), (9)
e (10) trata referente aos métodos para encontrar as trajetérias ortogonais de uma familia

de curvas.

Aplicagao 8 : Seja a familia de curvas dada por x* + y?> = K2. Encontre uma familia

de curvas que € ortogonal.

Seja F(z,y) = 22 + y*. Observe que,

dy dy
2 2.— =0= — =0 3.33
T +2y. - Tty (3.33)
do fato visto em (3.33), temos,
d d 1 1
x+y. _ :0:>—y.—$:—x:>—dy:—dx (3.34)
dy dy y x
por integracao em (3.33), obtemos,
1 1
/—dy = /—dw = In|y| =In|z| + C =y = Kz,VK € R. (3.35)
Yy x

logo, em (3.35) é obtido as retas que passam pelo centro dos circulos concéntricos da

figura (8) representa as trajetérias ortogonais.
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Grafico 8: Trajetérias Ortogonais a 22 + y? = K?

Fonte: Autoria propria.

Aplicagao 9 : Seja x = ky? uma familia de curvas encontre uma familia de curvas que

¢ ortogonal a ela.

x
Seja a familia de curvas dada por z = ky? e k = — - Entao,

1
x:k’y2:>1:2ky.dy:>@— @:y

i - = = 3.36
dx de K2y der 2z ( )
assim,
dy 1
i 7 = ydy = —2xdx (3.37)
2z
Por meio da integracgao, temos,
Y Y
/ydy:—/2xdm=>§:—$2+K:>§+x2:K,VKER. (3.38)

a figura (10) ilustra as curvas ortogonais a familia de curvas obtida em (3.38).
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Gréfico 10: Familia de curvas ortogonais a x = ky?.

Familia de

z = ky?

Familia de

:(:2+%:C

Fonte: Autoria propria.

A aplicagao (10) ¢ encontrada no livro de Zill (2003) no capitulo 3 em que trata de curvas

ortogonais.

Aplicacao 10 : Seja y = cisen(x) uma familia de curvas. Encontre as familias de

curvas que sao ortogonais a y.

Seja y = c¢y.sen(x) e ¢; = Temos,
sen(x)
dy dy  y.cos(x)
dy _ . ay _ y-cos(x) 3.39
dz cos(x) = dx  sen(x) (3:39)

assim, de maneira analogo aos métodos apresentados em (3.33), obtemos,

dy sen(x) dy tg(x)
Bt S 4
dx cos(x).y 7 dr Yy (340)
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através do processo de integragao em (3.40), é encontrado a curva y desejada. Isto é,

/ydy = /—tg(:v)d:v = y; = In(cos(z)) + K =

= 5 = 2In(cos(z)) + C,C = 2K,VC, K € R. (3.41)

Logo, a familia de curvas ortogonal desejada ¢ y* = 2In(cos(z)) + C, o grafico (11)

ilustra o comportamento das trajetérias ortogonais sob y = ¢j.sen(x).

Graéfico 11: Trajetérias Ortogonais e Familia de Curvas y = ¢y sin(x)

9 &
y _— 61:1
e 61:*1
e 61:0.5

—_— cp =-0.5
--- c9 = 0.5 (positiva)
co = 0.5 (negativa)

Fonte: Autoria propria.
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4 . Consideracoes Finais

Neste trabalho, foi realizado um levantamento bibliogréafico referente as equacoes di-
ferenciais ordinarias com objetivo de compreender as aplicacoes das equacoes lineares e
nao lineares. Assim, foram abordados desde conhecimentos prévios como definigoes, clas-
sificagoes das equagdes, teoremas cldssicos (existéncia e unicidade de solu¢ao) quanto as
aplicacoes incluidas nas segoes do capitulo 2 e 3.

Ademais, as equacoes diferenciais lineares e nao lineares discutidas no presente tra-
balho possuem um menor grau de complexidade de manipulagoes algébricas, pois nao
necessitam de auxilios de computadores para implementacao de métodos numéricos. Suas
solugoes sao analiticas, trazendo em paralelo um aperfeicoamento aos conceitos estudados
em Célculo Diferencial e Integral.

Portanto, é possivel compreender algumas aplicagoes abordadas por intermédio das
equacgoes diferenciais que sao modeladas por possiveis métodos de solugoes analiticas,
assim como, ampliar a compreensao de fenomenos da natureza através de métodos ma-

tematicos, tornando-os imprescindiveis para os conhecimentos de modelagem matematica.
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5 . Anexos

5.1 Anexo A

Este anexo trata referente a submissao de um artigo completo submetido a revista

Colloquium Hummanarum (ENEPE) em 2024 na UNOESTE, em que foi apresentado via

Google Meet.

' UNIVERSIDADE DO OESTE PAULISTA
4 noes e Reconhecida pela Portaria - 83/87 - D.O.U. - 16/02/87

PRO-REITORIA DE EXTENSAO E ACAO

COMUNITARIA

Certificado de Apresentacao de Trabalho

Certificamos que o trabalho intitulado ANALISE DA DINAMICA DO CRESCIMENTO DE UM TUMOR EM ESTAGIO INICIAL
UTILIZANDO EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA LINEAR DE PRIMEIRA ORDEM, de autoria de LUCAS BARRETO GOMES, RENATO
CESAR DA SILVA e EDIVALDO ROMANINI, foi apresentado no Encontro Nacional de Ensino, Pesquisa e Extensdo (ENEPE/2024), cadastrado
na PROEXT/SGEXT (Processo n°® 23356/2024), realizado pela Universidade do Oeste Paulista - UNOESTE, no periodo de 21 a 24 de Outubro

de 2024.

Tipo: Artigo completo

Natureza: Pesquisa (ENAPI)
Categoria: Comunicagéao oral (on-line)

(;“i. ,ﬁ
Prof. Dr. Adilson Eduardo Guelfi Prof. Dr. José Eduardo Creste
Pré-Reitor de Pesquisa, Pés-Graduagao Pré-Reitor Académico
Pré-Reitor de Extensdo e Agéao

Comunitaria

Para validar este documento, acesse www.unoeste.br/ev/vc/1387 e informe o cédigo de seguranga: 1820029687
Cadigo de validagdo: de660661c4d87856d3a765e5bb936d5d48a57c0838fe27ad4089856b2cf2a7ee
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5.2 Anexo B

Este anexo é referente a apresentacao de um trabalho na modalidade de comunicacao

oral submetida a Semana Académica de Matematica (SEMAT) em 2023.

A

DECLARACAO

wees Byerncts Gjores

portador do CPF 076.832.691-58 apresentou o trabalho
intitulado "As Falsificacdes de Arte de Van Meegeren” de
forma comunicagéo oral no evento Semana Académica da
Matemadtica - SEMAT no dia 18 de agosto de 2023
organizada pelos grupo PET Conexdées de Saberes
Matemadtica e PET Matemdtica da Universidade Federal de
Mato Grosso do Sul/CPTL.

Prof. Dr. Fernando Pereira de Souza

Tutor do Grupo PET Conexdes de Saberes -
Matemitica/CPTL
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