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“Ando devagar Porque ja tive pressa E levo esse
sorriso Porque ja chorei demais. Hoje me sinto
mais forte Mais feliz, quem sabe So levo a certeza

De que muito pouco sei Ou nada sei”

(Almir Sater)
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Este trabalho revisita o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Isto ¢ feito sobre o ponto
de vista da engenharia onde se estuda a aplicacdo do PTV em so6lidos deformaveis, em
especial barras que compdem estruturas civis. Inicialmente, apresenta-se uma
comprovagdo do PTV a partir do Principio da Conservagdo de Energia e se mostra o
Principio dos Trabalhos Virtuais Complementar (PTVC), que ¢ bastante usado na
engenharia. Refinamentos de andlise estrutural como: apoios elasticos, efeitos térmicos e
deslocamentos prescritos, também sao considerados. Como forma de consolidar as
diversas aplicagdes do PTV e do PTVC, exemplos com particulas, corpos rigidos e sélidos
deformaveis sao apresentados. Destaca-se como exemplo a explicagdo quantitativa do

experimento massa-mola quando se considera a massa da mola.
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ABSTRACT
This work revisits the Principle of Virtual Work (PTV). It is done from an engineering
perspective, where the application of PTV in deformable solids is studied, especially bars
that compose civil structures. Initially, a proof of PTV is presented based on the Principle
of Energy Conservation and the Complementary Principle of Virtual Work (PTVC),
which is widely used in engineering, is shown. Structural analysis refinements such as
elastic supports, thermal effects and prescribed displacements are also considered. In
order to consolidate the various applications of PTV and PTVC, examples with particles,
rigid bodies and deformable solids are presented. One highlights an example, the
quantitative explanation of the mass-spring experiment when considering the mass of the

spring stands out.
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1. INTRODUCAO

O Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) ¢ um topico entre tantos abordados no
estudo da Mecéanica Classica, disciplina obrigatdria nos cursos de graduacdo em fisica.
Em cursos de graduacdo em engenharia civil e mecanica, alguns topicos de mecanica
classica sao vistos em disciplinas como Resisténcia dos Materiais, Analise de Estruturas
e em cursos introdutdrios ao Método dos Elementos Finitos, que ¢ um método numérico

bastante conhecido na engenharia.

Como muitos topicos da mecanica, o PTV pode ser aplicado a particulas e a corpos
rigidos e deformaveis. O primeiro caso € visto na fisica em alguns cursos de mecanica
classica e, em geral, ¢ associado ao Principio de D’Alembert. Os ultimos dois casos
dificilmente sao estudados na fisica, pelo menos nas bibliografias consultadas. Entretanto,

eles sdo largamente utilizados nas engenharias.

Outro ponto importante que deve ser destacado ¢ que o PTV ¢ estudado na fisica
a partir do Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV). J4 nas engenharias, o PTV ¢
utilizado tanto sob o conceito de deslocamentos quanto for¢as virtuais. Sendo este ultimo

mais comum.

Este trabalho apresenta uma demonstracao ilustrativa e varias aplicagdes do PTV
nas versoes deslocamento e forca virtual para problemas classicos na fisica e na

engenharia. Com destaque especial a este tltimo caso.
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1.1. Revisao Bibliografica

Um relato historico da origem do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) pode
ser encontrado no artigo de Cindra [1] e nas referéncias citadas por este autor. Ele
comenta que o conceito de Trabalho Virtual teve origem relacionada a solucdo de
problemas de estatica, antes que Newton propusesse suas trés leis da mecanica. Em
seguida, devido a contribuicao de D’ Alembert, estendeu-se o conceito para problemas de
dindmica. Em seu trabalho, Cindra cita as primeiras aplicacdes de deslocamento,
velocidade e trabalho virtuais a partir dos trabalhos de Galileu, Stevin, Jean e Jaques
Bernoulli, D’ Alembert e finalmente Lagrange. Em seguida Cindra apresenta os conceitos
de vinculo, deslocamentos real, possivel e virtual. Seu trabalho termina com aplicagdes

desses conceitos em problemas de mecanica e hidraulica.

Para uma discussao mais formal do PTV na fisica, pode-se buscar livros classicos
e de referéncia no Brasil, como: Sommerfeld [2], Lanczos [3] e Lemos [4]. Constata-se
que sob o ponto de vista dessas obras, os conceitos deslocamentos e trabalhos virtuais sao
aprofundados para sistemas de particulas e corpos rigidos, mas sem aplicacao a problemas
de corpos deforméaveis. Outros livros classicos da area nao possuem sequer citacao a estes
conceitos. Ja pelo enfoque de engenharia, existem bastantes referéncias que definem e
aplicam os conceitos de deslocamentos, forgas e trabalhos virtuais principalmente para

problemas de corpos deformaveis.

A apresentagdao do PTV e conceitos correlatos em cursos académicos de fisica e
engenharia segue a orientagdo das obras utilizadas nas respectivas areas. A partir de uma
busca na internet [5] que enumerou os cinco melhores curso de graduacdo em Fisica no
Brasil, obteve-se uma lista das bibliografias obrigatorias dos cursos de Mecanica Cléssica
dessas universidades. Acrescentam-se a essa lista a Universidade Federal de Mato Grosso
do Sul (UFMS) e a Universidade Federal Fluminense (UFF). Trés principais referéncias
foram obtidas: Marion e Thornton [6], Goldstein [7] e Symon [8]. A Tabela 1 resume

essas informacoes.
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Tabela 1. Os cinco principais cursos de graduagdo em fisica no Brasil versus suas bibliografias

obrigatdrias (pesquisa valida até o ano 2019).

Universidade Marion e Thornton Goldstein [3] Symon [4]
2]

USP v v v
UNICAMP v v v
UFRJ v - v

UFMG Sem informagao Sem informagao Sem informacao
UFRGS v v v
UFF v - v
UFMS v - -

Conforme a Tabela 1, a tinica universidade que ndo se conseguiu informagao
bibliografica sobre o curso de Mecanica Classica foi a UFMG. Além das trés principais
bibliografias usadas nessas universidades, os seguintes livros com enfoque fisico também

foram consultados: Taylor [9], Sommerfeld [2], Lemos [4], Lanczos [2] e Arnold [10].

As disciplinas de engenharia: Mecanica Técnica, Analise de Estruturas e
Resisténcia dos Materiais tém como principais referéncias Meriam e Kraige [11],
Timoshenko [12] e Soriano [13]. Além desses, mais oito livros cldssicos foram
consultados. Den Hartog [14], Weaver Jr e Gear [15], Tauchert [16], McGuire et al [17],
Vieira Jr [18], Boresi e Schmidt [19] e Langhaar [20].

A Tabela 2 relaciona as bibliografias pesquisadas com o Principio dos Trabalhos

Virtuais nas versoes forga e deslocamento e com a aplicagao desses conceitos.
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Tabela 2. Referéncias bibliograficas versus aplicagdo do Principio dos Trabalhos Virtuais nas

versoes forga ¢ deslocamento.

Principio dos Trabalhos Virtuais

5]
=
=1 . . . .
S Bibliografia Deslocamentos Virtuais Forcas Virtuais
=
= Co C C C
’ TpOS orpos . orpos orpos
Particulas Rigidos Deformaveis Particulas Rigidos Deformaveis
Marion e _ _ _ _ _ _
Thornton
Goldstein 4 v - - - -
Symon v v - - - -
S Taylor - - - - - -
<z
=
Sommerfeld v v - - - -
Lemos v v - - - -
Lanczos v - - - - -
Arnold v v - - - -
Merle}m e v v _ _ _ _
Kraige
Timoshenko - - v - - -
Soriano 4 4 v v v v
Den Hartog - - - - - -
o
& Weaverlre
= - - v - - v
= Gear
-5
4
/= Tauchert - - v - - v
McGuire et B v v _ v v
al
Vieira Jr - v v - v v
Boresi e v v v v v v
Schmidt
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Langhaar v v v v v

Nessa coletanea de livros de enfoque fisico e de engenharia, buscou-se ver quais
deles mostram os conceitos e aplicacdes de deslocamentos, forgas e trabalhos virtuais. No
proximo capitulo sdo apresentadas as definigdes dos conceitos de forga, deslocamento e
trabalho virtual. Em seguida se apresenta uma demonstragdo informal do Principio dos
trabalhos virtuais nas versdes forca e deslocamento virtual. Finalmente, mostram-se
aplicagcdes desses conceitos para exemplos tradicionalmente vistos em problemas

relacionados a particulas, corpos rigidos e corpos s6lidos deformaveis.

1.2. Objetivo

O objetivo principal deste trabalho ¢ estudar o Principio dos Trabalhos Virtuais
(PTV). Como objetivo secundario, apresentam-se os Principios dos Deslocamentos e das

Forcgas Virtuais e suas diversas aplicagdes na engenharia e na fisica.
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2. DESENVOLVIMENTO

Este capitulo ¢ dividido em cinco se¢des. A primeira se¢ao € usada para definir os
principais conceitos fisicos usados neste trabalho. A se¢do seguinte mostra as relagdes
entre forcas, deslocamentos e entre as estas duas grandezas fisicas. A terceira se¢ao
apresenta uma demonstragao informal e original do Principio dos Trabalhos Virtuais nas
versoes deslocamento e for¢a. Importante destacar que para isto se usou como referéncia
o trabalho de Soriano [13]. A penultima secdo discute as consequéncias do PTV e do
Principio dos Trabalhos Virtuais Complementar (PTVC). Finalmente, a quinta secdo
mostra como obter o trabalho virtual e a energia de deformacgao elastica conforme o que

foi definido na primeira sec¢ao.
2.1. Definicoes

Essa se¢do comega com a definicdo de trés tipos de deslocamentos e conceitos

correlatos, conforme apresentado pela literatura utilizada nos curso de fisica [4].

a) Vinculos: sdo limitagdes a possiveis posicdes e velocidades das particulas de um
sistema mecanico, restringindo a priori seu movimento. Vinculos podem ter duas
classificagdes diferentes. A primeira diz se o vinculo ¢ holénomo ou nio holénomo. J& a
segunda trata sobre a dependéncia temporal, podendo o vinculo ser estacionario

(esclerondmico) ou ndo estacionario (reondmico).

e Holonomo: a equagdo do vinculo é expressa por equagdes algébricas das

coordenadas espaciais e eventualmente do tempo, conforme mostra a equacao (1):

f(r,t)=0. (1)

e N3ao Holénomo: a equagdo do vinculo ndo pode ser descrita exclusivamente por

coordenadas e por igualdade;

e Estacionario (esclerondmico): quando a equacdo do vinculo ndo depende

explicitamente do tempo;
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e Nao estaciondrio (reondmico): quando a equacdao do vinculo depende

explicitamente do tempo.

De acordo com essas classificagdes, os vinculos mais comuns em problemas de

engenharia sdo holénomos e estaciondrios.

b) Deslocamento possivel (x): ¢ um deslocamento que satisfaz apenas a equacgdo de

vinculo. Importante destacar que na notacdo usada por Lemos [4], u ¢ velocidade;

¢) Deslocamento infinitesimal real (dr): ¢ um deslocamento compativel com a equagio

de vinculo e com as forcas aplicadas sobre a particula e ocorre sobre um intervalo de

tempo infinitesimal. Esta de acordo com o deslocamento possivel;

d) Deslocamento virtual (sr): ¢ um deslocamento infinitesimal imaginario (sem conexao

com a realidade) de cada particula que leva de uma configuracdo possivel a outra

configuracdo possivel infinitesimalmente préxima no mesmo instante .

A seguir sao apresentados conceitos mais abstratos que normalmente sdo vistos

na engenharia em disciplinas como Teoria da Elasticidade.

e) Reacdo de apoio: ¢ a “for¢a” que surge em um ponto do sistema devido o mesmo ter

alguma restri¢do de deslocamento. Ela pode ser forga, se a restricdo for de deslocamento

translacional, ou torque, se a restri¢ao for de rotagao.

) Esforco: ¢ a forga ou torque resultante devido a distribui¢do de tensdo mecanica em
uma determinada se¢do S no interior de um s6lido, ou seja, € um efeito externo que atua
na se¢do S. Genericamente, essa grandeza sera representada neste trabalho pela simbolo
(Esf). Conforme sua defini¢do, a unidade relacionada a ela ¢ Newton (V) quando o esfor¢o

for uma for¢a ou Newton vezes metro (Nm) quando for um torque.

g) Tensor de Tensdo Mecanica (¢): ¢ um tensor cujas componentes sdo obtidas pela

seguinte equacao (ver pagina 12 em Tauchert [16]):
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AESsf;

Va0 Ad, At 0| AA se AEsf; for um torque, (2)

J
onde os indices i e j indicam que tanto a variagdo do esfor¢o AEsf; como a variagdo da

area A4;podem ser tomados em referéncia a qualquer uma das trés coordenadas do

sistema cartesiano, descrito genericamente aqui por (X .¢ ,X3). Esses mesmos indices

colocados no tensor indicam que sua representagdo ¢ matricial. Dimensionalmente, cada
componente do tensor de tensdo é expresso em pascal (Pa), ou seja, N dividido por m>.
Quando a componente de tensdo for relacionada com torque, ela serd relacionada com
outra propriedade de area, momento de inércia por exemplo, tal que a unidade continue
sendo Pa. Conforme a equagdo (2) e a defini¢do de esforgo, parece se ter um problema
circular, pois em f) apresenta-se esfor¢o a partir de tensdo mecanica e aqui, define-se
tensao mecanica a partir de esforco. Isso tudo esta correto. Contudo, para evitar este
problema, também ¢ possivel obter expressdes das componentes do tensor das tensdes a

partir da solugdo do sistema de equacdes diferenciais parciais apresentado na equacao (4).

h) Tensor de Deformacédo Infinitesimal (g): ¢ um tensor cujas componentes sdo obtidas

pela seguinte equagao:

ou .
gy_:l _J+% i (3)
2\ex,  ox,

onde u; e u; sdo componentes do vetor deslocamento (definigdo b) e X ; e X, sdo as

coordenadas Cartesianas. As componentes de deformacdo s3o adimensionais. Esta

equacado ¢ detalhada na equagdo (5).

A conexao entre os tensores 6 ¢ € ¢ dada pela Lei de Hooke Generalizada. Caso
se adote materiais isotrdpicos e se considere apenas uma analise linear (proporcional)
elastica se obtém quinze equacdes que caracterizam a Teoria da Elasticidade Cléssica.
Essas equacdes sdao resumidas a seguir a partir do uso da notagdo indicial. Para mais

detalhes, ver Tauchert [16]:
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e Equacgodes de equilibrio.

0oy, N 0oy, N 00,
oX, 00X, 00X,
0o, 00, 00,
005, N 005, N 0043

+ £, =0

+f, =0t oy, + f; =0. (4)

+ ;=0

onde fi, f> e f3 sdo forgas inerciais (peso especifico ¢ um exemplo deste tipo de “for¢a”
[fi] = N/m?) que podem ser diferentes para cada eixo ordenado. Além disso, o indice ij,j

significa derivada da grandeza ¢ nos indices ij em relagdo a coordenada ;.

e Equagdes deformacao-deslocamento.

Oy Out, Oty
ST, T4, 3T
1( ou, ou,
En=én=75 %y Tay
20X, oX 1
2 =, +u,,). (5)
1( Ou, Ou, N A
Ep=&n =7, Tt
1( Ouy  Ou
&1 5| 53y T Ay
2\ax,  ax,

e Lei de Hooke Generalizada para um material linear elastico isotropico.

1

&1 :E[O-ll_v(o-22+o-33)]
1

) :E[O'zz _V(O'33 "'0'11)]
1

€33 :_[0'33 _V(O'n "'0'22)]
? 1 &ij :%[(1""/)0_1] _Vé;jo-kk]a (6)

€12 :E(I_H/)O-IZ 260
1 1

€23 :E(I'H/)O-B 2673
1 1

€31 —E(l"“/)o'm EO-M
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onde E, G e v sdo propriedades do material denominadas respectivamente de: Modulo de

Elasticidade Longitudinal (Young), Mddulo de Elasticidade Transversal e Coeficiente de
Poisson. Ver Beer e Johnston [23]. O simbolo &;; é o Delta de Kronecker (notar que o,

indica soma).

Importante destacar que quando as componentes de tensdo (o) e deformagao ()
sao cisalhantes, usam-se outras letras para representa-las. A saber, T ¢ y sdo as tensoes e
deformacdes cisalhantes. Note que as componentes do tensor deformacao estdo definidas
em termos de fungdes deslocamentos u; e u; que sdo grandezas desconhecidas. Ja as
equacdes de equilibrio estdo descritas em termos das componentes do tensor de tensao.
Elas também podem ser expressas em termos de forcas e torques que atuam externamente

ao solido. Para tanto, usam-se as equacdes de equilibrio mostrada na equagao (7):

D Fy=0,> F =0, > F,=0,
DY My=0,>M,=0,> M, =0,

onde Fy, Fy e F, sdo, respectivamente, as forgas aplicadas no s6lido nas diregdes dos

(7)

eixos X, YeZe My, My e M, sdo os torques que atuam nos referidos eixos.

1) Escalas de andlise: divide-se o problema de analise de estruturas em trés escalas. A

primeira escala ¢ a escala global, onde se tem deslocamentos e forcas externas globais
como o peso proprio e forgas de contato. Nessa escala se usa as coordenadas (X, Y, Z) que
¢ uma forma diferente de expressar as mesmas coordenadas (X1, X2, X3). A segunda, ¢ a
escala local em que deslocamentos e forgas sao calculados tomando-se como referéncia
uma secdao reta do corpo eldstico. Nesta escala, as coordenadas cartesianas sao
representadas por (x 15V Z L) e servem para orientar uma parte da estrutura, em geral
um elemento estrutural, em relacdo as coordenadas (X, Y, Z). As escalas global e local
podem ser coincidentes e as equagdes (4) e (5) sdo validas nessas duas escalas. A partir
daqui, usa-se a escala local quanto essas relagdes aparecerem novamente. Finalmente, na
escala infinitesimal, t€m-se deformacdes (€) e tensdes mecanicas (o), grandezas fisicas

obtidas a partir das equagdes (2) e (3). Nesta escala se obtém relacdes diferenciais entre
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deslocamentos e coordenadas (x,, yL,ZL) ou (X, Y, Z). Portanto, esta escala ¢

adimensional.

A seguir sdo apresentados alguns conceitos importantes na andlise de estrutura e

que ajudam na interpretagao de problemas de corpos rigidos e solidos deformaveis.

) Corpo rigido: ¢ um sélido composto por particulas que podem se movimentar, mas que
durante este movimento as particulas ndo mudam de distincia entre si. Em outras

palavras, o corpo movimenta sem deformar.

k) Classificacdo de modelos estruturais: em analise de estruturas, elementos estruturais

sdo representados por barras formadas pelos seus nés inicial e final. Um elemento
estrutural pode ser composto por uma ou mais barras. De acordo com a possibilidade de
ter deslocamento de corpo rigido e de se obter as reagdes de apoio (forgas que surgem nos
pontos onde se impede o deslocamento) a partir das equacdes mostradas na equacao (7),
classificam-se as estruturas em: hipostatica, isostatica e hiperestatica. Para mais detalhes

tem-se:

e Hipostatica: ¢ a classificagdo que se d4 a uma estrutura que tem deslocamento de

corpo rigido. Este deslocamento pode ser translacional ou rotacional;

e [sostdtica: ¢ a classificagdo que se da a uma estrutura que nao tem deslocamento
de corpo rigido e que tem suas reagdes obtidas a partir das equagdes apresentadas

na equagao (7);

e Hiperestatica: ¢ a classificagdo que se dd a uma estrutura que ndo tem
deslocamento de corpo rigido e que as reagdes de apoio ndo sdo obtidas apenas
pelo uso das equagdes (7), ou seja, este tipo de estrutura tem mais restrigdes de

deslocamento que o necessario.
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2.2. Relacoes importantes entre forcas, deslocamentos e entre as duas

grandezas

Para aplicar os conceitos vistos anteriormente se considera uma barra de
comprimento L composta pelo nds inicial / e final J (ver Figura 1), cuja area da se¢ao
transversal (S) é constante com valor de 4rea igual a 4 m?. Esse modelo serve para simular

o comportamento de diversos elementos estruturais na engenharia civil.

g VL

Xg

(a) (b)

Figura 1 — (a) Elemento estrutural e (b) seu modelo com destaque ao no inicial / e final J.

E importante, conforme se vera adiante, visualizar esta barra composta por
infinitas fibras adjacentes de comprimento L de tal modo que a jungdo destas infinitas
fibras gere uma se¢do transversal de area igual a 4 m?. O estudo deste modelo é dividido
em varias etapas e ¢ normalmente feito nos cursos de engenharia na disciplina
denominada de Resisténcia dos Materiais. As etapas mudam conforme o tipo de
solicitagdo da barra. Quatro casos sdo apresentados a seguir, sendo dois mostrados em
detalhes. O que segue abaixo ¢ fundamentalmente retirado do livro de Beer e Johnston

[23].

a) Carregamento axial: a barra ¢ solicitada axialmente por cargas externas

aplicadas no centro geométrico (CG) das faces dos seus extremos.

Nesse tipo de solicitagdo, a unica componente do tensor ¢ diferente de zero ¢ a

componente axial, denominada aqui de o, ou seja, a coordenada x; (escala local) é

utilizada para descrever as se¢des transversais ao longo do comprimento do elemento.

Exceto em regides proximas as cargas aplicadas, ¢ bastante razoavel supor o, constante.

Nesses casos, a partir da equacao (2) ¢ possivel definir a resultante da distribuicdo de

tensao N na se¢do transversal 4 por:
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IdN=£Gxx'dA3N=0xx'A. (8)

A equagdo (8) expressa a forma de calcular o esfor¢o normal N em fungdo da

tensdo normal o . Dependendo da orientagdo da segdo S de area 4 e do tipo de

solicitagdo, axial, flexdo e/ou tor¢ao, obtém-se relacoes diferentes.

Em relacdo ao deslocamento, apenas o que estd na direcdo do comprimento da
barra e descrito pela coordenada x; € de interesse. Assim, a equacao (3) pode ser reescrita

por:

E = ©)

que ¢ exatamente a primeira das relagdes da equagado (5) e onde u, representa a fungao

deslocamento na dire¢do xz. Se o conceito de diferencial total for usado, obtém-se:

A
du,=¢,. -dx;, onde ¢, = lim ( u’“j (10)
Ax; -0 AxL

¢ deslocamento na escala infinitesimal e a integral de dux ¢ o deslocamento na escala

global.

Para o caso em estudo ¢ bastante razoavel supor que a deformagdo ao longo de

toda peca ¢ constante. Como resultado, tem-se que:

ufdux - Tgxxdx uJ{dux - gxxjdx iy —uy )= L, (11)
2y 0 ", 0

onde u, e u, sdo os deslocamentos do n6 / e J na configuracdo deformada (final) do eixo

x. (ndo confundir com u; e u; da equagdo (3) que indicam fungdes deslocamentos nas

diregdes xz, yr € z). Essa diferenca entre os deslocamentos dos dois nds pode ser escrita
como a diferenca entre os comprimentos final (L') e inicial (L), ou seja,

u; —u; = L' — L,resultando em:
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g —Mrzur . _L'-L (12)

que ¢ a formula aprendida em cursos de Resisténcia dos Materiais para definir deformagao

especifica.

b) flexdo pura: a barra ¢ submetida a dois torques iguais em magnitude e de
sentidos contrarios que atuam no mesmo plano longitudinal (XY para ilustrar). A Figura 2
resume este caso e mostra (a) a viga indeformada submetida a dois torques nos seus
extremos (momentos) ¢ (b) a viga deformada conforme um arco de circulo com um raio
constante de curvatura p. Além disso, também se mostra os casos indeformado (c) e

deformado (d) para o modelo da viga.

Y.ye
AI[@.‘{I “\"(E.‘.T“
A gt
L
(a) Configuragdo Indeformada (b) Configuragao Deformada

M oxt Moy,
(e .1) T~ 0
(¢) Configura¢do Indeformada do Modelo (d) Configuragao Deformada do Modelo

Figura 2 — Barra sob flexdo pura com dois torques concentrados aplicados nos extremos nas
configuragdes a) indeformada ¢ b) deformada ¢ o modelo da viga nas configuracdes c)

indeformada e d) deformada (Adaptado de Beer e Johnston [23]).

De acordo com as hipodteses acima, os torques M.; atuam em torno do eixo Z.
Como o elemento estd equilibrio, usa-se a equacao XM. = 0, ver equacdo (7) e se obtém
o momento fletor M. Assim, as equagdes de equilibrio que relacionam forgas entre os
sistemas local (momento fletor M) e infinitesimal (tensdo normal o) deste problema

sao:
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A

(13)
ZMZ :M:>j. _y'(gxx'dA) :M9
%/_J
4 dv
em que dN € o infinitésimo de esfor¢o normal gerado pela distribui¢do o,, e o sinal

negativo indica que se o, for positivo, tem-se tensdo de tragdo. Caso contrario, tem-se

tensdo de compressdo. J& a variavel y ¢ a distancia entre dV e alinha G em que se esta
medindo deformacdo. As forgas e torques nos demais eixos sdo nulos pela hipotese de

carregamento.

A hipdtese de comportamento da funcdo deslocamento consiste que a barra
deforma como um arco de circulo. Assim, apos fletir em torno de um centro de curvatura
O, uma das fibras que compdem a barra apenas mudara de forma, deixando de ser reta

com comprimento L para ser curva de mesmo comprimento. Assim, vale que:

L=p-6, (14)

onde p ¢é o raio de curvatura e € ¢é o angulo de curvatura. A esta linha que apenas muda
de forma, denomina-se Linha Neutra (LN). E nesta linha que se localiza a origem do
sistema de coordenadas global (X,Y,Z). Todas as demais linhas irdo mudar de tamanho.
Umas irdo alongar e outras encurtar. A equagdo que expressa a mudanca de forma dessas

linhas ¢ dada por:

L'=(p-y)-0. (15)
onde (p - y) ¢ a distancia da linha ao centro de curvatura. A mudanga de comprimento,
u, —u,, desta linha pode ser medida por:

u, —u, =L'~L=(p—-y)-0-p-6..u, —u, =—y-6. (16)

Substituindo o resultado acima na equacdo (12) se tem a deformagdo especifica

de cada linha para o caso da barra sob flexdo pura.
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Nota-se que a deformagdo especifica ¢ negativa, de compressao, para uma fibra

comy >0 e com M > 0. Outra observacdo importante € que ¢, varia linearmente com y.

Supondo v = 0 na primeira das equagdes (6), resulta que:

1 -y
E =—0. .. =—F. 18
E 7 (18)

Substituindo este resultado na primeira das equagdes (13), tem-se que:

-E -F

Iaxx-dA:O.'.—_[y-dA:O, como—¢0:>_[y-dA:0, (19)
A Py P 4

ou seja, a coordenadas y do centro geométrico da secao S de area 4 € zero, implicando

que a linha neutra passa por ele. Substituindo o resultado da equagdo (18) na segunda

equacdo em (13) resulta que:

j(%%)dA:M-'-ijyz-dA:M. (20)
Py

A

A integral na equagdo (20) ¢ denominada de momento de inércia em relagdo ao
eixo Z (Iz) onde ocorre a flexdo. Da equacdo (18) ¢é possivel constatar que

- E/p =0, /y.Assim, de posse dessas informagdes vale que:

M -
o = 1)
IZ

Esta equacdo indica que ocorre uma tensao longitudinal em cada fibra da barra em
funcdo do momento fletor M (determinado a partir do torque externo M.,), do momento
de inércia /I: da se¢dao S em relagdo ao eixo no qual a barra flete (eixo Z) e da distancia y
da fibra em relacdo a linha neutra (origem). E possivel perceber que quanto mais longe

da linha neutra maiores as tensdes sobre a qual a fibra estard submetida.
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Os demais casos classicos de carregamento de um soélido sdo cisalhamento e

tor¢do. As relagdes importantes desses casos serdo apenas explicitadas. Para demais
davidas se sugere consultar um livro de Resisténcia dos Materiais, Beer e Johnston [23]

por exemplo.

c) cisalhamento: ocorre quando a barra ¢ submetida a um carregamento

perpendicular ao seu eixo.

A equagdo usada relaciona o esforgo cortante (Q), resultante de forgas paralelas

a se¢do S, com a componente do tensor de tensdo correspondente, ou seja:

J.szj.axy~dA:>Q=0'xy~Z, (22)
4

A

onde dQ ¢ o infitésimo do esforco cortante atuante no infinitésimo de area d4. Destacando

a relagdo entre esforco e tensdo, tem-se:
0= Ty " A, (23)

onde A ¢ a area da secdo transversal com seu valor corrigido (para mais detalhes, ver

Beer e Johnston [23]).
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2.3. Apresentac¢ido do Principio dos Trabalhos Virtuais “Generalizado” e sua

comprovacio

Esta subse¢do comeca com a apresentagdo do Principio da Conservagao de

Energia. Com base no que apresenta Langhaar [20], tem-se.

a) Principio da Conservacdo de Energia (PCE): o trabalho realizado em um sistema

mecénico por forcas externas (,, ) mais o calor (Q,) que flui para o sistema a partir

ext

do seu exterior deve ser igual ao aumento da energia cinética (AE . ) mais o aumento da

energia interna (AU im) .
Matematicamente, tem-se que:

Wext + Qc = AE‘C + A(]int . (24)

Neste trabalho se considera sistemas adiabaticos, ou seja, O, =0 e cargas aplicadas
lentamente, o que implica AE. =0 (exceto para um exemplo em que se usara o Principio

de D’Alembert, ver definicdo c). Na energia interna (AU. ), assume-se que a

int
configura¢do inicial (indeformada) tem energia nula. Assim, apds essas hipoteses,
reescreve-se a equagao (24) por:

W =U

ext

(25)

int *

A seguir se define o Principio do Trabalho Virtual (PTV) conforme apresentado
por Tauchert [16]. Este autor chama atencao que o PTV nao faz exigéncia de que os

deslocamentos virtuais sejam condizentes com as condi¢des de contorno.

b) Principio do Trabalho Virtual (PTV): se um corpo estd em equilibrio e permanece em

equilibrio ao ser submetido a deslocamentos virtuais, o trabalho virtual externo (I/Vm )

realizado pelas forcas externas atuando na estrutura ¢ igual ao trabalho virtual interno

((7l.m) feito pelas tensdes mecanicas.
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) ¢ a energia de

Importante destacar que na definicdo feita por Tauchert [16], (U

int
deformacdo do sélido. Na conveng¢do usada pelo autor, assim como sera feito neste

trabalho, o superescrito (-) indica grandeza virtual.

A versdao matematica do PTV ¢ expressa pela equagao (26):

w,, =U

ex

(26)

int >

onde U,,, =U,, +U,, emque U,, ¢ U, sio, respectivamente, as energias virtuais de
deformacdo eléastica e plastica. Neste trabalho, apenas deformagdes elésticas sdo
consideradas, ou seja, U,,, =0. Note a semelhanga entre as expressdes das equagdes

(25) € (26).

Comparado com a defini¢do acima, ressalta-se que Sommerfeld [2] e Lemos [4]

definem o PTV de maneira mais restritiva. Eles separam as forgas totais F, que atuam em

particulas em forcas aplicadas Fl-(a) e forgas de vinculo f;, onde o indice i indica a i-

ésima particula. Depois eles se limitam ao conjunto de problemas em que o trabalho
virtual das for¢as de vinculo ¢ =zero. Assim, esses autores definem o PTV

matematicamente por:

S F@ . 6r, = 0. 27)

i

Ao se fazer Ue,a =0 na equagdo (26) obtém-se a equagdo (27), destacando que

esta ¢ um caso particular daquela.

Para uniformizar a notagdo, a partir daqui se usara apenas o superescrito (-) em
cima da grandeza virtual. Por exemplo: or =T . A seguir se apresenta outro conceito

correlato ao PTV muito usado na fisica.

¢) Principio de d’Alembert: Lemos [4], pagina 18, mostra a generalizagao de d’ Alembert.

Matematicamente, tem-se que:
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2 (}'),- - Fl.(”))-Fi =0, (28)
i

em que P, ¢ a massa m; multiplicada pela velocidade r, da i-ésima particula num

referencial inercial.

Ainda tomando como referéncia o trabalho de Tauchert [16], define-se a seguir

forca virtual e o Principio do Trabalho Virtual Complementar (PTVC).

d) Forca Virtual (F): ¢ uma for¢a imaginaria de qualquer magnitude e orientagcdo que

satisfaz as equacdes (2) e (4). Ver pagina 24 de Mason e Souza [22].

e) Principio do Trabalho Virtual Complementar (PTVC): o trabalho virtual complementar

(W ) feito por um sistema de forgas virtuais externas sob a a¢ao de deslocamentos reais

ext

de uma estrutura ¢ igual ao trabalho complementar (U.C) feito pelas tensdes mecanicas

int

virtuais sobre deformagoes reais.
A versao matematica do PTVC ¢ expressa pela equagdo (29):
(29)

wS=Uy

ext int *

f) Sistema Virtual: ¢ um problema idéntico ao real onde estdo presentes apenas forcas ou

deslocamentos virtuais.

De posse das defini¢gdes anteriores, apresenta-se a comprovacao informal do PTV.
Isso ¢ feito a partir do ensaio uniaxial de tensdo, que € bastante usado nas engenharias e
que serve para determinar propriedades dos materiais. Este ensaio ¢ normatizado e
consiste em colocar uma barra composta de um material cujas caracteristicas se deseja
descobrir em uma prensa que traciona a barra até a ruptura. Para mais detalhes ver norma
ISO 6892-1:2019 [25]. A grande vantagem de se raciocinar tomando como ponto de
partida este ensaio, consiste no fato de que apenas uma componente de deformacado e
tensdo nao ¢ nula.

A Figura 3 resume graficamente este ensaio mostrando a relagcdo forga versus

deslocamento nas escala global (X Y, Z), local (xL, yL,ZL) e infinitesimal. A barra do
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ensaio ¢ representada na parte superior esquerda da figura por um bloco retangular de
comprimento L e que estd submetido a duas cargas externas (P) que se equilibram e
aplicadas no centro geométrico (CG) das se¢des extremas da barra. Isso € importante para
que a barra seja submetida apenas a deformagdes axiais.

Note que em termos de deslocamentos (D), o n6 I tem deslocamento restrito e o
n6 J ndo. Na parte debaixo da figura ha trés graficos mostrando a relagdo entre forca e
deslocamento nas trés escalas. O “ponto” de partida ¢ a configuragdo sem carregamento,

que corresponde a forca e deslocamento nulos. Ja Pt. o ¢ uma configuracao qualquer

(D', P') onde a barra apresenta uma deformagao (8) linear e proporcional a (O').

_ i ’
/S LIJ ! .)’I S S
( y % P
CG__ ¢ LS
P p P |\ N
-« > =k ——> =X |
- © J /‘
zr // |
%& 7&#% o Constante
YA L L L 2Fx=0 o=N/A
/ )2 7 Kl N _— P

ESCALA GLOBAL ESCALA LOCAL ESCALA INFINITESIMAL

Figura 3 — Ensaio uniaxial de uma barra reta sob o ponto de vista das escalas global e

infinitesimal, passando pela escala local.

A Figura 3 mostra o ensaio uniaxial de tragdo de uma barra reta sob o ponto de
vista das escalas global e infinitesimal, em que o carregamento € aplicado lentamente até
a configuragao final Pt. a. Em todos os estagios de carregamento o equilibrio ¢ mantido
nas escalas global, local e infinitesimal. Para enfatizar a relacdo entre as escalas se destaca
uma se¢do S distando x do canto esquerdo na escala global. Ao fim do carregamento,
ponto a, temos as medidas do trabalho realizado pelas forgas aplicadas W € a energia

de deformagao elastica U.i, dadas por:
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U ZIJ,.UZIQ -dV onde U,, =£O‘(é‘)'dé‘,

¢ denominada de densidade de energia de deformacao elastica (energia de deformagado

que ocorre em um infinitésimo de volume dJ no interior do elemento). Essa grandeza
pontual ¢ obtida pela integragdo do produto O'(é‘)-dé‘ do estado de deformagdo zero até o

estado de deformacdo correspondente ao ponto « (Pt.a), denominada de &'.
Note que naturalmente se usa as escalas global e infinitesimal na equacao do PTV.

Portanto, ndo ¢ necessario se preocupar com a escala /ocal neste momento.

Também se destaca as grandezas WS, e US, , denominadas como o trabalho

ext ela >
complementar realizado pela carga externa e a energia de deformagdo elastica
complementar. Do ponto de vista pratico, essas grandezas sao simplesmente obteniveis

ao se escrever os deslocamentos em termos das forgas, ou seja: D= f (P) e &= g(a)

onde f e g representam apenas a relagdo de dependéncia, sendo a energia de deformagao

elastica complementar expressa por:

ela ela

UG =[Us: -4V onde UG = [(0)-do. (31)
vV 0

De forma similar ao caso anterior, o limite de integra¢do superior ¢’ ¢ o nivel de
tensdo correspondente ao ponto o (Pt.a). Como o foco deste trabalho ¢ a analise linear
elastica considerando o comportamento linear elastico do material, o resultado das

densidades de energia de deformagao resultam em:

U, =UC (32)

ela

Essa igualdade se mantém para as energias de deformagdo elastica e sua versao

complementar ao longo de todo elemento reticulado, implicando em:
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>U (33)

ela — “Yela-

Ap0s estabilizar o carregamento no ponto a, faz-se um acréscimo de carga AP ao
qual corresponde um acréscimo de esforco AN e tensdo Ao e que ndo tem relagdo alguma
com os valores de carga e deslocamento no Pt.a. A cada um desses acréscimos de forcas
se tem acréscimos de deslocamentos AD e Ag correspondentes. Graficamente, um
acréscimo representa partir do ponto a para o ponto S. O detalhe de todo inicio do
carregamento, passando pelo ponto a, e terminando no ponto S € destacado na Figura 4.
Apenas as relagdes de forca versus deslocamento nas escalas global e infinitesimal sdo

mostradas.

ESCALA GLOBAL ESCALA INFINITESIMAL

Figura 4 — Acréscimo de forga e deslocamento no ensaio uniaxial de um elemento reticulado

sob o ponto de vista das escalas global e infinitesimal.

Apo6s transformar a densidade de energia de deformacgao eléstica para todo o

elemento e obter AU,,, aplica-se o PCE, equagdo (25), para as areas dos tridngulos

a s
abaixo da reta da Figura 4. Assim, considera-se o trabalho e energia correspondentes ao
se carregar a barra de 0 até a forga correspondente ao estado representado pelo ponto S
(Pt.p), resultando em:

/4

ext

+ AW_, = U

ext ela

+ AU, .,

Tri0ao Pt.aa Trap.Pt.aaoPt.f  TriOao Pta Trap.Pt.a ao Pt
onde Trap. e Tri. indicam o trapézio e o triangulo da Figura 4. Procedendo de forma

similar para as grandezas complementares (tridangulos acima da reta), tem-se que:

C _ C C
+ A Wext - Uela + A Uela . (3 5)

Tri0ao Pta  Trap.PtaaoPt.f  TriOao Pta  Trap.Pt.a ao Pt.f

WC

ext
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Contudo, considerando as igualdades obtidas na equacdo (30) aplicadas nas
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equacgdes (34) e (35), tem-se finalmente que:

AW,

ext

=AU, e AWS, =AU, (36)

ext ela-

Expandindo as igualdades acima, resulta:

Tri Tri
—_— Ret —_——N Ret
¥+P’-AD - j(%}dV+I(o”-Ae)dV
v v

Trap.Pt.a ao Pt.p Trap.Pt.a ao Pt.B

| (37)
Tri Tri
—_— Ret ——— Ret
AL 5 p = (A7 oy s [lao-shr
V V

Trap.Pt.a ao Pt.3 Trap.Pt.or ao Pt

Replicando o PCE, equacao (25), para os pequenos triangulos formados entre os
pontos a e S (tridngulos pequenos hachurados de preto), tem-se:

AP-AD:J-(AO'-AgjdV (38)
2 2 2

Aplicando essa ultima igualdade nas equacdes (36) e (37) tem-se que:
P'-AD= (0" Ag)dV
14

AP-D'=[(Ac-&')dV.
V

(39)

A equagdo (39) ¢ a expressdo matematica do Principio dos Trabalhos Virtuais
(PTV) e do Principio dos Trabalhos Virtuais Complementar (PTVC). Note que se partiu
apenas da validade do Principio da Conservagdo de Energia (PCE).

Devido a adogao de uma andlise linear eléstica, a partir deste instante as grandezas
virtuais ndo serdo tratadas apenas como grandezas infinitesimais. Como consequéncia, a
grandeza virtual serd representada, no restante do texto, com um traco em cima dela

(conforme adotado anteriormente). Por exemplo forca e deslocamento virtuais serao

representados por P € D respectivamente. Assim, reescrevendo a equagdo (39) com
esta nova notacdo e considerando o ponto Pt.a genérico, elimina-se a partir daqui a

notacao linha (°).
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A equagdo (40) apresenta o Principio dos Trabalhos Virtuais quando os
deslocamentos sdo virtuais e quando as forgas sdo virtuais (superescrito C indicando uma

grandeza complementar):

H,_J
Wt
_ N (40)
P-D = j (G-e)v
vy
A S —
UC
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2.4. Consequéncias do PTV e do PTVC

A primeira equacao indica que o trabalho virtual realizado pela carga real em
conjunto com o deslocamento virtual ¢ igual a energia de deformacdo eléstica virtual
gerada pela tensdo real associada com uma deformacao virtual. Nessa igualdade, a forca
real da escala global ¢ relacionada com a forga real da escala infinitesimal (tensdes) a
partir das forgas na escala local. Isso ¢ mostrado na equacao (8) para o carregamento
axial. O deslocamento virtual, neste caso, entre as duas escalas é obtido da mesma forma
que o seu correspondente real mostrado pela equagdo (12). Simplificadamente, elas sdo:
N=o,.4 ¢ ¢, =%,

(41)

onde AL e L sio respectivamente a variagdo virtual de comprimento e o comprimento
real inicial da barra.

A segunda equacao em (39) tem interpretacdo completamente analoga a primeira,
com a diferenca de que a grandeza virtual neste caso ¢ a for¢a. Simplificadamente, as
duas equacdes em (39) serao denominadas aqui como o Principio dos Trabalhos Virtuais
na sua versao deslocamento virtual (primeira equacao) e forga virtual (segunda equagao).
A seguir destaca-se a principal caracteristica do PTV nas suas duas versdes.

Os resultados expressos pela equagao (39) indicam que nao ha exigéncia alguma
de relagdo entre as grandezas reais e virtuais. As grandezas virtuais podem ser quaisquer,
sem nenhum comprometimento com os dados reais do problema. Contudo, em geral, ¢

recomendavel reproduzir boa parte do problema real.
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2.5. Obtencao do trabalho realizado pela carga externa e pela energia de

deformacio elastica

O trabalho virtual realizado pelas cargas externas nas suas versdes deslocamento

e forga virtual (Wm e Weft) sdo de imediata obtengdo. Dado um sistema com um total de
Nr forgas e Nr deslocamentos, tem-se que:

Wei =3P D,
o (42)
Wee = 2B D,

onde os pares ( l-,Dl-)e(Pl-,Dl.) tém a Unica exigéncia de corresponderem ao mesmo

ponto geométrico.

Elementos retos planos possuem, geralmente duas componentes de tensdo e

deformagdo relevantes, a saber: (o,.,s.) e (rxy, Y ) Dessa forma, a energia de

deformacao elastica virtual na versdes forca ¢ deslocamento sao:
Uela = J.(O-xx ’ Exx + Txy ) 77’5)’). dV’

g (43)

Ue?a = J.(Exx E t z_-xy ’ yxy)' dv.
V

Ao se considerar a analise apenas restrita a fase linear eldstica do comportamento

do material, tem-se que:

o,=E-¢,o0uo, =E-¢_,

XX XX - XX - ( 4 4)
Ty =G Vxy OU T, =G- v
Substituindo os resultados da equagao (44) na equagao (43), resulta que:
_ ol T
Uela :j Oy’ == + z-xy = |- dV:
v E G
(45)
_ T
UG =[] T 2247, -2 |-av.
v E G
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A equagio (45) apresenta U, € U, ¢ descritas na escala infinitesimal e apenas

ela

Servigo Publico Federal ”m.

em termos de forca (tensdo). Contudo, a escala mais interessante de descrever essas
energias € a local. A razao para isto € que na engenharia, ¢ comum descrever como variam
os esfor¢os ao longo de elementos estruturais.

Assim, conforme paragrafo anterior, ¢ necessario expressar a energia virtual de
deformacdo na sua versao for¢a e deslocamento virtual em termos da escala local. Isso €

feito a partir das equagdes vistas nas se¢oes anteriores. Resumidamente, tem-se que:

N=o, -4,
0=y 4 (46)
M: O-XX'IZ.

y

Note que a tensao oy, pode ser descrita em funcao do esfor¢o normal N quando ha
apenas carregamento axial ou em funcdo do momento fletor M quando ocorrer flexao
pura. Quando houver flexdo com carregamento axial, ox ¢ descrita pela superposicao dos

efeitos, ou seja, somando-os. Assim, a partir das equagdes (46) € possivel escrever:

N M-y _ N M-y
STy S Ta L
z . z (47)
o - 0
IO

Note que a tensdo normal ¢ obtida a partir de N e M.. Contudo, energeticamente
falando, uma ndo influi na outra, o que implica que o produto o, -(Exx JE ) tem apenas
dois termos: um devido ao esfor¢o normal e outro devido ao momento fletor. Substituindo

a equagao (47) na equagao (46), obtém-se:

_ela_J- lﬂE_FlM yM y+lgg dV’

WEAdad E 1. 1. Gai )
go (LN, LAy Moy 100,

v EAA E 1 I G A4 A4

A equacao (48) vale para um elemento reto plano com variagao na area da se¢do
transversal. Contudo, apenas elementos retos planos de secdo constante serdo

considerados neste trabalho. Consequentemente, vale que dV = d4.dx, que substituido na

equacado (48) resulta em:
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LN My My 190 L) ax,
Neaa 51 1. "Gii
. (49)
Ry ey 180) ]
Neaa 51 1. "6ia

onde Lp ¢ o comprimento do elemento estudado. Em todos os termos acima, exceto y,

todas as demais variaveis sdo constantes ao longo da area, logo tem-se que:

_h M-M 0
Uela:'([ E. AzIdA+E ]2£y2dA+%£%dA -dx,
z =~
- (50)
_. YW NN MM;,, 0 (O
Us = !E'A2£M+E_122£y dA+ﬁ£ZdA dx

As integrais que restaram tém significados fisicos ja conhecidos. O ponto
importante que deve ser mencionado ¢ que a integral de area referente ao cortante resulta
no produto entre o esfor¢o cortante pela area corrigida. Essa integral e as demais sdo

indicadas na equagdo (51):

A= jdA I, —jysz 0= j7 j Y44, (51)

A

Substituindo as equagdes (51) na equagao (50), t€ém-se:

& _LfNN MM QQ_'dx
“ Nea w5 Tea) ™

L - _ (52)
g - [T T u 2:0]

W E-A4 E-I. G4

em que E.A4, E.I.e G. A sdo as rijezas axial, a flexdo e ao cisalhamento.
Finalmente, considerando uma estrutura composta por Np elementos retos

reticulados planos, temos:
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_ :%T_NN MM Q@__dx
TSN EA EL G-A] 53)
NBLE__- _- _- ]
Uela_ INN"'MM"'QQCIX
= E4 EI G-4|

A equacdo (53) contém as expressoes da energia virtual de deformagao eléstica,
nas suas versdes deslocamento e forca, aplicadas a qualquer estrutura composta de N3
elementos reticulados retos planos de secdo transversal S de area constante A. Portanto,
nesta equagdo se considera apenas a parcela de deformacdo elastica dos elementos
reticulados planos devido aos esforgos N, M e Q.

E possivel considerar outros efeitos que ajudam a melhorar a simulagdo do
comportamento estrutural. Os mais conhecidos sdo: apoio eldstico, temperatura e recalque
de apoio. O primeiro permite simular casos em que a estrutura ndo estd sob um apoio
ideal que permite parcialmente o deslocamento no ponto de conexdo entre a mola e a
barra. O segundo ¢ muito importante em cidades onde ha grande variacao térmica (Campo
Grande / MS ¢ um bom exemplo). Finalmente, o terceiro simula o efeito de quando se
tem o apoio ideal que impede por completo o deslocamento correspondente mas onde o
proprio apoio se movimenta. Sob o ponto de vista pratico, este caso ocorre em situagdes
em que a fundagdo da estrutura esta sobre um solo que movimenta.

Os dois primeiros efeitos sdao mais facilmente adicionados na energia de
deformacdo eléstica. A variagdo de temperatura impde uma deformacgao real, logo seu

efeito aparece na energia de deformacao eldstica no caso em que as forgas sdo virtuais

(Ue,a) Ja o efeito de apoios elasticos pode ser considerado tanto quando as forgas sao

virtuais (Ue,a) quanto as grandezas virtuais sdo os deslocamentos ((781” ) Finalmente,

devido ao recalque de apoio ser um deslocamento real possivel na estrutura, quando

ocorre ele aparece no trabalho virtual externo em que as forgas sdo as grandezas virtuais

(WC) Assim, considerando esses efeitos e uma estrutura sujeita a Nr forgas virtuais,

ext
composta por Np elementos retos, com Ny apoios eldsticos, com Np recalques de apoio
op, as versoes do Principio dos Trabalhos Virtuais podem ser escrita por:
N, Ly N I
B M F
P, D _ J N-N M M Q 9] Cdi 4 Z Iy
= i E 1, G A a k

N

]

(54)

ela
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NR NF
) D 77C
j-5pj+ D =Uy, onde
j=1 j=1
W
NMEYTN.N OM-M 0.0 (55)
Ue‘;a:z.[ + == |- dx+
S EA4 EI G4
NBLB_ o NM_ F
[[N-a-AT+M, a- g ] dv+ Y F-—L
b=1 ¢ Jj=l1 J

As equacdes (54) e (55) representam os casos mais gerais abordados neste trabalho
para a aplicac¢do do Principio dos Trabalhos Virtuais nas versdes deslocamentos e forcas

virtuais respectivamente. Nesta equacao, os recalques de apoio sdo considerados e os

Ny
efeitos térmicos aparecem respectivamente em: ZR ip; e
j=1
Ly
”N a-AT+M,-a- gT]- dx, onde AT ¢ a variagdo uniforme de temperatura e g,
0

=

B

S
Il

1
¢ o gradiente de temperatura. Ambas grandezas sdo obtidas a partir das variagcdes de
temperaturas nos bordos superior (ATS) e inferior (ATi). AT ¢ relacionada com a
variacdo de comprimento € g, com a flexdo da barra.

Finalmente, o efeito do apoio elastico surge de duas formas. Na primeira, a
deformacao da mola ¢ virtual. Na segunda ¢ o contrario, quem ¢ virtual ¢ a forga. Na

equacdo elas aparecem, respectivamente, da seguinte forma:

Ny

=
N

F. _ F.
Fj._/ e Fj-—J.

~.
1‘

j=l
Os detalhes de como esses efeitos sdo considerados nas versdes do Principio dos
Trabalhos Virtuais foi deixado para o Apéndice deste trabalho.
Nos exemplos do proximo capitulo, o esforco cortante (Q) serd zero ou nao sera
levado em consideracdo. Isso ocorre pelo fato de que em estruturas reais, o efeito do
esfor¢o cortante ¢ muito pequeno comparado com o do momento fletor (M) e esforco

normal (N).
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Esta secdo sera dividida em trés partes. A primeira apresenta a aplicacdo do
Principio dos Trabalhos Virtuais em sistemas de particulas. A segunda e terceira mostram

a aplicagdo a corpos rigidos e deformaveis, respectivamente.

Em todos os casos, usam-se as convengdes de restricdes de deslocamentos

adotadas por engenheiros. A Figura 5 destaca os principais casos.

DA B> o0 9 oF

Figura 5 — Destaca as restrigdes de deslocamentos no plano adotadas neste trabalho: a)
deslocamento vertical impedido, b) deslocamento horizontal impedido, ¢) rotacdo impedida, d)
deslocamento impedido no plano e ¢) todos os deslocamentos impedidos (situagdo denominada

como engaste).

Outra informagao importante que aparecerao nos exemplos sao os tipos de forgas.
As forcgas aplicadas ao sistema sdo indicadas por setas e os torques sao representados por
curvas com pontas. Quando essas forgas forem reativas, ou seja, aparecerem devido a

uma restri¢cao de deslocamento, elas tém com um corte na linha.

Exceto no ultimo problema deste trabalho, as seguintes convengdes serdo usadas
nos problemas a seguir. For¢as em sentido para cima e para a direita e torques girando no

sentido anti-horario serdo considerados positivos. Caso contrario, serao negativos.
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3.1. Particulas

Apenas um exemplo ¢ apresentado nesta se¢do, trata-se da maquina de Atwood,

que ¢ constituida de uma roldana fixa e duas particulas de massas m; e m> conectadas por

uma corda de comprimento L fixo (17 ola = 0). A Figura 6 ilustra os detalhes.

A LLLTELL L LA LTI S

m,

Figura 6 — Maquina de Atwood, que consiste de duas massas m; ¢ m, penduradas pelo extremo

de uma corda de comprimento L fixa ao teto por uma roldana de raio R (Adaptada de Lemos

[4]).

Objetivo: obter as aceleragdes X, € X, das massas m; e mo.

Ferramenta: aplicar o Principio de D’ Alembert (ver equacao (28)).

Para resolver este problema, define-se primeiro um eixo de referéncia que passa
pelo pino que conecta a roldana a haste fixada no teto. A partir dele se definem as

coordenadas x1 e x2 que localizam as posi¢des das massas m € mo.
A seguir a equacao (56) apresenta os vetores posicao das duas particulas.

r=xXer,=xx (56)

A equagdo (57) mostra a restricdo de vinculo holénomo existente no problema.
X +x,=L—-7x"R, (57)
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onde L ¢ o comprimento da corda que liga as duas massas e 7-R ¢ a metade do

comprimento da circunferéncia da roldana. Considerando variagdo infinitesimal das

posicdes na equacao (57), tem-se:

O vetor de forgas ficticias subtraida das forgas aplicadas resulta em:

mx m myx, —m
p_F(a) :( 1”1 }A(_( 1g}2:( 1”1 18 jﬁ (59)
my X, myg MyXy =My g
Os deslocamentos virtuais podem ser as variagoes infinitesimais das posicoes das

massas mi € mz, ou seja x; =d; € X, =0x,. Assim, na notacdo de grandezas virtuais

adotada neste trabalho, define-se o vetor deslocamento virtual:

r= (’_?1 Jx (60)
X

Portanto, o trabalho virtual correspondente ao vetor deslocamento virtual ¢

€Xpresso por:

(I'l - F(a))' r= (mljél —mg My, = ng{fl ]f( X
x

\—V_J
Trabalho Virtual

(61)

Wy = (mlxl mg )771 + (m2562 —mg )7_62

Substituindo a equagdo (58) na equagdo (61) resulta em:

(P - F(a))' r= [ml (_ X, )_ mlg](— X, )+ (mzjéz - ng)fz- (62)

Pelo Principio de D’ Alembert, tem-se que:

ext_O (p F )
[ml( ) mlg](_f

Isolando X, na equacgdo (63) e fazendo-o diferente de zero, pois se trata de uma

(63)

r=
) (m2x2 ng)fzzo.

variacao arbitraria, tem-se que:
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[(ml —mz)g+(m1 +m2)552](5xz):0:>(m1 —mz)g+(m1 +1712)jé2 =0..
g < lmmg o (mom)g (64)
(ml +m2) (ml +m2)

3.2. Corpos rigidos

Esta secdo ¢ dividida em duas subsecdes. A primeira apresenta deslocamentos

virtuais enquanto a segunda usa forgas virtuais.

3.2.1. Deslocamentos Virtuais

Dois exemplos sdo apresentados neste subse¢do. No primeiro se tem uma estrutura
hipostatica e se deseja obter uma configuragdo que permita deixar a estrutura em
equilibrio. A segunda usa deslocamentos virtuais para obter forcas reais (reacdes e

esfor¢os) da estrutura.

Exemplo 1: O primeiro exemplo utilizado ¢ mostrado no livro do Meriam e Kraige [12].
A Figura 7 apresenta os dados do problema. Este problema tem como objetivo determinar
o angulo @ que mantenha o sistema em equilibrio. Ele sera resolvido de duas formas
diferentes. A primeira usa relagdes geométricas para em seguida obter variagdes delas e
usa-las no PTV. A segunda forma, impde uma configuracao virtual de deslocamento que
satisfaz a hipotese de pequenos deslocamentos. A combinagao dos deslocamentos desta

configuracdo com as forgas reais sdo usadas no PTV.
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Y4 +X

mg mg

Figura 7 — Sistema composto por duas barras rigidas de massa m com angulo & entre elas
formando uma estrutura hipostatica carregada por uma for¢a horizontal P com destaque para

as forcas mg (Adaptada de Meriam e Kraige [12]).

- Forma 1:
Ferramenta: aplicar o Principio dos Trabalhos Virtuais a partir de relagdes geométricas.

Neste problema, por se tratar de corpos rigidos, tem-se que:

U,,=0. (65)

Assim, € necessario obter deslocamentos virtuais correspondentes a cada uma das
forgas externas. Sejam X e /& os deslocamentos virtuais correspondentes as forgas P e

peso (mg). Logo, o trabalho virtual realizado por essas forcas ¢ expresso por:

W,.,=P-Xx+2mg-h. (66)

exi

Aplicando o PTV, tem-se que:

w

ext

=0..P-X+2mg-h =0. (67)

Faz-se necessario expressar X ¢ 4 em fungio de varidvel 6. Para isso, toma-se

algumas relagdes trigonométricas conforme mostra a equacao (68):

Pagina 44 de 76



Servigo Publico Federal
Ministério da Educacao
Fundacao Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

g =L- sen(gj Sox=2L- sen(%} e
(63)
2h=1L- cos(gj Sh= £ . cos(g}
2 2 2

A partir das relagdes vistas na equagdo (68) € possivel se obter os deslocamentos

virtuais utilizando diferenciais. Portanto, tem-se que:

dx = 1im(ﬂjd9 X = {Lcos(gj}e_ :
-0\ AG 2

c
dh = 1im[ﬂjde ch=— £sen(§j g,
60\ A@ 4 2

onde x =dx,h =dh e 6 =d@. O sinal de menos na relacio entre he 0 sedeve ao fato

(69)

de que ao se aumentar h se diminui 6 . Substituindo as relagdes da equagao (69) na

equacdo (67) resulta que:

P{Lcos(gjﬁ_} + 2mg[— £sen(gﬂ =0..
2 4 2
(70)
tan(gj = 2P n0=2 tan_l(z—P].
mg mg

O valor de 8 mostrado na equagdo ¢ a resposta do problema.
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- Forma 2:

Ferramenta: aplicar o Principio dos Trabalhos Virtuais a partir de uma configuracao

virtual de deslocamento.

Nesta forma de resolver o problema se cria um sistema virtual de deslocamento
em que esses deslocamentos obedecam as restricdes cinematicas do corpo rigido, fazendo
com que as forgas reais exergam trabalho ao longo dessas grandezas virtuais. Como
resultado, obtém-se o angulo virtual necessario para deixar o sistema real de for¢as em

equilibrio. A Figura 8 compacta essas informacdes.

Figura 8 — Detalhamento lado esquerdo, considerando simetria vertical do problema e

detalhamento posterior para determinar relagdes entre as grandezas virtuais.

Conforme destacado pela Figura 8, a equagdo (71) destaca as seguintes relagdes

entre as grandezas geométricas virtuais:

)7=L-07~sen(§je )?=2-L-07~cos(§j. (71)

Novamente, como se esta trabalhando com corpos rigidos (duas barras rigidas),

tem-se que:

U,,=0. (72)

Pagina 46 de 76



Servigo Publico Federal
Ministério da Educacao
Fundacao Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

N ke !
EDEIATIV
A UFMS

Ja a forca P e o peso mg das duas barras realizam trabalho virtual sob os

deslocamentos virtuais x e y, respectivamente. A equagdo (73) apresenta este trabalho

virtual:

7. = (+ P+ 7)+2( mg)(+ gj 73)

Note o uso da convengdo de sinais de forgas, pois P ¢ positivo ja que tem seu
sentido para direita e mg ¢ negativo pois tem sentido para baixo. Ao se substituir a

equacdo (72) e a equacdo (73) na equagao (26) do PTV tem-se:

W =T, - (+ PY+ 1)+ zmg)(+ %j:o. (74)

Substituindo os resultados da equagdo (71) na equagao (74) obtém-se:
_ 0
L-«a -sen(j
(P 2-L'67-COS(§] + (— 2mg 2 0.. tan(gj _2P
2 2 2

mg
€= arctan z L O=2tan"! 2 .
2 mg mg

O valor obtido pelas duas formas apresentadas neste trabalho foi exatamente o

(75)

mesmo, conforme esperado.
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Exemplo 2: O segundo exemplo ¢ uma barra isostitica submetida a uma carga

concentrada P na sua extremidade livre (canto direito). A Figura 9 mostra os detalhes do

problema.
3 ¥
M (: 37 Y SISTEMA REAL
jfvg__ . )

Figura 9 — Viga isostatica (engastada livre) submetida a uma carga vertical P na extremidade

livre, destacando as reagdes vertical € o torque no apoio.

Objetivo: a partir da utilizacao de trés sistemas virtuais com deslocamentos virtuais, este

exercicio tem como objetivo obter forgas reais.

Ferramenta: aplicar o Principio dos Trabalhos Virtuais a partir de uma configuracao

virtual de deslocamento.

A Figura 10 apresenta o problema real com o sistema virtual 1 em que o

deslocamento virtual ¢ uma rotag¢ao no apoio da esquerda.

P
W3 ' |
M (: ? 5 r SISTEMA REAL
v i .

L6 SISTEMA VIRTUAL 1

Figura 10 — Viga isostatica (engastada livre) submetida a uma carga vertical P na extremidade
livre, destacando as reagdes vertical e o torque no apoio ¢ o sistema virtual onde ha uma rotagéo

virtual imposta no apoio.

Ao se combinar o sistema real com o sistema virtual 1, obtém-se o torque real que
produz rotagdo nula no apoio da esquerda, ou seja, determina-se a reacdo de apoio no

engaste. A equagao (76) mostra os detalhes:
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(0)-#)+(+0) M)+ 2-0)-(P)= 0 (76)

w, U

ext

onde no lado esquerdo da equacdo se tem o trabalho virtual realizado pelas forcas reais

(W ) e no lado esquerdo aparece a energia de deformacao eléstica virtual ([7610). Notar

ext

novamente que o sentido das forgas reais esta de acordo com a convengao de sinais. Logo:

(6)-(M-Pr)=0, (77)

sendo @ #0, tem-se que:
M =PL, (78)

A Figura 11 apresenta o problema real com o sistema virtual 2 em que o
deslocamento virtual ¢ um deslocamento vertical relativo em uma sec¢ao S localizada a

uma distancia x do apoio (engaste). Observe o destaque dos esforgos na segdo S.

M 5 ‘HT“ SISTEMA REAL

| L I

7 7

§—SF _____ i‘ D SISTEMA VIRTUAL 2
’ X ,

Figura 11 — Viga isostatica (engastada livre) submetida a uma carga vertical P na extremidade
livre, destacando as reacgdes vertical e o torque no apoio e o esforgo cortante Vs que ocorre

numa se¢do S localizada a uma distancia x do apoio.
Ao se combinar o sistema real com o sistema virtual 2, obtém-se o esforco cortante

na se¢do S localizada a uma distancia x do apoio da esquerda. A equacao (79) mostra os

detalhes:

+
(+D)-(+75) e (79)
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Note a convencgao de sinais, Vs positivo e negativo e P negativo. V positivo indica
o par do esforco que aponta para cima, enquanto que Vs negativo aponta para baixo.

Simplificando, tem-se:
D-(Vs-P)=0, (80)
sendo D#0, tem-se que:

V,=P. (81)

A Figura 12 apresenta o problema real com o sistema virtual 3. Neste caso, o
deslocamento virtual ¢ uma rotagao relativa em uma se¢o S localizada a uma distancia x

do apoio. Observe o destaque dos esfor¢os na secao S.

S lP
M €3 alll .
NI MM, g SISTEMA REAL
v
|~ L I
1 A
3 $ g iu -x).0 SISTEMA VIRTUAL 3
, X ;

Figura 12 — Viga isostatica (engastada livre) submetida a uma carga vertical P na extremidade
livre, destacando as reagdes vertical e de torque no apoio e o momento fletor Ms que ocorre

numa secao S localizada a uma distancia x do apoio.

Nesta tltima combinag¢do, ao se combinar o sistema real com o sistema virtual 3
se obtém o momento fletor Ms na se¢do S localizada a uma distancia x do apoio da

esquerda. A equacdo (82) mostra os detalhes:

0)-(+1)+(0)-(+ M) + [ (L=} = P)+(0)- M)+
("‘ 5)‘ (+ M) Ua | (82)

w,

ext

Novamente, ¢ importante destacar a convencdo, pois M, positivo € o par do
momento fletor na se¢do S que gira no sentido anti-horario e M; negativo a parte do par

que gira no sentido horario. Simplificando, tem-se:
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0 -(My—P(L-x))=0, (83)
sendo 6 #0, tem-se que:
Mg =P(L-x) (84)
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Apenas um exemplo ¢ resolvido nesta subsecao. Contudo, dois sistemas de forgas
virtuais serdo usados. Deseja-se mostrar com este exemplo a grande extensao do Principio
dos Trabalhos Virtuais (PTV), pois neste caso se t€ém forgas virtuais, ver a equagao (55).
De acordo com o pesquisado na literatura basica relacionada ao ensino de fisica, este ¢
um assunto pouco explorado. Este ponto ¢ considerado com uma grande contribuicao

deste trabalho.

O exemplo ¢ uma barra isostatica submetida a variagdo uniforme AT e gradiente
gr de temperatura com apoios elasticos. Além disso a barra estd submetida ao peso
proprio g distribuido ao longo do comprimento L. Como hipotese simplificadora,
considera-se a barra rigida, ou seja, ndo deforma axialmente nem flete. Matematicamente,
isso significa fazer o médulo de rigidez axial £.4 (EA) e rigidez a flexa@o E.I (EI) tenderem
a infinito. A Figura 13 mostra os detalhes do problema juntamente com o diagrama de
momento fletor (para mais detalhes na obtengdo do diagrama da momento fletor,

consultar qualquer livro de andlise de estruturas com a carga distribuida constante).

SISTEMA REAL

DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR

ot I
|_ s » M(x)= qLx S Hate n

Figura 13 — Viga rigida engastada livre submetida a variagdo uniforme AT e gradiente de
temperatura gr, apoios elasticos com rijezas k. e k,, carga distribuida g deslocamento prescrito

ep.
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Objetivo: obter a rotagdo & (inclinagdo) da extremidade livre (nd final J) e mostrar que
nao ha necessidade de qualquer referéncia as condigdes de contorno em deslocamento no

sistema virtual.

Ferramenta: usar o Principio dos Trabalhos Virtuais a partir de um sistema de forcas

virtuais.

Neste exemplo sdo usados dois sistemas virtuais. No primeiro, ndo ha qualquer
referéncia aos apoios, logo s6 ha forgas virtuais. No segundo, aplica-se 0 momento M
no no final J e se determina as reagdes de apoio usando as equagdes de equilibrio da
estatica. A Figura 14 apresenta os dois sistemas virtuais. Note que em ambos os casos o
diagrama de esfor¢o normal é zero. Logo, a variagdo uniforme de temperatura ndo
aparecera na energia de deformagao elastica virtual.

(FH) = =
A -

g 5 SISTEMA VIRTUAL 1
Fv) 0 t I, L
7 71
M ” M  DIAGRAMA DE MOMENTO
IFSI} /:_\43‘—[ M
- M»{% J SISTEMA VIRTUAL 2
(FV) O?
/‘I/ L /II/
M 4 M  DIAGRAMA DE MOMENTO

Figura 14 — Sistemas virtuais que medem rotagdo & na extremidade livre (n6 J) do problema

real.

Para facilitar a obtencdo da energia de deformacao elastica que aparece na equagao
do PTV, as suas parcelas serdo computadas separadamente. Isso ¢ feito para os dois

sistemas virtuais. Considere primeiro o trabalho virtual realizado pelas cargas externas.

- sistema virtual 1: o trabalho virtual realizado pelas cargas externas ¢ dado por:
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FV
ext (O)(O) + ’_6 MX_ ) =+ MX@ (9 + 9) (85)
Desl Presc. FOYGaSVlrtuals

onde FH e FV sdo as forgas virtuais horizontal e vertical no nd inicial /. Essas forcas
multiplicam deslocamentos reais nulos porque no sistema real ndo ha deslocamento nas
pontas das molas £, e k,. Abaixo se considera a energia virtual de deformagao elastica das

molas.

UCMolas:(+0)_ (ﬂj _|_(+()). % =0.
——J kx — k

ela
Forca Forca Y
Virtual  posiReqt  Virtual
FH ’ FV

(86)

\ﬁ’_J
Desl.Real

Note na equacao anterior o destaque de onde se estd tirando cada informagao. Uma
informacgao ¢ for¢a do sistema virtual e a outra ¢ deslocamento do sistema real. Em
seguida se considera a deformacdo eldstica da viga devido a ag¢do da variacdo de

temperatura, considerando « e gr constantes ao longo do comprimento da barra, tem-se:

L
77 C,Temp _ . Y — M . .
Ui =a gT}[Mo%m dx M(a 8r L)- (87)
Fletor
Virtual

Por ultimo, calcula-se a energia virtual de deformacao elastica devido a agao dos

esfor¢os, considerando £/ muito grande (EI — o), tem-se que:

2 2
—>0
0 %Z’ﬁaz
Momento Fletor Real

Juntando todos os efeitos da energia virtual de deformacgao elastica complementar,

ouseja US, =TS MM 4.7 S:Temr 4. SF9ores ¢ colocando M em evidéncia, resulta que:

ela ela
US, =0+M(a-g; - L)+0=M(a-g,-L). (89)
Ao igualar o resultado da equacdo (85) com a equagdo (89) e considerando
M # 0, obtém-se:
0,+0=a-g, L. (90)
Isolando 6, tem-se que:

O=a-g,-L-0,. 91
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Desse resultado ¢ possivel observar que ndo importa o carregamento externo que

se considere, ele ndo influenciard a rotagdo em qualquer secdo da viga. Apenas os
deslocamentos prescritos e o efeito do gradiente de temperatura aparecerdo nas

expressoes finais:

- sistema virtual 2: o trabalho virtual realizado pelas cargas externas ¢ dado por:

F

W< =[0)0)+ (o)(o (-M)-6,)+ ( +M)(¢9 M, +6) 92)

Desl Presc. ForgasVlrtuals

Conforme o caso anterior, as reagdes FFH e FV multiplicam deslocamentos reais
nulos, pois ndo ha deslocamentos nas pontas das molas no sistema real.
Consequentemente, o trabalho virtual realizado pelas cargas externas serd igual ao obtido
para sistema virtual 1. De forma similar, a energia de deformagao elastica também sera
igual ao que foi obtido pelo sistema virtual 1. Portanto, a rotacdo & serd a mesma para os
dois sistemas.

Da comparagao dos dois sistemas virtuais, conclui-se que no sistema virtual com
presenca de forgas virtuais, ndo ha a necessidade de qualquer referéncia aos apoios do
sistema real. A diferenca obtida entre os dois sistemas virtuais usados neste exemplo foi
apenas tedrica. No primeiro sistema virtual todas as forgcas sdo acdes externas
autoequilibradas. J& no segundo sistema, tem-se uma forga virtual aplicada no n6 final J

para em seguida se calcular as reagdes de apoio.
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3.3. Solidos deformaveis

Dois exemplos sdo resolvidos nesta subsecao. O primeiro € similar ao da subsec¢ao
3.2., diferenciando-se pelo fato de que agora a viga ndo ¢ rigida a flexdo. O segundo
exemplo determina o deslocamento de um sistema massa mola ao longo do comprimento

da mola. Novamente, aplica-se o PTV na versdo complementar em que as grandezas

virtuais sao forgas.

Exemplo 1: O exemplo ¢ uma barra isostatica submetida a variagdo uniforme AT e
gradiente de temperatura g, com apoios eldsticos. Além disso a barra est4 submetida ao
peso proprio e cargas concentradas. A Figura 15 mostra os detalhes do problema com
efeitos separados das cargas no diagrama de momento fletor (para mais detalhes na
obtencao do diagrama da momento fletor, consultar qualquer livro de anélise de estruturas

com a carga distribuida constante).

0
p[“‘ q

Dﬁ%: lgrle,lﬂbl : lpi M SISTEMA REAL
* = A

‘SUPERPOSIC AO DOS EFEITOS DIAGRAMA DE MOMENTOS

. . _ilz_ g%
J. I J, ey %&’
qm&‘ QTeJT “ -
"
qL
0w HE
_\_"Dﬁ(\gk_ lP l
é"
tp
M M
0 M M +

Figura 15 — Viga engastada livre submetida a variagdo uniforme A7 e gradiente de temperatura

g com apoios elasticos, deslocamento prescrito e cargas externas.
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Objetivo: obter o deslocamento vertical Dy do nd final J e mostrar como considerar o

efeito da deformacdo devido a flexdo da viga na energia de deformacdo eléstica

complementar ((7 < )

Ferramenta: aplicar o Principio dos Trabalhos Virtuais na versao forga virtual.

Para calcular o deslocamento real Dy necessita-se criar um sistema virtual
adequado. A Figura 16 mostra o sistema virtual com o respectivo diagrama de momento

fletor. Note que se aplica uma forca unitaria na extremidade livre (n6 final J).

(FH) L 1
2 |>w% l SISTEMA VIRTUAL
@) 4
S
/1 1

L
!'\KA DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR

Figura 16 — Sistema virtual utilizado para calcular o deslocado vertical na extremidade livre da

barra do problema real (n6.J) com o seu respectivo diagrama de momento fletor.

Novamente as parcelas da energia de deformacdo elastica sdo computadas
separadamente. A equacdo (93) apresenta o trabalho virtual realizado pelas cargas

virtuais.

FV

=116, 4 (010)+ T 40+ (- 4D,)=-{26, + ). ©3)

DeslPresc ForgasVirtuais.

A parcela da energia virtual de deformacao elastica das molas ¢ dada por:

UCMolav (+1) qL+P _ qL+P

ela k k : (94)
Forga y y
Virtual ~—————"
Desl.Real

Considerando « e gr constantes ao longo do comprimento da barra, o seu efeito

na energia de deformacao elastica virtual ¢ dado por:
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L 2 L 2
[ Temp _ . Idiege ol X | 2| T8 L
ela a gTJ(x L)dx 24 gT|: 7 X L:| ( 7 ] (95)
0 Momento 0
Fletor
Virtual

Por ultimo, computa-se a energia virtual de deformacgao eléstica devido a acao dos

esforgos.
L 2 2
-L X
j (x—L)- q-L-x—q _4 dx +
0| Momento
Fletor
Virtual %Z;Zinm
—C By 1 Real
Esforcos __ - -
ela - E.-] i Efeit_odeq ) . ) (96)
L L
[|(c=1)-Ple—1) e+ [| (x=L)- M {dx
M e 4
0| Momento Momento 0| Momento Flo;nen o
Fletor Fletor Fletor R e Zor
_Virtual Real N _Virtual ea N
Efeitode P Efeitode M

Note a presenga do simbolo (+) indicando a aplicagdo do Principio da
Superposicdo dos Efeitos (PSE). Todas as parcelas da energia de deformacdo foram
consideradas neste exemplo. Simplificando a equagdo (96), tem-se que:

_C,Esforgos: 1 qL4 +P‘L3 _M'L2 .
ela E.] 8 3 >

7

Juntando todos os efeitos da energia virtual de deformagdo eldstica, ou seja

17 C _ 77 C,Molas r1 C,Temp 77 C,Esforgos .
Ug =U +U,.. """ +U , resulta que:

ela

D 3 4 2 2
ge [ P PL gl ML ag-l' gLP)| 98)
E-1) 3 8 2 2 k,

Evocando o PTV, tem-se que:

P-I’ .\ g-L* _M-Lz_a-gT-L2+q-L+P

3E-I B8E-I 2E-1 2 k,

~L-6,-Dy = (99)

Isolando Dy, obtém-se:
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2 4 3 2
_M-L' gL' PL ag-L' qL+P . (100)

2E-1 8E-1I 3E-I 2 k, 4

Exemplo 2: O exemplo ¢ uma mola de massa m apoiada na sua extremidade superior com
uma massa M na sua extremidade inferior submetido ao efeito da gravidade g. Para usar
0 PTV neste problema, usou-se uma barra no lugar da mola, de tal forma que se substitui
arigidez k da mola pela rigidez (E.4)/L da barra. Além disso, usou-se o FTOOL [21] que
¢ uma ferramenta computacional bastante conhecida nos cursos de graduacdo de
engenharia civil. Neste exemplo, para facilitar a interpretacao do resultado final se adota

como forga positiva a for¢a que aponta no sentido positivo do eixo x.

A Figura 17 apresenta detalhes do problema destacando a mola, o modelo com a
barra com material de modulo de elasticidade £ e area 4 constante da secao transversal.

Além disso mostram-se a reagdes de apoio.

T (M+m)g T (M+m)g
— Lag@u —, HEIL
\7
= m, k E A
L 2/—’ /—’
=
A
M M
(a) (b)

Figura 17 — Sistema massa mola apoiada na sua extremidade superior com uma massa M na
extremidade inferior submetido a gravidade g: a) mola de comprimento L, com massa m ¢

rigidez k e b) barra de comprimento L, com massa m e rigidez axial k = (E.4)/L.

Objetivo: obter o deslocamento vertical Dy ao longo da mola considerando a massa da m

mola de rigidez £.
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Ferramenta: aplicar o Principio dos Trabalhos Virtuais na versdo forga virtual com

associacdo da mola com uma barra de rigidez axial (E.A/L).

O resultado obtido pelo PTV ¢ confirmado a partir do uso do programa de analise

estrutural FTOOL [21] para verificar os resultados.

A Figura 18 mostra os detalhes do problema.

DIAGRAMA DE ESFORCO NORMAL
(M+m)g

/

T (M+m)g

/

b '/_, Nx)=M+m)g-mg <

[-..‘

Figura 18 — Relag@o entre os sistemas global e local a partir da defini¢do da sec¢do S distando x

da extremidade superior da barra com destaque ao diagrama de esfor¢o normal (D.N.) e sua

expressio V| (x)

O lado esquerdo da Figura 18 apresenta a relacdo de forgas entre o sistema global
(M + m).g e uAV) e local (N) a partir defini¢ao da se¢do S distando x da origem do
sistema de coordenadas cartesiano. A forga p. AV representa a forca distribuida ao longo
do comprimento x da barra, onde x ¢ o peso especifico e AV = A4.x, em que 4 € a area
constante da se¢do transversal ao longo da barra. Assim, € possivel reescrever essa forca

distribuida por:

y.sz(m_fj(A.x){%}(A.x):%x. (1o1)

L

Assim, impondo equilibrio entre os sistemas global e local, tem-se:

Pagina 60 de 76



Servigo Publico Federal

Ministério da Educacao
Fundacao Universidade Federal de Mato Grosso do Sul ”m.
UFMS
ZFxL =0 .'.(M+m)g—N—Bx =0..
L (102)
N(x)—M-g+%(L-x).

A partir da equacao (102) € possivel verificar as condi¢cdes mostradas no diagrama
de esfor¢o normal (D.N.). A equagdo (103) mostra essa verificagdo.

N(x:0):M-g+¥(bo).-.N(xzo):(M+m)g,

(103)
N(x:L):M-g+%(L-L):.N(x:L):M-g.

Como se deseja obter os deslocamentos reais ao longo do comprimento da mola,

cria-se um sistema virtual de forgas. A Figura 19 destaca o sistema virtual de for¢as com
diagrama de esfor¢o normal correspondente.

T DIAGRAMA DE ESFORCO NORMAL
Ay LLL11111 1
. @ |Nx)=1
L s
v I :
. X

Figura 19 — Sistema Virtual com forgas unitarias em equilibrio, destacando a se¢do S distando

X da extremidade superior da barra e o diagrama de esfor¢o normal (D.N.) com sua expressao

N (x) (Note que neste caso ndo se considera o peso especifico).

De posse do problema (sistema real) e o sistema virtual, pode-se usar o PTV. A
seguir se mostra o trabalho virtual:

W= (1) (0) +(1)- (D))
ext V
Reagdo Deslocameto  For¢a Deslocameto
Virtual Realnoapoio Virtual ReglDesconhedo
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Note na equagdo acima a mudanca de conven¢do em relacdo aos exemplos

anteriores. Agora a for¢a para cima € negativa e a for¢a para baixo € positiva. Tudo isso
ocorre devido a orientacdo do eixo x para baixo. A energia de deformacao eléstica virtual

¢ obtida por (ver a equagao (55)):

— 1 7 X
C - — . —_— —
Uela_E.AE').(;;NI)) [(Mer)g mgljdf. (105)
N(%)
Aplicando o PTV, tem-se que:
X X gx g-x-m
D)\x)J=g-——|M+m-m— |= M+ 2L—x), (106)
=g E-A( 2Lj AT

onde k = (E - A)/ L . Pode-se verificar os valores de Dy nas extremidades conforme mostra

a equacao (107):

(107)

DV(x:L)zg-ﬁ[Mer—mz—LLj .‘.DV(sz)zig(MJr%j.

Importante destacar o termo m/2 no deslocamento final, pois apesar de ser
conhecido a importancia da massa m no deslocamento final, ndo ¢ qualquer referéncia

que apresenta esta solugdo.

Finalmente, apresenta-se a seguir a solucdo numérica deste problema a partir do
uso do programa computacional FTOOL. Neste programa se usa o Método dos Elementos
Finitos que ¢ um método numérico muito usado entre os engenheiros. A Figura 20
apresenta uma imagem do modelo construido no programa com os dados utilizados para

sua solucao.
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A Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: Exe_DeslVerticalMassaMola_SistReal-Correcao-PrintTela.ftl = (] X
File Options Display
Ded& L)l 5] Load Case: Load Case 01 Load Train: NONE
I A HA b &0 al § it %f‘:,z Editing Mode:  Selection ' 'ﬁf g A ~-~
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O = J;
Yl W
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H:| 0.16634/m  V:| 0.12129|m X: Y: [JGrid X: 1.00000 m ¥: 1.00000 m Snap

Figura 20. Interface do programa FTOOL com o modelo do sistema massa-mola apoiada na
sua extremidade superior com uma massa M = 0,240 kg na extremidade inferior, uma barra de
comprimento L = 0,10 m, com massa m = 50.10° kg e rigidez axial k = E.A/L = 0,13 N/m,
submetido a uma campo gravitacional g = 9,81 m/s?, resultando em forga distribuida g =

4,90.10° N/m e forca concentrada P =2,00.10" N na extremidade livre.

Ajustando a equacdo (106) para os dados do problema ¢é possivel escrever a

solucdo analitica do problema, cuja expressao vale:

D,(x)=(0,19x-0,18 x*) (108)

A Tabela 3 mostra os deslocamentos verticais obtidos numericamente e
analiticamente ao longo do comprimento da barra calculadas a cada metro. A ultima

coluna da tabela calcula o erro relativo tomando como referéncia o resultado analitico.
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Tabela 3. Comparagao dos resultados numéricos e analiticos dos deslocamentos verticais ao longo

do comprimento da barra (mola) calculados a cada metro a partir da extremidade superior.

Posi¢ao (m) Numérico/FTOOL Analitico (m) Erro Relativo (%)
(m)
0,01 -1,86.107 -1,86.10° 0,0
0,02 -3,69.10° -3,69.10° 0,0
0,03 -5,49.10° -5,49.10° 0,0
0,04 -7,24.10° -7,24.10°3 0,0
0,05 -8,96.10° -8,96.10°3 0,0
0,06 -10,64.10° -10,64.107 0,0
0,07 -12,29.10° -12,29.10° 0,0
0,08 -13,89.10° -13,89.10° 0,0
0,09 -15,46.10° -15,46.107 0,0
0,10 -17,00.10°3 -17,00.107 0,0

A partir da andlise de Tabela 3, nota-se perfeita concordancia dos resultados,
mostrando toda eficiéncia da abordagem energética do Principio dos Trabalhos Virtuais.
Importante destacar que o deslocamento aumenta a medida que a posi¢ao da barra se

aproxima da extremidade livre.
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Este trabalho apresentou uma revisao sobre o estudo do Principio dos Trabalhos
Virtuais (PTV) e como ele ¢ estudado nos cursos de graduacdo de bacharelado em fisica
e nas engenharias. O PTV tem duas versdes. Uma em que a grandeza virtual € o
deslocamento e outra em que a grandeza virtual ¢ a for¢a. Em geral, sua aplicacao ¢ feita
para o estudo de particulas, corpos rigidos e solidos deforméveis. Na fisica, o PTV faz
parte do contetido da disciplina Mecanica Cléssica. J4 nas engenharias, ele € visto na

disciplina denominada de Resisténcia dos Materiais.

Com base numa pesquisa feita que elencou os principais cursos de bacharelado
em fisica no Brasil, obtiveram-se as principais referéncias da disciplina de Mecanica
Classica e se constatou que as principais referéncias, quando tem alguma referéncia ao
PTV fazem isso em relacdo a versdo com deslocamentos virtuais e aplicados apenas a

particulas e corpos rigidos.

A mesma pesquisa bibliografica foi feita considerando os principais livros de
Resisténcia dos Materiais e disciplinas correlatas. Verificou-se que a maioria dos livros
apresentam o PTV nas versdes forca e deslocamento virtual. J4 as aplicagdes sao
normalmente feitas em corpos rigidos e solidos deformaveis. Ainda nas graduacdes em
engenharia, o PTV ¢ bastante usado para introduzir o aluno ao Método dos Elementos
Finitos, um método numérico bastante comum nas engenharias para resolver problemas

de Teoria da Elasticidade.

ApoOs apresentar uma verificacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais e adicionar
consideragdes que simulam de forma mais realistas modelos estruturais, este trabalho
apresentou aplicagcdes do PTV nas versdes forca e deslocamento virtual. Estes exemplos

foram divididos em particulas, corpos rigidos e s6lidos deformaveis.

Ao se usar o PTV na versao deslocamento virtual, obtiveram-se informagoes reais
de forcas. No exemplo em questdo, determinaram-se a reagdo de apoio e os esforcos do

problema real. Ja quando se usou a versao forca virtual, criou-se um sistema virtual de
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forcas que ndo precisou fazer qualquer referéncia as restricdes de deslocamento do

problema real.

O ultimo exemplo apresentado neste trabalho tratou de um sistema massa-mola
em que se obteve os deslocamentos axiais ao longo da mola considerando a massa m da
mola. O fator m/2 no deslocamento vertical da extremidade livre foi obtido a partir do
PTV na versdo complementar (forgas virtuais). Estes deslocamentos analiticos foram
comparados com os resultados obtidos pelo programa FTOOL, que ¢ um programa
computacional de andlise de estruturas de livre acesso e que faz uso do Método dos

Elementos Finitos.
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O apéndice deste trabalho ¢ dividido em trés secdes. Cada uma apresenta um

conceito que visa melhorar a simulagdo do modelo estrutural.

A. Variacao de temperatura

A formula da expansao linear, obtenivel de qualquer livro de fisica basica, de uma
barra metélica de comprimento L ¢ expressa por:

AL=L-a-AT, (A.1)
em que a ¢ o coeficiente de dilatacdo térmica do material, AT ¢ a variacdo de
temperatura e AL ¢ a variagdo de comprimento da barra. Se a variacdo de temperatura
for negativa ela encurta. Caso contrario, alonga.

Na equacdo acima, assume-se que 0 comprimento ¢ muito maior que a se¢ao
transversal e que esta variacao de temperatura € constante ao longo de todo comprimento
de uma face. Em estruturas reticuladas planares, adota-se como caso mais geral a situagao
em que h4 varia¢do de temperatura constante A7" na parte inferior e AT na parte superior
do elemento reticulado plano, sendo AT # AT* como caso geral. A Figura A.l apresenta
de forma ilustrativa essa situagdo, destacando o sistema de eixos coordenados passando
pelo centro geométrico (CG) da area da secdo transversal que se considera constante ao

longo do comprimento da barra.

ElEeeeEs s ssEEsmaas = 5 EEE x = X7

Figura A.1 — Elemento reticulado plano sob agdo de temperatura diferentes nos seus bordos

superior ¢ inferior.

Pagina 68 de 76



Ministério da Educacao
Fundacao Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

ke ¢
Ny AT L
< 7€\

Considere um elemento infinitesimal de comprimento dx e que AT' ¢ maior que

Servigo Publico Federal m“

AT. Assim, os efeitos dessas variagdes neste elemento sdo de alongéa-lo (encurtd-lo) e
curva-lo com curvatura positiva (negativa). A Figura A.2 mostra uma vista lateral de um
elemento infinitesimal sob este efeito térmico. E importante destacar que se considera que
a linha neutra, que passa no centro geométrico (CG) da se¢do transversal (S), esta
localizada na metade da altura da se¢do transversal. Isso ocorre pelo fato de se estar
adotando uma se¢ao retangular. Caso fosse usada outra se¢do transversal seria necessario
determinar a localizagdo do centro de massa da secdo. Isso ¢ normalmente feito em

disciplinas como Célculo 2, Fisica 1, Mecanica Geral e Resisténcia dos Materiais.

§ 2
ATS S ﬂ%/'g
PO :Sl
AT < AT
H — ~ h
H/2 _+d¢
%L T do/ A‘

dx
Figura A.2 — Efeito da variacdo de temperatura em um eclemento reticulado plano de
comprimento infinitesimal dx sob agdo de temperatura diferentes nos seus bordos superior ¢

inferior, destacando-se a se¢do S nas posi¢des S! e S2.

No lado esquerdo da figura esta um elemento reticulado plano infinitesimal. Apos
ser submetido a variagdes de temperatura diferentes nos seus bordos, ele deforma
conforme mostra a figura intermediaria. Contudo, devido a hipotese de pequenos
deslocamentos, o Principio da Superposi¢cdo dos Efeitos (PSE) pode ser utilizado para
separar os efeitos de alongamento e flexdo. Os dois efeitos podem ser acompanhados
separadamente (devido ao PSE) pela analise da se¢do S. O efeito de alongamento faz com
que a se¢do S termine na posi¢do S'. A flexdo é medida pelo angulo de que faz com que
secdo S! vire a segdo 2.

Matematicamente, o alongamento médio (du'”) do elemento infinitesimal dx ¢

medido por:
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AT’ +AT*
du” =dx-a-AT onde AT:+, (A.2)

em que AT ¢ denominada de variagao uniforme de temperatura.
A flexdao ¢ medida pela variacdo do angulo d¢. Portanto, usando a tangente do

angulo, tem-se que:
du’ —du”
tan(dgo) = g/ (A.3)
/)
Como se adota neste trabalho a hipotese de pequenos deslocamentos, vale que:

tan(d(p)z dg. Substituindo essa simplificagio nas expressdes dos alongamentos du’ e

du™ , resulta que:

d(/):3 a- AT -dx—a-

du'

AT'+AT") (| 2a[28T" AT' AT, )
2 H| 2 2 2

du™

Simplificando, obtém-se:

(A.5)

AT — AT®
dp=a-g,-dx, onde g, :[T}

em que gr ¢ denominado de gradiente de temperatura. Dividindo a primeira das equagoes
(A.5) por dx e usando o fato de se estar utilizando pequenos deslocamentos, ou seja,
dgp/dx=1/p, onde p é o raio de curvatura, tem-se:

d 1 1
@ —=a -gr, cOm o &, =Z,resulta que el =y-a-gr. (A.6)
dx p p

Assim, conforme conhecido na Resisténcia dos Materiais:

du=g¢, -dx, onde ¢, = lim (%J, (A7)
de—0\ dx

onde ¢ ¢ deslocamento na escala infinitesimal e a integral de du é o deslocamento na

escala local.
De acordo com a equagao (A.6) e a equacao (A.7), a deformagdo axial devido a
variagdo uniforme de temperatura (g;fc) e devido ao gradiente de temperatura (g;‘;’x’) s30

dadas por:
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g;’(:a.AT egf; =y-a-gy. (Ag)

Devido ao PSE, tem-se que a deformacdo axial total devido a variagdo de

temperatura com variagdes diferentes nos extremos ¢ dada por:

Ex=Ep T 6 ouseja e, =a-AT+y -a-g,. (A.9)
PSE
A deformagdo presente na equacdo (A.9) ¢ uma quantidade real. Portanto, o
problema de variagdo de temperatura com AT e gr € aplicavel diretamente a versao
complementar da energia de deformacdo elastica virtual (forgas virtuais). Desta forma,
caso se considere uma estrutura plana composta de Np elementos reticulados de se¢ao S
de area constante 4 de comprimento Lp, tem-se que a energia de deformacdo eléstica

complementar virtual para o problema de variacdo de temperatura ¢ expressa por:
U= |5 d (A.10)
0

Substituindo as deformagdes reais devido a variagdo de temperatura e as tensdes

virtuais em funcao do esfor¢o normal e do momento fletor, resulta que:

J

Uga=>.] EaATjdmj Moz-y~gT -dx (A.11)
b=1 o[ 4 4 A Iz

Exceto y que aparece no segundo termo da equacdo (A.11), todos os demais
parametros sdo constantes ao longo da se¢do onde ocorre a integracdo. Como resultado,

tem-se que:

Ul = fdeA+mjysz -dx. (A.12)
0

As integrais que restam na equagao (A.12) ja foram identificadas na equacao (51).

Substituindo esses resultados, tem-se que:

ela —
b=l ¢

LB
U’ —ij‘[]v-a-AT+]\7-a-gT]-dx. (A.13)

A equacdo (A.13) ¢ a expressao matematica que considera o efeito térmico (AT e
gr) em estruturas planas isostaticas compostas de Np elementos reticulados retos de se¢ao

constante.
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B. Elementos elasticos pontuais (molas)

Consideram-se apenas apoios eldsticos (molas externas), ou seja, ndo sio
considerados elementos elasticos internos a estrutura, como ligagdes semi-rigidas por
exemplo. Dois casos importantes podem acontecer na presenga de apoios elésticos. O
primeiro acontece quando as molas estdo conectadas ao meio externo por restrigdo de
deslocamento. No segundo, as molas estdo soltas. Em ambos os casos, a deformacdo
elastica das molas ¢ considerada no Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) na energia de

deformacao elastica virtual. Isto vale tanto para o caso em que os deslocamentos sdao

virtuais (U ,a) quanto para o caso em que as forcas sdo virtuais (Uefa).

e

B.1) molas com restrigdes:

Pela propriedade eléstica, a maneira mais natural de considerar seu efeito ¢
acrescenta-lo na energia elastica de deformagdo. Portanto, seus efeitos elasticos para as

versoes deslocamento e forga virtual sao expressos por:

N, B

Uela = lel)j .Dj’
]:

(B.1)

ela

US= Y70,
j=1

em que P e ﬁj sdo esforgos reais e virtuais nas dire¢des das molas e D, e D, sdo

alongamentos/encurtamentos (deslocamentos na escala local) reais e virtuais das molas.
Nu € o namero de apoios elasticos. Vale lembrar que P e D representam genericamente
forcas/torques e deslocamentos/rotagdes, respectivamente.

Os deslocamentos nas molas podem ser descritos em fun¢do das suas rijezas,

resultando em:

Y P
T _ J
Vet = ZP] k.
J=1 J
(B.2)
_ Ny P,
U¢ = A
ela j k ’
J=1 J
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em que k; ¢ a rigidez da j-¢sima mola. Note o cuidado teérico de escrever P, /k; como

deslocamento real na energia complementar e 13] /k ; como deslocamento virtual caso

contrario.

A Figura B.1 apresenta os detalhes deste caso. Repare que as reagdes P ndo

realizam trabalho externo.

P(X l N Encurtamento
Px S %JI DV: 0 Px S PE TP da mola
U = &7+ U YT
p ik e p P  §=P/k
tp :
F+——k [ N
M M
M & e0=0 M e ) P
{ iF@]k‘ = = + { L%@U M 8=M/k
0 L M 0 M Q;; i
M L _

Figura B.1 — Trecho de uma viga de comprimento x definido entre a se¢do S e 0 apoio em que
ha molas. Na parte de cima se tem uma mola translacional de rigidez k, e na parte de baixo tem
uma mola rotacional de rigidez k;. Em ambos os casos se separa o trabalho nulo realizado pela
reacdo de apoio e os efeitos dessas reagdes nas molas ¢ portanto, na energia de deformagéo

elastica virtual.

Na parte de cima, destaca-se o momento fletor P.x ¢ o esfor¢o cortante P que
surgem na secao S gerados pela reacdo P no apoio. Ja na parte debaixo, destaca-se o
momento fletor M que surge de na se¢do S devido ao momento reativo M que ocorre na

chapa ([1).
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UFMS
B.2) molas soltas:

Neste caso, a carga externa P aplicada na mola ndo ¢ uma reacdo de apoio.
Portanto, ndo necessariamente o trabalho externo realizado por ela ¢ zero. Assim, neste
caso, a carga P tera dois efeitos. Externamente ela realizard um trabalho externo sobre o
deslocamento genérico D. Internamente, essa carga gera forca/torque na mola
contribuindo para a energia de deformacao elastica da estrutura. Portanto, neste caso, as
versoes do trabalho e da energia de deformacao eléstica nas versao deslocamento e forga

virtual sdo:
N 17]
We :ZP/' Dy Ui = ZF . :
- J (B.3)
‘s 5
=>.P-D;, Ug,= ZF e
Jj=1 J

A Figura B.2 apresenta os detalhes deste caso. Repare que as forgas P podem
realizar trabalho e geram esforcos nas molas de tal forma que contribuam para a energia

de deformagao elastica da estrutura.

P'yX 3 Encurtamento
) y \ iF da mola
U, = 25077+ UE— :
P F y T2 P %P P S=P/ ky
M S M Enrolamento
r k| d 1
M3 g=2 M S N — o
= A + —%
MBS - D W MEa L sk
H M O B ,E\JM B

Figura B.2 — Trecho de uma viga de comprimento x definido entre a secéo S e a extremidade
livre em que hé molas soltas. Na parte de cima se tem uma mola translacional de rigidez £, e
na parte de baixo tem uma mola rotacional de rigidez ;. Em ambos os casos se separa o trabalho
realizado pela for¢a no extremo da mola, que ndo ¢ nulo, e os efeitos dessas forgas nas molas e

portanto, na energia de deformacgdo eléstica virtual.
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C. Recalque de apoio

Como o préprio nome ja indica, recalques sdo deslocamentos reais que ocorrem
em pontos externos a estrutura onde ndo deveria haver deslocamento (apoios que nao sao
elasticos impdem deslocamentos nulos onde sdo colocados). Portanto, seus efeitos no
PTV aparecem naturalmente no trabalho virtual realizado pelas cargas externas na versao
forga virtual. Logo, considerando o caso em que se t€ém Np recalques, seus efeitos

aparecem matematicamente por:

NR
Wa=>R;-p;, (C.1)

Jj=1

onde R, €aj-ésima reagdo virtual correspondente ao j-€simo recalque de apoio (épj).
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