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Alocacao de Polos em Sistemas Dinamicos

Guilherme Coelho Bogado

Resumo - Este relatorio refere-se ao estudo orientado
sobre Alocacdo de Polos em Sistemas Dinamicos, no qual
¢é introduzido o método de alocacdo de polos em SLIT-Cs
e estabilidade relativa, também é aplicado a alocaciao de
polos para sistemas incertos. Os resultados foram obtidas
a partir de simulacoes realizadas em Octave, utilizando o
Yalmip e o SeDuMi como solver de LMIs.

I. INTRODUCAO

M controle linear, um dos principais objetivos € obter

sistemas com parametros desejados, como velocidade de
resposta, estabilidade e resposta transitério, uma das maneiras
de conseguir isso € a partir da alocag@o de polos, for¢ando-os
a uma regido desejada do lado esquerdo do plano complexo,
com isso, é possivel obter o desempenho desejado. Esta regido
¢ limitada por trés pardmetros, o ¢ que determina uma taxa
de decaimento minima, o { = cos#, que implica uma taxa de
amortecimento minima e wy = rsinf que significa a maxima
frequéncia natural ndo amortecida.

Fig. 1: Regido S(o,r,0)

Garantido que os polos permanecam nesta regifio, faz com
que o overshoot, o tempo de acomodacdo, de subida e de atraso
tenham valores menores do que o miximo desejado.

A. D-estabilidade e Caracterizacdo em LMls

Sendo D uma regido do lado esquerdo do plano complexo,
um sistema dindmico é considerado D-estivel se & = Ax
possuir todos seus polos em D, o que implica que os autovalres
de A estdio em D. Caso D seja todo o lado esquerdo do
plano complexo, entdo € um caso de estabilidade assintdtica.
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A melhor maneira de determinar a D-estabilidade é a partir
seria com:
r<—0<0

|z 4+ yjl <o (1)
tan(0)z < —|y|

Onde, a primeira equagdo representa uma reta vertical no
semi-plano que passa pelo ponto (—o,0) com o > 0, afetando
o tempo minimo do sistema. A segunda equacdo representa
um disco de raio 1, que afeta a demora do sistema. A terceira
equagdo limita o 6 no sistema, que afeta o overshoot, verifica-
se a regido D na figura 2?. E possivel caracterizar esta regido
em LMIs, para as equagdes do sistema 1 e uma matriz P > 0,
sdo:

AP 4+ PA' +20P <0 )
—-rP PA 0
pA —rp|
sin(@)(AP + PA’) cos(9)(AP — PA’) 0
cos(0)(PA’ — AP) sin(0)(AP + PA")| ™

Assim, para garantir desempenho(o,r,6) e estabilidade,
deve-se encontrar uma resposta para as LMIs.

B. Controle Robusto

E uma abordagem de projeto de controladores para sistemas
que operam sobre incertezas, o controlador é projetado para
acomodar uma faixa de valor dentre o pardmetro incerto,
garantindo desempenho. Uma maneira de modelar a variacio
dos parametros do sistema é com incertezas politdpicas, con-
sidere que a matriz A varia dentro de um conjunto politépico
A € conv(Aq, As, ..., Ay,), onde conv seria uma regido con-
vexa e as matrizes A, seriam os vértices de um politopo,
qualquer dessas matrizes podem ser expressas como forma
politépica:

A:iaiAi com iaizl e o; >0 5)

i=1 =1

A estabilidade dos vértices ndao garantem estabilidade do
politopo, sendo apenas condi¢do necessdria para estabilidade
robusta, também, se A(«) é estdvel, entdo para qualquer x >
0, xA(a) é estivel.

Uma condi¢do necessdria e suficiente para estabilidade
robusta de A(«) é dada por P(a) = P’'(a) > 0 tal que:

A(a)' P(a) + P(a)A(a) <0 (6)



PRATICA EXPERIMENTAL 8 - CIRCUITOS COMPARADORES

Onde P(«) é uma matriz Lyapunov dependente de «, como
a estrutura desta matriz é desconhecida, fixa-se estruturas,
obtendo condic¢des finitas e suficientes para a estabilidade
robusta na forma de LMIs

[I. PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

Para exemplificar a teoria apresentada na introdugdo, foi
feito exemplos de LMIs no software Octave utilizando o
YALMIP como suporte e o SeDuMi de solver.

A. D-estabilidade
12.25

Na simulagdo, foi escolhida a FT P TTI357 5195571935
para um overshoot inferior a 16% , tempo de acomodagio
inferior a 2.5 no critério 5% e frequéncia maxima natural nio
amortecida inferior a 4, assim, obtemos valores de r = 4.375,
o = 2.1 e § = 53.13, usando a forma canlnica controldvel

0 1 0
determinou-se que a matriz A é 0 0 1
—122.5 —54,25 —14.2

e a matriz B € [O 0 1] , com isso, cria-se a LMI e encontra
as solucdes utilizando o comando optimize, por fim determina
os autovalores das equacdes da D-estabilidade:

> A =11 32

347

52 1]

> B = [1; -1; 1]

P = sdpvar(3,3)

r = 4.375

sigma = 2.1

theta = 0.9273

sin_theta = sin(theta)

cos_theta = cos(theta)

LMI1 = A%P + PxA’ + 2%sigmaxP;

LMI2 = [ —-r*P, PxA;

A’ «P, —-rxP ];

LMI3 = [ sin_theta % (A*xP + PxA’),
cos_theta = (AxP — PxA’);
cos_theta * (PxA’ — AxP),
sin_theta = (AxP + PxA’) ];

LMI = [LMIl <= 0, LMI2 <= 0,

LMI3 <= 0, P >= 0];
optimize (LMI, [])

eig (P)
eig (A’

*+ P+ P+ A+B«W+W =« B”)

Com isso, verificou-se que os autovalores de P que estdo entre
[-1.4418e-16,9.5368e-14] e os autovalores das outras matrizes,
da LMI1 estdo entre [-2.8841e-14,1.739¢e-13], da LMI2 estédo
entre [-2.3109e-13,1.6917e-14] e LMI3 estdo entre [-6.4579e-
14,5.5936e-14].

B. Controle Robusto

Na simulag@o, considerando a matriz A do primeiro ex-
emplo, foi inserido 2 incertezas, no qual os valores de Ass
varia entre -60 e -50 e As3 varia entre -20 e -10, com isso,
existem 4 matrizes A possiveis para verificar como LMI, a

partir delas encontra as solugdes utilizando o comando optimze
e encontrando os autovalores das LMIs e de P:

Al = [0, 1, O; O, O, 1; -122.5, -60, -20];
A2 = [0, 1, O0; O, O, 1; —-122.5, -60, -10];
A3 = [0, 1, O0; O, O, 1; -122.5, =50, -10];
A4 = [0, 1, O; O, O, 1; -122.5, =50, -20];
P = sdpvar(3,3)

LMIl = A1’xP + PxAl;

LMI2 = A2’%P + PxA2;

LMI3 = A3’%P + PxA3;

LMI4 = A4’xP + PxA4;

LMI = [LMI1 <=0, LMI2 <=0, LMI3 <=0,

LMI4 <= 0, P >=0];
optimize (LMI, [])

Com isso, verificou-se os autovalores de P que estdo entre
[-5.2083,-0.01083], da LMI1 estdo entre [0.31209,1.5131],
da LMI2 [0.17086,1.3921], da LMI3 [0.12358,0.98139] e da
LMI4 [0.29186,1.0256].

C. Compensador para D-estabilidade

Para a simulagdo da D-estabilidade, também foi projetado
um compensador com realimentacdo de estado, utilizando da
LMI PA' + AP + WB’ + BW' < 0, para encontrar K =
PW:

> A=[010

001

-122.5 -54.25 -14.2];

>> B = [0; 0; 1]

>> W = sdpvar(3,1);

>> P = sdpvar(3,3);

>> Lmi = [PxA’ + AxP + WxB’+ BxW <= 0, P >= 0]
>> K = inv (P)xW



A partir do valor de K é possivel simular o sistema em
malha fechada no scilab:

—> A = [0, 1, 0; 0, 0, 1;-244.0848 ,-105.4249
,—27.0428]1;

—> B = [0; 0; 1]

—> C = [0, 0, 1]

sys = syslin(’c’, A, B, C);

t = 0:0.01:10;

y = csim(’step’, t, Sys);

plot(t,y)

Obtendo o gréfico:

[11. ANALISE DOS DADOS

Analisando os dados obitdos das simulagdes de D-
estabilidade, observou-se que os autovalores de P variam
entre valores positivos e negativos, com isso, conclui-se que
o sistema ndo & D-estdvel, j& que € necessirio que P seja
positivo definida, também, pelos autovalores das LMIs de D-
estabilidade variam entre valores positivos e negativos, com
o compensador, percebe-se que o sistema se estabiliza apds o
overshoot.

Observando os dados da simulagdo de controle robusto,
observou-se que os autovalores de P s3o negativos e os das
LMIs sdo positivos, com isso, conclui-se que o sistema nio
possui estabilidade robusta para as variacdes das incertezas
impostas.
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