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Caṕıtulo 1

Introdução

A geometria desempenha um papel central na formação matemática, tanto na cons-
trução do conhecimento lógico-dedutivo quanto na compreensão e aplicação de conceitos
espaciais. Esta apostila foi elaborada pelos acadêmicos do oitavo semestre (2024), Jean Dou-
glas Santos Pimentel e João Deivid Fernandes Serratti, para servir de suporte à disciplina
”Fundamentos para o Ensino de Geometria, Grandezas e Medidas”, oferecida no primeiro
semestre do curso de Licenciatura em Matemática se baseando na obra [1]. O objetivo é
fornecer uma base sólida para o estudo da Geometria Plana, Geometria Espacial e Vetores e
Geometria Anaĺıtica (V.G.A.).

No contexto da formação de professores, é essencial compreender os conceitos geométricos
se desenvolvem e de que maneira eles podem ser ensinados de forma clara e acesśıvel aos alunos
da educação básica. Este material visa não apenas introduzir os fundamentos da geometria,
mas também proporcionar reflexões sobre as metodologias de ensino mais adequadas para a
sala de aula.

A disciplina ”Fundamentos para o Ensino de Geometria, Grandezas e Medidas”aborda
temas introdutórios de Geometria Plana e Trigonometria, bem como a relação entre gran-
dezas e medidas. Esses conteúdos são indispensáveis para a compreensão das disciplinas
posteriores, como Geometria Espacial e Vetores e Geometria Anaĺıtica, que ampliam o es-
tudo para contextos tridimensionais e vetoriais.

Discutiremos desde os conceitos mais básicos de pontos, retas, planos e ângulos, até
tópicos mais avançados, como a trigonometria no triângulo retângulo e as transformações
geométricas. Exemplos práticos e atividades serão oferecidos para desenvolver a intuição
espacial e a habilidade de resolver problemas geométricos. A Geometria Espacial explora for-
mas tridimensionais e suas propriedades, enquanto a Geometria Anaĺıtica e Vetores ampliam
a geometria para um contexto algébrico e vetorial, fornecendo uma perspectiva mais ampla
e integrada do espaço.

Esta apostila também pretende estimular nos futuros professores uma visão cŕıtica
sobre o ensino da geometria, incentivando o uso de diferentes abordagens pedagógicas e
ferramentas que facilitem a compreensão e o ensino desse conteúdo aos alunos.
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Caṕıtulo 2

Conceitos Geométricos Primitivos

Esses conceitos são aqueles que devemos considerar como evidentes por si mesmos,
sem a necessidade de demonstração ou prova. Eles são aceitos como verdadeiros e servem de
base para a construção de postulados ou axiomas.

Curiosidade: Qual a definição de postulados/axiomas? Um postulado ou axioma é
uma afirmação que não precisa ser provada, sendo aceita como verdadeira e utilizada como
fundamento para deduções e conclusões posteriores. (Reforçar essa explicação simples).

Esses conceitos estão presentes em toda a geometria. Podemos citar alguns exemplos:

• Existem infinitos pontos no universo.

• Existem infinitas retas no universo.

• Existem infinitos planos no universo.

Quando trabalhamos com a geometria euclidiana, utilizamos três conceitos primitivos
essenciais para seu desenvolvimento. É a partir desses conceitos, e da manipulação e estudo
deles, que avançamos na área. Os conceitos primitivos são:

Pontos

Um ponto é o conceito primitivo mais básico na geometria euclidiana. Ele não tem
comprimento, largura ou espessura, apenas uma posição espećıfica no espaço. Em ter-
mos práticos, podemos pensar em um ponto como uma localização exata em um plano
ou no espaço tridimensional. Os pontos são usados para definir e localizar outras figuras
geométricas, como retas e planos, e são essenciais para a construção de conceitos mais com-
plexos na geometria. Devemos sempre representa-los com letras maiúsculas: A, B, C.
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Retas

Na geometria euclidiana, uma reta é um conceito primitivo que representa uma linha
infinita em uma única dimensão. Ela não tem largura nem espessura e continua indefini-
damente em ambas as direções. A reta é fundamental porque é a base para definir outras
figuras geométricas e para estabelecer as relações entre elas. Em termos práticos, pensamos
em uma reta como a menor distância entre dois pontos e como um traço perfeitamente reto
que nunca se curva. Devemos sempre representa-las com letras minúsculas: a, b, c.

Planos

Um plano é um conceito primitivo que representa uma superf́ıcie bidimensional que
se estende infinitamente em todas as direções. Assim como uma reta, um plano não tem
espessura, apenas largura e comprimento. É a base para definir figuras geométricas planas,
como triângulos e quadrados. Na prática, um plano pode ser visualizado como uma superf́ıcie
perfeitamente lisa e infinita, onde todas as linhas e pontos se encontram. Devemos sempre
representa-los com letras gregas minúsculas: α, β, γ, δ.

Para o desenvolvimento da geometria, é essencial adotar alguns postulados fundamen-
tais:

• A) Infinitude de Pontos: Uma reta é composta por infinitos pontos. Entre qualquer
par de pontos em uma reta, há uma infinidade de outros pontos.

• B) Definição de Reta: Para definir uma reta, basta indicar dois pontos distintos.

• C) Colinearidade: Quando dizemos que pontos são colineares, estamos afirmando
que existe uma única reta que passa por todos esses pontos.

8
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A BC
R

• D) Plano e Pontos Não Colineares: Três pontos não colineares determinam de
forma única um plano.

A

B

C

−→
AB

−→
AC

Plano π

• E) Pertinência de Retas e Planos: Se fixarmos dois pontos em um plano e
traçarmos uma reta entre eles, essa reta estará sempre contida no mesmo plano.

• F) Retas Paralelas: Duas retas são paralelas se não possuem nenhum ponto em co-
mum.

r1

r2

• G) Retas Concorrentes: Ao contrário das paralelas, retas concorrentes se cruzam e
compartilham um ponto em comum.

r1

r2
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• H) Retas Perpendiculares: Retas perpendiculares são um tipo especial de retas
concorrentes, com a caracteŕıstica adicional de formar um ângulo de 90° entre si.

r1

r2

• I) Feixe de Retas Paralelas: Um feixe é formado por três ou mais retas paralelas.

r1

r2

r3

• J) Postulado de Euclides: De acordo com este postulado, dada uma reta e um ponto
fora dela, existe exatamente uma reta paralela à reta original que passa pelo ponto dado.

r

P
r′

Segmento de reta

Quando consultamos o nosso amigo Aurélio, descobrimos que a palavra segmento
significa parte ou pedaço de algo. Aplicando esse conceito à geometria, um segmento de reta
é simplesmente um pedaço de uma reta.

Para definir um segmento de reta, é importante lembrar que uma reta contém infinitos
pontos. Por conveniência, escolhemos dois pontos espećıficos em uma reta e delimitamos o
espaço entre eles. Esse espaço é o segmento de reta.

A BAB
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Por exemplo, ao afirmar que AB é um segmento da reta r, estamos indicando que os
pontos A e B delimitam uma parte da reta r. Em outras palavras, o segmento de reta AB é
a região da reta r que está entre os pontos A e B. Quando trabalhamos com segmentos de
reta, é fundamental usar a barra em cima das letras para indicar o segmento espećıfico. Esses
pequenos riscos em cima das letras são a notação para o segmento que estamos tratando.
Exemplos

• AB

• TU

• PB

• RS

Agora que entendemos o que é um segmento de reta e como nomeá-lo, vamos explorar
suas caracteŕısticas e as diferenças entre os vários tipos de segmentos:

a) Segmentos Consecutivos

Dois segmentos são considerados consecutivos quando compartilham uma extremidade
em comum. Ou seja, a extremidade de um segmento coincide com a extremidade de outro,
dividindo essa extremidade entre os dois. Isso os torna conectados em um ponto.

AB

BC

A

B

C

b) Segmentos Colineares

Segmentos colineares são aqueles que estão situados ao longo de uma mesma reta. Em
outras palavras, dois ou mais segmentos são colineares se eles pertencem à mesma linha reta r.

Exemplo: Os segmentos AB e CD são colineares, pois estão localizados na mesma
reta r.

r
AB BC

A B C
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CAPÍTULO 2. CONCEITOS GEOMÉTRICOS PRIMITIVOS 12

c) Segmentos Congruentes

Segmentos congruentes são aqueles que possuem a mesma medida ou comprimento.
Quando afirmamos que dois segmentos são congruentes, estamos dizendo que eles são geo-
metricamente equivalentes, independentemente da posição em que se encontram. Quando
tratamos de congruencia utilizamos a notação: ∼=

Se dois segmentos de reta AB e CD têm o mesmo comprimento, podemos dizer que
eles são congruentes, ou seja:

AB ∼= CD

Isso significa que o segmento AB é congruente ao segmento CD, ambos com o mesmo com-
primento.

d) Segmentos Adjacentes

Segmentos adjacentes são definidos como aqueles que são simultaneamente consecuti-
vos e colineares. Ou seja, eles compartilham uma extremidade em comum (consecutivos) e
estão dispostos ao longo de uma mesma reta (colineares). Essa combinação faz com que os
segmentos adjacentes estejam alinhados e conectados em um ponto.

Razão entre dois Segmentos

A razão entre dois segmentos de reta refere-se ao quociente entre as medidas dos seg-
mentos, desde que estejam na mesma unidade de medida. Em outras palavras, é o resultado
da divisão do comprimento de um segmento pelo outro.

Exemplo: Suponha que o segmento AB tenha comprimento de 10 cm, e o segmento
CD tenha comprimento de 2 cm. A razão entre os dois segmentos pode ser calculada da
seguinte forma:

Razão =
AB

CD
=

10

2
= 5

Portanto, a razão entre os segmentos AB e CD é de 5.

12
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Razão Inversa entre dois Segmentos

A razão inversa entre dois segmentos é o quociente obtido ao inverter a divisão inicial,
ou seja, dividindo o comprimento do segundo segmento pelo primeiro. Assim como na razão
direta, ambos os segmentos devem estar na mesma unidade de medida.

Exemplo: Suponha que o segmento AB tenha comprimento de 10 cm, e o segmento
CD tenha comprimento de 2 cm. A razão inversa entre os dois segmentos é calculada como:

Razão Inversa =
CD

AB
=

2

10
=

1

5

Portanto, a razão inversa entre os segmentos CD e AB é de 1
5
.

Proporção entre Segmentos

Seguindo a lógica da definição de razão, podemos definir a proporção entre segmentos
da seguinte maneira: a proporção é a igualdade entre duas razões. Ou seja, quatro segmentos
são proporcionais quando a razão entre os dois primeiros segmentos é igual à razão entre os
outros dois.

Sejam quatro segmentos AB,CD,EF ,GH. Esses segmentos serão proporcionais
quando a razão entre os dois primeiros for igual à razão entre os dois últimos, represen-
tado matematicamente por:

AB

CD
=

EF

GH

Exemplo: Suponha que os segmentos tenham os seguintes comprimentos:

AB = 8 cm, CD = 4 cm, EF = 10 cm, GH = 5 cm

Verificamos a proporção da seguinte maneira:

AB

CD
=

8

4
= 2 e

EF

GH
=

10

5
= 2

Como as duas razões são iguais, podemos concluir que os segmentos AB,CD,EF ,GH
são proporcionais.

Propriedade de um Feixe de Retas Paralelas

Considere um feixe de retas paralelas r, s, t, u e v, onde a distância entre cada uma
dessas retas é constante. Agora, imagine uma reta transversal m que cruza todas as retas

13
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do feixe. Como a distância entre as retas do feixe é a mesma, os segmentos determinados
pela reta transversal m serão congruentes. Ou seja, temos que AB ∼= BC, BC ∼= CD, e
CD ∼= DE, uma vez que segmentos congruentes são aqueles com o mesmo comprimento.

Agora, vamos traçar outra reta transversal n que também cruza o feixe de retas pa-
ralelas. De forma semelhante, os segmentos determinados pela transversal n também serão
congruentes. Podemos afirmar que FG ∼= GH, GH ∼= HI, e HI ∼= IJ .

De maneira geral, a propriedade que observamos é que quando um feixe de retas pa-
ralelas determina segmentos congruentes sobre uma reta transversal, ele também determina
segmentos congruentes sobre qualquer outra reta transversal. Isso ocorre devido à uniformi-
dade das distâncias entre as retas paralelas.

Exemplo Visual de Feixe de Retas Paralelas com Trans-

versais

m n

14
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2.1 Dica de Metodologia:

Metodologia para Ensino de Geometria com GeoGebra

Para ensinar conceitos de geometria utilizando o GeoGebra, comece introduzindo a
ferramenta e suas funções básicas, como criação de pontos, retas e segmentos. Em
seguida, explore os conceitos primitivos de ponto, reta e plano, incentivando os alunos
a interagir diretamente com esses elementos no software.
Utilize o GeoGebra para demonstrar propriedades de segmentos de reta e a razão
entre eles. Mostre como medir e comparar segmentos, e como visualizar a adição de
segmentos.

Quando abordar feixes de retas paralelas e ângulos, use o GeoGebra para ilustrar
a relação entre ângulos correspondentes e alternados formados por uma transversal.
Peça aos alunos para identificar e medir esses ângulos, facilitando a compreensão das
propriedades geométricas.

Finalize com problemas aplicados, onde os alunos usarão o GeoGebra para resolver
questões práticas relacionadas a alturas e segmentos em figuras geométricas. Promova
discussões e colaborações para reforçar a aplicação dos conceitos.

2.2 Lista de Exerćıcios

Questão 1: Conceitos Geométricos Primitivos

1. Defina os seguintes conceitos e forneça um exemplo para cada um:

(a) Ponto

(b) Reta

(c) Plano

2. Qual é a diferença entre uma reta e um segmento de reta?

Questão 2: Se AB é um segmento de reta e CD é outro segmento
que é congruente a AB, qual é a relação entre AB e CD?

Questão 3: Razão e Proporção entre Segmentos

Se os segmentos de reta AB e CD são proporcionais, isso pode ser expresso como:

AB

CD
=

EF

GH

Onde EF e GH são outros segmentos proporcionais. Dado que AB = 8 cm, CD = 4 cm,
EF = 12 cm, determine o valor de GH.

15
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Questão 4: Problema Aplicado

1. Em uma figura onde três segmentos de reta AB, BC, e CA são colineares e a soma das
medidas dos segmentos é 15 cm, se AB = 5 cm e BC = 7 cm, determine a medida do
segmento CA.

16



Caṕıtulo 3

Teorema de tales

O Teorema de Tales é um resultado fundamental da geometria que foi desenvolvido
por Tales de Mileto, um matemático e astrônomo grego que viveu no século VII a.C. Tales
estudou astronomia e geometria, tendo realizado diversas viagens, inclusive ao Egito, onde
se tornou famoso por supostamente determinar a altura de uma das pirâmides, a Pirâmide
de Quéops, de maneira indireta.

De acordo com o relato histórico, Tales foi desafiado a medir a altura da pirâmide.
Sem a tecnologia moderna para realizar essa medição, ele utilizou um método engenhoso.
Colocando uma bengala no chão, Tales comparou a altura da bengala com sua sombra e, em
seguida, a sombra da pirâmide. A partir da razão entre as sombras e as alturas, ele conseguiu
calcular a altura da pirâmide. Esse prinćıpio de proporcionalidade entre segmentos formados
por retas paralelas e transversais é a base do Teorema de Tales.

Teorema de Tales

Um feixe de retas paralelas determina, sobre duas retas transversais, seg-
mentos proporcionais entre si.

Assim, se tivermos um feixe de retas paralelas cortadas por duas retas transversais,
os segmentos formados sobre essas transversais serão proporcionais. Se conhecermos o com-
primento de alguns desses segmentos, podemos calcular os outros utilizando a propriedade
das proporções.

Exemplo

Considere as retas paralelas r, s e t cortadas por duas transversaism e n. Os segmentos
formados nas transversais são proporcionais, conforme o Teorema de Tales:

AB

BC
=

EF

FG
.

Além disso, temos outras proporções:

17



CAPÍTULO 3. TEOREMA DE TALES 18

AB

AC
=

EF

EH
,

BC

AC
=

GH

EH
.

Ilustração do Feixe de Retas Paralelas e Transversais

r

s

t

m n

A

B

C

D

E

F

Exemplo

Em um feixe de retas paralelas, duas retas transversais cortam essas retas, formando
segmentos conforme indicado na figura abaixo. Determine o valor de x.

r

s

t

m n

A

B

C

D

E

F

4 cm

6 cm

10 cm

x cm

Solução

Segundo o Teorema de Tales, os segmentos correspondentes nas transversais m e n
são proporcionais. Portanto, podemos estabelecer a seguinte proporção:

AB

BC
=

DE

EF

Substituindo os valores conhecidos:

4

6
=

10

x

Resolvendo a proporção para x:

18



CAPÍTULO 3. TEOREMA DE TALES 19

4

6
=

10

x
4× x = 6× 10

4x = 60

x =
60

4
x = 15 cm

Portanto, o comprimento do segmento EF é 15 cm.

1◦ Propiedade das proporções

Teorema de Tales

A soma ou a diferença dos dois primeiros termos de qualquer proporção está
para o primeiro termo (ou para o segundo termo) da mesma maneira que a
soma ou a diferença dos dois últimos termos está para o terceiro termo (ou
para o quarto termo).

Podemos concluir, então, que o teorema enunciado por Tales indica que um feixe de re-
tas paralelas determina, sobre duas retas transversais, segmentos proporcionais. Isso significa
que, se tivermos duas retas transversais em um feixe de retas paralelas, podemos estabelecer
a proporcionalidade entre vários de seus segmentos. Caso não conheçamos o comprimento
de um deles, podemos calcular utilizando a propriedade das proporções.

19



CAPÍTULO 3. TEOREMA DE TALES 20

3.1 Dica de Metodologia

Metodologia para o Ensino do Teorema de Tales

A aplicação do Teorema de Tales pode ser um processo revelador e envolvente para os
alunos, proporcionando uma compreensão prática e intuitiva de conceitos geométricos
fundamentais. A seguir, apresentamos uma abordagem para explorar o Teorema de
Tales que pode ser adaptada para diversos contextos educacionais.

Introdução ao Teorema de Tales
Comece a aula com um cenário desafiador: como medir a altura de um objeto alto,
como uma árvore ou um prédio, sem o uso de equipamentos sofisticados? Permita que
os alunos discutam suas ideias e estratégias. Em seguida, introduza o matemático Tales
de Mileto e explique como ele usou seu conhecimento de proporcionalidade para medir
a altura da pirâmide de Quéops no Egito com apenas uma vara e sua sombra. Enfatize
que, quando os raios solares são paralelos, os triângulos formados pela vara, sua sombra
e o solo são semelhantes aos triângulos formados pela pirâmide, sua sombra e o solo.
Essa semelhança implica que os lados correspondentes dos triângulos são proporcionais.

Exploração Prática do Teorema
Desenvolva a compreensão dos alunos apresentando o enunciado do Teorema de Tales:
“Se duas ou mais retas paralelas são cortadas por duas transversais, então os segmen-
tos determinados nas transversais são proporcionais.” Utilize exemplos visuais para
ilustrar como encontrar medidas desconhecidas usando razões de proporcionalidade.

Para uma abordagem prática e envolvente, leve os alunos a um ambiente externo,
onde eles possam realizar atividades práticas. Divida a experiência em duas atividades
principais:

Atividade 1: Aplicação Prática do Teorema

Posicione estacas no chão formando uma figura geométrica. Os alunos devem
medir alguns segmentos dessa figura e usar o teorema para calcular as medidas de
segmentos desconhecidos. Após calcular, compare as medidas obtidas com uma
fita métrica para verificar a precisão dos cálculos. Esta atividade demonstra a
aplicabilidade do teorema e reforça a compreensão dos conceitos matemáticos de
forma prática.

Atividade 2: Cálculo da Altura Pessoal

Usando o teorema, os alunos devem calcular sua própria altura com base na
medida da sombra de uma estaca de um metro e a sua própria sombra. Eles
aplicam o teorema para encontrar a altura e comparam o resultado com a medida
real, registrando o processo e as observações em seus cadernos. Esta atividade
não só reforça o teorema, mas também proporciona uma conexão pessoal e prática
com o conteúdo.

20
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3.2 Lista de Exerćıcios

Exerćıcio 1

Em um feixe de retas paralelas cortadas por duas retas transversais, conforme a figura
abaixo, os segmentos na primeira transversal medem AB = 5 cm e BC = 7 cm. Na segunda
transversal, o segmento DE = 14 cm. Calcule o comprimento do segmento EF .

r

s

t

m n

A

B

C

D

E

F

5 cm

7 cm

14 cm

x cm

Exerćıcio 2

Considere a seguinte figura com um feixe de retas paralelas cortadas por duas transver-
sais. Na primeira transversal, os segmentos medem PQ = 8 cm e QR = 12 cm. Na segunda
transversal, o segmento ST = 24 cm. Determine o comprimento do segmento TU .

r

s

t

m n

P

Q

R

S

T

U

8 cm

12 cm

24 cm

x cm

21
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Exerćıcio 3

Dada a figura com um feixe de retas paralelas cortadas por duas retas transversais,
os segmentos na primeira transversal são XY = 3 cm e Y Z = 9 cm. Na segunda transversal,
o segmento LM = 15 cm. Encontre o comprimento do segmento MN .

r

s

t

m n

X

Y

Z

L

M

N

3 cm

9 cm

15 cm

x cm
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Caṕıtulo 4

Ângulos

Você provavelmente já ouviu falar muito sobre trigonometria, mas pode estar se per-
guntando: o que é isso? Qual é o seu significado? A palavra ”trigonometria”vem do grego e
significa ”medida de triângulos”. Essa área da matemática começou a se desenvolver entre
190 a.C. e 125 a.C.

Mas por que estudamos trigonometria? Quem devemos agradecer por isso? A res-
posta está em figuras históricas como Hiparco de Niceia, que desempenharam um papel
crucial na fundação da trigonometria. Embora a trigonometria seja frequentemente definida
como a parte da matemática que estuda funções trigonométricas e os métodos de resolução
de triângulos, seu escopo vai além desse campo espećıfico.

A trigonometria é essencial não apenas na matemática pura, mas também em várias
outras áreas. Na geometria, por exemplo, é usada para estudar esferas, o que é conhecido
como trigonometria esférica. Além disso, suas aplicações se estendem a muitos campos como
engenharia, medicina, astronomia, mecânica e muitas outras disciplinas. A trigonometria é
uma ferramenta poderosa e versátil, com um impacto profundo em diversas áreas do conhe-
cimento.

Conceito de Ângulo

Você deve estar se perguntando o que é um ângulo. Bem, um ângulo nada mais é do
que uma parte de um plano delimitada por dois segmentos de reta que têm a mesma origem.
Essa origem é chamada de vértice do ângulo, e as semirretas que formam o ângulo são seus
lados.

Imagine que temos duas semirretas, OA e OB, partindo de um ponto em comum O,
formando um ângulo espećıfico entre elas. Abaixo está a representação desse ângulo:
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OA

OB

O

A

B

̸ AOB

Na figura acima, temos representado o ângulo ̸ AOB. Ele está delimitado pelas se-
mirretas OA e OB, e o ponto O é o vértice do ângulo. As semirretas OA e OB são os lados
do ângulo.

Agora, vamos definir como medimos um ângulo. Qual é o método e qual é a unidade
de medida?

Unidades para Medir Ângulos

As três unidades para medir o quanto vale um ângulo são o grau (◦), o radiano e o
grado. Vamos ver qual a diferença entre elas:

Grau (◦)

Um grau (1◦) corresponde a 1
360

do ângulo completo de uma circunferência. Assim,
um ângulo de 90◦ corresponde a 1

4
da circunferência, 180◦ representa 1

2
, e 270◦ representa 3

4
.

Já 360◦ representa a circunferência inteira.

No desenho abaixo, vemos uma circunferência dividida em quatro partes, com os
ângulos em graus demarcando cada divisão (90◦, 180◦, 270◦, e 0◦ ou 360◦).

0◦/360◦

90◦

180◦

270◦

Antes de Prosseguir vamos definir o que é uma circunferência. Analise a imagem
abaixo:

24



CAPÍTULO 4. ÂNGULOS 25

A circunferência é uma curva fechada e cont́ınua em um plano, onde todos os pontos
estão a uma distância constante do centro.

- O centro da circunferência é o ponto fixo a partir do qual todos os pontos da circun-
ferência estão equidistantes.

-O raio da circunferência é a distância constante entre o centro e qualquer ponto na
circunferência.

- O diâmetro é o segmento de reta que passa pelo centro e liga dois pontos opostos na
circunferência. O diâmetro é o dobro do raio.

- Corda é um segmento de reta que conecta dois pontos na circunferência, mas não
necessariamente passando pelo centro.

Radiano (RAD)

O radiano é uma unidade de medida de ângulos que se baseia na relação entre o com-
primento do arco de uma circunferência e o seu raio. Diferentemente do grau, que divide a
circunferência em 360 partes iguais, o radiano é definido diretamente a partir da geometria
da circunferência.

Um radiano é o ângulo formado quando o comprimento do arco de uma circunferência
é igual ao raio da circunferência. Em outras palavras, se você pegar um pedaço de uma
circunferência cujo comprimento é igual ao raio da circunferência, o ângulo subtendido por
esse arco no centro da circunferência é de 1 radiano.
Para entender melhor, considere a circunferência de raio r. O comprimento total da circun-
ferência é dado por 2πr. Portanto, uma circunferência completa corresponde a 2π radianos.
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Conversão entre Graus e Radianos

Para converter entre graus e radianos, usamos as seguintes relações:

1 radiano =
180◦

π

1◦ =
π

180
radianos

Por exemplo:
- 90◦ = π

2
radianos

- 180◦ = π radianos
- 360◦ = 2π radianos

Grado (GR)

O grado (GR) é uma unidade de medida de ângulos que, assim como o grau e o ra-
diano, é usada para quantificar a abertura de um ângulo. O termo ”grado”é menos comum,
mas é utilizado em alguns contextos matemáticos e cient́ıficos para representar a medida de
um ângulo.

Um grado é definido como a divisão do ćırculo em 400 partes iguais. Portanto, um
ćırculo completo possui 400 grados. Essa divisão é uma alternativa ao sistema tradicional de
graus, onde o ćırculo é dividido em 360 partes.

Relação com o Grau e o Radiano

Para converter entre grados, graus e radianos, você pode usar as seguintes relações:

1 grado =
360◦

400
= 0.9◦

1 grado =
2π

400
radianos =

π

200
radianos

Assim:
- 90 grados = 81◦

- 180 grados = 162◦

- 360 grados = 324◦

Embora o grado não seja amplamente utilizado no dia a dia, ele pode aparecer em
algumas disciplinas técnicas e cient́ıficas. Por exemplo, pode ser usado em cálculos de enge-
nharia ou em sistemas espećıficos de medição que adotam a divisão do ćırculo em 400 partes
iguais.
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Setor Angular

Um setor angular é uma região delimitada por dois raios de um ćırculo e o arco que
esses raios interceptam. Em outras palavras, é a porção de um ćırculo que fica entre dois
raios e a curva que conecta suas extremidades.

Para definir um setor angular, consideramos:

- O vértice do setor angular é o ponto onde os dois raios se encontram, que é o centro
do ćırculo.

- Os lados do setor angular são os dois raios que se estendem a partir do centro até a
circunferência do ćırculo.

- O arco é a parte da circunferência que é delimitada pelos dois raios.

Cálculo da Área e Comprimento do Arco

A área A de um setor angular pode ser calculada com base no ângulo θ (em radianos)
e o raio r do ćırculo. A fórmula para a área é:

r

r
θ

Área do setor angular

A =
1

2
r2θ

onde:

- r é o raio do ćırculo.
- θ é o ângulo do setor angular em radianos.

Para calcular o comprimento do arco L do setor angular, usamos a fórmula:

L = rθ

Onde: - r é o raio do ćırculo. - θ é o ângulo do setor angular em radianos.
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Exemplo Prático

Suponha que temos um setor angular com um raio de 5 cm e um ângulo de 60 graus.
Primeiro, convertendo o ângulo para radianos:

θ = 60◦ × π

180◦
=

π

3
radianos

Calculando a área do setor angular:

A =
1

2
× 52 × π

3
=

25π

6
cm2

Calculando o comprimento do arco:

L = 5× π

3
=

5π

3
cm

Aplicações do Setor Angular

Setores angulares têm diversas aplicações, incluindo:
- Engenharia, para calcular áreas e comprimentos de peças circulares.
- Design gráfico e arte, para criar gráficos e representações visuais.
- Arquitetura, para projetar estruturas com formas circulares ou curvas.

Classificação dos Ângulos

Ângulos Consecutivos

Dois ângulos são consecutivos quando têm o mesmo vértice e um lado em comum.
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V A

B

C

Ângulos Adjacentes

Dois ângulos são adjacentes quando, além de serem consecutivos, não têm pontos
internos em comum.

V A

B

C

Ângulos Complementares

Dois ângulos são complementares quando a soma de suas medidas é igual a 90 graus.

V A

B

C

Ângulos Suplementares

Dois ângulos são suplementares quando a soma de suas medidas é igual a 180 graus.

V A

B

C
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Ângulos Replementares

Dois ângulos são replementares quando a soma de suas medidas é igual a 360 graus.

V/C A

B

Onde BÂV acaba exatamente onde CÂB se inicia.

Ângulos Opostos pelo Vértice

Dois ângulos são opostos pelo vértice quando os lados de um dos ângulos são semirretas
opostas aos lados do outro ângulo.

Ângulos Congruentes

Dois ângulos são congruentes quando, ao sobrepor um sobre o outro, todos os seus
elementos coincidem. Ângulos opostos pelo vértice são congruentes.

V A

B

C

Ângulos Agudos

Um ângulo é classificado como agudo quando sua medida é inferior a 90 graus.

V A

B
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Ângulos Obtusos

Um ângulo é classificado como obtuso quando sua medida é superior a 90 graus.

V A

B

Obtuso

Ângulos Retos

Um ângulo é classificado como reto quando sua medida é exatamente 90 graus.

V A

B

Reto

Bissetriz de um Ângulo

A bissetriz de um ângulo é o segmento de reta que divide o ângulo em dois ângulos de
mesma medida. Isso significa que, se tivermos um ângulo θ, sua bissetriz criará dois ângulos
de θ

2
. No caso de um ângulo de 30 graus, a bissetriz o dividirá em dois ângulos de 15 graus.

A

B

C

V

Neste exemplo, temos um ângulo ÂV B = 30◦, e sua bissetriz V C divide o ângulo em
dois ângulos iguais ÂV C e ĈV B, cada um medindo 15 graus.
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4.1 Dica de Metodologia

Metodologia para o Ensino de Ângulos e suas Propriedades

O ensino de ângulos e suas propriedades pode ser realizado de forma dinâmica e inte-
rativa, proporcionando uma compreensão visual e prática dos conceitos geométricos.
A seguir, apresentamos uma abordagem que pode facilitar a compreensão dos alunos
sobre ângulos, suas classificações e suas propriedades fundamentais.

Introdução ao Conceito de Ângulo
Inicie a aula com uma breve introdução visual utilizando uma régua e um transfe-
ridor. Mostre como os ângulos são formados a partir da rotação de uma semirreta
ao redor de um ponto fixo. Discuta as classificações básicas dos ângulos (agudo,
reto, obtuso e raso) e apresente exemplos práticos do cotidiano em que esses tipos de
ângulos podem ser observados, como no design de móveis, na arquitetura e na natureza.

Exploração das Propriedades dos Ângulos
A compreensão dos alunos pode ser desenvolvida introduzindo as propriedades dos
ângulos opostos pelo vértice, ângulos suplementares, complementares e a soma dos
ângulos internos de poĺıgonos. Utilize representações visuais para ilustrar essas
propriedades, promovendo uma exploração ativa do conceito.

Para tornar o aprendizado mais significativo, proponha atividades práticas em sala
de aula, utilizando instrumentos simples de medição e materiais visuais. Abaixo,
sugerimos duas atividades que podem reforçar o conteúdo:

Atividade 1: Construção de Ângulos e suas Medidas

Distribua transferidores, réguas e folhas de papel aos alunos. Eles devem de-
senhar e medir diferentes ângulos, como agudos, retos e obtusos, utilizando o
transferidor para garantir a precisão das medidas. Em seguida, peça que iden-
tifiquem quais ângulos são suplementares ou complementares, promovendo uma
discussão sobre como essas relações são observadas na prática.

Atividade 2: Caça aos Ângulos na Arquitetura

Leve os alunos para um ambiente externo, como o pátio da escola, e peça que eles
observem e identifiquem ângulos em estruturas ao seu redor, como nas janelas,
portas ou no telhado do prédio. Eles devem estimar as medidas dos ângulos
observados e verificar suas estimativas utilizando um transferidor. Esta atividade
reforça a importância dos ângulos no design e na arquitetura, conectando o
conteúdo da sala de aula com o mundo real.
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4.2 Lista de Exerćıcios

Questão 1

Transforme 225 graus em radianos:

(a) 5π
6

(b) 4π
3

(c) 5π
4

(d) 3π
2

Questão 2

Às 12 horas, os ponteiros de um relógio formam um ângulo de que medida?

(a) 90◦

(b) 180◦

(c) 270◦

(d) 0◦

Questão 3

Quanto mede o complemento de um ângulo x?

(a) 90◦ − x

(b) x− 90◦

(c) 180◦ − x

(d) x− 180◦

Questão 4

Um ângulo A mede x + 40◦ e um ângulo B mede 3x − 20◦. Sabendo que os ângulos
A e B são congruentes, quanto vale x?

(a) 30◦

(b) 60◦

(c) 10◦

(d) 20◦
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Caṕıtulo 5

Triângulos

Triângulo e seus Elementos

Um triângulo é uma figura geométrica plana formada por três lados que se encontram
em três pontos distintos, chamados vértices. Ele é classificado como uma das formas mais
básicas da geometria, sendo utilizado em diversos contextos matemáticos e práticos.

Base

Lado

A B

C

Altura

Vértices: Os pontos A, B e C são os vértices do triângulo, onde os lados se encon-
tram. Cada vértice é o ponto de interseção de dois lados do triângulo.

Lados: Os segmentos AB, BC e CA são os lados do triângulo. O comprimento dos
lados determina a forma e o tipo do triângulo, que pode ser equilátero, isósceles ou escaleno.

Base: Qualquer um dos lados do triângulo pode ser considerado como base. No
triângulo acima, AB é a base. A altura é a distância perpendicular entre um vértice e o lado
oposto, que, neste caso, é a linha pontilhada traçada do vértice C à base AB.

Altura: A altura de um triângulo é o segmento perpendicular traçado de um vértice
ao lado oposto (ou sua extensão). No triângulo acima, a altura é a linha pontilhada que vai
do vértice C até a base AB.

Ângulos: Os ângulos internos de um triângulo são formados pela interseção de dois
lados. A soma dos ângulos internos de qualquer triângulo é sempre 180◦.
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Esses elementos são fundamentais para a compreensão das propriedades dos triângulos
e para a exploração de conceitos mais avançados, como semelhança e congruência.

Propriedades dos Lados de um Triângulo

As propriedades dos lados de um triângulo são essenciais para a compreensão de sua
geometria e aplicação em problemas práticos.

Desigualdade Triangular

A desigualdade triangular estabelece que, em um triângulo qualquer, a soma dos
comprimentos de dois lados deve ser sempre maior que o comprimento do terceiro lado. Essa
propriedade é fundamental para determinar se três segmentos de reta podem formar um
triângulo. Em termos matemáticos, isso é expresso como:

a+ b > c, b+ c > a, c+ a > b

onde a, b e c são os comprimentos dos lados do triângulo.

A B

C

c

ab

Classificação dos Triângulos pelos Lados

Os triângulos podem ser classificados de acordo com as medidas de seus lados:

Triângulo Equilátero

Todos os lados são iguais (a = b = c).

A B

C

a = b = c
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Triângulo Isósceles

Dois lados são iguais (a = b ̸= c).

A B

C

a = b

Triângulo Escaleno

Todos os lados têm medidas diferentes (a ̸= b ̸= c).

A B

C

a ̸= b ̸= c

Relação entre Lados e Ângulos

A relação entre os lados de um triângulo e os ângulos opostos a eles é fundamental:

O lado oposto ao maior ângulo é o maior lado. O lado oposto ao menor ângulo é o
menor lado.

Essa relação é crucial para resolver problemas envolvendo triângulos e entender suas
propriedades.

A B

C

Essa seção fornece uma visão geral sobre as propriedades dos lados de um triângulo,
permitindo aos alunos desenvolver uma compreensão sólida sobre a relação entre os lados e
os ângulos, além de sua classificação.
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Triângulos Classificados por Seus Ângulos

Os triângulos podem ser classificados de acordo com a medida de seus ângulos in-
ternos. Essa classificação é importante, pois cada tipo de triângulo possui propriedades e
caracteŕısticas únicas. A seguir, são apresentados os principais tipos de triângulos classifica-
dos por seus ângulos:

Triângulo Acutângulo

Um triângulo é considerado acutângulo quando todos os seus ângulos internos são me-
nores que 90◦. Este tipo de triângulo possui uma aparência ”pontiaguda”e, frequentemente,
apresenta lados de diferentes comprimentos.

A B

C

c

ab

As caracteŕısticas de um triângulo acutângulo incluem:

• A soma dos ângulos internos é 180◦.

• Pode ser isósceles, escaleno ou equilátero, dependendo dos lados.

Triângulo Retângulo

Um triângulo é classificado como retângulo se um de seus ângulos internos mede
exatamente 90◦. O ângulo reto é um dos ângulos mais importantes na geometria, e triângulos
retângulos têm várias propriedades especiais.

A B

C

c

b a

As caracteŕısticas de um triângulo retângulo incluem:

• A soma dos ângulos internos é 180◦.
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• O lado oposto ao ângulo reto é chamado de hipotenusa, enquanto os outros dois lados
são chamados de catetos.

• O Teorema de Pitágoras é aplicável a triângulos retângulos, relacionando os compri-
mentos dos lados.

Teorema de Pitágoras

O Teorema de Pitágoras é um dos conceitos fundamentais na geometria, especialmente
no estudo de triângulos retângulos. Este teorema relaciona os comprimentos dos lados
de um triângulo retângulo, afirmando que:

c2 = a2 + b2

onde:

• c é o comprimento da hipotenusa (o lado oposto ao ângulo reto),

• a e b são os comprimentos dos outros dois lados, conhecidos como catetos.

Aplicações do Teorema de Pitágoras

O Teorema de Pitágoras tem diversas aplicações na vida real e em diferentes campos
do conhecimento, como:

• Cálculo de distâncias em mapas e na navegação.

• Determinação de alturas de objetos utilizando sombras e medidas.

• Resolução de problemas em engenharia e arquitetura.

Essa relação geométrica visualiza de forma clara a validade do teorema e sua im-
portância na matemática.

Triângulo Obtusângulo

Um triângulo é considerado obtusângulo quando possui um ângulo interno maior que
90◦. Esse tipo de triângulo tem uma aparência ”aberta”e pode ser mais dif́ıcil de visualizar.

A B

C

c

ba

As caracteŕısticas de um triângulo obtusângulo incluem:
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• A soma dos ângulos internos é 180◦.

• Possui um ângulo obtuso, enquanto os outros dois ângulos são agudos.

• Pode ser isósceles, escaleno ou equilátero, dependendo dos lados.

Altura de um Triângulo

A altura de um triângulo é um segmento de reta que vai de um vértice até o lado
oposto, formando um ângulo reto com esse lado. Cada triângulo possui três alturas, uma
para cada vértice. A altura é fundamental para o cálculo da área do triângulo.

A área A de um triângulo pode ser calculada pela fórmula:

A =
b · h
2

onde b representa a base do triângulo e h é a altura correspondente a essa base.

Ortocentro do Triângulo

O ortocentro é o ponto de interseção das alturas de um triângulo. Dependendo do
tipo de triângulo, o ortocentro pode estar em diferentes posições:

• No triângulo acutângulo, o ortocentro está dentro do triângulo.

• No triângulo retângulo, o ortocentro coincide com o vértice do ângulo reto.

• No triângulo obtusângulo, o ortocentro está fora do triângulo.

O ortocentro é importante em várias propriedades geométricas e é uma das quatro
notáveis do triângulo, juntamente com o baricentro, circuncentro e incentro.

Medianas e Baricentro do Triângulo

Uma mediana de um triângulo é um segmento de reta que liga um vértice ao ponto
médio do lado oposto. Cada triângulo possui três medianas. O ponto de interseção das
medianas é chamado de baricentro, que representa o centro de massa do triângulo.

• O baricentro divide cada mediana em duas partes, sendo que a parte que vai do vértice
ao baricentro é o dobro da parte que vai do baricentro ao ponto médio do lado oposto.
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Teorema de Tales em Triângulos e Suas Aplicações

O Teorema de Tales afirma que, se duas ou mais retas paralelas são cortadas por duas
transversais, então os segmentos determinados nas transversais são proporcionais. Isso pode
ser aplicado em triângulos para resolver problemas de semelhança e proporção.

• Por exemplo, considere um triângulo ABC cortado por uma linha paralela ao lado BC.
Se a linha intersecta os lados AB e AC nos pontos D e E, então a seguinte relação se
mantém:

AD

DB
=

AE

EC

Esse teorema é frequentemente utilizado na resolução de problemas de alturas e me-
didas em triângulos.

Teorema da Bissetriz Interna

O Teorema da Bissetriz Interna estabelece que a razão entre os segmentos formados
pela bissetriz de um ângulo em um triângulo é igual à razão entre os comprimentos dos lados
adjacentes a esse ângulo.

• Se um triângulo ABC tem a bissetriz do ângulo A cortando o lado BC em D, então:

BD

DC
=

AB

AC

Esse teorema é útil para determinar comprimentos em triângulos e é frequentemente
aplicado em problemas de geometria.

Teorema da Bissetriz Externa

O Teorema da Bissetriz Externa afirma que a bissetriz de um ângulo externo de um
triângulo divide o lado oposto em segmentos que têm uma razão igual à razão dos lados
adjacentes ao ângulo externo.

• Se um triângulo ABC possui a bissetriz do ângulo externo em A cortando a extensão
do lado BC em D, então:

BD

DC
=

AB

AC

Esse teorema é igualmente importante em problemas que envolvem ângulos externos
e suas bissetrizes.

Relações Métricas de um Triângulo Qualquer

As relações métricas em um triângulo qualquer são fundamentais para a resolução de
problemas geométricos e para a compreensão da geometria dos triângulos. Elas envolvem a
relação entre os lados e os ângulos do triângulo, e podem ser descritas por meio de teoremas
importantes.
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Teorema de Pitágoras

Para triângulos retângulos, o Teorema de Pitágoras é uma das relações métricas mais
conhecidas. Ele afirma que, em um triângulo retângulo, o quadrado da hipotenusa c é igual
à soma dos quadrados dos catetos a e b:

c2 = a2 + b2

Essa relação é amplamente utilizada para calcular distâncias, alturas e diversas outras
medidas em triângulos.

Relações de Seno e Cosseno

As relações de seno e cosseno são aplicáveis a todos os tipos de triângulos, não apenas
aos retângulos. Essas relações podem ser expressas como:

• Relação do Seno: Para um triângulo ABC, temos:

a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC

onde A, B e C são os ângulos opostos aos lados a, b e c, respectivamente.

• Relação do Cosseno: Para qualquer triângulo ABC, a relação do cosseno é dada
por:

c2 = a2 + b2 − 2ab · cosC

Essa relação pode ser usada para calcular um lado do triângulo quando os outros dois
lados e o ângulo entre eles são conhecidos.

Área de um Triângulo

A área de um triângulo pode ser calculada de várias maneiras. Além da fórmula básica
que envolve a base e a altura, existem outras fórmulas importantes:

• Fórmula da Área Usando Seno: A área A de um triângulo pode ser expressa como:

A =
1

2
ab sinC

onde a e b são os comprimentos de dois lados e C é o ângulo entre eles.

• Fórmula de Heron: Para um triângulo com lados a, b e c, a área pode ser calculada
usando a fórmula de Heron:

A =
√
s(s− a)(s− b)(s− c)

onde s é o semipeŕımetro do triângulo, dado por s = a+b+c
2

.
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Propriedades dos Lados e Ângulos

Além das relações anteriores, existem algumas propriedades que relacionam os lados
e os ângulos de um triângulo qualquer:

• A soma dos ângulos internos de um triângulo é sempre igual a 180◦.

• Em um triângulo, o lado oposto a um ângulo maior é sempre maior que o lado oposto
a um ângulo menor.

• A soma dos comprimentos de quaisquer dois lados de um triângulo é sempre maior que
o comprimento do terceiro lado. Esta é conhecida como a desigualdade triangular.

Essas relações e propriedades são essenciais para a compreensão e a resolução de pro-
blemas envolvendo triângulos, sendo amplamente aplicáveis em diversas áreas da matemática
e da f́ısica.

Triângulos Semelhantes

Triângulos são considerados semelhantes quando possuem a mesma forma, mas não
necessariamente o mesmo tamanho. Isso significa que seus ângulos correspondentes são iguais
e os comprimentos dos lados correspondentes estão na mesma proporção.

Exemplo de Triângulos Semelhantes

Considere dois triângulos ABC e DEF que são semelhantes. Os ângulos são iguais,
ou seja:

̸ A = ̸ D, ̸ B = ̸ E, ̸ C = ̸ F

A semelhança entre os triângulos ABC e DEF implica que, embora possam ter ta-
manhos diferentes, suas proporções são mantidas.

A B

C
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D
E

F

No exemplo, ABC e DEF são triângulos semelhantes. A relação entre seus lados é:

a

d
=

b

e
=

c

f

Lados Homólogos

Os lados homólogos de triângulos semelhantes são os lados correspondentes que mantêm
a mesma proporção entre si. No exemplo dado:

- a é o lado homólogo a d - b é o lado homólogo a e - c é o lado homólogo a f

Razão entre Lados Homólogos

A razão entre os lados homólogos é uma constante que expressa a relação de seme-
lhança entre os triângulos. Se tivermos um terceiro triângulo, GHI, semelhante a ABC e
DEF , a razão dos lados de GHI em relação a ABC também será a mesma. Essa razão é cha-
mada de razão de semelhança e é fundamental para resolver problemas envolvendo triângulos
semelhantes.

Em resumo, triângulos semelhantes possuem ângulos iguais e lados homólogos que
estão em proporção, permitindo a aplicação da razão de semelhança para resolver problemas
de geometria.

Triângulos Retângulos

Conceito de Triângulo Retângulo

Vamos agora estudar um tipo de triângulo que tem inúmeras aplicações em nosso
cotidiano: o triângulo retângulo.

Triângulos retângulos são aqueles que têm um ângulo reto, ou seja, um ângulo de 90◦.
O lado maior do triângulo retângulo é chamado de hipotenusa, e os outros dois lados são
os catetos.

Você já sabe que a soma dos ângulos de um triângulo qualquer é igual a 180◦. Assim,
no triângulo retângulo, se um dos ângulos mede 90◦, a soma dos outros dois também é igual
a 90◦.
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A B

C

Cateto

Cateto
Hipotenusa

Teorema de Pitágoras

Pitágoras foi um matemático grego que nasceu em Samos, por volta de 580 a.C. e
foi o fundador da Sociedade de Estudiosos, conhecida em todo o mundo como o centro da
erudição europeia (Leite, 2014). O teorema enunciado por Pitágoras estabelece o seguinte:

Teorema de Pitágoras

O quadrado da medida da hipotenusa é igual à soma dos quadrados das medidas dos
catetos.

Como o quadrado de uma medida qualquer é numericamente igual à área de um
quadrado, podemos associar cada um dos lados do triângulo retângulo à área de um quadrado.
Assim:
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A B

C

b2

a2

c2

O Teorema Pitágoras estabelece a relação: a2 = b2+c2ou seja, a área de um quadrado
formado pela hipotenusa é igual à soma das áreas dos quadrados formados pelos catetos.

Relações Métricas no Triângulo Retângulo

Vamos analisar algumas relações entre os elementos de um triângulo retângulo. Para
isso, consideremos o triângulo a seguir.

c

b

ah

A

B

CD

Triângulo retângulo com altura (h) e projeções ortogonais (m e n) dos
catetos sobre a hipotenusa.

No triângulo retângulo acima:

• BC é a hipotenusa e está sendo representada pela letra a.

• AC é um cateto representado pela letra b.
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• AB é o outro cateto, representado pela letra c.

• AD é a altura h do triângulo, considerando a hipotenusa como base.

• BD é a projeção ortogonal n do cateto c sobre a hipotenusa.

• CD é a projeção ortogonal m do cateto b sobre a hipotenusa.

Note que a linha da altura h permite a visualização de três triângulos retângulos.
Vamos separá-los para melhor analisá-los.
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5.1 Dica de Metodologia

Metodologia para o Ensino de Triângulos Retângulos

O ensino sobre triângulos retângulos pode ser realizado de forma interativa e visual,
permitindo que os alunos compreendam não apenas os conceitos geométricos, mas
também suas aplicações práticas no cotidiano. A seguir, apresentamos uma abordagem
que pode ser utilizada para ensinar o conceito de triângulo retângulo, o Teorema de
Pitágoras e as relações métricas associadas.
Introdução ao Conceito de Triângulo Retângulo
Inicie a aula com uma explicação clara sobre o que caracteriza um triângulo retângulo:
um triângulo que possui um ângulo reto de 90◦. Utilize diagramas e figuras para
mostrar a hipotenusa e os catetos, e explique a relação entre eles. Proponha que
os alunos identifiquem triângulos retângulos em objetos do cotidiano (como rampas,
escadas ou prédios) e discutam como a geometria pode ser aplicada na prática.
Explanação sobre o Teorema de Pitágoras
Explique o Teorema de Pitágoras, destacando a importância desse resultado na geome-
tria e suas aplicações em diversas áreas, como na arquitetura, navegação e engenharia.
Utilize diagramas com quadrados sobre os lados do triângulo retângulo para ilustrar o
conceito de soma das áreas. Realize alguns exemplos práticos, calculando a hipotenusa
ou os catetos em triângulos com medidas conhecidas.

Atividade 1: Aplicação do Teorema de Pitágoras

Proponha que os alunos resolvam problemas práticos usando o Teorema de
Pitágoras. Distribua triângulos retângulos com catetos ou hipotenusa faltando,
e peça que os alunos calculem as medidas ausentes. Incentive-os a desenhar os
triângulos e aplicar a fórmula a2 + b2 = c2 para encontrar os valores corretos.
Após a atividade, discuta as respostas e a aplicação do teorema em diferentes
contextos.

Relações Métricas no Triângulo Retângulo
Explique as relações métricas entre os elementos de um triângulo retângulo, como a
altura e as projeções ortogonais. Utilize diagramas para mostrar como a altura pode ser
usada para dividir um triângulo em outros triângulos menores, e como isso se relaciona
com as projeções dos catetos sobre a hipotenusa. Em seguida, discuta como essas
relações podem ser aplicadas na resolução de problemas mais complexos.

Atividade 2: Análise de Projeções e Altura

Solicite que os alunos desenhem triângulos retângulos com altura e projeções or-
togonais. Peça para que calculem as medidas dessas projeções, analisando como
elas se relacionam com os catetos e a hipotenusa. A atividade pode ser feita in-
dividualmente ou em grupos, com discussão de como essas projeções influenciam
na geometria do triângulo.

Aplicação Prática: Medições no Mundo Real
Para concluir, apresente situações reais onde os triângulos retângulos são úteis, como
a construção de rampas, a medição de distâncias em mapas ou a localização de pon-
tos em coordenadas cartesianas. Proponha que os alunos investiguem problemas do
cotidiano em que o Teorema de Pitágoras e as relações métricas possam ser aplicados.
Essa abordagem ajuda a conectar a matemática com a realidade dos alunos e torna o
aprendizado mais significativo.
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5.2 Lista de Exerćıcios

Questão 1

Em um triângulo retângulo, o ângulo θ é tal que sin(θ) = 3
5
. Qual é o valor de cos(θ)?

(a) 4
5

(b) 3
4

(c) 5
3

(d) 5
4

Questão 2

Em um triângulo retângulo, os catetos medem a = 7 cm e b = 24 cm. Qual é o valor
da hipotenusa c?

(a) 25 cm

(b) 26 cm

(c) 23 cm

(d) 20 cm

Questão 3

Em um triângulo retângulo, o cateto a = 9 cm e a hipotenusa c = 15 cm. Calcule o
valor do outro cateto b.

(a) 12 cm

(b) 10 cm

(c) 14 cm

(d) 13 cm

Questão 4

Calcule o valor de tan(60◦) em um triângulo retângulo com ângulo 60◦.

(a)
√
3

(b) 1√
3

(c) 1

(d) 2
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Questão 5

Em um triângulo retângulo, o ângulo θ é tal que cos(θ) = 4
5
. Qual é o valor de sin(θ)?

(a) 3
5

(b) 4
5

(c) 5
4

(d) 1
5

Questão 6

Um triângulo tem lados a = 5 cm, b = 12 cm e c = 13 cm. Verifique se esse triângulo
é retângulo aplicando o Teorema de Pitágoras.

(a) Sim, é um triângulo retângulo.

(b) Não, não é um triângulo retângulo.

Questão 7

Em um triângulo retângulo, o cateto a = 6 cm e o ângulo θ = 30◦. Qual é o valor de
b, o outro cateto, sabendo que tan(30◦) = 1√

3
?

(a) 2 cm

(b) 3 cm

(c) 4 cm

(d) 5 cm

Questão 8

Calcule o valor de sec(60◦) em um triângulo retângulo com ângulo de 60◦.

(a) 2√
3

(b) 2

(c) 1
2

(d)
√
3
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Questão 9

Em um triângulo retângulo, a hipotenusa mede 10 cm e um cateto mede 6 cm. Calcule
o valor do outro cateto.

(a) 8 cm

(b) 4 cm

(c) 7 cm

(d) 3 cm

Questão 10

Em um triângulo retângulo, os catetos medem a = 9 cm e b = 12 cm. Determine o
valor de tan(θ), onde θ é o ângulo entre o cateto a e a hipotenusa.

(a) 3
4

(b) 4
3

(c) 1

(d) 1
3

51
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Caṕıtulo 6

Razões Trigonométricas no Triângulo

Contextualização dos termos: lados de um triângulo

retângulo

Em um triângulo retângulo, temos três lados: a hipotenusa, o cateto oposto e o
cateto adjacente. Para compreender as razões trigonométricas, é importante entender o
papel de cada um desses lados em relação a um ângulo espećıfico.

Hipotenusa

A hipotenusa é o lado mais longo de um triângulo retângulo e é sempre oposta ao
ângulo reto (90°). Esse lado é fundamental para calcular as razões trigonométricas, pois
aparece nas definições de seno e cosseno.

Cateto oposto

O cateto oposto é o lado do triângulo que se encontra do lado oposto ao ângulo em
análise. Por exemplo, ao considerar um ângulo θ, o cateto oposto é o lado que não toca o
vértice desse ângulo.

Cateto adjacente

O cateto adjacente é o lado do triângulo que está próximo do ângulo em questão, junto
com a hipotenusa. Esse lado toca o vértice do ângulo θ e é um dos dois lados que formam o
ângulo reto junto com a hipotenusa.
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Razões Trigonométricas: Seno, Cosseno e Tangente

As razões trigonométricas relacionam as medidas dos lados de um triângulo retângulo
com os ângulos internos. No contexto de um triângulo retângulo com ângulo θ, as razões
seno, cosseno e tangente são definidas da seguinte maneira:

Seno (sin)

O seno de um ângulo θ é a razão entre o comprimento do cateto oposto ao ângulo θ
e o comprimento da hipotenusa:

sin θ =
cateto oposto

hipotenusa

Cosseno (cos)

O cosseno de um ângulo θ é a razão entre o comprimento do cateto adjacente ao
ângulo θ e o comprimento da hipotenusa:

cos θ =
cateto adjacente

hipotenusa

Tangente (tan)

A tangente de um ângulo θ é a razão entre o comprimento do cateto oposto e o
comprimento do cateto adjacente:

tan θ =
cateto oposto

cateto adjacente

Essas três razões trigonométricas são ferramentas essenciais para resolver problemas
em trigonometria e têm aplicações em várias áreas, como f́ısica, engenharia e arquitetura.

Exemplo com ilustração

Para melhor entender esses conceitos, vejamos um exemplo com um triângulo retângulo.
Consideremos um triângulo retângulo ABC, onde AB é a hipotenusa, AC é o cateto adja-
cente ao ângulo θ, e BC é o cateto oposto ao ângulo θ.
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A B

C

Hipotenusa AB

Cateto adjacente AC

Cateto oposto BC

θ

Neste exemplo, considerando que sin θ, cos θ e tan θ podem ser calculados com base
nas razões dos lados BC (cateto oposto), AC (cateto adjacente) e AB (hipotenusa).

Tabela de Razões Trigonométricas

Para determinados ângulos, os valores de seno, cosseno e tangente podem ser calcu-
lados e organizados em uma tabela. Abaixo, apresentamos a tabela com os valores exatos
para alguns ângulos frequentemente utilizados.

Ângulo sin θ cos θ tan θ
0◦ 0 1 0

30◦ 1
2

√
3
2

√
3
3

45◦
√
2
2

√
2
2

1

60◦
√
3
2

1
2

√
3

90◦ 1 0 indefinido

Tabela 6.1: Tabela de razões trigonométricas para ângulos comuns

Os valores na tabela foram obtidos usando definições exatas, sendo úteis para cálculos
e análises em trigonometria. Para valores intermediários de θ, podemos calcular as razões
trigonométricas usando uma calculadora ou aplicar aproximações numéricas.

Lei dos Senos

A Lei dos Senos, ou Teorema dos Senos, estabelece uma relação importante entre os
lados e os ângulos em um triângulo qualquer, seja ele retângulo ou obĺıquo. Esse teorema é
particularmente útil para resolver triângulos obĺıquos, pois permite calcular lados ou ângulos
quando conhecemos algumas dessas medidas.

Em um triângulo ABC, com lados a, b e c opostos aos ângulos A, B e C, a Lei dos
Senos pode ser enunciada da seguinte forma:

a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
. (6.1)
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Essa fórmula indica que, ao dividirmos cada lado do triângulo pelo seno do ângulo
oposto a ele, o valor obtido é constante.

Demonstração da Lei dos Senos

Para demonstrar a Lei dos Senos, considere um triângulo ABC qualquer. Vamos
traçar a altura h a partir do vértice A até o lado BC. Assim, teremos dois triângulos
retângulos, ABD e ACD, onde D é o pé da altura sobre BC.

1. No triângulo ABD, usando a definição de seno, temos:

sinB =
h

a
⇒ h = a · sinB.

2. No triângulo ACD, usando a definição de seno, temos:

sinC =
h

b
⇒ h = b · sinC.

Como ambas as expressões para h são iguais, podemos igualá-las:

a · sinB = b · sinC.

Dividindo ambos os lados por sinB · sinC, obtemos:

a

sinA
=

b

sinB
.

De maneira análoga, podemos demonstrar que a
sinA

= c
sinC

. Assim, conclúımos que:

a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
, (6.2)

o que completa a demonstração da Lei dos Senos.

Aplicação da Lei dos Senos

A Lei dos Senos é extremamente útil para resolver triângulos obĺıquos, onde conhece-
mos dois ângulos e um lado ou dois lados e um ângulo oposto a um deles.
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Vamos agora a um exemplo prático para aplicar o Teorema dos Senos.

Considere um triângulo ABC onde A = 30◦, B = 45◦ e a = 10. Para encontrar o
valor do lado b, aplicamos a Lei dos Senos:

a

sinA
=

b

sinB
.

Substituindo os valores:

10

sin 30◦
=

b

sin 45◦
.

Resolvendo para b, obtemos:

b =
10 · sin 45◦

sin 30◦
=

10 ·
√
2
2

0.5
= 10

√
2.

Portanto, o valor de b é aproximadamente 14, 14.

Lei dos Cossenos

A Lei dos Cossenos, também conhecida como Teorema dos Cossenos, é uma genera-
lização do Teorema de Pitágoras, aplicável a qualquer tipo de triângulo, seja ele retângulo
ou obĺıquo. Essa lei relaciona os comprimentos dos lados de um triângulo com o cosseno de
um de seus ângulos, sendo particularmente útil para resolver triângulos quando conhecemos
dois lados e o ângulo entre eles, ou os três lados.

Para um triângulo ABC com lados a, b e c opostos aos ângulos A, B e C, a Lei dos
Cossenos é expressa da seguinte forma:

a2 = b2 + c2 − 2bc · cosA,

b2 = a2 + c2 − 2ac · cosB,

c2 = a2 + b2 − 2ab · cosC.

Essa fórmula nos permite encontrar um dos lados de um triângulo quando conhecemos
os outros dois lados e o ângulo entre eles, ou para encontrar o ângulo se conhecermos todos
os lados.

57
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Secante, Cossecante e Cotangente

Além das razões trigonométricas básicas — seno, cosseno e tangente — existem outras
três razões que também são úteis na resolução de problemas trigonométricos: a secante, a
cossecante e a cotangente. Essas razões são definidas como as razões inversas das funções
seno, cosseno e tangente, respectivamente.

Secante

A secante de um ângulo θ, indicada por sec θ, é definida como o inverso do cosseno
desse ângulo. Ou seja,

sec θ =
1

cos θ
.

A secante é especialmente útil em problemas que envolvem comprimentos relacionados
à hipotenusa de um triângulo retângulo. Note que a secante não está definida para valores
de θ onde cos θ = 0.

Cossecante

A cossecante de um ângulo θ, indicada por csc θ, é definida como o inverso do seno
desse ângulo. Ou seja,

csc θ =
1

sin θ
.

Assim como a secante, a cossecante é uma função útil na análise de triângulos e
fenômenos periódicos. Vale notar que a cossecante não está definida para valores de θ onde
sin θ = 0.

Cotangente

A cotangente de um ângulo θ, indicada por cot θ, é o inverso da tangente do ângulo.
Ou seja,

cot θ =
1

tan θ
=

cos θ

sin θ
.

A cotangente é útil em problemas onde a razão entre o cateto adjacente e o cateto
oposto de um triângulo é mais relevante. Como a secante e a cossecante, a cotangente não
está definida para valores de θ onde sin θ = 0.

Resumo das Funções Trigonométricas Rećıprocas

Para sintetizar, as funções trigonométricas rećıprocas são definidas da seguinte forma:

• sec θ = 1
cos θ
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• csc θ = 1
sin θ

• cot θ = 1
tan θ

= cos θ
sin θ

Essas funções rećıprocas ampliam as possibilidades de resolução de problemas em
trigonometria, especialmente em contextos onde o uso de relações inversas se faz necessário.
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6.1 Dica de Metodologia

Metodologia para o Ensino de Razões Trigonométricas

O ensino das razões trigonométricas no triângulo retângulo pode ser realizado de forma
gradual e interativa, proporcionando uma compreensão visual e prática dos conceitos.
Abaixo, apresentamos uma abordagem que pode facilitar a compreensão dos alunos
sobre seno, cosseno e tangente, além de suas aplicações práticas e leis associadas.
Introdução aos Conceitos de Cateto e Hipotenusa
Inicie a aula com uma breve explicação dos elementos de um triângulo retângulo:
cateto oposto, cateto adjacente e hipotenusa, usando diagramas para ilustrar a posição
de cada lado em relação ao ângulo de referência. Proponha que os alunos identifiquem
esses lados em diferentes triângulos e verifiquem suas posições com base em um ângulo
dado.
Definição de Seno, Cosseno e Tangente
Explique cada razão trigonométrica — seno, cosseno e tangente — com suas fórmulas e
significado. Incentive os alunos a calcular as razões em triângulos retângulos espećıficos.
Utilize um quadro ou software de geometria dinâmica para mostrar como as razões
mudam com a variação do ângulo, destacando a dependência entre ângulo e lados.

Atividade 1: Construção de uma Tabela de Razões Trigonométricas

Distribua tabelas vazias para que os alunos preencham as razões de seno, cosseno
e tangente para ângulos notáveis, como 30◦, 45◦ e 60◦. Esta atividade auxilia na
memorização e entendimento das razões para ângulos comuns, e os alunos podem
calcular os valores utilizando uma calculadora ou software espećıfico. Promova
discussões sobre os valores observados e suas aplicações.

Exploração das Leis dos Senos e dos Cossenos
Apresente a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos, destacando suas aplicações em
triângulos obĺıquos. Mostre exemplos de problemas reais em que essas leis são úteis,
como na medição de distâncias ou ângulos em contextos onde não há triângulos
retângulos. Incentive os alunos a resolverem problemas com essas leis, usando
triângulos obĺıquos.

Atividade 2: Aplicação das Leis dos Senos e dos Cossenos

Proponha que os alunos resolvam problemas práticos de determinação de medi-
das em triângulos não retângulos, aplicando as Leis dos Senos e dos Cossenos.
Eles podem trabalhar em grupos, discutindo as diferentes possibilidades e veri-
ficando seus cálculos. Incentive a reflexão sobre os casos em que cada lei é mais
apropriada.

Funções Rećıprocas: Secante, Cossecante e Cotangente
Para encerrar, introduza as funções rećıprocas — secante, cossecante e cotangente —,
explicando seus significados e utilidades. Mostre como calcular essas funções com base
nas razões trigonométricas e destaque suas aplicações práticas.
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6.2 Lista de Exerćıcios

Questão 1

Em um triângulo retângulo, o ângulo θ é tal que sin(θ) = 3
5
. Qual é o valor de cos(θ)?

(a) 4
5

(b) 3
4

(c) 5
3

(d) 5
4

Questão 2

Em um triângulo qualquer, os lados a, b e c formam ângulos A, B e C, respectivamente.
Se A = 30◦, B = 45◦ e a = 10, encontre o valor aproximado de b usando a Lei dos Senos.

(a) 10.4

(b) 12.2

(c) 7.1

(d) 14.1

Questão 3

Determine o valor de x em um triângulo onde os lados medem a = 7, b = 8, e o ângulo
entre eles é 60◦, usando a Lei dos Cossenos.

(a) x = 7.5

(b) x = 8.4

(c) x = 9.2

(d) x = 10.5

Questão 4

Calcule o valor de sec(45◦).

(a)
√
2

(b) 1

(c) 1√
2

(d) 2

61
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Questão 5

Qual é o valor de cot(30◦)?

(a)
√
3
3

(b)
√
3

(c) 1
2

(d) 1

Questão 6

Um triângulo possui lados a = 8, b = 15 e c = 17. Verifique se esse triângulo é
retângulo, aplicando a Lei dos Cossenos.

(a) Sim, é um triângulo retângulo.

(b) Não, não é um triângulo retângulo.
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Caṕıtulo 7

Quadriláteros e Áreas de Figuras
Geométricas

Quadriláteros

Quadriláteros são poĺıgonos que possuem quatro lados. Abaixo temos uma repre-
sentação genérica de um quadrilátero.

A B

C

D

Figura 7.1: Exemplo de Quadrilátero

Os quadriláteros possuem os seguintes elementos principais: - Quatro lados (AB, BC,
CD e DA) - Quatro ângulos internos - Duas diagonais (AC e BD)

Peŕımetro de Quadriláteros

Para calcular o peŕımetro de um quadrilátero, basta somar o comprimento de seus
quatro lados. Assim, o peŕımetro P de um quadrilátero ABCD é dado por:

P = AB +BC + CD +DA

Paralelogramos

Quadriláteros que têm lados opostos paralelos são chamados de paralelogramos. Exis-
tem quatro tipos principais de paralelogramos:
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Retângulo: possui quatro ângulos retos (90°) e lados opostos congruentes.

Losango: tem todos os quatro lados congruentes, mas os ângulos podem ser diferentes
de 90°.

Quadrado: possui todos os quatro lados congruentes e todos os ângulos retos (90°).

Paralelogramo Genérico: possui lados opostos congruentes e paralelos, mas ângulos
internos que não são necessariamente retos.

Os paralelogramos têm as seguintes propriedades: - Ângulos opostos são congruentes.
- Lados opostos são congruentes. - As diagonais se interceptam em seus pontos médios.

Observações sobre Retângulo, Quadrado e Losango

• Retângulo: É um paralelogramo com quatro ângulos retos (90°) e lados opostos con-
gruentes. As diagonais são congruentes.

• Quadrado: É um paralelogramo com todos os lados e ângulos congruentes (90°). As
diagonais são congruentes e bissetam os ângulos dos vértices.

• Losango: Possui quatro lados congruentes, mas somente os ângulos opostos são con-
gruentes. As diagonais são perpendiculares e também bissetam os ângulos internos.

Trapézios

Quadriláteros que possuem apenas dois lados paralelos são chamados de trapézios.
Os dois lados opostos paralelos são as bases do trapézio. Existem três tipos principais de
trapézios:

• Trapézio Retângulo: possui um ângulo reto.

• Trapézio Isósceles: possui os lados não-paralelos congruentes.

• Trapézio Escaleno: todos os lados têm medidas diferentes.

Abaixo está uma representação dos três tipos de trapézios.

Trapézio Retângulo Trapézio Isósceles Trapézio Escaleno

Figura 7.2: Representações dos Três Tipos de Trapézios
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Poĺıgonos

Antes de definirmos o que é um poĺıgono, é necessário entender o conceito de linha
poligonal simples. Uma linha poligonal simples é uma sequência de segmentos consecutivos
de reta, onde cada par de segmentos consecutivos se encontra em uma extremidade comum
e nenhum segmento se cruza com outro. Essas linhas podem ser abertas ou fechadas.

Um poĺıgono é uma linha poligonal fechada que forma uma figura geométrica plana
com n lados, onde n é um número inteiro maior que dois. O poĺıgono com o menor número
de lados é o triângulo, com n = 3.

Os poĺıgonos são classificados em duas categorias:

• Convexos: Todos os ângulos internos são menores que 180◦.

• Côncavos: Possuem ao menos um ângulo interno maior que 180◦.

O peŕımetro de um poĺıgono é calculado pela soma das medidas de todos os seus lados.
Um poĺıgono é chamado de regular quando todos os seus lados e ângulos são congruentes,
e todos os poĺıgonos regulares podem ser inscritos em uma circunferência.

Poĺıgonos Regulares

Abaixo estão representações de alguns poĺıgonos regulares com diferentes números de
lados.
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Figura 7.3: Representações de Poĺıgonos Regulares

66
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Elementos de um Poĺıgono Regular

Suponha uma circunferência que contenha todos os vértices de um poĺıgono. Dizemos
que essa circunferência é circunscrita ao poĺıgono, sendo o poĺıgono inscrito na circunferência.
Abaixo, apresentamos uma representação de um poĺıgono regular inscrito em uma circun-
ferência.

R

α

Figura 7.4: Poĺıgono Regular Inscrito em uma Circunferência

Neste exemplo, o poĺıgono regular está inscrito na circunferência de raio R. O ângulo
central α, que é o ângulo formado pelos segmentos que unem o centro da circunferência aos
vértices consecutivos do poĺıgono, pode ser calculado pela fórmula:

α =
360◦

n

onde n é o número de lados do poĺıgono.

Soma dos Ângulos Internos de um Poĺıgono Regular

A soma dos ângulos internos de um poĺıgono regular com n lados é dada pela fórmula:

S = (n− 2)× 180◦

Onde S representa a soma dos ângulos internos. Para calcular o valor médio de cada
ângulo interno β, basta dividir a soma S pelo número de lados n:

β =
S

n
=

(n− 2)× 180◦

n

Apótema

O apótema de um poĺıgono regular é o segmento de reta que vai do centro do poĺıgono
até o meio de um de seus lados, sendo perpendicular a esse lado. O apótema é uma medida
importante porque pode ser utilizado para calcular a área do poĺıgono.
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Diagonal de um Poĺıgono

Uma diagonal de um poĺıgono é um segmento de reta que conecta dois vértices não
consecutivos da figura. Ou seja, as diagonais são os segmentos que ligam vértices que não
estão diretamente ligados por um lado do poĺıgono.

Abaixo, temos uma representação de um poĺıgono com suas diagonais.

Figura 7.5: Diagonais de um Poĺıgono (Quadrado)

No exemplo acima, as diagonais do quadrado ligam vértices não consecutivos.

Como Calcular o Número de Diagonais de um Poĺıgono

A fórmula para calcular o número de diagonais D de um poĺıgono com n lados é dada
por:

D =
n(n− 3)

2

onde:

• n é o número de lados do poĺıgono.

Justificativa da Fórmula:
Cada vértice de um poĺıgono com n lados pode se conectar a n − 3 outros vértices

não consecutivos, já que ele não pode se conectar a si mesmo nem aos dois vértices vizinhos.
Como isso ocorre para todos os vértices, a fórmula n(n−3) conta todas as posśıveis conexões.
Como cada diagonal é contada duas vezes (uma vez para cada vértice da diagonal), dividimos
por 2 para evitar a duplicação.

Por exemplo:

• Em um quadrado (n = 4), a fórmula dá D = 4(4−3)
2

= 2 diagonais.

• Em um pentágono (n = 5), a fórmula dá D = 5(5−3)
2

= 5 diagonais.

Esses cálculos podem ser feitos para qualquer poĺıgono, permitindo determinar quantas
diagonais ele possui.

Resumo:

• Definição de Diagonal: Uma diagonal é um segmento de reta que conecta dois
vértices não consecutivos de um poĺıgono.

• Fórmula para o Número de Diagonais: A fórmula para calcular o número de
diagonais de um poĺıgono com n lados é D = n(n−3)

2
.
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Áreas e Figuras Geométricas

Agora vamos aprender a calcular a área de diversas figuras geométricas, começando
com as figuras planas mais comuns, como quadrado, retângulo, triângulo, paralelogramo,
losango e trapézio.

Área de um Quadrado

A área de um quadrado pode ser calculada utilizando a fórmula:

A = l2

onde l representa o comprimento de um dos lados do quadrado.

Exemplo: Se o lado do quadrado mede 4 unidades, então a área é:

A = 42 = 16 unidades quadradas

Figura 7.6: Quadrado com lado de 4 unidades

Área de um Retângulo

A área de um retângulo é dada pela fórmula:

A = b× h

onde b é a base e h é a altura do retângulo.

Exemplo: Se a base do retângulo mede 6 unidades e a altura 3 unidades, então a
área é:

A = 6× 3 = 18 unidades quadradas
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Figura 7.7: Retângulo com base de 6 unidades e altura de 3 unidades

Área de um Triângulo

A área de um triângulo pode ser calculada utilizando a fórmula:

A =
b× h

2

onde b é a base e h é a altura do triângulo.

Exemplo: Se a base do triângulo mede 8 unidades e a altura 5 unidades, então a
área é:

A =
8× 5

2
= 20 unidades quadradas

Figura 7.8: Triângulo com base de 8 unidades e altura de 5 unidades

Fórmula Geral para o Cálculo da Área de um Triângulo

A fórmula geral para calcular a área de um triângulo é a mesma que foi apresentada
anteriormente:

A =
b× h

2

Note que a altura h deve ser sempre perpendicular à base b, ou seja, deve ser a distância
entre a base e o vértice oposto.
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Área de um Paralelogramo

A área de um paralelogramo é dada pela fórmula:

A = b× h

onde b é a base e h é a altura do paralelogramo.

Exemplo: Se a base do paralelogramo mede 10 unidades e a altura 6 unidades, então
a área é:

A = 10× 6 = 60 unidades quadradas

Figura 7.9: Paralelogramo com base de 10 unidades e altura de 6 unidades

Área de um Losango

A área de um losango pode ser calculada utilizando a fórmula:

A =
d1 × d2

2

onde d1 e d2 são as diagonais do losango.

Exemplo: Se as diagonais do losango medem 8 e 12 unidades, então a área é:

A =
8× 12

2
= 48 unidades quadradas
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Figura 7.10: Losango com diagonais de 8 e 12 unidades

Área de um Trapézio

A área de um trapézio pode ser calculada utilizando a fórmula:

A =
(b1 + b2)× h

2

onde b1 e b2 são as bases do trapézio e h é a altura.

Exemplo: Se as bases do trapézio medem 6 e 8 unidades, e a altura é 4 unidades,
então a área é:

A =
(6 + 8)× 4

2
= 28 unidades quadradas
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Figura 7.11: Trapézio com bases de 6 e 8 unidades e altura de 4 unidades

Área de um Poĺıgono Regular

A fórmula para calcular a área de um poĺıgono regular com n lados de comprimento
l e apótema a é dada por:

A =
n× l × a

2

onde n é o número de lados, l é o comprimento de um lado e a é o apótema.

Exemplo: Se um poĺıgono regular tem 6 lados, cada lado mede 4 unidades e o
apótema é 5 unidades, então a área é:

A =
6× 4× 5

2
= 60 unidades quadradas

Figura 7.12: Hexágono Regular com 6 lados e apótema de 3 unidades

Área de um Ćırculo e Peŕımetro da Circunferência

O ćırculo e a circunferência são figuras geométricas fundamentais na geometria plana.
Abaixo, discutiremos como calcular a área de um ćırculo e o peŕımetro (ou circunferência)
de uma circunferência, além de introduzir o número π, que é central nesse tipo de cálculo.
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Área de um Ćırculo

A área de um ćırculo pode ser calculada pela fórmula:

A = πr2

onde: - A é a área do ćırculo, - r é o raio do ćırculo, e - π (pi) é uma constante
matemática, aproximadamente igual a 3.14159.

Essa fórmula expressa que a área de um ćırculo é proporcional ao quadrado do seu
raio, sendo π a constante de proporcionalidade. A área é medida em unidades quadradas, de
acordo com as unidades do raio.

Exemplo: Se o raio de um ćırculo é 5 unidades, a área será:

A = π × 52 = π × 25 ≈ 78.54 unidades quadradas

Peŕımetro da Circunferência

O peŕımetro de uma circunferência (também chamado de comprimento da circun-
ferência) pode ser calculado pela fórmula:

P = 2πr

onde: - P é o peŕımetro da circunferência, - r é o raio da circunferência, e - π é a
constante matemática.

Essa fórmula mostra que o peŕımetro da circunferência é diretamente proporcional
ao raio da circunferência. O peŕımetro é medido em unidades lineares, de acordo com as
unidades do raio.

Exemplo: Se o raio de uma circunferência é 5 unidades, o peŕımetro será:

P = 2π × 5 = 10π ≈ 31.42 unidades

Introdução ao Número π

O número π (pi) é uma constante que representa a razão entre a circunferência de
qualquer ćırculo e o seu diâmetro. Em outras palavras, para qualquer ćırculo, a razão entre o
comprimento da sua circunferência e o seu diâmetro será sempre aproximadamente igual a π.
O valor de π é irracional, o que significa que não pode ser expresso como uma fração exata,
e sua expansão decimal nunca termina ou se repete. A forma mais comum de aproximar π é
3.14159, mas pode ser arredondado de várias maneiras, dependendo da precisão necessária.

Como Chegamos ao Valor de π

Uma maneira simples de entender como o valor de π é obtido envolve a medição da
circunferência de ćırculos com diâmetros conhecidos. A partir dessa medição, pode-se dividir
a circunferência pelo diâmetro, e o valor obtido será uma aproximação de π.

No entanto, uma forma de derivar o valor de π de maneira mais rigorosa é através
de séries infinitas, como a série de Leibniz. A série de Leibniz para π é uma aproximação
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infinita que converge para o valor de π conforme mais termos são adicionados. A fórmula de
Leibniz é dada por:

π = 4

(
1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− · · ·

)
Esta série alterna entre adições e subtrações dos inversos dos números ı́mpares, mul-

tiplicados por 4. Embora essa série convirja lentamente para π, ela ilustra a ideia de como é
posśıvel calcular o valor de π por meio de somas infinitas.

Por exemplo, somando apenas os primeiros quatro termos da série de Leibniz, temos:

π ≈ 4

(
1− 1

3
+

1

5
− 1

7

)
= 3.3398

Ao adicionar mais termos à série, o valor se aproxima cada vez mais de 3.14159, que
é o valor exato de π.

Conclusão: O número π é uma constante matemática essencial para os cálculos
relacionados a ćırculos e esferas. Sua importância não se limita apenas à geometria, mas
também a muitas áreas da matemática e da f́ısica, como a trigonometria e a análise de
ondas.

Representação Visual de um Ćırculo

Abaixo, uma representação visual de um ćırculo com raio r, e a circunferência re-
presentada por uma linha. Este gráfico pode ser útil para ilustrar a definição de área e
peŕımetro.

r

Circunferência

Figura 7.13: Representação de um Ćırculo com raio r
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Área de um Setor Circular

O setor circular é uma parte de um ćırculo delimitada por dois raios e o arco corres-
pondente. Para calcular a área de um setor circular, utilizamos a seguinte fórmula:

Asetor =
θ

360◦
× πr2

onde: - Asetor é a área do setor circular, - θ é o ângulo central do setor (em graus), -
r é o raio da circunferência.

Exemplo: Se o raio de um ćırculo é 6 unidades e o ângulo central do setor é 90◦, a
área do setor circular será:

Asetor =
90◦

360◦
× π × 62 =

1

4
× π × 36 = 9π ≈ 28.27 unidades quadradas

Representação Visual de um Setor Circular

Abaixo, mostramos uma representação gráfica de um setor circular com raio r e ângulo
central θ.

r

A

θ

Figura 7.14: Representação de um Setor Circular
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Área de uma Coroa Circular

A coroa circular é a região que fica entre duas circunferências concêntricas, uma interna
e outra externa. A área da coroa circular é dada pela diferença entre as áreas das duas
circunferências, ou seja:

Acoroa = π(R2 − r2)

onde: - Acoroa é a área da coroa circular, - R é o raio da circunferência maior (externa),
- r é o raio da circunferência menor (interna).

Exemplo: Se o raio da circunferência externa é 8 unidades e o raio da circunferência
interna é 4 unidades, a área da coroa circular será:

Acoroa = π × (82 − 42) = π × (64− 16) = π × 48 ≈ 150.80 unidades quadradas

Representação Visual de uma Coroa Circular

Abaixo, mostramos uma representação gráfica de uma coroa circular com dois raios
diferentes.

Rr

Figura 7.15: Representação de uma Coroa Circular
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7.1 Dica de Metodologia

Metodologia para o Ensino de Quadriláteros e Cálculo de Áreas de Figuras Geométricas

O ensino dos conceitos relacionados a quadriláteros, poĺıgonos e cálculo de áreas pode
ser abordado de maneira prática e visual, com atividades interativas que ajudem os
alunos a compreender as propriedades geométricas e as fórmulas utilizadas. Abaixo,
sugerimos uma metodologia detalhada para a introdução e compreensão desses concei-
tos.
Introdução aos Quadriláteros
Inicie a aula com uma definição simples de quadriláteros, explicando que são poĺıgonos
com quatro lados. Utilize exemplos de quadriláteros comuns, como quadrados,
retângulos, paralelogramos, trapézios e losangos, com diagramas para ilustrar suas
propriedades. Proponha aos alunos que identifiquem essas figuras em exemplos do
cotidiano e expliquem suas caracteŕısticas.

Atividade 1: Identificação de Quadriláteros

Distribua imagens de quadriláteros variados e peça para os alunos os classifi-
carem. Eles devem identificar os tipos de quadriláteros (quadrado, retângulo,
paralelogramo, etc.) e justificar suas respostas com base nas caracteŕısticas dos
lados e ângulos. Essa atividade ajuda a reforçar a diferenciação entre os tipos
de quadriláteros.

Cálculo do Peŕımetro de Quadriláteros
Explique que o peŕımetro de um quadrilátero é a soma dos comprimentos de seus lados.
Dê exemplos práticos de cálculos de peŕımetro para quadrados, retângulos e outros
quadriláteros simples. Incentive os alunos a realizarem esses cálculos com diferentes
valores para os lados.

Atividade 2: Cálculo do Peŕımetro

Proponha problemas em que os alunos devem calcular o peŕımetro de diferentes
quadriláteros, fornecendo as medidas dos lados. Utilize modelos geométricos para
facilitar a visualização dos alunos e ajude-os a entender como aplicar a fórmula
do peŕımetro de forma prática.

Cálculo da Área de Quadriláteros
Apresente as fórmulas para o cálculo da área de quadrados, retângulos e outros qua-
driláteros. Utilize exemplos práticos para demonstrar como aplicar essas fórmulas.
Para quadrados e retângulos, por exemplo, a área é dada por A = base × altura.
Para os outros quadriláteros, como o paralelogramo, a fórmula é similar, mas com a
necessidade de identificar a base e a altura corretamente.

Atividade 3: Cálculo da Área de Quadriláteros

Forneça problemas práticos de cálculo de área para os alunos, onde eles devem
usar as fórmulas para calcular a área de diferentes tipos de quadriláteros, como
quadrados, retângulos e paralelogramos. Inclua problemas que envolvam medidas
de base e altura em unidades variadas (cm, m, etc.) para garantir que os alunos
compreendam como aplicar as fórmulas.

Áreas de Poĺıgonos Regulares
Introduza a fórmula generalizada para o cálculo da área de um poĺıgono regular, ex-
plicando a importância de conhecer o apótema e o número de lados. Para ajudar os
alunos, forneça exemplos de cálculo de áreas de poĺıgonos regulares como o pentágono,
hexágono e octógono.

Atividade 4: Cálculo da Área de Poĺıgonos Regulares

Peça aos alunos para calcularem a área de diferentes poĺıgonos regulares utili-
zando a fórmula da área, que é dada por:

A =
n× a× p

2

onde n é o número de lados, a é o apótema e p é o peŕımetro. Forneça valores es-
pećıficos para os alunos calcularem áreas de diversos poĺıgonos, como pentágonos,
hexágonos e outros.
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7.2 Lista de Exerćıcios

Questão 1

O que caracteriza um poĺıgono simples? Explique e forneça um exemplo de um
poĺıgono que satisfaça essa definição.

(a) Um poĺıgono cujos lados se cruzam.

(b) Um poĺıgono onde os segmentos de linha não se interceptam, exceto nas extremidades.

(c) Um poĺıgono com lados curvos.

(d) Um poĺıgono que não possui ângulos.

Questão 2

Qual é a diferença entre um poĺıgono convexo e um poĺıgono côncavo? Dê exemplos
de cada tipo de poĺıgono.

(a) Um poĺıgono convexo possui pelo menos um ângulo maior que 180 graus, enquanto um
poĺıgono côncavo não.

(b) Um poĺıgono côncavo possui pelo menos um ângulo maior que 180 graus, enquanto um
poĺıgono convexo não.

(c) Ambos os poĺıgonos possuem ângulos internos menores que 180 graus.

(d) Não há diferença entre os dois tipos de poĺıgono.

Questão 3

Calcule a área de um retângulo que possui uma base de 8 cm e altura de 5 cm.

(a) 30 cm2

(b) 40 cm2

(c) 13 cm2

(d) 25 cm2
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Questão 4

A Lei dos Senos afirma que em um triângulo qualquer, a razão entre o comprimento
de um lado e o seno do ângulo oposto é constante. Se um triângulo tem os lados a = 7 cm,
b = 10 cm e o ângulo C = 45◦, calcule o valor do ângulo A usando a Lei dos Senos.

(a) 30◦

(b) 45◦

(c) 60◦

(d) 50◦

Questão 5

Qual é o peŕımetro de um hexágono regular cujo lado mede 6 cm?

(a) 30 cm

(b) 36 cm

(c) 72 cm

(d) 24 cm

Questão 6

Se um poĺıgono regular de 8 lados (octógono) tem um apótema de 4 cm, calcule sua
área.

(a) 32 cm2

(b) 64 cm2

(c) 50 cm2

(d) 128 cm2

Questão 7

Calcule o peŕımetro de um trapézio que possui bases de 12 cm e 8 cm, e lados não
paralelos de 5 cm cada.

(a) 40 cm

(b) 45 cm

(c) 50 cm

(d) 35 cm
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Questão 8

Um poĺıgono regular possui 20 lados. Qual é o valor do ângulo central desse poĺıgono?

(a) 18°

(b) 10°

(c) 15°

(d) 20°

Questão 9

Calcule a área de um quadrado cuja diagonal mede 10 cm.

(a) 50 cm2

(b) 100 cm2

(c) 25 cm2

(d) 75 cm2

Questão 10

Qual é a área de um ćırculo cujo raio é 7 cm? Utilize π ≈ 3, 14.

(a) 153,94 cm2

(b) 49 cm2

(c) 77 cm2

(d) 100 cm2
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Caṕıtulo 8

Circunferência

A circunferência é o conjunto de todos os pontos de um plano que estão a uma distância
fixa de um ponto central O. Essa distância fixa é chamada de raio R da circunferência.

Definições Básicas

• Raio (R): Segmento de reta que liga o centro da circunferência a qualquer ponto sobre
ela.

• Diâmetro (D): Segmento de reta que passa pelo centro e conecta dois pontos opostos
da circunferência. O diâmetro é sempre o dobro do raio (D = 2R).

RO

Centro

Figura 8.1: Circunferência com raio em azul e diâmetro a união entre azul e verde

Arcos da Circunferência

Um arco de uma circunferência é uma parte da circunferência compreendida entre
dois de seus pontos. Esses pontos dividem a circunferência em dois arcos: um arco menor
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e um arco maior. A medida de um arco geralmente é expressa em graus, sendo o ângulo
central correspondente ao arco.

A

B

O

α

Figura 8.2: Arco AB em vermelho, com raio em azul e centro O

Na figura acima, o segmento de circunferência compreendido entre os pontos A e B é
o arco AB. O ângulo α no centro da circunferência determina a medida desse arco.

Ângulos Inscritos

Um ângulo inscrito em uma circunferência é um ângulo cujo vértice está sobre a
circunferência e cujos lados interceptam a circunferência em dois pontos distintos. A medida
de um ângulo inscrito é sempre metade da medida do ângulo central que intercepta o mesmo
arco.

Assim, em uma circunferência, a medida do ângulo inscrito é igual à metade da medida
do ângulo central que intercepta o mesmo arco.

AB

C

O
α 2α

Figura 8.3: Ângulo inscrito α e ângulo central 2α
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Na figura acima, o ponto O é o centro da circunferência, e o arco AB, destacado em
vermelho, é o arco interceptado tanto pelo ângulo inscrito α, com vértice no ponto C sobre a
circunferência, quanto pelo ângulo central 2α, com vértice no centro O. A relação entre eles
é:

α =
1

2
· 2α

Essa relação ilustra que a medida de um ângulo inscrito é sempre metade da medida
do ângulo central correspondente.

Retificação de Arcos

A retificação de um arco de circunferência refere-se ao cálculo de seu comprimento.
Para isso, é necessário compreender a relação entre o ângulo central do arco e o comprimento
da circunferência.

Definição de Retificação de Arcos

Considerando uma circunferência de raio r, o comprimento de um arco AB subtendido
por um ângulo central θ (em graus) é dado pela fórmula:

L =
θ

360◦
× 2πr

onde: - L é o comprimento do arco, - θ é o ângulo central em graus, - r é o raio da
circunferência.

Caso o ângulo θ esteja em radianos, a fórmula simplifica para:

L = θ × r

onde: - θ é o ângulo central em radianos.

Exemplo de Cálculo do Comprimento de um Arco

Suponha que temos uma circunferência com raio r = 10 cm e que o ângulo central do
arco é θ = 90◦. O comprimento do arco pode ser calculado como segue:

L =
90◦

360◦
× 2π × 10 =

1

4
× 2π × 10 = 5π cm

Portanto, o comprimento do arco AB é 5π cm.

Retificação de Arcos em Radianos

Se o ângulo for dado em radianos, a fórmula para o comprimento do arco é ainda
mais simples. Suponha que o ângulo central seja θ = π

2
radianos e o raio seja r = 10 cm. O

comprimento do arco será:
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L =
π

2
× 10 = 5π cm

Relação entre Cordas

Em uma circunferência, uma corda é um segmento de reta que une dois pontos da
circunferência. A relação entre as cordas e os arcos subtendidos por elas é importante em
diversos contextos geométricos, especialmente quando se está lidando com triângulos e qua-
driláteros ćıclicos.

Definição de Corda

Dado um ćırculo com centro O e raio r, uma corda é o segmento de reta AB que une
dois pontos A e B na circunferência. A corda é perpendicular ao raio do ćırculo quando passa
pelo ponto médio dessa corda.

Propriedade das Cordas Perpendiculares ao Raio

Se uma corda é perpendicular ao raio que passa pelo ponto médio dessa corda, então
essa corda divide o ćırculo em dois arcos de igual comprimento. Isso implica que o arco
subtendido pela corda é simétrico, ou seja, ambos os arcos têm o mesmo comprimento.

Relação entre Corda e Ângulo Central

Seja AB uma corda que subtende um ângulo central θ, então a relação entre o compri-
mento da corda AB e o ângulo central θ pode ser determinada utilizando a seguinte fórmula:

AB = 2r sin

(
θ

2

)
onde: - AB é o comprimento da corda, - r é o raio da circunferência, - θ é o ângulo

central subtendido pela corda.

Essa fórmula é útil para calcular o comprimento de uma corda em uma circunferência
quando se conhece o raio e o ângulo central correspondente.

Exemplo de Cálculo do Comprimento de uma Corda

Considere uma circunferência com raio r = 10 cm e um ângulo central θ = 60◦. O
comprimento da corda AB pode ser calculado como segue:

AB = 2× 10× sin

(
60◦

2

)
= 20× sin(30◦) = 20× 1

2
= 10 cm

Portanto, o comprimento da corda AB é de 10 cm.
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Teorema de Cordas Perpendiculares

Se duas cordas AB e CD se cortam em um ponto P dentro de uma circunferência,
então o produto das distâncias dos pontos de interseção até os pontos de extremidade das
cordas é constante. Ou seja:

PA× PB = PC × PD

Este é um importante teorema de geometria que tem várias aplicações, especialmente
em problemas de ćırculos e poĺıgonos ćıclicos.

Relação entre Segmento Secante e uma Circunferência

Uma secante de uma circunferência é uma reta que intercepta a circunferência em dois
pontos distintos. A relação entre os segmentos de reta formados pela secante e a circunferência
pode ser analisada por meio do teorema de secantes e tangentes.

Definição de Secante

Uma secante de uma circunferência é uma reta que corta a circunferência em dois
pontos distintos. Se P1 e P2 são os pontos de interseção da secante com a circunferência,
então o segmento P1P2 é chamado de segmento de secante.

Teorema da Secante e Tangente

O teorema da secante e tangente afirma que, se uma secante e uma tangente a uma
circunferência se encontram em um ponto P da circunferência, a relação entre os segmentos
formados por essas duas linhas pode ser expressa pela seguinte fórmula:

(Segmento da secante)× (Segmento da secante) = (Segmento da tangente)2

Ou seja, se P1 e P2 são os pontos de interseção da secante com a circunferência, e T
é o ponto de tangência da tangente em P , então a fórmula é:

P1P2 × P1P = PT 2

Onde: - P1P2 é o comprimento total da secante, - P1P é o segmento da secante entre
o ponto de interseção P1 e o ponto P , - PT é o comprimento da tangente, isto é, a distância
do ponto de tangência P ao ponto T .

Essa relação pode ser utilizada para calcular comprimentos de segmentos em proble-
mas que envolvem secantes e tangentes a circunferências.
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CAPÍTULO 8. CIRCUNFERÊNCIA 88

Exemplo de Aplicação do Teorema da Secante e Tangente

Considere uma circunferência com centro O e raio r. Uma secante intercepta a cir-
cunferência nos pontos A e B, e uma tangente é traçada no ponto A. Se o comprimento do
segmento AB da secante é 12 cm e o comprimento do segmento AP da tangente é 5 cm, o
comprimento do segmento PB pode ser calculado utilizando o teorema da secante e tangente:

AB × AP = PB2

Substituindo os valores conhecidos:

12× 5 = PB2 ⇒ 60 = PB2 ⇒ PB =
√
60 ≈ 7, 75 cm

Portanto, o comprimento do segmento PB é aproximadamente 7,75 cm.

Teorema de Secantes Intersectantes

Se duas secantes P1P2 e Q1Q2 se interceptam em um ponto P fora da circunferência,
então a seguinte relação é válida:

P1P2 × P1P = Q1Q2 ×Q1P

Onde: - P1P2 e Q1Q2 são os segmentos das secantes, - P1P e Q1P são os segmentos
formados pelos pontos de interseção da secante e o ponto de interseção externo.

Essa relação pode ser útil para resolver problemas onde duas secantes se cruzam fora
da circunferência e você precisa calcular os comprimentos de seus segmentos.
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8.1 Dica de Metodologia

Metodologia para o Ensino dos Elementos da Circunferência

O ensino da circunferência e seus elementos pode ser feito de maneira visual e intera-
tiva, utilizando representações geométricas e atividades práticas que ajudem os alunos
a compreender as definições e propriedades de forma intuitiva. A seguir, apresenta-
mos uma abordagem que pode facilitar a compreensão dos conceitos fundamentais da
circunferência, como o raio, o diâmetro, os arcos, os ângulos inscritos, e as secantes.
Introdução aos Elementos da Circunferência
Inicie a aula com a apresentação do conceito de circunferência, utilizando um compasso
para desenhá-la no quadro e destacando seu centro O, raio r e diâmetro d. Explique
que a circunferência é o conjunto de todos os pontos a uma distância fixa do centro.
Mostre a diferença entre o raio e o diâmetro, enfatizando que o diâmetro é o segmento
de reta que passa pelo centro da circunferência e conecta dois pontos na borda da
circunferência.

Atividade 1: Desenhando a Circunferência

Distribua compassos para que os alunos desenhem circunferências e identifiquem
o centro, o raio e o diâmetro em suas figuras. Peça para que cada aluno calcule o
diâmetro, dado o valor do raio, e vice-versa. Incentive a discussão sobre a relação
entre o raio e o diâmetro.

Exploração dos Arcos da Circunferência
Apresente o conceito de arco como uma parte da circunferência limitada por dois
pontos. Explique que os arcos podem ser classificados como maiores ou menores de-
pendendo de sua extensão. Utilize um transportador para medir a medida de um arco
em graus e mostre como determinar o comprimento de um arco dado o raio e o ângulo
central correspondente.

Atividade 2: Medindo Arcos

Forneça ćırculos com ângulos centrais e peça que os alunos calculem o compri-
mento de diferentes arcos usando a fórmula L = r× θ, onde θ é o ângulo central
em radianos. A atividade pode ser feita utilizando transportadores para medir
os ângulos e régua para determinar as distâncias.

Ângulos Inscritos
Explique que um ângulo inscrito é um ângulo formado por duas cordas que se inter-
ceptam na circunferência. Mostre que a medida de um ângulo inscrito é sempre igual
à metade da medida do ângulo central correspondente. Use diagramas para ilustrar
essa relação e forneça exemplos práticos para reforçar o conceito.

Atividade 3: Cálculo de Ângulos Inscritos

Desafie os alunos a resolverem problemas onde precisam calcular a medida de
ângulos inscritos, dado o ângulo central correspondente. Mostre como usar a
fórmula α = β

2
, onde α é o ângulo inscrito e β é o ângulo central.89
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Metodologia para o Ensino dos Elementos da Circunferência (Continuação)

Relação entre Cordas
Introduza o conceito de cordas e explique que as cordas de uma circunferência têm uma
relação direta com o ângulo central correspondente a elas. Demonstre que o ângulo
formado por duas cordas que se interceptam no interior da circunferência é a média
aritmética dos ângulos centrais correspondentes às cordas.

Atividade 4: Analisando Cordas e Ângulos

Forneça diagramas com cordas e peça que os alunos calculem os ângulos internos
formados pelas cordas, aplicando as relações discutidas. Encoraje-os a desenha-
rem as cordas e ângulos centrais e a fazerem observações sobre as simetrias.

Relação entre Secante e Circunferência
Explique o conceito de secante, que é uma reta que corta a circunferência em dois
pontos. Apresente o teorema da secante e tangente, e a relação entre os segmentos
formados pela secante e a tangente. Mostre um exemplo prático de como aplicar o
teorema da secante e tangente para calcular segmentos de reta.

Atividade 5: Aplicando o Teorema da Secante e Tangente

Proponha problemas práticos que envolvem secantes e tangentes, onde os alunos
devem usar o teorema para calcular segmentos de reta em circunferências. Eles
podem trabalhar em grupos para discutir e resolver os problemas.

8.2 Lista de Exerćıcios

Questão 1

Considere uma circunferência com centro O e raio r = 5. Determine o diâmetro da
circunferência.

(a) 10

(b) 25

(c) 5

(d) 2.5

Questão 2

Se o raio de uma circunferência é 3, qual é o comprimento de um arco que corresponde
a um ângulo central de 60◦?
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(a) 3π

(b) 3π/3

(c) 3π/6

(d) 3π/2

Questão 3

Em uma circunferência de raio 7, qual é a medida de um arco correspondente a um
ângulo central de 120◦?

(a) 7π

(b) 7π/3

(c) 7π/6

(d) 7π/2

Questão 4

Em uma circunferência, se o ângulo central entre dois pontos A e B é 90◦, qual será
a medida do ângulo inscrito α que subtende o mesmo arco AB?

(a) 45◦

(b) 90◦

(c) 180◦

(d) 60◦

Questão 5

Em um ćırculo com raio r = 10, qual é o comprimento de um arco correspondente a
um ângulo central de 150◦?

(a) 25π

(b) 10π/3

(c) 10π/2

(d) 10π/6
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Questão 6

Em uma circunferência de raio r = 8, qual é o valor de θ (em radianos) correspondente
a um arco de comprimento 16?

(a) 2

(b) 4

(c) 1.5

(d) 2.5

Questão 7

Em uma circunferência de raio r = 4, um ponto P na circunferência forma um ângulo
de 45◦ com o centro. Qual é o comprimento do arco correspondente a esse ângulo?

(a) 2π

(b) π

(c) 2π/3

(d) π/2

Questão 8

Em uma circunferência de raio r = 6, qual é o comprimento de um arco correspondente
a um ângulo central de 135◦?

(a) 6π/4

(b) 6π/3

(c) 6π/2

(d) 6π/5

Questão 9

Qual a medida de um ângulo central de uma circunferência de raio 8 que forma um
arco de comprimento 16?

(a) 2 radianos

(b) 4 radianos

(c) 3 radianos

(d) 5 radianos

92
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Questão 10

Dado um arco de uma circunferência com raio r = 12, o comprimento do arco é 18.
Qual é o ângulo central correspondente a esse arco?

(a) 2 radianos

(b) 1.5 radianos

(c) 1 radianos

(d) 3 radianos

93
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Caṕıtulo 9

Considerações Finais

Objetivo do Material

Neste caṕıtulo, gostaŕıamos de deixar claro que todo o conteúdo desenvolvido nesta
apostila tem como objetivo principal apoiar os acadêmicos do campus de Ponta Porã, com
ênfase nas disciplinas de introdução à geometria plana e geometria plana. Buscamos oferecer
uma explicação mais acesśıvel e intuitiva dos conceitos fundamentais da geometria, utilizando
a linguagem mais simples e direta posśıvel, para que os alunos possam absorver o conteúdo
de forma prática e eficaz.

Nossa intenção não é reproduzir de forma literal o conteúdo de qualquer livro ou ma-
terial didático espećıfico, mas sim nos inspirar no material já publicado, com base em textos
consagrados, como o livro utilizado como referência [1]. A partir dáı, buscamos transmitir
o conhecimento de maneira acesśıvel, pensando sempre na realidade e nas dificuldades dos
alunos que estão iniciando seus estudos na área da geometria.

A Aproximação de Linguagem: Aluno para Aluno

A ideia por trás deste trabalho é adotar uma abordagem mais próxima da linguagem
dos alunos, ou seja, explicar os conceitos de geometria de uma forma simples e clara, como se
estivéssemos conversando diretamente com os colegas. Isso permite uma interação mais
natural e eficiente com o conteúdo, facilitando a compreensão e a fixação dos conceitos
abordados.

Ao longo da apostila, procuramos proporcionar exemplos práticos e situações do coti-
diano, que possam gerar uma conexão mais concreta entre a teoria e a prática. Esse formato
também tem o intuito de estimular os alunos a questionarem, discutirem e aplicarem o co-
nhecimento adquirido de maneira autônoma.

A Inspiração na Literatura Acadêmica

Embora nosso foco tenha sido criar uma linguagem mais acesśıvel e personalizada
para o público-alvo, é importante reforçar que a base teórica que norteia esse conteúdo foi
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CAPÍTULO 9. CONSIDERAÇÕES FINAIS 96

extráıda de fontes acadêmicas confiáveis, como o livro de geometria utilizado como referência.
O conteúdo aqui apresentado, portanto, segue os mesmos prinćıpios e diretrizes que orientam
os estudos formais, com a diferença de que o objetivo é torná-lo mais fácil de entender e
aplicar no contexto diário dos estudantes.

Este material é uma tentativa de facilitar o entendimento da geometria plana, sempre
com o intuito de complementar os livros didáticos tradicionais, com uma abordagem mais
direta e de fácil assimilação. Vale ressaltar que o uso de figuras, exemplos cotidianos e
explicações simplificadas são recursos que buscam tornar a matéria mais acesśıvel, sem perder
a profundidade necessária ao estudo.

Conclusão

Ao concluir este trabalho, esperamos que ele sirva como um aux́ılio importante para
os acadêmicos que enfrentam as dificuldades iniciais na aprendizagem da geometria. Que este
material não seja apenas um instrumento de apoio, mas também uma fonte de inspiração
para os estudantes, incentivando-os a explorar a matemática de forma curiosa e dinâmica.

Nosso trabalho tem como maior objetivo proporcionar uma compreensão sólida, sim-
ples e objetiva dos conceitos que envolvem a geometria plana, e que este conteúdo seja um
incentivo para que cada aluno se sinta mais seguro e confiante na disciplina.
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