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INFORMAGOES SOBRE O MATERIAL

PREZADO ALUNO,

Vocé estd de posse de um material auto-suficiente. Este livro
foi concebido para que vocé adquira os fundamentos necessarios do
calculo vetorial, da geometria analitica e da algebra linear para os
seus estudos posteriores, relativos a sua formacao. O livro foi plane-
jado para que vocé tenha uma formacao de base sdlida. Aconselha-
mos estuda-lo utilizando dois tipos de leitura: uma superficial ou
de reconhecimento e outra profunda ou detalhada. A leitura super-
ficial devera ser a da leitura de cada capitulo, pardgrafo, teorema,
etc..., todo de uma vez e sem a preocupagao de uma compreensao
detalhada, mas apenas com o objetivo de que vocé tenha uma visao
do conjunto das ideias em questao.

Aconselhamos que vocé faga esta forma de leitura pelo menos
duas vezes, em cada unidade. Tendo entado obtido a ideia geral da
unidade na qual esta trabalhando, vocé devera fazer leitura profun-
da ou detalhada, que é o estudo detalhado de cada aspecto do texto
analisado, feito com calma e rigor, e s6 devera finaliza-la quando a
unidade analisada estiver totalmente compreendida, em seus mi-
nimos detalhes. Para esta abordagem vocé devera estar munido de
uma lapis, borracha e papel. Experimente reproduzir o contetido da
unidade, em detalhes, mas ndao de forma decorada e sim como re-
sultado de seu aprendizado. Faca isso e vocé nao se arrependera do
trabalho realizado. Acreditamos que sob a orientagao dessas duas
abordagens seu aprendizado ocorrera de forma maximizada.

O livro é composto de dois modulos:

Moddulo 1 - Vetores
Moédulo 2 - Geometria Analitica

Em cada capitulo, cada segao é organizada em forma de defi-
ni¢des, lemas, proposi¢oes, teoremas e coroldrios, muitos deles com
demonstragdes com certo nivel de rigor. No entanto, devido aos
objetivos programaticos dessa disciplina, algumas demonstragoes
foram omitidas, sem prejuizos ao seu aprendizado. O leitor mais
ousado pode consultar a bibliografia recomendada, para entender



essas demonstragdes, mas isso nao € uma exigéncia para esse mo-

mento.

Este texto possui muitos exercicios resolvidos, de forma comen-
tada, sobre os diferentes contetidos abordados. A finalidade deles é
apresentar um método de resolugao, das diferentes questdes que
sdo propostas. Isso ndo impede que vocé desenvolva outras moda-
lidades de resolugdes. O importante é que o seu método seja logi-
camente consistente. Os exercicios propostos estao apresentados no
final de cada se¢do (e nao apenas no final de cada capitulo) com o
intuito de facilitar ao leitor o emprego dos resultados e técnicas ne-
cessarias para resolvé-los.

Ao final, apresentaremos algumas referéncias como leitura
alternativa, complementar e até suplementar, dos contetidos em
questao, onde vocé podera encontrar outras visdes sobre os mesmos
assuntos tratados neste texto e, em muitos deles, vocé encontrara
aplicagoes dos topicos estudados. O contato com esses assuntos aju-
dard a ter uma idéia de como a Matematica evoluiu para estruturas
mais complexas.

Desejamos a vocés sucesso em seus estudos.

Marcelo Henriques de Carvalho

PREFACIO

Geometria Analitica é o estudo da geometria pelo método
cartesiano (René Descartes, 1596 — 1650), que consiste em associar
equagoes aos entes geométricos (reta, plano, etc.), e através do es-
tudo dessas equagdes, tirar conclusdes (com auxilio da algebra) a
respeito destes entes geométricos.

Do ponto de vista da Geometria Analitica, conhecer ou deter-
minar uma reta ou um plano, significa conhecer ou determinar sua
equacdo. A Geometria Analitica encontra na Algebra seu aliado
mais importante. Nao apenas a Algebra Elementar, como também
a Algebra Vetorial. Os vetores desempenham um papel importante
neste curso, como logo ficara evidente.

Sao pré-requisitos para este curso os resultados basicos da ma-
tematica elementar estudados no ensino médio. Espera-se também
do leitor familiaridade com alguns conceitos da Algebra Elementar,
como determinantes, matrizes e sistemas lineares.
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Capitulo |

Preliminares

O conceito de vetor surgiu na Mecanica com o engenheiro flamengo

A

Simon Stevin, o “Arquimedes holandés” [7]. Em 1586, ele apresen-
tou um problema da composi¢ao de forgas e enunciou uma regra
empirica para se achar a soma de duas forgas aplicadas num mesmo
ponto. Tal regra é conhecida hoje como regra do paralelogramo. Os
vetores aparecem considerados como “linhas dirigidas” na obra pu-

blicada em 1797, por Gaspar Wessel, um matematico dinamarqueés.

A sistematizacao da teoria vetorial ocorreu no século XIX com os
trabalhos do irlandés William Hamilton (notavelmente precoce: aos
5 anos lia grego, latim e hebraico), do alemao Hermann Grassmann
e do fisico norte-americano Josiah Gibbs.

Origem da palavra “vetor”

A palavra “vetor” provém do verbo latino vehere, que sig-nifica
transportar, levar. Vetor € o participio passado de vehere, signifi-
cando transportado, levado, tentando representar que o ponto A é
transportado até o ponto B.

Diregao e Sentido

Antes de apresentarmos o conceito de vetor, precisamos ter bem
clara as idéias de direcao e sentido. A figura (a) a seguir apresenta
trés retas. A reta r determina, ou define, uma direcao. A reta s de-
termina outra direcdo, diferente da direcao de r. J4 a reta t, por ser
paralela a 7, possui a mesma diregao de r. Assim, a nogao de direcao
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¢ dada por uma reta e por todas as que lhe sdo paralelas. Quer dizer,
retas paralelas possuem a mesma diregdo.

(@ (b)

Na figura (b) a diregdo ¢ definida pela reta que passa pelos pontos A
e B. O deslocamento de uma pessoa nessa mesma diregao pode ser
feito de duas maneiras: no sentido de A para B ou no sentido contra-
rio, de B para A. Portanto, a cada diregio podemos associar dois sentidos.
Além disso, s6 podemos falar em “sentidos iguais” ou “sentidos

contrarios” caso estejamos na mesma diregao.
Grandezas Escalares e Vetoriais

Certas grandezas ficam determinadas apenas por um numero real,
acompanhado pela unidade correspondente. Por exemplo: 5kg de
massa, 10m de drea, 12cm de largura. Tais grandezas sao chamadas
de escalares. Outras grandezas necessitam além do ntmero real,
uma direcao e de um sentido.

Quando vocé estd se deslocando de uma posicao para outra, basta
dizer, por exemplo, que percorreu uma distancia igual a 5m? Vocé
precisa especificar, além da distancia, a diregao e o sentido em que
ocorre este deslocamento.

ay

30°

A

Quando um objeto sofre um deslocamento de uma posicao A para
uma posicao B, esta mudanga de posigao é definida pelo segmento
de reta AB orientado, que une a posi¢ao inicial com a final, denomi-
nado neste caso de deslocamento.

e
I EaD-UFMS %
o

Observe que o deslocamento nao fica perfeitamente definido se for
dada apenas a distancia percorrida (por exemplo, 5m); ha necessi-
dade de especificar a diregao e o sentido do deslocamento. Estas
grandezas que sao completamente definidas quando sdo especifi-
cados o seu valor, diregao e sentido, sdo denominadas grandezas
vetoriais. Outras grandezas vetoriais sao: velocidade, aceleragao,
forga, campo magnético, etc.

Exercicios

1. Sao grandezas escalares todas as quantidades fisicas a seguir, EX-
CETO:

a) massa do atomo de hidrogénio;

b) intervalo de tempo entre dois eclipses solares;
¢) peso de um corpo;

d) densidade de uma liga de ferro;

e) n.d.a.

2. Quando dizemos que uma bola esta se deslocando na direcao
horizontal e para a direita, a uma velocidade de 20 m/s, estamos
definindo a velocidade como uma grandeza:

a) escalar
b) algébrica
¢) linear

d) vetorial
e)n.d.a.

Definicao e conceitos basicos

A representacdo matematica de uma grandeza vetorial é o Vetor,
uma tripla constituida de uma dire¢do, um sentido e um nimero
nao negativo chamado “mddulo” que representa o seu comprimen-
to. Em outras palavras, vetor é o conjunto de todos os segmentos
orientados de mesma dire¢do, de mesmo sentido e de mesmo com-
primento.

Representacdo Geométrica

Segmentos orientados com mesma dire¢ao, mesmo sentido e mes-
mo comprimento representam o mesmo vetor. Este fato ¢ andlogo

VETORES
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ao que ocorre com 0s niimeros racionais e as fragdes. Duas fragdes
representam o mesmo numero racional se o numerador e o deno-
minador de cada uma delas estiverem na mesma proporcao. Por
exemplo, as fragoes 1/2, 2/4 e 3/6 representam o mesmo numero ra-

7

Na figura acima tem-se um conjunto de segmentos orientados re-

cional.

presentando um tnico vetor, pois eles possuem o mesmo compri-
mento, dire¢ao e sentido. Um segmento orientado é um conjunto
de pontos, ao passo que vetor € um conjunto de segmentos orienta-
dos com mesma dire¢ao, mesmo sentido e mesmo comprimento.

Notagao

As notagOes mais comumente utilizada para vetores sao letras com
uma seta acima apontada para a direita, como por exemplo: a, b,

- - = —
c..., U, v, w.... Por exemplo:

s
Os vetores d, e d, tém a mesma dire¢cao, mesmo modulo, e sentidos
opostos.

- - A . ~ 14 .
Os vetores d, e d, tétm a mesma direcao, modulos diferentes e sen-
tidos opostos.

-> - A 14 . ~ . .
Os vetores d, e d, ttm o mesmo mddulo, dire¢des e sentidos dife-

9
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rentes.
-> -> A 7 . ~ . .
Os vetores d, e d, tém modulos, diregdes e sentidos diferentes.

As seguintes notagdes também sdo utilizadas:

a) Um vetor pode ser denotado por um par ordenado de ntiime-
ros reais, por exemplo V = (x,y), onde x e y sio as coordenadas ou
componentes do vetor. Neste caso, assumimos que Vrepresenta a
extremidade do vetor. Nesta notacao, a origem do vetor é sempre a
origem do sistema de coordenadas, ou seja, o ponto (0,0). Por exem-

plo,
YA

v=(53)

U1 feseccccccccscns

b) Se V é um vetor com origem no ponto A e extremidade no ponto
—_
B, entao V também ¢é denotado por AB ou por B — A. Por exemplo,

B

v=AB=B-A

<4

A

Estas nota¢des pode ser naturalmente generalizadas para espacos
de dimensdes maiores. Por exemplo, no espago tridimensional um
vetor é representado por uma tripla ordenada (x,y,z).

Usualmente, quando estiver fixado o sistema de coordenadas, ao
considerarmos um vetor, € mais conveniente tomarmos o represen-
tante cuja origem coincide com o sistema de coordenadas. Dado um
vetor com origem no ponto A e extremidade no ponto B, o repre-
sentante do vetor AB com origem na origem do sistema de coorde-
nadas é obtido subtraindo das coordenadas da extremidade B as
C_o>ordenadas da origem A, razao pela qual também se escreve
AB=B-A.

VETORES
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Exemplo 1. Dado o vetor com origem no ponto A = (3,2) e extremi-
dade no ponto B = (5, 4), determinar o representante Vdo vetor AB
com origem no ponto (0, 0).

Solugdo. O vetor V é dado por: V =B-A=(5,4) - (3,2) = (5-3, 4 -
2)=(2,2).

Reciprocamente, dado um vetor V= (a, b) (com origem em (0, 0)) e
um ponto A = (X, y), a extremidade B do representante AB deV com
origem no ponto A é dado por:

B=(a,b)+(x,y)=(a+x,b+y).
Exemplo 2. Dado o vetor V= (2,2) e o ponto A =(3,2), determinar a
extremidade B do representante de vV com origem no ponto A.

Solugdo. B=(2,2)+(3,2)= (5, 4).

Exercicio 1. Reproduza o exercicio anterior graficamente, represen-
tando o vetor e os pontos A e B no plano cartesiano.

Exercicios
1. Quais sao os atributos de um vetor?

2. Para cada valor de A e B abaixo, represente o vetor abaixo no
plano cartesiano:

a)A=(1,2) e B=(-1,3) b)A=(3,-2) e B=(-3, -4)
)A=(3,-2) e B=(1,5) d)A=(4,2) e B=(-3,-4)
e)A=(0,5) e B=(-2 4) fYA=(3,-2) e B=(7,4)

3. Para cada um dos vetores do exercicio (2), determine o represen-
tante com origem no ponto (0,0).

4. Represente os vetores abaixo no plano cartesiano:

e
I EaD+UFMS

!‘i

2
a)V =(0,2) b)V =3, -2) )V = (-3, -4)
d)V =(-2,5)

5. Para cada um dos vetores do exercicio (4), determine o represen-
tante com origem no ponto (4, -1).

6. Determinar a extremidade do segmento que representa o vetor
V=(2,-51)do espaco R? sabendo que sua origem é o ponto
A=(-1,31).

7. Calcular as coordenadas do ponto B com a qual incide a extremi-
dade do vetor V (3, -1, 4), se sua origem coincide com o ponto
A=(1,2,-3).

8. Calcular as coordenadas da origem do vetor V= (2, -3, -1), se sua
extremidade coincide com o ponto B =(1, -1, 2).

Num primeiro momento, vocé pode achar complicado o conceito
de vetor. Mas nao se preocupe. Do ponto de vista pratico, as coisas
nao sao complicadas. Para descrever um vetor, basta descrever um
de seus representantes, que é um segmento orientado (vocé pode
fazer isso desenhando uma flecha, por exemplo).

Outro aspecto importante ¢ a ampla liberdade que vocé tem na es-
colha do representante do vetor. Voceé sé precisa respeitar o compri-
mento, a dire¢do e o sentido — a posicao € arbitraria.

Igualdade de vetores

Dizemos que dois vetores sao iguais se eles possuem o mesmo mo-
dulo, a mesma direcdo e 0o mesmo sentido. Em alguns casos particu-
lares, nao é dificil determinar se dois vetores sao iguais por simples
inspecgao. Por exemplo, para os vetores A_:B e 613, onde A = (0,0),

B=(4,0), C=(0,3) e D=(4,3), é facil verificar que A_TS = 615, pois eles
tém o mesmo modulo, diregao e sentido, como ilustrado na figura

a seguir.
A
3 — > (4,3)
b AB-CD
—
O AB 4

VETORES
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Mas como determinar a igualdade de vetores AB e CD no caso geral
em que as coordenadas sao pontos quaisquer do R? ou R"? Uma for-
ma bem simples de resolver este problema é analisar componente
a componente do vetor de forma isolada. Vamos por exemplo con-
siderar o problema no R?* (o tratamento é andlogo para dimensdes
maiores).

Suponha que A =(x,, x,), B=(y,, y,),C=(u,u,)eD= (v, v,). Agora,
vamos considerar a projecao dos vetores AB e CD no eixo x.

A

— —_— —_ —_—
Note que, se AB = CD, as projecoes de AB e CD no eixo x devem
representar o mesmo vetor. Isto ocorre se, e somente se, y,— X, =
v, —u,. Analogamente, as projecoes de AB e CD no eixo y também
devem ter o mesmo comprimento. Por outro lado, caso as projegdes
de AB e CD nao representem o mesmo vetor em alguma das com-
ponentes, podemos declarar que AB # CD. Resumindo o raciocinio

acima, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.

Se A=(x, X, ...,x), B=(y, v, o ynLC =(u,u,..,u)eD=(v,v,
...,v_) sao pontos no R" entdao AB = CD se, e somente se,

Yi=X% =V, Y, =X =V, m Uy e Y X TV, U

Exemplo 1. Para os pontos A =(1,-1), B=(2,-2), C=(2,0) e D=
(3, -1), podemos dizer que AB = CD?

Solucdo. Aplicando a regra acima, temos:
2-1=3-2¢e (-2)-(-1)=(-1)-0.

Portanto, P_:B = Ef)

9
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A representacao grafica de AB e CD esté na figura a seguir.

Exemplo 2. Dados A = (1,-1, 4,-7), B = (2,-2,-3,-1), C = (-2,0,-4,-2) e D
= (3,-1,1,-4), podemos dizer que AB = CD?

Solugao. Para a terceira coordenada temos -3 — 4 # 1 — (-4).
Logo, AB # CD.

Terminaremos esta segao introduzindo algumas defini¢des que se-
rao estudadas com mais detalhes nos préximos capitulos, mas que
por serem bem simples e intuitivas, podem ser exercitadas desde
ja.

4 - V4 - - /4
O moédulo de um vetor v é denotado por IV IIl. O vetor v é nulo se
g . R g
vl =0, eunitariose v Il =1.

~ Ing . -
Para cada vetor ndo nulo v existe um vetor — v, chamado de oposto
- . /4 . ~ - 7 .
de v, que possui o mesmo mddulo e dire¢ao de v, porém, de senti-
14 . g - ~ - >
do contrario. Portanto, se v = AB entdao —v =BA.

. - - —_ - .
Dois vetores u e vsao paralelos, denotado por ullv, se tiverem a
. ~ g 14 -’ 7
mesma direcdo. Logo, - v é paralelo a v. O vetor nulo ¢ paralelo a
qualquer vetor.

. - g ~ . .
Dois vetores u e v sao perpendiculares (ou ortogonais), denotado
—> —> A ,
por u L v, se o angulo formado entre eles é de 90°.

Exercicios

1. A figura a seguir é constituida de nove quadrados congruentes
(de mesmo tamanho). Decidir se é verdadeira ou falsa, as afirma-
¢oes a seguir.

VETORES
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L M N E
K P 0 F
] I H G
(a) AB = OF (b) AM PH (©) BC OP
(d) BL =- MC (e) DE =-ED (f) AO MG
(g) KN = FI (h) AC || HI () JO I LD
G) A I FG (k) AB L EG ) AM LBL
(m) PE 1 EC (n) PN L NB (0) PN L AM
(P IACI=IFPI @ W TE I=IMEI (1) IA] 1 = NAC]

(s) IAO I =2 IND | (t) IAM | = 1B |

2. Utilizando seus conhecimentos de geometria, decida se é verda-
deira ou falsa cada uma das afirmacoes referentes ao seguinte he-
xagono regular:

B
F . C
o)
(a) FO=0OC (b) OF - OB (©) OB oc
(d) OD - OA () OA = DO (f) OE——EO
(g) OC = OF (h) FC =ED (i) BC=0D

3. Para os pontos A, B, C e D abaixo, determine se A_:B = Ef)
a)A=(-1,0), B=(0,3), C=(3,4) e D=5, 8).
b)A=(0,0,0), B=(1,3,2), C=(1,0,1) e D=(2, 2, 4).

4. Mostre que os conjuntos seguintes de quatro pontos sao vértices
de um paralelogramo:

9
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a) (0,0,0), (1,5,2), (6,-2,4) e (7,3,6)
b) (1,2,-3), (5 7,2), (-3,12,4) e (1,17, 9).

4. Dados os pontos P=(1, 2,4), Q=(2,3,2) e R=(2, 1, -1), determi-
nar as coordenadas de um ponto S tal que P, Q, R e S sejam vértices

de um paralelogramo.

. . 7 . . ~ nd g ~
5. Decidir se é verdadeira ou falsa as afirmagdes, onde u e v sao

vetores:
- - - - -
a)seu =V entdo llull =Illvl
- - . = =
b)se lull = llv Il entao u =v

-

C) se UlV entiou =V
d) se 3 v entao v

e) se AB = CD entio ABCD formam um paralelogramo
f) se uIIV Il =1V entdioV =U ou v =-u.

Modulo de um vetor

Como vimos, fixada uma unidade de comprimento, a cada segmen-

to orientado pode-se associar um nimero real nao negativo, que é a

medida do segmento em relagao aquela unidade. A medida do seg-

mento orientado € o seu comprimento ou seu médulo. Em outras
4 - - 4 ’

palavras, o mdédulo de um vetor v, denotado por IV I, ¢ um ntime-

~ . . -
ro nao negativo que representa o comprimento de v. Por exemplo,
. g . . 7
o comprimento do vetor v, representado na figura a seguir é 4.

-t <y

! > IVI=4

Logo, o vetor nulo tem coordenadas (0,0) em R? ou (0,0,0) em R?,
—
etc. O vetor nulo é comumente denotado por O .

Claramente, 0 modulo de um vetor satisfaz as seguintes proprie-
dades:

IVI>0
IVIl=0e=v=0
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Determinando o modulo de um vetor

Mas como determinar o médulo de um vetor?

Bem! O mo6dulo é o comprimento do vetor. Se as coordenadas da
origem e extremidade do vetor sdo fornecidas, para determinar o
modulo basta calcular a distancia entre esses dois pontos. Para cer-
tos casos simples, como vetores horizontais e verticais, esse calculo
¢ imediato. Por exemplo, se a origem de um vetor V tem coorde-
nadas (0,0) e a extremidade (7,0), é facil ver que IVl = 7. Caso as
coordenadas de V sejam (0,0) e (0,5), também é muito facil ver que
IV =5.

Exercicio 1. Determine o modulo do vetor v cuja origem é (3,0) e
extremidade é (0,4).

Sugestado. Aplique o teorema de Pitagoras considerando o triangulo
formado pelos dois pontos acima e pela origem (0,0).

Mas como determinar o médulo de um vetor no caso geral em que
a origem e extremidade sao pontos quaisquer no R"? Podemos fazer
isso recorrendo a féormula da distancia entre dois pontos. Por exem-

plo, a distancia entre dois pontos em R? é dada pelo seguinte:

Dados dois pontos P=(x, y,) e Q=(x, y,) em R, a distancia d entre
P e Q é dada por

d= \/(Xz - X1)2 +(y,— Y1)2
Utilizando esta féormula, temos o seguinte resultado:

Para um vetor PQ no R* com origem P = (x,, y,) e extremidade Q =
(X, ¥,), 0 moédulo de PQ ¢

1501 = V(%= %) + (v, —y)?

No caso particular em que a origem do vetor € a origem do sistema
de coordenadas, a formula acima fica mais simples:

Para um vetor vV = (a,b) em R? o moddulo de Vv é:
IV = +/a*+b?

Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 1. Determine o mddulo do vetor V= (2,1).

Y A

21) <
1 Solugao,

IV =22 +1% =43

Exemplo 2. Calcule o médulo do vetor em R? onde P =(-1,2) e

Q=(5,5).

Solucao.

15O - VG- (DY +(5-2)° = V36+9 =~/45 = 345

Observacao: E importante ressaltar que todas as féormulas acima
sao naturalmente generalizadas para o espaco n-dimensional. Por
exemplo,

- 7 g /4
Para um vetor v = (v,,v,, ...,v ) em R?, o modulo de v ¢é

1/

2 2 2
IV = \/V1 TV heet,

Exemplo 3. Calcule o médulo do vetor V= (5,8,-2).

Solugio: 71 = V5*+8°+(=2)° = 25+ 64 +4 =493

Exemplo 4. Para os pontos P=(1,-1,1), Q=(2,-2,2), R=(2,0,1) e
S=(3,-1,2), IPQI =IRSI?

Solugao.

IPO I =4/ —1* +((2)— (DY +(2 -1 =A1+1+1 = 43
IR = VB=22+ (D=0 +2-1)> =AT+1+1 =43

Logo, IPQ Il = IRS1.

O exemplo seguinte sera utilizado na defini¢ao de produto vetorial
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no capitulo 5. Por isso, recomendamos atencao especial em seu es-
tudo.

Exemplo 5. Calcule a drea do paralelogramo determinado por dois

- -
vetoresu e Vv,

Solugdo. A altura h indicada é a medida do cateto CE do triangulo
ACE e vale IACI. sen6, ou seja,

h=IVI.sen6

Assim, a area (base x altura) do paralelogramo vale IABI. h, ou
seja,

s - -
Area=llul. llvl.sen®

Exemplo 6. Determine o versor do vetor V= 0,3,4).

Obs. Se V é um vetor nao-nulo, o vetor % é chamado versor de vV
vl

Solugio. 171 = /0> +(3)* +(4)* = J0+9+16 =425 =5

% — (0, 39 4) — (O,E,i)

vl 5 55

Exemplo 7. Determine a de modo que o vetor V= (6,a,0) tenha mo-
dulo 10.

Solucio. 171 =10 = 11 = 6 +(@) +(0)* =v36+a>+0 =
— 10 = 36+a>= 100 = 100-36 = 64 = q = =8

Exemplo 8. Determine um vetor paralelo ao vetor V= (2,1,2) e que
tenha modulo 3.

e
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T @@Ly
IV 22 +(1)* +(2)°

Solugdo. Vamos determinar o versor de u=
_(2,,2) (2,1,2)

NE) 3

g /4 . .
O vetor procurado X sera o versor multiplicado por =+ 3.

Logo: X = (£2,+1,%2)

Exercicios

1. Calcule o mddulo dos seguintes vetores:

a)V =(23) b)V = (3, -4)
OV =(1/2,%, 1) d)V = (-2, -3, 4).

2. Calcular o perimetro do triangulo formado pelos vértices
A=(-1,23), B=(3,1,2)e C=(1,-1,-1).

3. O triangulo de vértices A=(-3,2,-1), B=(2,2,-3)e C=(-3,6,-2)
¢ eqiiilatero, é isosceles ou € escaleno?

4. Mostre que o ponto A = (2, 2, 3) é eqiiidistante dos pontos
B=(1,4-2)e C=(3,7,5).

5. Obter um ponto P do eixo das abscissas eqiiidistante dos pontos
A=(2,-3,1)eC=(-21,-1).

6. Encontre o valor de a tal que o vetor AB tenha médulo 3. Supon-
do que as coordenadas de A e Bsao: A=(2a,0,3)e B=(1, a, -1).

7. Para cada caso abaixo, calcule a area do paralelogramo determi-
- g . A
nado pelos vetores u e v, sabendo que a medida do angulo entre os
- =,
vetoresu e v é 0.

a) Il =3, IV =4, e 0 =60°

b) 1Tl =1V =2e60=30
Qldl=1VI=1e0=90

d) Idll =1, IVI=21d1, e 6=60°
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PRODUTO ESCALAR

Definicao e propriedades

O produto de um vetor v por um nuimero real k (também chamado
de escalar) é um vetor, denotado por KV, que possui as seguintes
propriedades:

- -
* O mddulo de kv ¢ igual ao médulo de v multiplicado por
. - -
Ikl, ouseja, kv | =1kl. Ivl;
-> . . ~ ->
® kv possui a mesma diregao de v;
- -
* kv possui o mesmo sentido de vse k > 0, e possui sentido
- /4 . - 4
oposto ao de vse k < 0. Além disso, kv é o vetor nulo se k =0
-
ouv =0.

. g ’
Geometricamente falando, o produto de v pelo escalar k é uma ope-
~ . g . . .
ragao que “estica” ou “encurta” o vetor v, ou ainda, inverte o senti-
- . . .
do de v, no caso em que k <0, como ilustra a figura a seguir.

1/ 4/

2V

Alguns casos particulares:

9
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° o%’=6’, por definicao.
ekv=0=k=0o0uVv=0.

o (-1)? =V,0 oposto de v.
No estudo dos vetores, boa parte dos resultados possui demonstra-
¢Oes com certo grau de detalhes e abstragdes. A fim de preservar a
objetividade e a clareza da exposicao (e também para nao assustar o

leitor), optamos por omitir tais demonstragoes.

Lemal. Se V = (v, V, ..,v,.) é um vetor do R" entao
kv = k(v, v, ..,v)=(kv, kv, .. kv).

Exercicios resolvidos.
Exercicio 1. Calcule o vetor oposto ao vetor V= (2,4, 7).
Solugdo. O vetor oposto a v ¢ (V) = (-1)V = (-1)(2, -4, 7) = (-2, 4, -7).

-

) ~ - -
Exercicio 2. Prove que, sea#0, entao av =w =V =

QJE&

Solucao. Multiplicando ambos 0os membros de ov =W por l, ob-
temos

L #1Q(1jﬁ1qﬁlq#
W=w=>—W=--w=|—ayV=--w2lv=—w=v =
o o

1
o o o
Exercicio 3. Prove que a=2B+C,entiob = (5' - F) /2.

Solugao.

A=2b+C=G-C=2b+¢-C=a—-C=2b+(+¢~C)=>d-C¢=2b

Do exercicio anterior temos que

dh=d-i=|2t E:l(a—z):hl(a—a)
2) 2 2

-

I - - .
Exercicio 4. Sendo u, v e w representado na figura, represente
X =2ii —v +5/4w por uma flecha de origem O.
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=2

=1

<y

Solucao.

v T | 54w

=y

Vetores paralelos

Dois vetores V e W sdo paralelos (denotado por V IW) se eles pos-
suem a mesma direcao. Por exemplo, os cinco vetores da figura an-
terior sdo todos paralelos. Mais precisamente, V e W sio paralelos
se um deles é multiplo escalar do outro, ou seja, se existe um real a
tal que V=aw.0 paragrafo seguinte reescreve esta definigao enfa-
tizando os detalhes mais importantes:

— = ~ . - — , .
Se v Iw entdo existe um real a tal que v = a.w. Além disso, se
— ~ — - A . ,
Vv #0entio o >0seV e w tém 0 mesmo sentido e o < 0 caso contra-

rio.

- - - -

Exemplo 1. Os vetores u e v sdo paralelos, lull =30 e llv I = 50.
~ g g .

Entao podemos escrever v = a.u. Determine o nos casos:

- - . .
a)u e v tém o mesmo sentido.

9
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b) u e v tém sentido contrario.

- - - - - -
Solucgdo. Como v =oa.u, temos v Il = la.ull = lal.lull. Logo,

<!

a) Como U eV tém o mesmo sentido, a > 0. Logo, a. = 5/3.

lol = =50/30=5/3..a=+5/3

<)

b) Como U eV tém sentido contrario, a < 0. Logo, o = - 5/3.

. , - —_
Exemplo 2. No exemplo acima, pode-se também escrever u = 3.v.

Determine 3 sabendo que U eV tém sentido contrario.
Resposta. 3 =-5/3

Exemplo 3. E dado um vetor U de médulo 5. Determine um vetor v
de mddulo 10, paralelo e de mesmo sentido que u.

- - - - - -
Soluc¢do. Como v =a.u, temos vl =llaul =lal.lull.Logo,

<!

”=10/5=2 coa=+2

lol =

<)

— - .
Como u e v tém o mesmo sentido, o > 0. Logo, o = 2.
—> —>
Portanto, v =2u.

Exercicios

1. Dados A = (-1, -1, 0) e B = (3, 5, 0), determinar o ponto P tal que
AP =2/3 AB.

2. Verificar se sdo colineares os pontos:
a)A=(3,1,5), B=(2,0,1)eC=(42,9)
b)A=(-1,-5,0), B=(2,1,3) e C=(-2,-7,-1)

cA=(2,1,-1), B=3,-1,0) e C=(1,0,4)

3. Calcular as coordenadas dos pontos que dividem em trés partes
iguais o segmento de reta que une os pontos (5, -1, 7) e (-3, 3, 1).

4. ¥ dado um vetor U de médulo 3. Determine um vetor v de médu-
lo 30, paralelo a U e de sentido contrario ao de U.

5. Sabendo que o ponto P =(x, 4, z) pertence ao segmento de extre-



) o
MATEMATICA - Licenciatura © EaD-UFMS I

D

midades A =(7,2, 1) e B=(10, 5, 7), calcular os valores de x e z.

Versor de um vetor

~ g - 4
O versor de um vetor nao nulo v, denotado por vers(v), é o vetor
. /4 . . ~ . -
unitario que tem a mesma diregao e sentido de v. O versor de um
vetor é obtido por:

<!

—
vers(v) =

<!

Observagio. Y significa Ly,

v vl

v

1Vl
~ . . -

exemplo 2 da se¢ao anterior da seguinte forma: como vers(v) tem a

—
Para entender por que vers(v) = , podemos proceder como no

. ~ . -
mesma direcdo e sentido de v, temos

- -
vers(vV)=o.v, com a > (.

Dai vem que, |l vers(?) l=laVil=1al IVI.
Logo,
o lvers) |

vl

1
oa=lal=—
vl
- v
Portanto, vers(v) = Bl
v

7. - 4 g L.
Exercicio 1. Dado um vetor v, qual € o vetor unitario que tem a
. ~ . g
mesma dire¢ao e mesmo sentido do vetor v ?

9
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\%
v

Solugao. O vetor

Exemplo 2. Calcular o versor do vetor V= (\/5, -4, 3).

Solucao. vers({;) = =

1 J2r sy ez V27

Logo, vers(V) = @ W2, -4, 3)=( g 9_4;5 , 3 ;/5 )

v v _ v _A3y
9

Exercicios

1. Determine o versor dos seguintes vetores:
a) (6,-2,-3) b) (3,4, -12)

2. Verificar se os seguintes vetores sao unitarios:
a) (1,1, 1)
b (L. 2 L)

V6 6

=

3. Calcule o versor de um vetor nos seguintes casos:
a) IV =10
b) IV =1/5

3. E dado um vetor 4 #0 . Determine um vetor v de médulo 5,
paralelo e de mesmo sentido que 4.
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SOMA DE VETORES

Definicao

A operacao de soma de vetores pode ser motivada pela seguinte si-
tuacgdo: Suponha que vocé encontra-se inicialmente em uma posicao
A e realizou os seguintes deslocamentos: 3m na diregao vertical, no
sentido de baixo para cima atingindo a posicao B, e 4m na diregao
horizontal, no sentido da esquerda para a direita atingindo a po-
sicao C. Qual o deslocamento resultante em relagdao a posi¢ao ini-
cial? Ou, em outras palavras, a quantos metros vocé esta da posigao
inicial? Note que o deslocamento resultante nao ¢ simplesmente a
soma algébrica (3+4) dos deslocamentos. Na verdade, ele pode ser
obtido da seguinte forma:

B 4 C

K v

A

Colocando a origem do segundo vetor coincidindo com a extremi-
dade do primeiro vetor, o vetor resultante ¢ aquele que “fecha” o
triangulo (origem coincidente com a origem do primeiro e extremi-
dade coincidente com a extremidade do segundo).

O valor d do deslocamento resultante pode ser obtido neste caso

9
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pela simples aplicacio do Teorema de Pitagoras: d=1/3*+4" =
Motivados por este exemplo, definimos a soma de vetores da se-
guinte forma:

o o~ - - - > .
Defini¢ao: A soma dos vetores v e w, denotada por v +w, é obtida
. . . . . . nd . -
posicionando-se inicialmente a origem de w na extremidade de v.
. - =, . - . - =
A origem do vetor v + w ¢ a origem de vV e a extremidade de v + w
-
¢é a extremidade de w.

A soma de n > 2 vetores é definida de forma anéloga, considerando
imagens geométricas dos vetores de modo que a extremidade de
cada vetor coincida com a origem do vetor seguinte; o vetor soma é
o vetor que “fecha” a poligonal.

Pela defini¢ao de soma de vetores, as seguintes propriedades sao
imediatas:
+V.Em particular, 0+0=0

Exemplo 1. Na figura abaixo, determine o vetor S=a+b+c+d.

b Solucgdo: s = 0

A subtragdo dos vetores V e W ¢ definida por: V-W=V+(-W).A
figura abaixo mostra como podemos interpretar geometricamente a
soma e a subtragao de vetores. Esta figura ¢ comumente chamada
de “regra do paralelogramo” para soma e subtragao de vetores.
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Exercicio 1. Dados os vetores v e w da figura acima, construir os
seguintes vetores:

)V +w b)V - w OW-V d)-v-w

- - . . -

Exemplo 2. Dados os vetores u e v abaixo, determinar o vetor X tal
- - -

queu +V +X = 1]

Solu¢ao

onde;<'=—(1_1'+§7)

E interessante observar que podemos utilizar as defini¢des geomé-
tricas acima para provar leis da algebra vetorial. Por exemplo, a fi-
gura abaixo ilustra a comutatividade da adigao de vetores:

- = > >
V+W=W+V,

-
v

Sob o ponto de vista algébrico, a soma de vetores € feita da seguinte
forma:

- - -
Lema3:Sev =(v,v, ..,v)ew=(w,w, ..,w )sao vetores em R",

1/
entao:

- -
VAW=(V,+W, V,+ W, ...,V +W ).

Prova: Por definicao de soma de vetores, V +W é obtido colocando a
origem de w na extremidade de V. Isto implica que o valor de

- - ., = -
V + W, para cada componentei é v_+w, .

O seguinte teorema resume mais completamente as propriedades
bésicas da soma de vetores:

9
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Teorema 3: Para quaisquer vetores u, v e w, e escalares k e 1, temos
as seguintes propriedades:

- - - - .
A V+wW= w+vVv comutativa

- - = - — - L.
byu+((v+w)=U+v)+w associativa
Q) V+0=v=0+v elemento neutro
d) v+ (- V) -0 Inverso aditivo
e) k(l V) = (kl) v associativa
fYk(V + W) =kV +kw distributiva

—> —> —> . . .

g) (k+1)v =kv +1v distributiva

Prova: Nao apresentaremos provas para todas as propriedades aci-
ma, para nao estender muito o texto. Como ilustra¢do, apresentare-
mos duas provas, uma analitica e uma geométrica no espago R* para
a propriedade (b).

Sejam u= (u, u,), V= (vyv,)e W= (w,w,) vetores em R* Entao

- - -

u+(v+w) = (u, u,) +((v,, v,) +(w, w,))
= (ul ’u2) + (Vl + Wl’ V2 + WZ)
= (u+v,+w,u,+v,+w,)
= (u, + v, u, +v,) +(w,w,)
= (0, u) + (v, v,)) + (W, w,)

e -

= u+v)+w

A figura abaixo fornece uma prova geométrica da mesma proprie-
dade.

- - - - = —
u+(Vv+w)=Uu+v)+w

-
\'

As propriedades sobre adicao de vetores e multiplicacao por escalar
permitem a manipulac¢ao de expressao envolvendo vetores como na
algebra usual.
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Por exemplo, se

-

- = o
X +Uu =V ,entao

2
2X=V -1.
Logo

X =12V -1).

Exemplo 3. Sejam V = (2, 1,-1) e W = (3, -4, 2) vetores do R,
a) Determine vV -w.
Solucio. Vv - w=(2-3,1-(-4),-1-2)=(-1, 5, -3).

b) Determine 3V +2w.
Solucdo. 3V +2w = (6, 3, -3) + (6, -8, 4) = (12, -5, 1).

¢) Encontre o vetor U tal que U+V=w.
Solucdo. U =w-V =(3,-4,2)- (2, 1,-1) = (1, -5, 3).

d) Encontre o vetor U tal que U+vV+w=0.
Solucdo. U =-V-w=-(2,1,-1)- (3, -4,2)=(-5,3, -1).

Exemplo 4. Dados os pontos A e B do espago R", determine o ponto
médio do segmento AB.

Solugio. Considere o vetor V com origem na origem do sistema de
coordenadas e extremidade A, e o vetor A_:B (Note que as coordena-
das de V sdo as mesmas de A). Utilizando soma de vetores, temos
que o ponto médio M do segmento AB ¢ dado por

M=+ 4B=A+1B-2)=LB+a
2 2 2

Exercicio 1. Dados os pontos X e Y do espago R", determine o ponto
P do segmento XY cuja distancia ao ponto X é o dobro da distancia
ao ponto Y.

O exemplo a seguir estabelece uma importante propriedade da ge-
ometria plana.

Exemplo 5. Mostre que o segmento que une os pontos médios de
dois lados de um triangulo € paralelo ao terceiro lado e igual a sua
metade.

9
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Solugao. Sejam A, B e C os vértices de um triangulo, M e N o0s pon-
tos médios dos segmentos AB e CD, respectivamente. Vamos mos-
trar que MN =1/2 AB.

MN =MC +CN
=1/2AC+1/2CB
=1/2 (AC + CB)
=1/2 AB

Exemplo 6. Mostre que os pontos médios dos lados de um quadri-
latero qualquer sao vértices de um paralelogramo.

Solucao. Considere o triangulo ABC. Pelo exercicio anterior temos
que PQ = 1/2 AC. Analogamente, considerando o tridangulo ACD,
temos que SR =1/2 AC. Logo, PQ=SR.

Analogamente, PS = QR. Portanto, o quadrilatero PQRS é um para-
lelogramo.

Note que apenas o fato de P_Q - SR (no exemplo anterior) garante
que PQRS é um paralelogramo.

- - - -
Exemplo 7. Mostre que v +V, =V _+V .
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Solugao.
A partir de O temos:
O+V=M=V,=M-0
M+72=P:>?2=P—M
Logo, vV +V,=M-0O+P-M=P-0O (1)
O+72=N:> VZ=N—O
N+V=P=V =P-N
Logo,V,+V,=N-O+P-N=P-0O (2
Comparando (1) e (2), temos Vl+ ?2= ;;2+;;1
Exemplo 8. Mostre que3+6=6’+{;=;f>.
Solucao.
Temos V+(_)>=()>+V=V, sejaovetor;;=OP=P—O, entao
0+v=P=>v=P-0
P+0=P=0=P-P

Logo, 0 +V=0-0+P-0=P-0
Comparando (1) e (2), temos v+

Exemplo 9. Mostre que v+ (- V) =0 .

Solugao. o
Temos v + (- 3) = U, seja o vetor V= OP =P -0, entao

Logo, V +(-V)=P-0+0-P=0-0=0

EaD < UFMS
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Exercicios
1.Dados V = (-1, 5, -2) e W = (3, 1, 1), determine:

(a)Vv - w

(b) -2V — 4w

(c) encontre o vetor U tal que T+V +w= 1,0,0).
(d) existe um escalar m tal que m (V + ZW) =(0,0,1)?
Se sim, determine-o.

. - - . .
2. Dados dois vetores u e v, construir os seguintes vetores:

a) 3u b) - 1/2v ) 2u +1/3v
d) 1/2u - 3v

3. Determinar o vetor >_<>, tal que 5% =1 - 2;;, sendo U = (-1,4,-15) e
vV =(3,2,5).

4. Calcular os médulos da soma e da diferenca dos vetores
U=(3,-58)eV=(11,-4).

5.Sendo A, B, C, D vértices consecutivos de um paralelogramo, cal-
cular as coordenadas do vértice D. Dados: A=(1,3), B=(5,11) e
C=(6,15).

6.Sendo A= (2,-5,3) e B= (7, 3, -1) vértices consecutivos do para-
lelogramo ABCD e M = (4, -3, 3) o ponto de intersec¢ao das diago-
nais, determinar os vértices C e D.

7.Num triangulo ABC, tem-se AB = U e AB=V. Construir os seguin-
tes vetores:

<)
+
<l

a) i +7 by~ o Pl d) =
2 2 2 2

8. Dados dois vetores perpendiculares U e V tais que 1T =5 e
IV = 12, calcular

- - - -
a)lu+vl b)lu-vl

. . ~ . g -
9. Quais condi¢des devem satisfazer os vetores u e v para que se
tenham as seguintes relagoes:
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a) ITd +vI=1Iu-¥I b IT+vI>Ia-vI b) do mesmomodo o (-V)+aV =(-v+V)a=0 a=0

- = - -
ollu+vi<lu-vl
¢) aplicando a) e b), obtemos (- a)(- V) = -[a (- V)] = -[-(a V)] = aV
10. Quais condigdes devem satisfazer os vetores U e v para que o
- = N =»> = oA
vetor u + v divida o angulo formado por u e v em dois angulos
iguais?

11. Os vetores U, Vv e W formam um triangulo conforme a figura
abaixo. Se U = (1,2,0) e V= (3,0,3) entao qual o valor de w?

Resp: W =(-2,2, -3).

=
'

-
v

12. Determinar os trés vértices de um triangulo sabendo que os pon-
tos médios de seus lados sao M = (5,0, -2), N=(3, 1, -3)
eP=(4,21).

Sugestao: observe o Exercicio 1.

13. Mostre que as diagonais de um paralelogramo se cruzam em
seus pontos médios:

Sugestao: Seja P o ponto médio de AC. Logo, AP = PC. Agora mos-
tre que P também ¢é o ponto médio de BD, ou seja, BP = PD.
BP=BC+CP= ..

Regras dos Sinais

Quaisquer que seja o escalar e o vetor , valem as igualdades:

a) (v =- (@ V)
b)a(-V)=- (V)
Q) (a)(-V)=aV
De fato:
a) devemos concluir que (—oc)Vé o vetor oposto de a V. Assim basta

, -
provar que a soma destes € o vetor nulo (0).

(—a);;+((x;;)=(-oc+a)v=(_)'{;=6



Capitulo IV

PRODUTO INTERNO

Definicao

Observe que o resultado das duas operagdes com vetores anterior-
mente estudados (o produto de vetor por escalar e a soma de veto-
res) é um vetor. Na operagao que definiremos agora, chamada de
produto interno de vetores, o resultado serd um escalar, ou seja,
um numero real. Entre outras aplica¢Oes, o produto interno sera ttil
para determinar a posicao relativa entre dois vetores. Mais precisa-
mente, utilizando o produto interno poderemos determinar se dois
vetores sao paralelos ou se o angulo formado entre eles é agudo,
reto ou obtuso.

Defini¢ao. O produto interno entre dois vetores de 7, denotado

por a. ;7’, ¢ definido como:

UV =ITIIVI. cosO

onde O é o angulo entre UeVv.

Teorema 1. Calcule 0.V sabendo que Idl =4, IV =6 e a medida
do angulo O entre U e Vé 600

Solucgao. Pela defini¢ao de produto interno, temos que

av =101V Il.cos600=4.6.1/2=12.

14 3 7 . . - ->
Exercicio 1. Idem ao exercicio anterior, onde llull =3, lvl =7 e a
. A - -,
medida do angulo O entre u e v é 90°.

—_ —> - = .

Exemplo 2. Calcule u.v sabendo que u e v sao versores e a medida
A - g ’

do angulo O entre ue v é 60°.
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- - = - -
Solugdo. Como u e v sdo versores, logo lull=llv I =1. Pelo Teore-

ma 1, temos q.v = 1/2.

As seguintes propriedades decorrem imediatamente da definicao

. . e e S
acima, para quaisquer vetoresu, v ew, e escalar k:
. 7 . . . - —> - —>
O produto interno e associativo, ou seja, u.v=v.u
- —p -
e uu=lul?
- - - - - —>
o (kv). w=v.(kw)=k(v.w)

-

0=0=0V

-
eV,

Outra propriedade importante, mas nao tao imediata, é que o pro-
duto interno € distributivo em relacdo a soma de vetores. Mais pre-

cisamente,

- > - i e e
u.(v+w)=u.v+uw
e e e e e
u+v)w=u.w+v.w

Uma justificativa geométrica para esta propriedade é a seguinte: ob-
. . . g 7 . ~
serve inicialmente que v ll.cos O representa o médulo da projecao
- Ind . . .
do vetor v sobre o vetor u, como ilustrado na figura (a) a seguir.

0

=1

—_
v Il.cos ©

(@) (b)
. - = = - = == e .
A propriedade u.(v+w)=u.v +u.w é valida porque a projecao da
- - ,
componente do vetor v + w sobre o vetor é a mesma que a soma
. ~ - nd .
das projegdes dos vetores v e w separadamente, como ilustrado na
figura (b) acima.
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Exercicios

1. Calcule U. V sabendo que U eV sdo versores e a medida do angulo
0 entre Ue Vv é:

a) 0° b) 30° c) 45° d) 90°

e) 120° f) 150° g) 180° h) 270°

Produto Interno pelas Coordenadas

Uma forma alternativa e muito 1til é calcular o produto interno em
—_ - .
termos das coordenadas dos vetores u e v. Isto pode ser feito da

—»

. . -
seguinte forma: sejam, por exemplo, u = (u u,u )e V= (V Vo 3)

17727 3
vetores do R®. Consideremos os vetores unitarios e ,=(1,0,0),
32 =(0,1,0)e 33 =(0, 0, 1). Como esses vetores tém modulo 1 e sao

ortogonais entre si, temos:

- - - - - -
° el.el—ez.ez—eS.eg—le
— - - - - -
[ ] = = =
e.e,=e,. e =e . e, 0
- - -
Podemos entdo escrever u e v como:
- = - - - - - - = = - - - -
u=u,.e +u..e_+u,.e e vVv=v_ .e +v..e +v_.e

1" 71 2772 3° 73 11 2° 72 373

Aplicando a distributividade do produto interno em relacao a soma
de vetores, temos:

- - - - - - - - - - - - -
u.v =(u,.e +u,.e,+u,.e ).(v,.e +v,.e +v .e)
- - - - e e e e e T
=u,.v,.e.e +u,.v,.e .e +U,.V_ .e..e,
e —_ - - =
=u,.v +u,. v, +u,.v,

Verificamos facilmente que o argumento acima pode ser generali-
zado para quaisquer dois vetores do R", de forma que podemos ex-
pressar o seguinte resultado.

Teorema 2. Se V = (vl, o e

- —_ -
vyyew=(w ,w,, .., wn) sao vetores
no R", o produto interno de ve

- =5 = — - = -
VW=V W+V_ W+ .. .+V W
1 1 2 2 n n

9
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Exemplo 2. Se V= 4,-2,3)e W= (-2,0, 1) entao

-

V. W =4.(2)+(2).0 +3.1 =-5.

Exemplo 3. Qual o angulo O entre os vetores v=021,-1)e
W =3, -4, 1).

Solugio. Como V. W =23+ 1.(4) + (-1)1=1, IV =6 e
IW1=426, temos

cosb=_ "W - 1 _ 1 08 = p=8541°

19 ].1%]  6a26 2439

Exercicios

. A > =
1. Determine o angulo entre os vetores ve w .

a)v =(5,1,-2) W= (4, -4, 3)
b)V = (7, 2, -10) W=(2 6, 4)
OV =(21,4) w=(1,-2,0)
d)V =42, -1) W =(8,4,-2)

2. Determine m sabendo que o angulo entre os vetores a= 2, 1,-1)
eV =(1,-1, m+2) é 60°.

3. Calcular n para que seja de 30° o angulo entre os vetores
U=(1,n,2)ev=(0,1,0).

4. Determinar o vetor v paralelo ao vetor U= (1,-1, 2), tal que
u.v=-18.

5. Determinar o vetor v colinear ao vetor U = (-4, 2,6), tal que
V.W=-12, onde W = (-1,4, 2).

6. Os pontos A, B e C sao vértices de um triangulo eqiiilatero cujo
lado mede 10cm. Calcular o produto interno dos vetores AB e AC.

7. Os lados de um trlangulo retangulo ABC (angulo reto em A) me-
dem 5, 12 e 13. Calcular AB.AC+BA.BC+AC.CB

8. Prove ou dé um contra-exemplo para as seguintes afirmagoes:
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§ 0°<0<90°
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() V.w>0
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a) Se V.w=0 para todo V entdo w =0
b) Se UV =uwentio v =w

9.Sendo U = (1,4, 1)e V= (0, 1, -8), calcule:
a)u.0 b)u.v Qv.u d) U +V).a
e) (@ -V).(@ +V)

=2/

10. Sabendo que Ul =5, IV =2, 4V =24 w=1eV.

calcule:

=7’

a) 4U.(2V +3w) b) (5U — 4V ).(-4 + W)

Vetores Perpendiculares

Dois vetores nao nulos sao perpendiculares (ou ortogonais) se o
N , - -> . . -> -
angulo entre eles € 90°. Escrevemos v 1 W para indicar que v e w
sao perpendiculares. Como cos 90° = 0, temos a seguinte conseqjii-

éncia do teorema 1.

s . . - - - . = =
Corolario 1. Sejam v e w vetores ndo nulos. Entao v L w se e somen-
- —

tesev.w=0.

Na verdade, podemos generalizar o resultado acima da seguinte
forma. Como cos 0 >0 para 0°< 0 <90° e cos O <0 para 90° < 0 <180°,

temos:

7 e 7 A ~ - -
Corolario 2: Se 0 é o angulo entre os vetores nao nulos v e w,
entao:

>(0  para 0° <0 <90°
0 para 0 =90°
<0 para 90°<6 <180

<y
=2
I

O Corolario 2 nos permite, portanto, decidir se o angulo entre dois
vetores é agudo, reto ou obtuso, dependendo se o produto interno
for positivo, zero ou negativo, respectivamente.

W W
\ 90° <0 <180° E 0=90°
(b)v.w>0 (cpv.w=0

9
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Exemplo 3. Os vetores V= (-1, 5,-2) e W= (3, 1, 1) sao perpendicu-
lares?
Solugao. O produto interno de Vewév.w= (-D.3+51+(-2).1=

- —>
0. Portanto, v.L w.

Exemplo 4. Considere um triangulo ABC inscrito em uma circun-
feréncia onde um de seus lados, digamos A_B, ¢ uma diagonal da
circunferéncia. Mostre que ABC é retangulo, ou seja, o angulo no
vértice C é reto.

~ . . A . - -
Solucao. Considere o centro O da circunferéncia e os vetores u e v
. . . - - ~ . . A .
como indicados na figura. Como u e v sdo raios da circunferéncia,
eles tétm o mesmo modulo. Os lados AC e CB do triangulo podem
. —> - - —> - - .
ser escritos como AC=u +v e CB =u -v. O produto interno des-
ses dois vetores é:

—_ > - = = = - - = = = - - -
AC.CB=@ +V).(U -V)= 1T I2=0.V +V.4 - IVI2= 1T I2- IV I2=0.

Logo, AC 1L CB , ou seja, o triangulo ABC é retangulo em C.

Exemplo 5. Mostre que as diagonais de um paralelogramo sao per-
pendiculares se, e somente se, o paralelogramo ¢ um losango.
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Solugao. Dado um paralelogramo determinado pelos vetores u e v
. . ~ -> -> indiid
, suas diagonais sao representadas pelos vetoresu +v eu - v. Para
que as diagonais sejam perpendiculares, devemos ter
—_ = = -
(u +v).(u - v)=0. Mas,

e N —-— = == - - -, =5
u+v)@u-v)y=uu-uv+vau-v.v=Ilul2-lvlz

Portanto, as diagonais sao perpendiculares se, e somente se,

- P - > . - - . . .
luliz- v 12=0, ou seja, se e somente se llull = lull. Isto significa
que o paralelogramo é um losango (todos os lados sdao do mesmo
tamanho).

Exemplo 6. Sendo os vetores aeb perpendiculares e lal=5e
b1 = 12, determine la+blelb-al.

Solucao.
B >C
A .
a+b
3]
a-b
0 Y A

Se O =90°entao cos 0 =0.
Pela lei dos cossenos temos:

a+5|= \/|a|2 +|B[* - 2/a]B|cos180° -0)

. 7 =12 17 .
mas como cos 0 =0, ficamos com ‘a +b‘= |a| +‘b‘ . Pois o para-

lelogramo é retangulo e suas diagonais sao iguais.

Assim

a+B|=|a - =la +[p" =+5* +12* =25+144 =169 =13

Exercicios

1. Os vetores e a seguir sao perpendiculares?
a)V =(8,4,3) U=(21,4)
b)V = (6,0, 4) u= (0,2, -1)

9
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OV =(-4,21) u=(1,20)
d)v=(,1,-1) u=(1,1,1)

2. Para quais valores de c os vetores (c, 1, 1) e (-1, 2, 0) sdo perpen-
diculares?

3. Determinar o vetor v ortogonal ao vetor a= (2, -3, -12) e colinear
ao vetor w = (-6, 4, -2).

4. Mostre que os pontos A =(5,1,5), B=(4, 3,2) e C=(-3,-2, 1) sdao
vértices de um triangulo retangulo.

5. Qual o valor de x para que os vetores a= (x,5, 4)e
V= (x +1, 2, 4) sejam ortogonais?

6. Verificar se o triangulo ABC é retangulo, onde A =(2, 1, 3),
B=(3,3,5eC=(0,4,1).

7. Mostre que as bissetrizes de dois angulos adjacentes suplementa-
res sao perpendiculares.

Projecao de um Vetor sobre outro

—
A projecao ortogonal de um vetor V = AB sobre um vetor ndo nulo
-, - . . ~ - ->
u ¢ o vetor p obtido pela projecao de v sobre a reta paralela a u
passando pelo ponto A, como ilustrado na figura a seguir.

B B
v -
A%
A =
A P
> >
a a
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O vetor P é chamado de projecao ortogonal de V sobre U e é deno-
tado por p= proj, v.

7. . . ~ g g
Exercicio Proposto 1. Determine a projecao ortogonal de v sobre u
-, A - -,

no caso em que V é versor e o angulo entreu e v é:

a) 0° b) 60° c) 90° d) 180°

Vejamos agora como calcular a projegéo ortogonal no caso geral.
Note que a pro]egao ortogonal p de V sobre U é um vetor paralelo
ad. Logo, P=ad, para algum real a. Nosso trabalho agora sera
calcular o valor de a. Outra condi¢ao verdadeira é que o vetor

- = . - - = - .

(v—p) é perpendicular a u. Logo, (v —p) . u =0, ou seja,

s s

v.u -p. U = 0. Substituindo E temos:

u=0

Q
=

- -

vV.u-
- - - .

Comou .u = llull? eisolando o, temos

u
2
|

=i

o=

<y

Portanto, a formula da projecao ortogonal de V sobre U é:

u
2
|

<!

proj v= m

<)

Exemplo 2. Dados V= (20, 4, -10) e U= (1, 5, -2), calcule e projegao
ortogonal de V sobre .

Solucgado. Temos
eV.U=20.1+4.5+(-10).(-2) =60

o 1T N2=12 +52 + (-2)>=30
Logo,

<!

proj, v = L i =60/30 (1, 5,-2) = (2,10, -4).

<)
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Exercicios

1. Calcule a projecao ortogonal de V sobre 4 para os valores de Ue
-

V a seguir:

a)u=(1,1,4) vV = (4, 10, 10)
b)U = (-1, 0, 2) v=(1,473)
ou=(1,-20) v=0213)
d)U = (-6, 3, 6) V=(212)
e)a’_a 1,2) v=(1,01)

f)u = 0 V=(+2,42,0

«/5«/_

2. Calcule pro]u_v(u + ;;), sendo U = (1,2,3) e V= (3,2, 1).

3. Qual o valor de m para que proj, V=1/2V, sendoU = (m, 2, 0) e
V=2, m,0).

-, o .- - = =
4. Mostre que se u € versor entao proj, v =(v .u)u.

5. Prove que:
—

a) proj, V= projuv, para todo A #0
b) proj_ (o q+ 8 ;;) = proj a+ B projw;;

Outras propriedades do produto interno

O teorema a seguir estabelece uma importante propriedade do pro-
duto interno.

Teorema 1: [desigualdade de Cauchy-Schwarz].

. s e —_ -
Para quaisquer vetores v e w, [v.wl <lv . lIwll.

-> -> -~ - = . , ..
Prova:Se V =0ouw =0entdiov.w=0ea desigualdade é trivial-
. ~ . - nd ~
mente verdadeira. Podemos entao assumir que v e W sao vetores

nao nulos. Entao,

- —
V.W =.cos0

- —> —_

VWl =IVI. W, |cos O

- =

Ivwl <IVI. 1wl , pois lcos 01 <1

O produto interno também pode ser usado para estabelecer pro-
priedades referentes ao modulo de vetores, a mais importante é a
chamada desigualdade triangular, dada pelo seguinte resultado.
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Teorema 2. Para quaisquer vetores V e W, temos: 2. Mostre que as diagonais de um paralelogramo tém mesmo tama-

nho somente se ele ¢ um retangulo.
- - = e
a) IV+WI<IVI+ 1wl Sugestdo: Iu +V 2= U -V |2

- = - -
b) v -wl>1lvI-lwl

Prova: Utilizando propriedades do produto interno, temos:

- - - = = = - - = = B e e
v +wll? =(V+W)L(V+W)=V.V +VV.W+W.V + WW

- - — -
= IvI2+2v.w + Iwl2 Como a < lal, para qualquer
real a temos:

- - = -
<lviz+2lv.wl+ lIwl2

Pela desig. Cauchy-Schwarz,temos:

- - - -
<lviz+20viiwl + lwl?2
- -
= (IIv I + w2 Portanto,
- - , .
v +wl <V Il + Ilwll, apds tomar a raiz quadrada de ambos

os lados.

O que prova (a).
Para provar o item (b), note que V=w+ (V - W). Logo,
IV = 1w+ -W)Il < IWI + IV - Wll, pela desigualdade triangu-
lar. Agora, subtraindo | Wl de ambos os membros chegamos a

- = - -
v -wl > lvIl-lwll

A desigualdade triangular recebe este

=1

—
nome devido ao fato que em qualquer vV +
triangulo, nenhum lado € maior do que o
comprimento dos outros dois. Outra for-

=3

ma de dizer isso é o bem conhecido dita-

<4

do que diz que “o menor caminho entre
dois pontos é uma linha reta”.

Exercicios

1. Mostre que:

- - - — -
a) lu+vi2=1lull2+2u.v + llvi?
- - - - — -

b) lu-vizZ=lul?-2u.v + lvI?
- - - - —_ -

ollu+vllz-llu-vi2=4uv

Sugestao: |l U+VI2=U+V).(@+V)



Capitulo V

PRODUTO VETORIAL

Definicao e propriedades

. . - - - -
O produto vetorial de dois vetores u e v, denotado poru Av , éo
vetor definido como:

- - , , . s
e lu AVl é adrea do paralelogramo determinado por u e v , ou
seja,

- - - -
lul avil=lull.lvl.sen 0,

7 . A g -
onde O é a medida do angulo entreu e v.
- =, . - =
* u AV éperpendicularau ev.
. g g /4 ~ . . .
* O sentido de u AV é dado pela regra da mao direita, que consiste

. . . . -
no seguinte: colocando o dedo indicador no sentido de u e o dedo
7 . . g . - - /4
médio no sentido de v, o sentido de u A v sera dado pelo polegar,

como ilustrado na figura abaixo.

- -
u/\v?

\
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Exemplo 1: Calcule |l U AV Il sabendo que |l Tl=31VI=12 ca
medida do angulo 0O entre eV é45°.
Solucgao: Pela defini¢ao de produto vetorial, temos que

1T AV =131V .sen 45°=3 . \/5.£=3
2

Exemplo 2: Dados os vetores 1= (1,0,0), _]’ =(0,1,0)e K= 0,0, 1),
verifique que:

a)TAT=7A7=KaAK=0T b)TaT=K

9FaK=T1 HEAT=T

e)jaT=-K HEkAT=-T
-> - >

g) 1AK=-1

As seguintes propriedades decorrem imediatamente da definicao
de produto vetorial:

¢ O produto vetorial nao é comutativo. Pela regra da mao direita,
- = = =

u AV eV Au possuem sentidos opostos.

eUAV=VA (- H) =(- H) A (- V) =(- V) AU . Decorre da propriedade
sen O =sen (180° - ).

— —_

- = . = - . -
® Seu eV sao paralelos entaou Av =0. Em particular, v Av =0.
- - - = - - ,
e (mMu)AV =m(uAv)=uA(mv), onde m é um escalar.

- =, , . - -
® Como llu Av |l é adrea do paralelogramo determinado poru ev,
7 . 3 g - 4 7 e
a area do triangulo determinado poru ev é [[u AV| .

2

O produto vetorial é distributivo em relacdo a adigao, ou seja,

Um argumento geométrico para estas duas propriedades é o se-
guinte: observe inicialmente que o produto vetorial de TeV depen-
de apenas da componente de v perpendicular a u, pois esta compo-
nente é IV Il sen 0, como ilustrado na figura abaixo.

f

—
lvi.sen 6

0 [ ‘ u

<4
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O produto vetorial de U eV é obtido tomando a componente de
Vperpendicular a U, fazendo uma rotacdo de 90° no sentido anti-
horaério (pela regra da mao direita) em torno de H, e multiplicando
o vetor obtido por | ull.

- - - - = -

Agora, para compreender, por exemplo, queu A (V +W)=Uu AV +u
ind . g . \ 7 .
AW, considere um vetor u perpendicular a esta pagina e apontando
-> -> - ;.
para o fundo dela. Os vetores v e w podem nao estar nesta pagina,
~ . -
mas pela observagao acima, o produto desses vetores com u depen-
de apenas da projecao de cada um deles nesta pagina. O produto
. - e -
vetorial de u com v, w e v+ w corresponde a fazer uma rotagao dos
- —> - > . ;. . - ,
vetores vV, w e v+ w de 90° no sentido horario (pois u esta apontan-
do para o fundo da pagina) nesta pagina e multiplicar cada vetor
. - - 7

obtido por llull. Como o fator lull é o mesmo para todos eles, a
. e e e e e .
igualdadeu AV +u Aw=u AV +W) ¢é preservada, como ilustrado
na figura abaixo.

Exemplo 3: Mostre que (H + V) A (;/’ - H) = 2(3 A V).

Solucao: Pela propriedade distributiva do produto vetorial em rela-
¢do a adigao, temos:

@AV)A(V -1) —(@+V)AV + (U +V)A(-T)
SUAV)+(VAV)+(UA(-U) +(V A(-1))
—WAV)+(F A(-1))
—@AV)+ U AV)
=2 AV)

9
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Exercicios

1. Dados os vetores 1 = (1,0,0), 7 =(0,1,0) e K = (0, 0, 1), efetuar:
a)(TAT)AK b) T A2T 037127
ATAPAT e)31 A2K H1.(GAT)

9 1.GnT) DERCERY 7. (T A
j)1.(kat)

2.Dados U =(2,-1,1),V =(1,-1,0) e W=(-1, 2, 2), calcular:
A WAV b)V A (W-1) @ +V)A®MU-V)
d) (2u) A (3V) e) (U AV).(UAV)

s T - - e -
3. Mostrequeu AV =v AW=w AU, sabendo queu +v +w=0.

4. Mostre as seguintes identidades:
a)(@-V)AW-V)=(VAUL)+(WAV)+ (T AW)

b) (2U - 3V) A (V - 4W) = (2U A V) - (8U A W) - (12W A V)

5. Mostre que:

- - = = . = = = =
a)seu+2v+w=0,entilou AV =v AW

- — — - - - - —
b)se3u -2v +17w=,entao 3u AV =17V AW

Produto vetorial pelas coordenadas

Preliminares

Para simplificar o calculo do produto vetorial através das coordena-
das dos vetores, utilizaremos determinantes. Vamos entao descre-

ver brevemente suas propriedades basicas.

Um determinante de ordem 2 é definido como

XN o
X, Y, - XY, - XY,
Por exemplo,
3 2
a4 5|7 (3).(5) — (-4).(2) = 23.

Um determinante de ordem 3 é definido como
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a b ¢
U u
uou u, U . | 3 b u .
v, v, v, vV, V3 Vi Vs Vi v,

Por exemplo,

3 2 4
1 3 5=

5 ; 1 5 2+1 3 4
@=L, e+ e

=(6-5).(3) - (2+10).(-2) + (1 +6).(-4)
=3+24-28
=1

O célculo do determinante de ordem 3 pelo procedimento é conhe-
cido como desenvolvimento de Laplace aplicado a 1a linha.

Algumas propriedades basicas dos determinantes sao:

1. A permutacao de duas linhas inverte o sinal do determinante. No
exemplo anterior, temos:

4 5
=(-4).2)-(3).(5)=-23
‘3 2‘ (4.2) - (3)(5)
2. Se duas linhas forem constituidas de elementos proporcionais, o
determinante é zero (duas linhas iguais € um caso particular). Por

exemplo, no determinante a seguir, os elementos da 2° linha sao o
triplo dos elementos da 1°.

3. Se uma das linhas for constituida de zeros, o determinante é
Zero.

4 2
0 0

-0

As propriedades acima referem-se apenas as linhas da matriz pelo
fato de, no estudo do produto vetorial, haver mengao somente as
linhas. No entanto, estas propriedades valem também para as co-

lunas.

9
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Produto vetorial pelas coordenadas

A férmula para o produto vetorial U AVem termos das componen-
tes dos vetores U e V pode ser obtida de forma similar a que fizemos
para o produto interno. Sejam a = (ul, u,, u3) ev = (V],VZ,VS) vetores
do R®. Considerando os vetores 1 = (10,0, _]’= (0,1,0) e K= 0,0,1),
e as propriedades da se¢ao anterior, podemos escrever U AV da

seguinte forma:

g e - = > R» - = > -
=0V (A, V(AR Vg
+u,. v . (JAK)y+u v (kKAaT)+u, v (KAT)
- =5 = = - - = = = >
=(U,v,-u,v,)1+(Uu,v -u.v,).j
—_ —> - = >
+(u,.v,-u,v )k

Esta expressao pode ser mais facilmente descrita como o determi-
nante da seguinte matriz:

Exemplo 1. Determine o produto vetorial dos vetores u-= (1,3,0)e
vV=02-11).
Solugao:

Exemplo 2. Determine um vetor perpendicular ao vetores U= (1,0,
1) eV =(0,1,1).
Solugao: Um vetor perpendicular a UeVEUAV = (-1, -1, 1).

Exemplo 3. Qual a 4rea do triangulo cujos vértices sdao os pontos
P=(1,1,1), Q=(233)eR=(4, 1, 2).

Solugao: Consideremos os vetores correspondentes a dois lados do
triangulo. Pode ser, por exemplo, P_é =(1,2,2)e P_li =(3,0,1).0
produto vetorial desses dois vetores é:
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V= P_é A PR = (2, 5, -6). Logo, a area do triangulo é m = _“65 .
2 2

—_—  —>

Exercicio 4. Refaca o exercicio anterior tomando os vetores OP e QR
— —

Refaga-o mais uma vez tomando agora os vetores RP e RQ.

Exercicios

1.Dadosu =(2,-1,1),V = (1,-1,0) e w = (-1, 2, 2), calcular:

) WAV b) V A (W - 1) QU +V)A@U -V)
d) (2U) A (3V) ) WAV).UAV) £ +V).@AV)

. e e e
Determinar um vetor ortogonal aos vetores 2u +v e v —u, sendo

2.
U=(3,-1,2) eV =(1,0,-3).

3. Dados os vetores U = (1, -1, 2), V= 3, 4,-2) e W= (-5, 1, -4), mos-

- - = e
trar que u.(V AW)=(u Av)w

4. Determinar o valor de m para que o vetor W= (1, 2, m) seja orto-
gonal aos vetores q= (2,-1,0) e V= 1, -3, -1).

5. Dados 0s vetores U = (a, 5b,-c/2) e V= (-3a, X, y), determinar x e y
para queV/\_\Xl:(_)'

Calcule a area do paralelogramo determinado pelos vetores

6.
U=(3,1,2),V =4 -1,0).

7. Mostre que o quadrilatero A =(1,-2,3), B=(4,3,-1), C=(5,7,-3)
e D=(2,2,1) é um paralelogramo e calcule sua area.

8. Calcule a drea do paralelogramo cujos lados sdao determinados
pelos vetores 24 e V, onde 4 = (2, -1, 0), V = (1, -3, 2).

9. Calcular a 4rea do triangulo cujos vértices sao:

a)A=(-1,0,2) B=(4,1,1) C=(0,1,3)
b)A=(1,0,1) B=(4,21) C=(1,2,0)
c)A=(223-1) B=(3,1,-2) C=(1,0,2)
d)A=(12-2) B=(23,-1) C=(0,1,1)

9. Calcular a drea do paralelogramo que tem um vértice no ponto A
=(3, 2, 1) e uma diagonal de extremidades B=(1,1,-1) e
C=(012).

Capitulo VI

PRODUTO MISTO

Definigao

Célculos de comprimentos, areas e volumes sao de inegavel impor-
tancia na geometria. Ja temos instrumentos vetoriais eficientes para
calcular comprimentos de segmentos e dreas de paralelogramos. A
operacao que definiremos agora, chamada de produto misto, é uma
operacao entre trés vetores e a sua mais importante aplicagao é o
calculo de volumes de paralelepipedos.

. - = = —_ —> = ,
O produto misto dos vetores u, v e w, denotado por [u,v,w], é o
numero real definido por:

—_ —> —> - = =
[uvwl=uArv.w

- = —=>_ - - -
Em outras palavras, [u, v,w] é o produto escalar entre u AV e w

7 . ~ - -
Vale a pena observar que nao € preciso colocar parénteses em u AV

. e -> - =
, pois a tinica forma de entender u A v. w é como o produto escalar
—_- = - . . - = =

entre u A ve w. Nao faz sentido pensar em u A V. w como o produto

. - —_ —> .= =, ,
vetorial de u com v.w, pois v. w é um nimero real.

Exemplo 1: Calcule o produto misto dos vetores a = (1,3,0),
V=2-L)ew=(421).
Solucao:



MATEMATICA - Licenciatura

PR
?®  EaD-UFMS I
!‘i
Exercicios
1. Calcule [I_I, ;;, _v:r] nos seguintes casos:
a)u=(21,2) v =(0,33) W =(1,0,1)
b)u =(1, 3, -1) V=(10,-1) w=021,1)
o) u=(0,1,0) v =(0,0,1) w=(1,1,1)
d)u=(1,1,1) v=(1,23) w=(1,4,9)

Produto misto pelas coordenadas

Vamos agora ver como calcular o produto misto quando os vetores
estdo expressos pelas suas coordenadas, de uma forma um pouco
mais direta do que no exemplo acima.

Sed = (u, u, u,), V= (Vy v, v,)e W= (w,, w,, w,) sao vetores do R®
entao:

1 ] k
o - W, U ju uy - U U, -
UAV . W= [0 U, U= Wo- o+ W, =
Vo Vil v vyl 7y vy
ViV, Vg

Exemplo 1. Calcule o produto misto dos vetores u= (1,2, 1),
V=(1,01)ew=(123).

9
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1 2 1
Solucio: [u,v,w]=[l 0 1/=1.(03-21)-2.(1.3-1.1)+

1 2 3

+1.(12-1.0)=-4.

Exercicios
1. Calcule [H,V, W] nos seguintes casos:
a)u=(1,2 -2) V=12, 1,4) w=(2,-1,3)
b) U = (5, -3, -7) v=(3,23) w=(1, 3, 4)
1 =(123) v=(0, 6,18) w=(0,0,3)

Propriedades do Produto misto

As propriedades do produto misto decorrem, em sua maioria, das
propriedades dos determinantes.

I. O produto misto muda de sinal se trocarmos a posicao de dois ve-

tores, pois o determinante muda de sinal ao trocarmos duas linhas.
- - = —

Em relacdo ao exemplo 2, onde [u, v, w] = -4, temos:

- —> —> - -
a)[v,uw] =4 (trocaentreu e v)
- —> —> - -
b) [w,v,u] =4 (troca entre u e w)
- = = - =
¢ [uw,v] =4 (troca entre v e w)

Se, em qualquer um destes trés ultimos produtos efetuarmos nova
troca de posigao entre dois vetores, o produto misto resultante volta
a ser -4. Por exemplo, [V,W ,H] =-4,

o . - —> —>
Portanto, se em relagao ao produto misto [u,v,w] ocorrer:

a) uma troca de posigao - havera troca de sinal
b) duas trocas de posigao - nao haverad troca de sinal

“ 7

Resulta destas propriedades que os sinais “A” e “.” podem ser per-
mutados, isto é:

e e G R 2
UAV . W=U.V AW
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pois,
- = = - —> = - —> = - = = = = =
UAV . W=[u,v,w|=[V,Wu]|=vVAW.u=u.VAW

onde a igualdade [H,;;,_V\'I] = [?,W,l_f] deve-se ao fato de que um des-
tes produtos mistos pode ser obtido do outro através de duas tro-
cas de posicdes, e a ultima igualdade decorre da comutatividade do
produto escalar.

e e e o —_ —> = —_ —> —>
IL [0 +X,V,W]=[U,v, W] +[X,V,W]
- - = = - —> —> - —> =
[u,v +x,w]=[u,v, w]+[u,x,w]
- —> —> - - —> —> - —> =
[u,v,w+x]=[u,v, w]+[u,v,x]

onde x também é um vetor. As provas destas propriedades nao sao
dificeis. Por exemplo,

—

e s e e
u+x,v,w] =(
(

I11. [oa_f,;;,W] = [H,O(;;,W] = [H,V,aW] =a [H,;;,_v:f], onde a é um valor
real. Esta propriedade decorre do fato de que ao multiplicarmos
uma linha do determinante por uma constante, o determinante fica
multiplicado pela constante.

- —> —> ~
IV.[u,v,w]=0 se, e somente se, os trés vetores forem coplanares.

. - —> —> . - - =
Pois, suponha que [u,v,w] =0, ou seja, u A v.w = 0. Temos que
- - . -

u AV é perpendicular a w. Por outro lado, no estudo do produto

-,

. . g V4 . - g ~
vetorial, vimos que u AV ¢ também perpendicular a u e a v. Entao
- -, . - = . s - = =
u AV é perpendicular a u, v e w. Isto significa que u, v e w sdo
coplanares.

. - —> -> ~ ~
Reciprocamente, suponha que u, v e w sdo coplanares. Entao o ve-
- -> . -> - , , .
tor v. A w, por ser perpendicular a ve a w, é também perpendicular
- e e .
au.Logo, seu e v AW sao perpendiculares, o produto escalar deles

, L= = = - —> —>
é zero, ou seja, U AV .w=[u,v,w]=0.

As seguintes propriedades sao casos particulares da propriedade
IV acima:

- = — ,

[u,v,w]=0 se um dos vetores € nulo;

— —> —> .

[u,v,w] =0 se dois vetores forem paralelos.

9
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Exemplo 1. Verifique se os vetores u = (2,-1,1), V= (1,0,-1)e
W= (2, -1, 4) sdo coplanares.

2 -1 1
Solugao: Como [H,V,_V\’I] =1 0 -1 =3#0, os vetores nao sao
coplanares. 2 -1 4

Exemplo 2. Qual o valor de m para que os vetores u = (2,m,0),
V= (1,-1,2)e W= (-1, 3, -1) sejam coplanares?

e s

~ . — —> —>
Solucao: Para que u, v e w sejam coplanares deve-se ter [u,v,w] =

0, ou seja,
2 m O
1 -1 2/=0
-1 3 -1

ou

2-2m-12+m=0.
Portanto, m = -10.

Exemplo 3. Verificar se os pontos A =(1, 2,4), B=(-1, 0, 2),
C=(0,2,2) eD=(-2, 1, 3) estao em um mesmo plano.
Solugdo: Os quatro pontos dados estao em um mesmo plano se fo-

rem coplanares os vetores 1:]3, KE e A_]B, isto é, se
[AB,AC,AD]=0.

o 2 -6
[AB,ACADI=|-1 0 -2/ =0
3 1 7

Logo, os pontos dados sdao coplanares.

Exercicios

1. Dados os vetores U = (3,-1,1), V = (1, 2, 2) e w = (2, 0, -3), calcu-
lar:

a) [u,v,w] b) [W,U,V] o) [4,W,V]

7

2. Sabendo que [H,V,_V\'r] = -5, calcular:
a) [W,V.U] b) [V, 4, W] o) [W, 0, V]

d) [u,w,v]
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3. Sabendo que [H,V,W] =2, calcular:
a) 2w,V U] b) [V,3U,w] o) [U +W,u,v]

4. Sabendo que [H,W,;] =2e [;;,W,;{] =5, calcular
a) [u,X, -w] b) [3U, 3W, -2X | o) [24 + 4V, W

7

X]

5. Verificar se sdo coplanares os vetores

a)u =(1,-1,2) V=221 wW=(204)
b)U =(2,-1,3) V=(3,1,-2) w=(7-1,4)

6. Determinar o valor de k para que sejam coplanares os vetores
a)u =(2,-1, k) v=(1,0,2) w=(k, 3, K)
b)u =2k 1) v=(1,2 k) W=(3,0,-3)

7. Verificar se sao coplanares os pontos
a)A=(1,1,0) B=(21,-6) C=(-1,2,-1) D=(2,-1,-4)
b)A=(2,1,2) B=(0,1,-2) C=(1,0,-3) D=(3,1,-2)

8. Para quais valores de m os pontos A =(m, 1, 2), B=(2,-2,-3), C=
(5,-1,1) eD=(3, -2, -2) estao no mesmo plano?

Interpretacao geometrica do produto misto

. , . - —>
Consideremos o paralelepipedo determinado pelos vetores u, v e
nd . . .

w, como ilustrado na figura a seguir.

Sabemos da geometria que o seu volume V é o produto da area da
base ABCD pela altura h. Como a 4rea da base ABCD ¢ dada pelo
modulo do produto vetorial de e ;;, temos

9
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V=IuAVIih
Mas,

h=1IWl. Icosol,

4 . A g - nd /4 /4 .
onde 0 é amedida do angulo entre u A v e w. Note que é necessario
considerar o valor absoluto |cosO1, pois © pode ser um angulo ob-
tuso. Entao o volume V do paralelepipedo é

- - — - = — - = —>
V=Iluavli.Iwl.lcosOl =lluav.wl = Ill[u,v,w]l.

Exemplo 1. Calcular o volume do paralelepipedo determinado pe-
los vetores U = (1,1,1),V =1,0, 1) e w = (-1, 1, 1).

1 11
Solucio: [u,v,w]= |1 0 1 =-2.
-1 1 1

Logo, V= [H,V,W] I=1-21 =2.
Exemplo 2. Calcular o valor de m para que o volume do paralelepi-
pedo determinado pelos vetores a= (3, m, -2), V= (1,-1,0) e

W= (2, -1, 2) seja 16.

Solugio: Devemos ter V = |l [H,V,W] I =16.

3 m 2
Como [H,V,W] =1 -1 O0|=-2m-8.
2 -1 2

Vem, | -2m -8 | =16, o que, pela definigao de mdédulo, implica duas
hipodteses:
2m-8=16 ou -2m -8 =-16.

E, portanto, m =-12 ou m = 4.

Exercicios

Qual o volume do cubo determinado pelos vetores 1= (1, 0, -0),

1.
7=0,1,0eK=(0,0,1)7?
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2. Um paralelepipedo é determinado pelos vetores U =3 -1,4),
V= (2,0,1)e K= (-2 1,5). Calcular seu volume e a altura relativa a
base definida pelos vetores UeV.

3. Calcular o valor de m para que o volume do paralelepipedo de-
terminado pelos vetores a= O, -1, 2), V= (4,2, -1) e W= (3, m, -2)
sejaigual a 33. Calcular a altura deste paralelepipedo relativa a base
definida pelos vetores UeV.

4. O ponto A = (1, -2, 3) é um dos vértices de um paralelepipedo e
os trés vértices adjacentes sao B=(2, -1, -4), C=(0,2,0)e D=(-1, m,
1). Determinar o valor de m para que o volume do paralelepipedo
seja igual a 20.

5. Dados os pontos A = (2,1, 1), B=(-1,0, 1) e C= (3, 2, -2), deter-
minar o ponto D do e1xo Oz . para que o volume do paralelepipedo
determinado por AB AC e AD seja 25.

6. Determinar m e n para que se tenha (m, n, 2).((3, 1, 2) A (0, 0, -1))
=9.
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INFORMAGOES SOBRE 0 MATERIAL

PREZADO ALUNO,

O presente trabalho foi escrito tendo como norte uma pre-
missa basica: que fosse acessivel ao aluno do 1.2 ano da faculdade.
Para tanto, sua linguagem teria que ser tao clara e didatica quanto
possivel. Por vezes, preferiu-se a apresentacao intuitiva aos refina-
mentos tedricos. Criticas e sugestdes hao de surgir, e serdo bem-
vindas. Resta-nos o consolo de ter envidado esforgos para empregar
utilmente o nosso tempo.

Vocé esta de posse de um material auto-suficiente. Este livro
foi concebido para que vocé adquira os fundamentos necessarios do
calculo vetorial, da geometria analitica e da algebra linear para os
seus estudos posteriores, relativos a sua formagao. O livro foi plane-
jado para que vocé tenha uma formagao de base sélida. Aconselha-
mos estuda-lo utilizando dois tipos de leitura: uma superficial ou
de reconhecimento e outra profunda ou detalhada. A leitura super-
ficial devera ser a da leitura de cada capitulo, paragrafo, teorema,
etc..., todo de uma vez e sem a preocupagao de uma compreensao
detalhada, mas apenas com o objetivo de que vocé tenha uma visao
do conjunto das idéias em questao.

Aconselhamos que vocé faga esta forma de leitura pelo me-
nos duas vezes, em cada unidade. Tendo entao obtido a idéia geral
da unidade na qual esta trabalhando, vocé devera fazer uma leitura
profunda e detalhada, que é o estudo detalhado de cada aspecto
do texto analisado, feito com calma e rigor, e s6 devera finaliza-
la quando a unidade analisada estiver totalmente compreendida,
em seus minimos detalhes. Para esta abordagem vocé devera estar
munido de uma lapis, borracha e papel. Experimente reproduzir o
contetido da unidade, em detalhes, mas nao de forma decorada e
sim como resultado de seu aprendizado. Faga isso e vocé nao se ar-
rependera do trabalho realizado. Acreditamos que sob a orientacao
dessas duas abordagens seu aprendizado ocorrera de forma maxi-
mizada.

O livro é composto por dois médulos:



Modulo 1 - Vetores
Modulo 2 — Geometria Analitica

Em cada capitulo, cada segao é organizada em forma de
defini¢es, lemas, proposigdes, teoremas e corolarios, muitos deles
com demonstragdes com certo nivel de rigor. No entanto, devido
aos objetivos programaticos dessa disciplina, algumas demonstra-
¢Oes foram omitidas, sem prejuizos ao seu aprendizado. O leitor
mais ousado pode consultar a bibliografia recomendada, para en-
tender essas demonstragdes, mas isso nao é uma exigéncia para esse
momento.

Este texto possui muitos exercicios resolvidos, de forma co-
mentada, sobre os diferentes conteidos abordados. A finalidade
deles ¢é esclarecer a teoria apresentada, exemplifica-la, e apresen-
tar um método de resolugao, das diferentes questdes que sao pro-
postas. Isso nao impede que vocé desenvolva outras modalidades
de resolugdes. O importante é que o seu método seja logicamente
consistente. Os exercicios propostos estao apresentados ao longo de
cada segao (e nao apenas no final de cada capitulo) com o intuito de
facilitar ao leitor o emprego dos resultados e técnicas necessarias
para resolvé-los.

Ressaltamos que os exercicios resolvidos desempenham
um papel importante no aprendizado. Sugerimos ao leitor que, ao
estuda-los, utilize o chamado “método do strip-tease” para extrair
deles o maior proveito. O método consiste em tapar a resolucao do
exercicio e tentar resolvé-lo. Nao conseguindo, descobre-se a pri-
meira linha e tenta-se completar a resolucao. Nao conseguindo ain-
da, descobre-se mais uma linha, e assim por diante.

Ao final, apresentaremos algumas referéncias como leitura
alternativa, complementar e até suplementar, dos contetidos em
questao, onde vocé podera encontrar outras visdes sobre os mesmos
assuntos tratados neste texto e, em muitos deles, vocé encontrara
aplicagdes dos topicos estudados. O contato com esses assuntos aju-
dara a ter uma idéia de como a Matematica evoluiu para estruturas
mais complexas.

Desejamos a vocés sucesso em seus estudos.

PREFACIO

Geometria Analitica é o estudo da geometria pelo método
cartesiano (René Descartes, 1596 — 1650), que consiste em associar
equagdes aos entes geomeétricos (reta, plano, etc.), e através do es-
tudo dessas equagdes, tirar conclusdes (com auxilio da algebra) a
respeito destes entes geométricos.

Do ponto de vista da Geometria Analitica, conhecer ou de-
terminar uma reta ou um plano, significa conhecer ou determinar
sua equagio. A Geometria Analitica encontra na Algebra seu aliado
mais importante. Nao apenas a Algebra elementar, como também
a Algebra Vetorial. Os vetores desempenham um papel importante
neste curso, como logo ficara evidente. Eles constituem os instru-
mentos ideais para o desenvolvimento de muitos conceitos impor-
tantes da Fisica e da Matematica.

Sao pré-requisitos para este curso os resultados basicos da
matematica elementar estudados no ensino médio. Espera-se tam-
bém do leitor familiaridade com alguns conceitos da Algebra Ele-
mentar, como determinantes, matrizes e sistemas lineares.



EQUAGOES DA RETA

Equacao vetorial da reta

Consideremos um ponto A = (a, b, ¢) e um vetor nao nulo

- . /. .

vV =(X, ¥y Z)- Obs_e;rve que existe uma tnica reta r que passa por A

e tem a dire¢ao de v. Um ponto P = (, y, z) pertence a r se, e somen-
—

te se, o vetor é paralelo a AP, como ilustrado na figura a seguir.

<4

< Y

X

Por defini¢ao de vetores paralelos, temos que existe um valor real t
tal que

P-A=AP=tV,
ou

P=A+tv.
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Reescrevendo esta equagao em termos das coordenadas, temos
(xy,z)=(a,b, o) +t(x, y, 2).

Qualquer uma das equagdes acima é denominada equacao vetorial

=, . 7 .
daretar. O vetor v é chamado vetor diretor da retar e t ¢ denomi-
nado parametro.

Geometricamente, podemos interpretar a equagao vetorial da reta r
imaginando que r seja uma régua infinita em que o ponto-zero é A
e cuja escala tem IV I como unidade, como ilustrado na figura a se-
guir. A posi¢ao de cada ponto da régua é determinado pelo valor de
t. Por exemplo, para t =2 temos o ponto B. Para t = -3, temos o ponto
C. Se trocarmos o vetor diretor V. por outro, mudaremos a unidade
ou o sentido da escala. Se trocarmos o ponto A por outro ponto der,
mudaremos a origem da escala. Assim como muitas réguas podem
ser imaginadas sobre a mesma reta, muitas equagdes vetoriais po-
dem estar associadas a ela.

C A B

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

|

Exemplo 1: Determine a equagao vetorial da reta r que passa pelo
ponto A = (1, -1, 4) e tem diregio do vetor V = (2, 3, 2).

Solugao: A equagao vetorial der é
oy, z)=(1,-1,4)+t(2,3,2).

Se desejarmos obter pontos de r, basta atribuir valores para t. Por
exemplo, para t =1 obtém-se
Xy, 2)=(1,-1,4+1(2,3,2)=(3,206),

e portanto, o ponto (3, 2, 6) € r. De forma analoga,

e Para t=2 obtém-se (x, y, z)=(1,-1,4)+2(2,3,2)=(5,5,8);

e Para t =3 obtém-se (x, y, z) = (1,-1,4) + 3 (2, 3,2) = (7, 8, 10);
e Para t=0obtém-se (x, y, z) = (1,-1,4)+0 (2, 3,2) = (1, -1, 4);
e Para t=-1 obtém-se (x,y,z)=(1,-1,4)-1(2,3,2)=(-1, -4, 2);

e assim por diante. Todos os pontos acima obtidos pertencem a r. Se
t assumir todos os valores reais, teremos todos os infinitos pontos
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daretar.

Observe que:

e A cada valor real t corresponde um tinico ponto P de r. Reciproca-
mente, a cada ponto P de r corresponde um tinico valor real t.

® A equacao vetorial de uma reta r nao é tinica. Na verdade, existem
infinitas equagdes, pois basta tomar outro ponto de r (em vez de A)
ou outro vetor nao nulo qualquer que seja paralelo a v, que teremos
uma outra equagao vetorial de r.

Exemplo 2: Escreva a equagao vetorial da reta que passa pelos pon-
tosA=(-1,1,0)eB=(3,1,-2).

Solucao:

O vetor diretor de r é o vetor X% =B-A=3,1,-2)-(-1,1,0)=(4,
0, -2). Como ponto da reta, podemos escolher A ou B. Escolhendo B
temos a equagao vetorial

xy,2)=3,1,-2)+t(4,0,-2)

Exercicios

1. Escreva a equagao vetorial da reta que passa pelo ponto A e cujo
vetor diretor € o vetor , nos seguintes casos:

a)A=(34,-1) V=(1,-12)

b)A=3,4,2) v=(,-1,0)
A=(1,2,-1) Y =(0,0,3)
d)A=(0,0,0) V=121
e)A=3,5,18) ¥ = (5,20, -14)
f)A=(0,0,0) ¥ =(1,0,0)

2. Escreva equagdes paramétricas da reta que passa pelos pontos A
e B, nos seguintes casos:

a)A=(3,-1,4) B=(4,0,5)
b)A=(-1,5,7) B=(81,9)
A=(0,1,3) B=(1,-1,2)
d)A=(-1,-2,-3) B=(8,9,10)
e)A=(1,-1,0) B=(0,0,0)
f)A=(0,0,0) B=(2,0,0)

Exemplo 4: Considere a reta r cuja equagao vetorial é (x, y, z) = (1, 0,
1) + t (-1, 1, 2). Determine os pontos de r que distam V6 do ponto
A=(1,0,1).
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Solugao:
Seja X = (x, y, z) um ponto procurado. Como X é um ponto de r, ele
satisfaz as equagdes de r para algum t, ou seja, existe um valor real
t tal que

%y, 2)=(1,01)+t(-1,1,2)=(1—-tt 1+2t).

P_Qr outro lado, o vetor AX é dado por
AX=X-A=(x,y,2)-(1,0,1)=(1-tt 1+2t) - (1,0, 1) = (- t, t, 2t).

A distancia de A a X é dada pelo médulo do vetor AX.
DAXH = 1X - Al = (-0 + € +207 =6t = (V6

Fazendo agora \tl\/g , temos Itl =1, e portanto, t = + 1. Substituindo
cada valor de t na equagao de r, encontramos os pontos (0, 1, 3) e (2,
-1, -1). Isto significa que temos, na verdade, dois pontos procurados,
que sao (0,1, 3) e (2, -1, -1).

Exercicios
1. Dada a reta r por sua equacio vetorial, e dado o ponto A, deter-
mine os pontos de r que distam m de A, nos casos:

a)X=(-1,0,-1)+t(2,1,2) A=(-1,0,-1) m=6
b)X=(1,1,0)+t(2,0,0) A=(1,2,2) m=+5
9X=(1,1,0+t(20,1) A=(2,1,1) m=1/2

2. Dada a reta r pela equagao vetorial X =(1, 0, 0) + t (-1, -1, -1) e os
pontos A=(0,0,1)eB=(1, 1, 1), determine o ponto de r equidistante
de AeB.

Equagdes paramétricas da reta

Considere a equagao vetorial da reta r
(x,y,2z)=(a,b,0)+t(x,y,z),

que passa pelo ponto A = (a, b, ¢) e tem a direcao do vetor nao nulo
V= (X, ¥y 2,)- Podemos também escrever esta equagao como

(xy z)=(a+tx,b+ty, c+tz).

Pela condigao de igualdade de vetores, obtemos
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x=attx,
y=b+ty,
z=C*1z

Estas trés equagdes recebem o nome de equagdes paramétricas da
retar.

Exemplo 1: Determine as equacdes paramétricas da reta r: (-1, 2, 3)
+t(2,-3,0).

Solugio:

As equagOes paramétricas de r sao

x=—1+2t
y=2-3t
z=3

Exemplo 2: Determine as equagdes paramétricas da reta r que passa
pelo ponto A = (3,-4, 2) e tem direcao do vetor V= 2,1,-3).
Solucao:

As equagdes paramétricas de r sao

x=3+2t
y=—4+t
z=2-3t

Exercicios
1. Escreva equagdes paramétricas da reta paralela ao vetor Ve que
passa pelo ponto A, nos seguintes casos:

a)A=(-3,4,-1) v=(1,-1,2)
b)A=3,4,2) v=(1,-1,0)
QA=(1,2-1) v=(0,0,3)
d)A=(0,0,0) v=(1,21)
e)A=(3,5,18) V= (5,20, -14)
f)A=(0,0,0) ¥=(1,0,0)

Exemplo 4: Dado o ponto A = (2, 3, -4) e o vetor V= (1, -2, 3), pede-
se:

a) Escrever as equagdes paramétricas da reta r que passa por A e
tem direcao de v.

Solucao:

As equagdes paramétricas de r sao

e .
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x=2+t
y=3-2t
z=—4+3t

b) Encontrar os dois pontos B e C de r correspondentes aos parame-
tros t=1 e t =4, respectivamente.

Solucio:

Das equagdes paramétricas acima tem-se:

x=2+()=3

eparat=1, y=3-2()=1 . B=G,1,-1)er.
z=—4+31)=-1
x=2+(4)=6

eparat=4, yy=3-2(4)=-5 . B=(6,-58) €er.
z=—4+3(4)=8

) Determinar o ponto de r cuja abscissa ¢ 4.
Solugao:
Como o ponto tem abscissa 4 (x = 4), temos

4=2+t (1°. equagao de r), e portanto, t=2.

Agora, substituindo t nas outras equagdes, temos

{y=3*2(2)=*1
z=-4+3(2)=2

Logo, o ponto procurado é (4, -1, 2).
d) Verificar se os pontos D = (4, -1, 2) e E=(5, -4, 3) pertencem ar.

Solugao:
Um ponto pertence a reta se ele satisfaz as equagdes de r.

e para D = (4, -1, 2) as equagdes

4=2+t
—1=3-2t se verificam para t =2, e portanto, D € r.
2=-4+3t
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e para E = (5, -4, 3) as equagoes

5=2+t
—4=3-2t
3=—4+3t

nao sao satisfeitas para o mesmo valor de t (t =3 satisfaz a 1° equagao
mas nao as duas outras). Logo, E ¢ 1.

e) Determinar os valores de m e n para que o ponto F = (m, 5, n)
pertenca ar.

Solucao:

Para que F pertenga a r, as equagoes

m=2+t
5=3-2t devem se verificar para algum real t.
n=—4+3t

Da equacao 5 =3 - 2t, obtemos t =-1. Substituindo t nas outras equa-
cOes, temos:

{ m=2+(-1)=1
n=—4+3-1)=-7

f) Escrever outra equagdo paramétrica de r.

Solugido:

Tomando o ponto B = (3, 1, -1) de r obtido no item (b) e o vetor dire-
tor 2V = (2, -4, 6), temos a seguinte equagao paramétrica de r.

x=3+2t
y=1-4t
z=—1+6t

g) Escrever equagdes paramétricas da reta s que passa pelo ponto
G=(5,2 -4)eéparalelaar.

Solugido:

Comos |1, 0 vetor V = (1, -2, 3) também ¢é vetor diretor de s. As
equagdes parameétricas de s sao

x=5+t
y=2-2t
z=—4+3t
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Exemplo 5: Determine as equagdes paramétricas da reta r que passa
pelo ponto A = (2,3,-4) e é paralela ao eixo dos y.
Solugao:
Como r é paralela ao eixo dos y, um de seus vetores diretores é
- ~ frr ~
j =(0, 1,0). Logo, equagdes paramétricas de t sao

x=2+0.t x=2
y=3+1t ou seja, y=3+t
z=—4+0t z=—4

Exemplo 6: Determine as equagdes paramétricas da reta r que passa
pelos pontos A= (-4,1,2)eB=(1, 1, 3).

Solugao:

O vetor diretor de r é o vetor AB =B A = 1,1,3)-(4,1,2)=(5,
0, 1). Como ponto da reta, podemos escolher A ou B. Escolhendo B
temos as equagdes paramétricas

x=1+5t
y=1
z=3+t

Exercicios
1. Escreva equagdes paramétricas da reta que passa pelos pontos A
e B, nos seguintes casos:

a)A=(3,-1,4) e B=(4,0,5)
b)A=(-1,5,7) e B=(81,9)
A=(0,1,3) e B=(-1,-1,2)
d)A=(-1,-2-3) e B=(8,9,10)
e)A=(-1,-1,0) e B=(0,0,0)
f)A=(0,0,0) e B=(20,0)

2. Escreva equagdes paramétricas da reta que passa pelo ponto
A =(1, 0, 3) e pelo ponto médio do segmento BC, onde B = (1, 7, 8)
e C=(1,-7,2).

3. Escrever equagdes paramétricas das retas que passam pelo ponto
A = (4, -5, 3) e sao, respectivamente, paralelas aos eixos Ox, Oy e
Oz.

x=2+t
4.Dadaaretar: {y=3—t ,determinar o ponto de r tal que

z=—4+2t
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a) a ordenada seja 6 (y = 6);
b) a abscissa seja igual a ordenada (x =y);
¢) a cota seja o quadruplo da abscissa (z = 4x).

5. A reta r passa pelo ponto A = (4, -3, -2) e é paralela a reta s:

x=1+3t
y=2-4t
z=3—t

Se P = (m, n, -5) € r, determine m e n.

6. Determinar o ponto P = (m, 1, n) que pertence a reta que passa
pelos pontos A =(3, -1, 4) e B=(4, -3, -1).

7. Considere o triangulo de vértices A =(-1,4,-2), B=(3,-3,6) e C
=(2,-1, 4). Escreva as equagdes paramétricas da reta que passa pelo
ponto médio do lado AB e pelo vértice C.

8. Os pontos M, = (2, -1, 3), M, =(1, -3, 0) e M, = (2, 1, -5) sdo pontos
médios dos lados de um triangulo ABC. Obter as equagdes paramé-
tricas da reta que contém o lado cujo ponto médio é M,.

Equagoes simétricas da reta

Considere as equagdes paramétricas da reta r que passa pelo ponto
. - Ing
A =(a, b, c) e tem a diregdo do vetor v = (x,, y,, z,), onde x, y, e z,
530 nao nulos.
X=atx,

y=b+ty,
z=cttz

Isolando t nas trés equagdes, obtemos

(= X—a (= y~b e t= 27 ¢
X Yi z
Podemos escrever entao
X—a -b_z—c¢
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Estas equacOes recebem o nome de equagdes simétricas da reta r
que passa pelo ponto A = (a, b, c) e tem a diregao do vetor

>
v = (X1’ Y Zl)'

Exemplo 1: Determine as equagdes simétricas da reta r que passa
pelo ponto A = (3, 0, -5) e tem direcgao do vetor V= (2,2,-1).
Solugao:

As equacdes sao

x—3 _
2

z+5
-1

Y-
2

Note que se desejarmos obter outros pontos da reta, basta atribuir
um valor qualquer a uma das variaveis. Por exemplo, para x = 5,
tem-se

5_3=1=X=Z+5
2 2 -1

O que implica quey =2 e z=-6. Logo, (5, 2, -6) pertence ar.

Exercicio proposto

1. Escreva equagdes simétricas da reta paralela ao vetor v e que pas-
sa pelo ponto A, nos seguintes casos:

a)A=(-3,4,-1) V=(,-1,2)

b)A=(3,4,2) V=(1,-1,0)
O A=(1,2-1) YV =(0,0,3)
d)A=(0,0,0) V=(1,21)
e)A=(3,5,18) V= (5,20, -14)
£)A=(0,0,0) V=(1,0,0)

Exemplo 3: Determine as equagdes paramétricas da reta

x—4

=y+1=2z-1.

Solugao: Observe inicialmente que 2z -1 = =4

%
Logo, um ponto da reta é (4, -1, 1/2) e um vetor diretor é (3, 1, 1/2).
As equacgdes paramétricas sao

x=4+3t y=-1+t e z=1/2+1t/2.
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Exemplo 4: Determine um ponto e um vetor diretor da reta dada
pelas seguintes equagdes simétricas

3x—2 _ -y —, 45
7 4

Solucao:
Primeiramente, reescrevemos cada membros acima de forma mais

3x-2 _ 3(x-2%) _x-2
7 7 %
I—y-Ay-Dh-y-l
4 4 -4

conveniente.

z+5=2-()
1

Logo, as equagdes dadas equivalem a

x=2 _y-1_ (5

% = 1

Portanto, elas representam uma reta que contém o ponto (2/3, 1, -5)

e tem o vetor (7/3, -4, 1) como vetor diretor.

Exercicios
1. Determine um ponto e um vetor diretor da reta dada pelas se-
guintes equacOes simétricas. Em seguida, escreva as equagdes para-
meétricas das seguintes retas:
a) I=x _2y+4 _z-1
8 3 2

d) 3x+1 _ 4y+1_ 5z—1
2 3 18

e)X=y=2z
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2. Verificar se os pontos A = (5, -5, 6) e B = (4, -1, 12) pertencem a
reta

-1 2 -2
3. Determinar o ponto da reta r: x71_y+3_z que possui
a) abscissa 5; 2 -1 4
b) ordenada 2.
Nota:

Qual a finalidade de estudar tantas formas de equacdes da reta?
Acontece que cada uma tem suas caracteristicas proprias que, bem
exploradas, simplificam certas tarefas. A forma vetorial é intrinseca
e nao depende de sistema de coordenadas. Por isso, € util em situ-
acdes tedricas ou quando nao se fixou um sistema. A forma para-
métrica e sua forma vetorial equivalente permitem a caracterizagao
dos pontos da reta com o auxilio de um tinico parametro t, o que,
na pratica, leva a redugao do nimero de incognitas (em vez de trés,
X, y, e z, trabalhamos com uma, t). A forma simétrica, que nao apre-
senta parametro, exibe relagdes que as coordenadas dos pontos da
reta devem manter entre si. Um aspecto comum as trés formas ¢ a
funcionalidade visual: basta olhar as equagdes para obter um ponto
da reta e um vetor diretor.



Capitulo Il

Retas ortogonais e perpendiculares

Dadas as retas r e s, cujos vetores diretores sao eV, respectiva-
mente. Utilizando propriedades do produto interno que estudamos
no moédulo sobre vetores, podemos concluir que r é ortogonal a s
se e somente se U L V. Recordemos que ULV see somente se o
produto interno entre UeV ézero (ﬁ V= 0). Portanto, podemos
escrever

, - =
réortogonalas <> u .v =0.
Ressaltamos que retas ortogonais podem ser concorrentes (ou seja,

podem interceptarem-se) ou nao. Caso sejam concorrentes, dizemos
que sao perpendiculares.

Exemplo 1: Verifique se as retas r e s abaixo sdo ortogonais

x=2-t X =2t
T =t S: y=t
z=1+3t z:10+%

Solucao:
Temos das equagdes acima que u-= (-1,1,3)e V= (2,1, 1/3) sao os
vetores diretores de r e s, respectivamente. Como

T.V=(1,13).@21,)=(-1)2+1.1+3. =0,

concluimos que r e s sdo ortogonais.
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Exemplo 2: Verifique se as retas r e s abaixo sao ortogonais

x=2-2t
riy=0 S:XT_lzy:Z
z=06t

Solucao:

De forma analoga ao exemplo anterior, temos que d= (-2,0,6) e

v = (2, 1, 1) sao os vetores diretores de r e s, respectivamente.
Como

TV =(-2,06).(21,1)=(-2)2+01+610,

concluimos que r e s ndo sdo ortogonais.

Exercicios

1. Decidir se as retas r e s sao ortogonais ou nao, nos seguintes ca-

s0s:
a)r:x=2t y=1-t z=1
six=t y=1+2t z=30+10t

3 4 5
six=1+2t y=-t z=-t
1-2x
Q) r —y=z
5 y
s X_Y_Z2
2 3 2

2. Determine m de modo que sejam ortogonais as retas r e s, nos

casos:
2x—1
a) r 3—y=2-z
5 y
s:x=mt y=3 z=1-t
byrix=1-t y=2+t z=3
s X_Y
m 2m
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orXZl_y=3_z-4
2 m 2m
s X 2yl
m 4m
ar 3x—2:3—4y:Z
1 2
s:x=1+3mt y =2mt z=1

3. Determine a reta que passa pelo ponto A = (1, 3, 5) e intercepta o
eixo z perpendicularmente.

Intersecgao de retas

Duas retas r e s sao concorrentes, ou seja, elas se interceptam em um
ponto P se e somente se P verificar simultaneamente as equagdes de
r e s. Isto equivale a dizer que o sistema obtido igualando as equa-
¢Oes de r e s tem solugao Unica. Isto sera mais bem compreendido
através dos exemplos a seguir.

Exemplo 1: Verifique se as retas r e s abaixo sdo concorrentes. Caso
afirmativo, dé o ponto de intersecgao:

rrx=1-2t y=2+4t z=-t
six=1+t y=t z=1-t
Solucao:

Igualando as respectivas equagdes, temos o seguinte sistema de
equagdes nas incognitas t e t':

1-2t=1+¢ 2+4t=t t=1-t

Devemos agora verificar se o sistema acima tem solugao tinica. Para
isso, vamos considerar um sistema formado por quaisquer duas de-
las, digamos pelas duas primeiras equacdes, e depois verificar se
a solugao encontrada satisfaz a equagao restante. Considerando o
sistema formado pelas duas primeiras equagdes com t e t' como in-
cognitas, temos

{2t+t'=0
4t-r=-2
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Resolvendo o sistema, obtemos t = - 1/3 e t'=2/3. Estes valores veri-
ficam a terceira equagao.

Portanto as retas se interceptam no ponto cujas coordenadas podem
ser calculadas substituindo t=-1/3 nas equagdes de r ou t'=2/3 nas
equacdes de s:

T: x=1-2(-1/3)=5/3
y=2+4(-1/3)=2/3
- (-1/3)=1/3

Portanto, o ponto de interseccao é P =(5/3, 2/3, 1/3).

Exemplo 2: Verifique se as retas r e s abaixo sao concorrentes. Caso
afirmativo, dé o ponto de intersecgao:

rix =2t y=-1 z=4+t
s:xfl=—y72:E
4 6
Solugao:

Substituindo X, y e z nas equagdes de s pelas suas respectivas ex-
pressdes nas equagdes de r, obtemos

ou seja,

2t-1=-
4t
6

Blws|w

Da primeira equagao obtemos t = 1/8 e da segunda t = - 17/2. Isto
significa que o sistema nao tem solugéo, e portanto as retas ndo tem
ponto em comum.

Exemplo 3: Verifique se as retas r e s abaixo sdo concorrentes. Caso
afirmativo, dé o ponto de intersecgao:
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Solucao:
Das equacdes de s temos y = x e z = x. Substituindo nas equagdes
de r, obtemos:

Da primeira igualdade, obtemos
3(x-1)=2(x-1)

e resolvendo esta equagdo chegamos a x =1. A segunda igualdade
(x-1)=3 (x-1), também fornece x =1. Assim, x=y=z=1é a tinica
solugao do sistema formado pelas equagoes de r e s. Concluimos
dai que r e s sao concorrentes e que P = (1, 1, 1) é o ponto de inter-
secgao.

Exercicios

1. Decidir se as retas r e s sao ou nao concorrentes. Caso afirmativo,
dé o ponto de intersecgao:

a)r:x=5-2t y=3-t z=t
six=2+t y=t z=3-t

b) r: x =2t y=1-t z=0
six=1+t y=1-t z=-1+t

2 3 5

s X—4_y_z-2

6 9 15
d)yr:ix=1+t y=1-t z=t

six=1=y-1=z

or X=(1,01) +t21,3)  sXl_yfl_z+2

2. Determinar a reta que passa pelo ponto A = (0, 1, 0) e pelo ponto
de intersecgao das retas

x—1 x=t
ney Y o S y=—l+t
z=3 z=2+t
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Angulo entre retas

Para melhor compreendermos a definigao de angulo entre retas, va-
mos inicialmente considerar as posigoes relativas entre duas retas
no espaco, definindo o angulo em cada uma delas. Depois veremos
que todos estes casos podem ser tratados de forma tnica. Obser-
vemos que com duas retas r e s no espago pode ocorrer um dos
seguintes casos:

® As retas se interceptam em um ponto, ou seja, sao concorren-
tes: entdo elas determinam quatro angulos, dois a dois opostos pelo
vértice. O angulo entre elas é definido como sendo o menor destes
angulos;

* As retas sio paralelas (ou coincidentes): angulo entre elas é igual
a zero;

® As retas sdo reversas, isto é, nao sao paralelas mas também nao
se interceptam: entao existe uma reta s’ paralela a s e que intercepta
r. Neste caso, o angulo entre r e s é definido como sendo o angulo
entreres’.

Podemos unificar os casos acima da seguinte forma: consideremos
duas retas r e s. Seja s’ uma reta paralela a s e que intercepta r (se s
intercepta r entdo faca s” =s). O angulo entre r e s, denotado por 0, é
definido como o menor angulo entre r e s’, como ilustrado a seguir.

T

[=}

Esta defini¢ao leva imediatamente a conclusao de que 6 =0°sere
s sao paralelas, e 0 = 90° se r e s sdo ortogonais. Em qualquer outro
caso, 0< 0 <90°.

O leitor mais atento ja deve ter observado na figura acima que o
angulo entre r e s pode ser obtido a partir do angulo entre um vetor

[=1

<{
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diretor de r e um vetor diretor de s. Vejamos entao como calcula-lo.

. bnd g . . . A
Se1am u eV vetores diretoresderes, respectivamente, e seja a 0 an-
. - 2 . s ~ .
gulo entre u e v. Note que, a principio, nao sabemos os sentidos de
e . Por exemplo, na figura acima, nao sabemos se estamos tomando
- - . .
u, ou u, como vetor diretor de r. Logo, dependendo dos sentidos
- =
deu eV podemos ter:

® 0 < <90° Neste caso, 0 = a, ou seja, a € 0 angulo entre as retas

res;
® 90° < <180°. Neste caso, 0 =180° - a, ou seja, & € 0 complemento
do angulo entre r e s. Note que cos 0 = cos (180° - a) = - cos a, neste

caso.

Resumindo estes calculos em termos dos cossenos dos angulos 0 e
a, temos

® cos O = cos a, no primeiro caso;
e cos 0 =- cos a, no segundo caso.

Em ambos os casos temos que cos 0 = |cos al.

Pelo estudo que fizemos do produto interno, sabemos que

7.7

|cos af = 2l
171
Logo, o angulo 0 entre as retas r e s é dado por:

|cos 0] = ‘ﬁ‘j‘

71

Exemplo 1: Calcular o angulo entre as retas

=3+
o . LXF2_y-3_z
y=t B
z=—1-2t

Solucao:

Os vetores diretores de r e s sao, respectivamente, a= 1,1,-2)e
V= (-2, 1, 1). Pela férmula acima, temos:

2D N " -
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cos )= 177 = |(1L1-2).C2,LD) | _ 3 -3 -

=1
[l ] e+ 22 22+ oA 6 2

Logo, 6 = arc cos (1/2) = 60°.

Exemplo 2: Calcular o dngulo entre as retas r: (1, 1, 9) + t(0, -1, 1) e
s:x—y+3=z=4.

Solugao:

Como se vé facilmente, um vetor diretor de r é U = 0, -1, 1). Uma
forma de obter um vetor diretor de s é tomar dois pontos A e Bem s
e calcular o vetor V = AB - B - A.Por exemplo, A=(1,0,4) e B=(2,
1, 4) sao pontos de s, pois satisfazem sua equagao. Logo, V= (1,1,0)
é um vetor diretor de s. Aplicando a férmula acima, temos:

= Ja7] —0-L).0Lo) | - 1

[l 242 2

|cos O

e, portanto, 0 = arc cos (1/2) = 60°.

Exercicios

1. Determinar o dngulo entre as seguintes retas:

a) e e S‘i=—y+6=z—71
YTt 211
z=3-2t

_ z+1

b) r:{yf 2x+3 s: Y:T
z=Xx—2 x=4
x:1+\/§t

C) rdy—t¢ e s:{x:3
y y=2
z=5-3t

2. Determinar o valor de n para que seja de 30° o angulo entre as
retas:
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a) pX“2_y_z € s:{y=nX+5
4 5 3 z=2x—-2

b) r:{y=nx—1 e s:eixoy
z=2X

3. Obtenha as equagdes de uma reta que contem o ponto P = (1, -2,
3) e forma angulos de 45° e 60°, respectivamente com os eixos Ox e

Oy.

4. Obtenha as equagdes de uma reta r que contem o ponto P = (1, 1,
1) e é concorrente com a reta s: x = 2y = 2z, sabendo que o cosseno
do angulo entrere s é 1.

3
5. A diagonal AC de um quadrado ABCD esta contidana retar: (1,
0,0) +t (0, 1, 1). Conhecendo A = (1, 1, 0), determine os outros trés
vértices.

Capitulo Il

Equacéo geral do plano

Seja m é um plano. Qualquer vetor nao nulo ortogonal a « sera cha-
mado de vetor normal a 7. Se um vetor 1 = (a,b,c)énormalane A
=(Xy Yy Z,) € um ponto de 7, um pont(i> P =(x,y, z) pertence a « se,
e somente se, o vetor AP é ortogonal a n. Sabemos que dois vetores
sao ortogonais se, e somente se, 0 produto interno entre eles é zero.
Logo, P pertence a & se, e somente se,

5 A.(P-A)=0

Desenvolvendo esta expressao obtemos:
(a,b,0). (x-x,y-y,2-2)=0
a(x-x)+b(y-y)+c(z-z)=0

ax +by +cz - ax, - by, - cz,=0

Fazendo - ax, - by, - cz,=d, obtemos
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ax+by+cz+d=0
Esta equagao é chamada de equagao geral do plano .

Observagoes:

e Assim como o vetor n = (a, b, ¢) é normal a ©, qualquer vetor pa-
ralelo a i também é normal a 7. Alem disso, também ¢ normal a
qualquer plano paralelo a .

e E importante notar que os trés coeficientes a, b e ¢ da equagio
geral do plano representam as componentes de um vetor normal ao
plano. Por exemplo, se um plano é dado por 3x +2y —z+1=0, um
de seus vetores normais € (3, 2, -1).

e Para obter pontos de um plano dado pela sua equagao geral, basta
atribuir valores arbitrarios para duas de suas variaveis e calcular o
valor da outra na equagao dada. Assim, por exemplo, se na equagao
anterior fizermos x =4 e y =-2, teremos:

3(@)+2(2)—2z+1=0
12-4-2z+1=0
z=9

e, portanto, o ponto (4, -2, 9) pertence a este plano.

Exemplo 1: Obter uma equacio geral do plano © que passa pelo
ponto A =(2,-1,3) e tem = (3, 2, -4) como vetor normal.

Solucao:
Como R é vetor normal a x, sua equacdo geral é 3x +2y —4z +d
= 0. Sendo A um ponto de 7, suas coordenadas devem verificar a
equacao, isto é,

3(2)+2(-1)-4@B)+d=0

6-2-12+d=0

d=8

Logo, uma equagao geral de n é 3x +2y —4z +8=0.

Exercicios

1. Obtenha uma equagéo geral do plano que passa pelo ponto A e

e i
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- .
tem n como vetor normal, nos seguintes casos:

a)A=(0,1,2) n=(2 -6 -1)
b)A=(1,1,0) n=(,-1,1)
)A=(0,0,0) n=(1,1,1)
d)A=(5,36) =2 -10, 0)
e)A=(0,3,4) n=(1,0,0)

2. Obtenha equagao geral para os trés planos coordenados Oxy, Oxz
e Oyz.

3.Dado o plano n:3x +y —z—4=0, calcular:

a) O ponto de n que tem abscissa 1 e ordenada 3;

b) O ponto de n que tem abscissa 0 e cota 2;

) O valor de k para que o ponto (k, 2, k — 1) pertenca a ;
d) O ponto de abscissa 2 e cuja ordenada é o dobro da cota.

4. Representar graficamente os planos de equagdes:
a)3x+4y+2z-12=0

b)6x+4y-3z-12=0

ox+y-3=0

d)2x+3y-6=0

e)3x+4z+12=0

f)2z-5=0

gy+4=0

h)2x-y=0

Exemplo 3: Obter uma equacao geral do plano © que passa pelo
ponto A =(2, 1, 3) e é paralela ao plano w, : 3x —4y -2z +5=0.

Solucao:

Como = é paralelo a 7, o vetor o= (3, -4, -2), normal a ;, é também

normal a n. Logo, a equagao geral de n é da forma
3x—-4y-2z+d=0.

Como A € m, suas coordenadas devem verificar a equagao, isto ¢é,

3(2) —4(1)-2(3) +d =0, de onde concluimos que d = 4. Portanto,

uma equagao de m é

3x -4y -2z+4=0.
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Exercicios

1. Obter uma equacdo geral do plano que passa pelo ponto A e é
paralela ao plano , nos casos:

a)Aequagaodené 2x—-y+z—-4=0

b) Aequagaodené x-y-z+10=0

c)Aequacaodené z=0

2. Dado o plano n: 3x +y —z—4 =0, calcular o valor de k para que o
plano ©t, : kx —4y +4z—7=0 seja paralelo a .

x=5+3t
Exemplo5: Aretar: y=—4 42t é ortogonal ao plano n que
7=1+1t

passa pelo ponto A = (2, 1, -2). Determinar uma equacgao geral de
.

Solucao:

Como r L, o vetor n= (3, 2, 1), vetor diretor de r, é vetor normal a
n. Logo, a equagao geral de © é da forma

3x+2y+z+d=0.

Como A e n, devemos ter 3(2) +2(1) + (-2) + d = 0, de onde conclui-
mos que d = -6. Portanto, uma equacao de n é

3x+2y+z-6=0.

Exercicios

1. Obtenha uma equagao geral do plano que passa pelo ponto A e é
ortogonal a reta r, nos casos:

x=1—t
a)A=(-1,0,2) 1y =2t

z=t

x=1+4t
b)A=(0r2r2) T y:2*2t

z=3

X =2+2t
9A=(123) oy

z=4t

e i
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2. Obtenha uma equacao geral do plano que passa pelo ponto mé-
dio do segmento que liga A = (5, -1, 4) e B=(-1, -7, 1) e é perpendi-
cular a esse segmento.

Exemplo 7: Obter uma equacao geral do plano n que passa pelo
ponto A =(-3, 0, 1) e é paralelo ao plano ©, que contém os vetores
W=(2,1,3) eV =(-1,0,1).

Solucio:

Como = é paralelo a n,, qualquer vetor ortogonal a 7, é vetor normal
a 7. Pelo estudo que fizemos sobre produto vetorial, sabemos que
um vetor ortogonal &, é U AV, que pode ser calculado por

=1.7-5.7+1.K
=(1,-5,1).

Logo, a equacao geral de n é da forma
x-5y+z+d=0.

Como A e n, devemos ter 1(-3) — 5(0) + 1(1) + d =0, e dai d = 2. Por-
tanto, uma equacao geral de 7 é

x-=5y+z+2=0.

Exercicios

1. Obter uma equagao geral do plano que passa pelo ponto A e é
paralelo aos vetores Te ;;, onde

a)A=(0,0,8) =412 V=(2-12)
b)A=(-7,1,1) =(3-1,2) V=(1,1,-1)
)A=(0,0,0) d=(1,23) V=(1,1,2)
dA=(1,1,-1) =3 -1,-2) V=(-1,-21)
e)A=(1,0,1) d=(0,1,0) V=(-1,0,1)

2. Obter uma equagao geral do plano que passa pelos pontos A, B e
C, nos casos:

a)A=(2,22) B=(2,0,2) C=(2,4,6)
b)A=(4,2,-2) B=(0,-2 2) C=(2,42)
QA=(-3,1,-2) B=(4,1,1) C=(-2,0,-2)
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3. Obter uma equagao geral do plano que intercepta os eixos coor-
denados nos pontos de abscissa, ordenada e cota iguais a -3, 6 e -5,
respectivamente.

4. Obter uma equagao geral do plano w, nos seguintes casos:

a) m € paralelo ao eixo dos z e contém os pontos (0, 3, 4) e (2, 0, -2);
b) n é paralelo ao eixo dos x e contém os pontos (-2, 0, 2) e (0, -2, 1);
) n € paralelo ao eixo dos y e contém os pontos (2, 3, 0) e (0, 4, 1);
d) n é perpendicular ao eixo dos y e contém os pontos (3, 4, -1);

e) m contém o ponto (1, -2, 1) e o eixo dos x.

Equagdes paramétricas do plano

Seja m é um plano. Considere um ponto A pertencente a © e dois
vetores il e V paralelos a , porém nao paralelos entre si, como ilus-
trado na figura abaixo. Entao um ponto P pertence a r se e somente
se os vetores P — A, d e Vsio paralelos a m, o que equivale a dizer
que P — A pode ser expresso como uma soma de multiplos escalares
ded e V. Mais precisamente, P pertence a n se e somente se existem
escalares h e t tais queP—A=h.H+t.V.

Logo,
P=A+h.U+t.V.

~ 7 ~ . - - .
Esta equagao é chamada equagao vetorial de . Os vetores u e v sao
os vetores diretores.

Considerando as coordenadas dos pontos e vetores acima, diga-
mos,

P=(xy,2), A=(x,yy%) U=(a,a,a) e V=(bl, b2 b3),

a equagao vetorial acima fica

e i
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%y, 2)=(X,y,2)+h.(a,a,a)+t.(b,b,b,).

Esta equacao também pode ser reescrita como

X =X, +ha, + b,
y=Y,tha, +tb,
z=17,+ha,+1tb,

equagdes estas chamadas de equagdes paramétricas de .

Exemplo 1: Obter equagdes paramétricas do plano © que contém o
ponto A =(2, 1, -1) e possui d= (3,4,5) e V= (-1, 0, 4) como vetores
diretores.

Solugao:

Temos imediatamente:

x=2+h3+t(-1) x=2+3h—t
y=1+h4+t0 ou seja, y=1+4h
z=-1+h5+t4 z=—1+5h+4t

De forma analoga a equagao paramétrica da reta, se desejarmos
obter pontos do plano =, basta atribuirmos valores para h e t. Por
exemplo, parah=0e t=1 obtém-se

x=1; y=1 e z=3,

e portanto, o ponto (1, 1, 3) € n. De forma analoga,

e Parah=1 e t=0obtém-se (x, y, z) = (5, 5, 4);

e Parah=-1 e t=2 obtém-se (x, y, z) = (-3, -3, 2);

e Parah=2 e t=1obtém-se (x,y, z) = (7,7, 13);

eParah=1 e t=1obtém-se (x, y, z) = (4,5, 8),
e assim por diante. Todos os pontos acima obtidos pertencem a .
Se h e t assumirem todos os valores reais, teremos todos os infinitos
pontos de m.
As seguintes observagdes também sdo pertinentes:
® A cada valor real de h e t corresponde um tnico ponto P de .
Reciprocamente, a cada ponto P de n corresponde um tinico valor

realdehet.

* A equagao paramétrica de um plano n nao é tinica. Na verdade,

107



) R
MATEMATICA - Licenciatura EaD+UFMS I

® e

existem infinitas equagdes, pois basta tomar por exemplo um outro
ponto de © (em vez de A) ou outro par de vetores diretores, que te-
remos uma outra equagao paramétrica de m.

Exercicios

1. Obter equagdes paramétricas do plano que passa pelo ponto A e
tem a e V como vetores diretores, nos casos:
a)A=(1,23) u=(45,6) V=(7,809)

b)A=(-1,0,1) u=(2,1,3) V=(1,21)
)A=(0,0,1) u=(31,2) V=(,32)
d)A=(0,0,0) a=(1,0,0) V=00,1,0)
e A=(1,1,1) W=(222) V=(1,214)

2. Escreva equagOes paramétricas dos trés planos coordenados Oxy,
Oxz e Oyz.

3. Escreva equagdes paramétricas do plano que passa pelo ponto
A=(1, 2,4) e é paralelo ao plano de equagao vetorial
% y,2)=(1,0,2) +h.(1,1,2) + t.(4 1, 3).

4. Escreva equagdes paramétricas do plano que passa pelo ponto
A =(-1,4,9) e é paralelo ao plano de equagdes paramétricas

x=30+h+t
y=40—h-—t
z=50+h—t

Exemplo 3: Escreva equagdes paramétricas do plano que passa pe-
los pontos A=(1,1,2), B=(-1,1,-1) e C=(2,2,4).
Solucao:
Precisamos obter os vetores diretores de n. Para isso, podemos fa-
zer:
B-A=(-1,1,-1)=(1,1,2) = (-2,0,-3)
C-A=(2,24-(1,1,2)=(1,12)

Como esses vetores nao sao paralelos, podemos toma-los como ve-
tores diretores de n. Logo, uma equagao paramétrica de n é

x=1-2h+t
y=1+t
z=2-3h+t

e i
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Exercicios

1. Obter equagdes paramétricas do plano que passa pelos pontos A,
B e C, nos casos:

a)A=(1,-1,1) B=(1,1,1) C=(0,0,1)
b) A= (4, -2,-1) B=(-5,-3,-2) C=(0,0,-1)
0 A=(0,0,0) B=(1,1,1) C=(2,23)
d)A=(7,0,2) B=(10,1,2) C=(7,71)

Exemplo 5: Um plano n contém aretar: (x,y, z) = (1,1,0)+t.(2,1,
1) e o ponto P =(1, 2, 3). Obtenha equacdes paramétricas de .
Solucao:

Como n contém r, um vetor paralelo a r é também paralelo a 7. Logo,
u= (2,1, 1) é um vetor paralelo a 7. Tomando o ponto

A =(1,1,0)der, outro vetor paralelo a t é o vetor
P-A=(1,23)-(1,1,0)=(0,1,3).

Como os vetores e P — A sdo paralelos a n e ndo paralelos entre si,
podemos toma-los como vetores diretores de n. Logo, uma equagao
paramétricaden é .

x=1+2h

y=2+h+t

z=3+h+3t
Exercicios

1. Obter equagOes paramétricas do plano que contém a reta r e o
ponto P, nos casos:

a)P=(1,1,4) r:(x,y,2)=(1,0,0)+t(1,1,1)

b)P=(0,0,2) réaretaquepassaporA=(1,1,-1)eB=(0,2 3)

Equagoes paramétricas x Equagao geral

Veremos nesta segao como obter uma equagao geral de um plano a
partir da sua equagao paramétrica e vice-versa.

Exemplo 1: Dadas as seguintes equagdes paramétricas de um pla-

N =1-2h+t

y=2+h-2t
z=3+h
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Obtenha uma equacao geral do plano.

Solucao:

Podemos reconhecer imediatamente nas equagdes acima um ponto
A=(1,2,3)do plano, u-= (-2,1,1)e V= (1,-2,0), vetores diretores do
plano. Agora podemos proceder como no exemplo 4.

1:‘—20
0

21
-

1 o

—_— .l

AV = |-2

1 -2

=2.7-(-1).7+3.K
=2,1,3).

Logo, a equacao geral de n é da forma
2x+y+3z+d=0.

Como A é um ponto do plano, devemos ter 2(1) + 1(2) +3(3) +d =0,
e dai d =-13. Portanto, uma equagao geral de t é

2x+y+3z-13=0.

Exercicios

1. Dadas equagdes paramétricas de um plano, obter uma equagao
geral:

a)x=1+2h+t y=h-t z=h+t

b)x=1-h-t y=0 z=h-2t

c)x=h+2t y=h-t z=2-2h

d)x=h y=t z=1

e)x=1+2h-t y=1-h z=2-h+2t

f) x=30 y=10+h+t z=10-h-t

Exemplo 3: Um plano 7 tem a seguinte equagao geral: 2x -3y + 5z —
2 =0. Obtenha equagdes paramétricas de 7.

Solugido:

Uma forma de resolver este problema ¢é determinarmos trés pontos
A, B e C nao colineares de n e procedermos como no exemplo 3.
Uma outra forma mais direta é a seguinte: fazendoy=h e z=t na
equagao dada, temos

2x-3h+5t-2=0,

e i
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de onde resulta

X:1+§h*§t ,y=h e z=t,
2 2

que sdo as equagdes paramétricas de m.

De forma mais geral, o procedimento acima pode ser realizado do
seguinte modo:
se ax + by + cz + d =0 é uma equagao geral de um plano, entao a # 0
oub#0ouc#0.

esea#0,facay=h e z=t

eseb#0,fagax=h e z=t

esec#0,facax=h e y=t

Assim, por exemplo, se a equagao for y —3z -2 =0, fazemos x =h
e z=t. A equagdo ficay - 3t —2=0. Logo, y = 3t + 2, e as equagdes

paramétricas sao:

x=h, y=2+3t e z=t

Exercicios

1. Dadas a equacao geral de um plano, obter equag0es paramétricas
do mesmo, nos casos:
a)x+3y-5z-2=0

b)10x-y+z=0
c)5x-y=0
d) 2y -14z-3=0
e)x+z=0
f)z-3=0
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Capitulo IV

Planos perpendiculares

. => => .
Dados os planos , e m,, sejam n e n, vetores normais a m, e m,, res-
. ~ ~ . g
pectivamente. Entdo m, e m, sdo perpendiculares se e somente se
= ~ .
en, sao ortogonais.

=2

\/

=]

Recordando as propriedades sobre produto interno de vetores, te-
mos que

- . - -
n, e m, sdo perpendiculares < n .n, =0

Os exemplos a seguir pedem para verificar se os planos dados sao
perpendiculares. Em qualquer caso, o procedimento é sempre o
mesmo: obter vetores normais a cada um dos planos dados e ve-
rificar se o produto interno entre eles é igual a zero. A diferenca
entre esses exemplos esta na forma de obter os vetores normais. Se
o plano for dado através de uma equagao geral, um vetor normal

LI _ _
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pode ser obtido de forma imediata. Mas se ele for dado através de
uma equagao paramétrica, precisaremos fazer um calculo de deter-
minante para obter um vetor normal.

Exemplo 1: Verifique se os planos nt, : 4x + 10y —z+1=0 em,:3x -y
+2z =0 sdo perpendiculares.

Solugao:

Lembre-se de que em uma equacao geral do plano, um vetor nor-
mal é dado pelos coeficientes de X, y e z. Portanto, Hl =(4,10,-1) e
Kz = (3, -1, 2) s@o vetores normais a n, e ,, respectivamente. Como

R, .R,=(4,10,-1).(3,-1,2)=4.3+10. (-1) + (-1).2=0,

n, e T, sdo perpendiculares.

Exercicios

1. Verifique se os planos , e m, sio perpendiculares.
a)m, :3x+y—-4z+2=0 m,:2x+6y+3z=0
bym :2x-1ly+4z-1=0 m,:x+y-2z=0
om:x+3y-z+1=0 m,idx—-y+z=0

2. Determine m de modo que os planos 7, e 7, sejam perpendicula-

res.
a)m, :mx+y-z=0 n,iXx—my+mz—-1=0
b)n, :mx+y-3z-1=0 m,omx-my+1=0
om :x+my+5z=0 n, 4x-my+z=0
dym :x+y+z-m=0 m,i-X+y+m=0

x=h
Exemplo 3: Verifique se os planos n, : x -y =0 em,: {y=h+t
sdo perpendiculares. z=1—h+t
Solugao:

Temos que Hl =(1,-1,0) é um vetor normal a &,. Para obter um vetor
f{z normal a m,, observe que u= (1,1,-1)e V= (0, 1, 1) s@o vetores
diretores de m,. Assim, eles pertencem a 7,. Podemos entdo obter um
vetor ;{2 normal a &, fazendo

k
~1=2 -1, 1).
1

—_ =

i
- - =
n=uaAv=|l

0
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ComoT,.T,=(1,-1,0). (2, -1, 1)=1.2+(-1). (-1)+0.1=3#0,m, e Angulo entre planos
7, ndo sao perpendiculares.

A medida do angulo entre dois planos n, e m, ¢ definida como a me-

x=1+h-2t Xx=2+t dida do angulo entre duas retas r e s, respectivamente perpendicu-
Exemplo 4: Verifique se os planos 7, : 1 y=h em,yy=t laresam, e 1, Sejam U e V vetores diretores de r e s, respectivamen-
sao perpendiculares. 7=t z=h te. Note que U e V sd0 vetores normais a m, e T, respectivamente.

-
-
v u

Solucido:
Das equagdes de n,, temos que (1, 1, 0) e (-2, 0, 1) sdo vetores direto- ‘
res desse plano. Logo

1
=(1,1,0Ar(201)=]1
am,. -2

1

=(1, -1, 2) é um vetor normal

S =~
—_— = X

Analogamente, um vetor normal a 7, é

k
n,=(0,0,1)A(1,1,0)= 1| =(-1,1,0).
0

— S ~1
—_ O ~u

Como Hl . Hz =(1,-1,2).(-1,1,0)=-2#0, n, e T, nao sao perpendi-

culares.
Utilizando os resultados do Capitulo II, sobre angulo entre retas,
. temos que o angulo © entre r e s é dado por
Exercicios
cos 0 = ‘5‘7‘
1. Verifique se os planos m, e , sdo perpendiculares. Hﬁ HHﬁH
a)m, ix+y-2z-4=0 n,: x=2h-t y=1+t z=h

Exemplo 1: Determine a medida do angulo entre os planos
b)n, : x=1+h y=2+h-t z=3-h n,idx—1ly +5z2-1=0 e m,:x+z=0
n,: x=1+h y=2-h+t z=3-h

2

Solugao:
Das equagdes dos planos, temos que d= 4,-11,5)e V= (1,0, 1) sdao
vetores normais a 7, e m,, respectivamente. Entao
eU.V=4.1+(11).0+5.1=9
o Il = Y47+ (=117 +5% =4/162

IV = VE+0>+1> =42

Dai teremos
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Portanto, 6 = 60°.

Exercicios

1. Calcule a medida do angulo entre os planos =, e ,, nos casos:
nix-y=0 m,:y=0

nix+y=0 m,:x=0

n:x-y=0 n,:x+y=0

noix+y+z=1 n,:z=0

ni2x-y+z=0 n,:X+4y-z-1=0

Observe que, assim como na segao anterior, o calculo da medida do
angulo entre dois planos depende unicamente de encontrarmos ve-
tores normais a cada um dos planos dados, o que pode ser imediato
(caso o plano seja dado por uma equagao geral) ou nao (se ele seja
dado por uma equagao paramétrica). Portanto, acreditamos que o
leitor estd preparado para resolver os exercicios a seguir.

2. Calcule a medida do angulo entre os planos , e m,, Nos casos:

x=1+h—t x=2+t
)7,y y=h+2t Tt yy=—2h
z=h z=h+t
nix+y-2z=0 n,: x=-4+h y=0 z=2+t

2. Determinar o valor de m para que seja de 30° o angulo entre os
planos

noix+my+2z-7=0 e m,:4x+5y+3z+2=0

Interseccao de planos

A intersecgao de dois planos nao paralelos ¢ uma reta cujas equa-
¢Oes desejamos determinar.

LI _ .
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Para tanto, dentre os varios procedimentos, apresentaremos trés,
através dos exemplos a seguir. Para fazer os exercicios propostos, o
leitor pode utilizar aquele que ele achar mais conveniente.

Exemplo 1: Determine a reta r, intersecao dos planos
n:5x-y +z-5=0 e m:ix+y+2z-7=0

Solugio 1:

Como r esta contida nos dois planos, as coordenadas de qualquer
ponto (x, y, z) de r devem satisfazer simultaneamente as equagdes
dos dois planos. Logo, os pontos de r constituem a solugao do sis-
tema r:

r_{Sxnyrsz:O
’ x+y+2z=7=0

Este sistema tem infinitas solugdes (sao os infinitos pontos de r). Fa-
zendo, por exemplo, x =t e resolvendo o sistema em funcao de t,

x=t
temosr: <y=3t—] quesao asequagdes paramétricas de r.
z=-2t+4

Note que, de forma analoga, podemos também fazery=touz=t, e
resolver o sistema em fungao de t.

Solugao 2:
Um outro procedimento é obter dois pontos der, e a partir deles um
vetor diretor. Por exemplo, fazendo x = 0 nas equagdes de =, e =,
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obtemos-y +z-5=0 e y+2z-7=0,dondez=4 e y=-1. Logo,
opontoA=(0,-1,4) er.
Fazendo agora x =1, obtemosy =2 e z=2.Logo, B=(1,2,2) .

Temos agora dois pontos de 1, e portanto, o vetor B—A = (1, 3, -2) é
vetor diretor de r. Logo, r : sao as equagdes paramétricas de r.

Solucao 3:
Como a= 5,-1,1)e V= (1, 1, 2) sdo vetores normais a T, € T, respec-
tivamente, um vetor diretor de r é dado por

—
—

K
5 —1 1| =(3,9,6).
1 2

Por comodidade, podemos usar 1/3 (-3, -9, 6) = (-1, -3, 2) como vetor
diretor de r. Assim, tomando um ponto qualquer de r, por exemplo
A =(0, -1, 4), podemos obter suas equagdes paramétricas

x=t
Fiyy=3t-1
z=-2t+4
Exercicios
1. Dé equagdes da reta intersecgdo dos planos «, e m,, nos casos:
a)m i x+y-z=0 n,ix+y+z=1
b)m :x-y+z=0 m,:x+y-z=0
m :3x+y-32-5=0 n,:x-y-z-3=0
d)n, :2x+y-4=0 n,:z=5
e)m :2x-y+z=0 n,:x=h y=h+t z=2h-t

Sugestao: Uma forma de resolver o item (e) € obter inicialmente a
equacao geral de 7, como estudado na Capitulo 3, e depois proce-
der de forma anéloga a solugao 3.

2. Mostre que as retas abaixo sao paralelas

3x—y—z=0 {X73y+z+3:0
T e I,
8x—2y—3z+1=0 3x—y—z+5=0

LI _ .
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Interseccao de reta e plano

A intersec¢do entre um plano 7 e uma reta r nao paralela a © é um
ponto.

Os procedimentos para determinar este ponto serao ilustrados nos
exemplos a seguir.

Exemplo 1: Determinar o ponto de interseccao da reta r com o plano

1, onde
x=—1+2t
r:qy=5+3t e n:2x-y+3z-4=0
z=3-t
Solugao:

Qualquer ponto de r é da forma (x, y, z) = (-1 + 2t, 5+ 3t, 3 - t). Se um
deles pertence ao plano 7, suas coordenadas satisfazem a equagao
de 7, ou seja,

2(-1+2t) - (5+3t)+3(3-t)-4=0,

o que resulta em t = -1. Substituindo este valor nas equagdes de r,
obtém-se
x=-1+2(-1)=-3,  y=5+3(-1)=2, z=3-(1)=4

Logo, a intersecgao de r e 1 é o ponto (-3, 2, 4).

Exemplo 2: Determinar o ponto de intersecc¢ao da reta r com o plano
n, onde
x=2-2t
riqy=3+t e n:y-z=0
z=t
Solugio:

Procedendo como no exemplo anterior, qualquer ponto de r é da
forma (x,y,z)=(2-2t,3+t, t). Substituindo estes valores na equa-
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¢ao de 7, obtemos (3 +t) —t =0, ou seja, 3 =0, 0 que é um absurdo.
Isto significa que r é paralela ao plano n (r e 7 ndo tem pontos em
comum).

Exemplo 3: Determinar o ponto de intersecgao da reta r com o plano

n, onde
x=2-2t
r:qy=t e n:y-z=0
z=1
Solugio:

Qualquer ponto de r é da forma (x, y, z) = (2 - 2t t, t). Substituindo
estes valores na equacao de w, obtemos t—t=0, ou seja, 0=0, 0 que é
sempre verdadeiro. Isto significa que qualquer ponto de r é também
ponto de 7, ou seja, r pertence a .

Exemplo 4: Determinar o ponto de intersec¢ao da reta r com o plano
n, onde

rl{x—Zy—Zz#—Z:O e n:x+3y+2z-5=0

lox+ y—z=0
Solugio:
Observe que um ponto de r satisfaz as equagdes dos dois planos que
determina r. Logo, se existir um ponto (X, y, z) que pertence a r e
a m, suas coordenadas devem verificar as equagdes dos trés planos
dados, isto €, ele sera solucgao do sistema

X—2y—2z+2=0
2x+y—z=0
x+3y+2z-5=0

Resolvendo o sistema obtém-se x =2, y=-1 e z=23. Logo, (2, -1,
3) é a intersecgao de r e m. Observe que, no exemplo acima, o ponto
obtido esta na interseccao de trés planos, como ilustrado na figura
abaixo.

2D N B .
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Exercicios

1. Determine (caso exista) o ponto de intersec¢ao da reta r com o
plano w, nos casos:

x=1-t

a)r:yy=1+t n:x+y+z=1
z=t
x=2-4t

byr:qy=t nix+2y+z=0
z=2t
x=—1+t

or: y=2-2t n:2x-y+z=1
z=1
X=t

d)r: y=1+2t n:3x-y=3
z=t

2. A retar é a intersecgao dos planos «, e mr, dados por
m2x+2y-z=3 e mix+y-z=0

Obtenha a intersecgao de r com o plano 7 : x+2y -2z +1=0.

3. A reta interseccao dos planos dados, respectivamente, por
x—2y—-4z=1 e x+2y=23é paralela ao plano dado por
x—-2z=37

4. Calcular k de modo que a reta determinada por A=(1,-1,0) e B
=(k, 1, 2) seja paralela ao plano n: x=1+3h, y=1+2h+t, z=3
+3t.

5. Calcular valores de m e n para que a reta r esteja contida no plano

T, NOS Casos:

x=2-2t
a)r: yy=-1-t n:2mx-ny-z+4=0
z=3

b)r:(xy,z)=(n,2,0)+t(2, mn) n:x-3y+z=1



Capitulo V

Distancia entre dois pontos

O estudo da distancia entre dois pontos ja foi realizado na secao so-
bre moédulo de um vetor. Portanto, faremos aqui apenas uma breve
recordacgao deste topico.

Dados os pontos A = (x,, y,, z,) e B=(x,, y, 2,), a distancia d entre A
e B é dada por:

d= =%+ - W+ (B —7)

Exemplo 1: Calcular a distancia d entre os pontos A=(2,-1,3) e
B=(1,1,5).

Solucio: d = A[(1-2) +(1— ()P +(5-3) =49 =3

Exercicios

1. Calcular a distancia entre os pontos A e B, nos casos:
a)A=(1,0,-1) B=(-1,0,1)

b)A=(1,21) B=(1,-1,0)

A=(0,1,0) B=(1,-2,-3)

d)A=(0,0,1) B=(1,0,0)

e)A=(4,0,1) B=(1,1,1)

Distancia de ponto a reta

A distancia d de um ponto P a uma reta r é definida como sendo

ce :
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-y

a distancia de P ao ponto de r mais proximo de P. Em outras pala-
vras, a distancia de um ponto a uma reta é aquela correspondente
amedida do segmento de extremidades no ponto e na sua projecao
ortogonal sobre a reta.

A

<4

Esta distancia pode ser obtida da seguinte forma: consideremos na
reta r um ponto A e um vetor diretor V. Os vetores V e AP determi-
nam um paralelogramo cuja altura corresponde a distancia d pro-
curada, como ilustrado na figura acima. Para determinarmos esta
altura, vamos primeiro escrever a area do paralelogramo de duas
formas, e depois igualarmos as expressoes:

, -
4rea = base. altura = vl .d
ou também, como vimos no estudo do produto vetorial, temos:
/ - 5
area = v AAPI

Igualando estas duas expressoes, obtemos:

Esta é a formula que sera utilizada para calcular a distancia do pon-
toParetar.

x=—1+2t
Exemplo 1: Calcular a distancia d do ponto P=(2,1,4) aretar: y=2-t
z=3-2t

Solugdo:
A reta passa pelo ponto A = (-1, 2, 3) e tem diregao do vetor
V= (2, -1, -2). Os demais elementos da férmula sao:
* O vetor Kf’é dado por AP = P-A=3-11).
i j ok
VAAP =2 -1 —2/=(3-81)
3 -1 1
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Portanto,

138 ) A3 )2+12 _ 74

@1 \/22 Y+(-2° 3

Exercicios

1. Calcular a distancia do ponto P a reta r, nos casos:

Xx=t
a)P=(1,0,3) ridy=2t
z=1—-t
=1-2t
b)P=(1,1,0) rioy=t
z=73t
x=1+t
cP=(0,1,-1) riiy=1-t
z=0
x=1+2t
d)P=(3,01) riyy=1-t
z=t
x—1__ _
e)P=(0,0,0) r: 5 =y=z

No exemplo acima, calculamos a distancia do ponto P a retar onde r
¢é dada por sua equagao paramétrica. A reta r, porém, pode ser dada
de outras formas, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3: Calcular a distancia d do ponto P =(1/2,3/2,0) aretar,
intersecgao dos planos dados por x—y-z=1 e x+y=0.

Solucao:

Como (1, -1, -1) e (1, 1, 0) sdo vetores normais aos planos, um vetor
diretor V de r ¢ dado por (veja Capitulo 4).

i j ok
v=[1 -1 -1=q@,-1,2)
1 1 0

Para obter um ponto A de r fazemos, por exemplo, x=1/2 nas equa-

L9 .
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¢oes dos planos, obtendo y =-1/2e z=0. Logo, A =(1/2,-1/2,0)
é um ponto de r. Agora, procedemos como no exemplo anterior,
calculando os elementos necessarios para aplicar a formula da dis-

tancia.
e« AP =P-A=(0,2,0)
ik
VAAP=|1 -1 2/=(4,02
0 2 0
Portanto,
1402 | - A4+ 0227 _ 245
[(L-L2) ) A2+ +22 A6
Exercicios

1. Calcular a distancia do ponto P aretar, dada pela intersec¢ao de
dois planos, nos casos:

a)P=(L1,-1) r: 2x-z=1 x-y-1=0
b)P=(O,-l,O) T: X+y73z=0 x—z=1
oP=(1,23) r: x+y=1 y+2z=4

2. Calcule a distancia do ponto P = (1, 1, -1) a cada eixo coordena-
do.

Para terminar esta secao, vale a pena observar que esta nao € a inica
forma de calcular a distancia entre ponto e reta. Uma outra forma
pode ser dada pelos seguintes passos:

1. Encontrar a equacao do plano n que passa pelo ponto P e é per-
pendicular a reta r (observe que um vetor normal a 7 é um vetor
diretor de r);

2. Determinar o ponto I de interseccao de me r;

3. A distanciade P ar é a distanciade P al.
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Distancia de ponto a plano

De forma analoga a distancia de ponto a reta, a distancia d de um
ponto P a um plano n é definida como a distancia de P ao ponto de
mais proximo de P. Para calcular esta distancia, tomemos um vetor
1 normal a 7 e um ponto A de . Entdo a distdncia d é a norma da
projecao do vetor AP sobre o vetor .

=1

Utilizando a férmula da projegao de um vetor sobre outro, temos:

d= ||prOjan’” - Lj’ﬁ —IAD.TI = Hlez
I I7

Resulta que

Exemplo 1: Calcular a distancia d do ponto P = (4, 5, 6) ao plano nt
dado pela equagao x +2y -2z - 14 =0.
Solucao:
Um ponto de wé A = (0,7, 0) e um vetor normal a t é n= (1, 2, -2).
Assim,

AP=P-A=(4,56)-(0,7,0)=(4 -2, 6).

Substituindo estes dados na férmula acima, temos

=12/3=4.
[(1.2-2) /

L9 .
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Exercicios

1. Calcular a distancia do ponto P ao plano =, dado por uma equa-
ao geral, nos casos:

a)P=(1,0,3) n: 3x+4y-1=0
b)P=(1,1,1) n: 2x-3y+z-2=0
c)P=(42,-3) m: 2x+3y-6z+3=0
d)P=(2,-1,2) m: 2x+2y-z+3=0
e)P=3,-1,4) n: x+y+z=0
f)P=(0,0,0) w: 3x—4y+20=0

2. Calcule a distancia do ponto P = (2, 5, -7) a cada plano coordena-
do.

Eventualmente, o plano © pode nao ser dado por uma equagao ge-
ral, de forma que a obtengdo do seu vetor normal nao seja imediata.
Mas isto requer apenas um passo a mais para obté-lo, o que nao é
nenhuma grande dificuldade. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 3: Calcular a distancia d do ponto P =(1, 4, 3) ao plano n
dado pela equagao paramétrica x=-3-h+t, y=1, z=3+3t.

Solugao:

* Um ponto de n é A =(-3, 1, 3). Assim, AP-pP-A-= (1,4,3)-(-3,1,
3)=(4,3,0)

e Um vetor normal a w é

i J ok
n=[1 0 0] =(,3,0)
1 0 3

Substituindo estes dados na formula, temos

_ 43,0030

=9/3=3.
|(0.3.0)]

3. Calcular a distancia do ponto P ao plano «, dado por equagdes
paramétricas, nos casos:

a)P=(1,1,1) n:x=-h-t y=h z=t
b)P=(1,2,3) n:x=2-h-t y=t z=h
c)P=(23-1) =mn:x=3+t y=-2t z=1-2t
d)P=(1,-1,0) =m:x=2+t y=0 z=t
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e)P=(1,1,1) n: x=2+2h+3t y=-1+h+t z2=2_h

Uma outra forma de calcular a distincia de ponto a plano pode ser
dada pelos seguintes passos:

1. Determinar a reta que passa pelo ponto P e é perpendicular ao
plano © (um vetor diretor de r é um vetor normal a 7 é);

2. Determinar o ponto I de intersecgao de mer;

3. A distancia de P ar é a distanciade P a I

Também é importante ressaltar que o calculo da distancia de ponto
a plano também pode ser utilizado para calcular as seguintes dis-
tancias:
* distancia entre dois planos paralelos: basta calcular a distancia
de um ponto qualquer de um plano ao outro.
e distancia entre reta e plano paralelos: basta calcular a distancia
de um ponto qualquer da reta ao plano.

x=t
Exemplo 5: Calcular a distancia daretar: ¢y =3+ 2¢ ao plano
n:dx -4y +2z-4=0. 2=1+2t
Solugio:
Um vetor diretor de r é V = (1, 2,2), e um vetor normal a &t é
o= (4, -4, 2). Observemos primeiramente que r | | m, pois v.n= 1,
2,2). (4, -4,2)=0. Tomando um ponto P = (0, 3, 1) de r e um ponto
A=(0,0,2)dem, temos:

AP=P-A-= 0,3,1)-(0,0,2) = (0, 3, -1). Logo, a distanciadera =
é dada por
4o l03-D.@-4.2)]

=7/3.
4,-4.2)]

4. Calcular a distancia da reta r ao plano m, nos casos:

x=4+3t

a)r:jy=—]+t nix-y-2z+4=0
z=t

b)r:{x:3 nix+y—-12=0
y=4

L9 .
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C)r:{X:3 n:y=0
y=4

5. Calcular a distancia entre os planos n, : x+y +z=4 e
m, 1 2x+2y +2z=5.

Distancia entre retas

Dadas as retas r e s, vamos determinar a distancia d entre elas. Para
isso, precisamos determinar inicialmente a posigao relativa entre r e
s, 0 que pode ser obtida pelo produto vetorial entre os vetores dire-
tores deres. Sejam T eV vetores diretores de r e s, respectivamente,
e consideremos U A V.

1°. Caso: u AV =0.

Neste caso, U e V sdo paralelos, o que significa que r e s sao parale-
las. Logo, r e s coincidem ou nao. Se r e s coincidem entao d = 0. No
outro caso, tomando um ponto A um ponto de r, a distancia entre r
e s é a distancia entre A e s.

T

CIRD |

2°.Caso:a Av =0

Neste caso, U eV nao sio paralelos. Logo, r e s sao concorrentes ou
reversas. Se r e s sao concorrentes entdao d = 0. Se r e s sdo reversas
sejam A e A, pontos de r e s, respectivamente. Os vetores, s e AI_’AZ,
por serem nao-coplanares, determinam um paralelepipedo cuja al-

tura é a distancia d entre r e s que queremos calcular.
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O volume V do paralelepipedo é dado por:
V = (4rea da base) . (altura) = 1T AV Il .d

Ou também pelo médulo do produto misto dos vetores 4,V e
—_—
AA;

Igualando estas duas expressoes, temos:

[i.5.4.4,]

o

i A9
x=—1+t

Exemplo 1: Calcular a distancia entre asretasr: {y=3-2t e

z=—1-t
X=t
St qy=-3+t
z=1-t
Solucao:

A reta r passa pelo ponto A1 =(-1, 3, -1) e tem a= (1, -2, -1) como
vetor diretor. A reta s passa pelo ponto A, = (0, -3, 1) e tem
V= (1, 1, -1) como vetor diretor.

i ]k
AV=[1 -2 -1 =(3,03)#0.
11 -1

=4

Logo, estamos no caso 2 acima.

e AA=A,-A =(1,-62)

12 -1
I[N, AA = 1 -1 =9
16 2

e ITAVI = 432 +32=4/18 =342

Portanto, a distancia entre as retasr e s é:

[iﬁﬂpﬂ]: 9 :Eig
ii A7 W2 2
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Eventualmente, as retas podem nao ser dadas por uma equagao pa-
ramétrica, de forma que a obtengao do seu vetor diretor nao seja
imediata. Mas isto nao requer grande esforgo adicional, como pode
ser visto no exemplo a seguir.

x=1
Exemplo 2: Calcular a distancia entre asretas r: ¢y =4 +¢ € s,

z=9+ 3t

dada pela intersecgao dos planos y+z=5 e x+y+z=6.

Solugio:

A reta r passa pelo ponto A =(1,4,9) etem = (0, 1, 3) como vetor
diretor. Das equacdes de s temos que A, = (1, 2, 3) pertence as, e
como (0, 1, 1) e (1, 1, 1) sdo vetores normais aos planos dados, um
vetor diretor de s pode ser obtido por

ik
V=(0,1,1)ALL1)=l0 1 1 =(01-1)
111
ik
Agoratemos U AV = [0 1 3| =(4,0,0)=0.
01 -1

Portanto, estamos no caso 2 novamente. Procedendo como no exem-

plo anterior, temos:

—_—

e AA,=A,-A =(0,-2-6)
1 3
«I[WV,ARJI=p 1 -1=0
0o -2 -6

. - - . A .
Portanto, independentemente do valor de lu A v Il, a distancia en-
tre asretasresé:

de ‘[ﬁﬁﬂ] _ 0 _
i AV i A9

OBS: Como 0s vetores U e V nio sdo paralelos (pois UAV)ed=0,
as retas r e s sao concorrentes. Na verdade, o ponto (1, 2, 3) pertence

a ambas.
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Exercicios

1. Calcular a distancia entre as retas r e s, nos casos:

x=—4+3t X=3+6t

a)r:y=4¢ siyy=7—4t
z=-5-2t z=5—t
Xx=t

b)r:{y=5+3t eséainterseccdo dos planos 3x+y-3z=0 e

z=1+t
y-z=2

) r é a intersecgao dos planos x=2y -1 e y-z-1=0, e sé ainter-
seccdo dos planos x+y-z=0e y+z+1=0

2. Calcule a distancia entre a reta dada pela interseccao dos planos
x=3 e y=4,eo0eixo dos z.

Capitulo VI

Equacgéo de uma superficie esférica

A esfera no espaco R* é uma superficie muito importante em fungao
de suas aplicagdes. Nesta secao estudaremos suas principais equa-
¢des e como determinar seus elementos a partir destas.

Sejam C = (a, b, ¢) um ponto do espago R* e r um niimero real. A su-
perficie esférica S de centro C e raio r é o conjunto dos pontos
P =(x,y, z) cuja distancia a C é igual ar.

Traduzindo esta defini¢do para uma equagao, observe inicialmente
que a distancia de P a C é dada por

IP—Cl =li(x—a,y—b,z— )l = {(x—a)> +(y—b)* +(z—c)’.
Logo, P esta em S se e somente se

(x—a)'+(y=b)’+(z—¢)’ =1
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Esta equacao é chamada de equagao reduzida da superficie S.
Desenvolvendo os quadrados na equagao acima, temos
xX2+y?+z2—2ax-2by -2cz+a’+b’+ -1’ =0

chamada de equacgao geral de S.

Exemplo 1: Determine a equagao reduzida e a equagao geral da su-
perficie esférica de centro C = (1, -2, 0) e raio 3.

Solugio:

A equacao reduzida é

(x- 17+ (y +2)2+22=9

cujo desenvolvimento
X2=2x+1+y*+4y+4+22=9

nos da a equagao geral pedida:
xX2+y2+z2-2x+4y-4=0
Exercicios

1. Determine a equagao reduzida e a equagao geral da superficie
esférica de centro C e raio r, nos casos:

a)C=(-1,-1,2) r=2
b)C=(0,1,0) r=1
©)C=(0,0,0) r=3
dyCc=(1,1,1) r=4

Vamos agora exercitar a reciproca do exercicio anterior, ou seja, va-
mos decidir se uma dada equagao representa ou nao uma superficie
esférica e, em caso afirmativo, determinar o seu centro e o raio. Para
isto, vamos usar a técnica de completar quadrado, ilustrada a se-
guir, e que se baseia nas seguintes identidades

(x+a)*=x*+2ax +a’

(x-a)*=x*-2ax +a’

Vejamos um exemplo. A expressao x* — 3x também pode ser escrita
da seguinte forma:

2 2 2
x2+3x:x2+2éxzx2+2§x+(§) 7[§j :(x+§J _2
2 2 2 2
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Observe que fizemos inicialmente aparecer o 2, tomando o cuidado
de dividir por 2 para manter a igualdade. Dai, naturalmente apare-
ce o candidato a a, no caso, 3/2. Entdao somamos (3/2)? e subtraimos
esse mesmo valor para manter a igualdade. Temos entdo o quadra-
do perfeito (x +3/2)%

Outro exemplo:
X +8x= X2+2§x= X+ 24x+47 =42 = (x+4)' ~16

Exemplo 3: Decida se a equagao x* + y? + z? — x =2y — 3z =0 é de uma
superficie esférica. Em caso afirmativo, dé o centro e raio.

Solucio:

Inicialmente, completemos os quadrados para cada uma das varia-
veis da equagao:

2 2 2
d x27x=x272lx=x272lx+(lj *(lj :(X*lj -1
2 2 2 2 2 4

oy 2y=y —21ly=y -2.ly+I’ -1I"=(y-1)> -1

2 2 2
. 22—32222—232222—222+(éj 7(§j :(Zféj 72
2 2 2 2 2 4

Substituindo estas expressdes na equagao dada, temos

1y 1 > ( 3)2 9
——| ——+(y-1)y —-l+{z—=| ——=0
(X Zj 4 (y ) z 2 4

ou seja,
2
1Y s [ 3)2 14 (14
B s I ) s A . s
(X 2J S A CY i

Trata-se de uma superficie esférica de centro C=(1/2, 1, 3/2)
e raio \/ﬁ
2

Exemplo 4: Decida se a equagao x> +y?+z> = x —2/3y +19/9=0 é de
uma superficie esférica. Em caso afirmativo, dé o centro e raio.
Solugao:

Repetindo o procedimento do item anterior, temos

*yi-2y=(y-1p-1
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® a variavel z ja aparece como quadrado perfeito (z?)

Substituindo na equagao dada, vem
1°
(xfgj Jr(yfl)2 +722+1=0
o que resulta em
%
(X—gj +(y-)+72=-1

Como o primeiro membro é nao-negativo e o segundo é negativo,
nao existem x, y e z que satisfazem a equagao dada, de modo que
nao se trata de uma superficie esférica.

Exercicios

1. Decida se a equacao dada representa uma superficie esférica. Em
caso afirmativo, dé o centro e raio.
a)xX2+y?+2z2-2x+2y+6z+7=0

b) x*+y?+2z?-2y-15=0

Q) x*+y?+2z2-2y--22+4=0

d) 9x* +9y? + 922 - 36x - 6v -8 =0

e)x*+y’+z2=0

Plano tangente

Um plano = é tangente a uma superficie esférica S de centro C e raio
r se e somente se a distancia de C a n é igual a r. Neste caso, o ponto
comum a S e © é chamado de ponto de tangéncia. Observe que o
ponto de tangéncia T é tal que o vetor T — C é normal a 7.

L9 ) .
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Exemplo 1: Dé uma equacao geral do plano 7 tangente a superficie
esférica S:x*+y*+2?-2x -2y -7=0 no ponto T=(1, 4,0) de S.
Solugao:

Usando o método de completar quadrados, obtemos a seguinte
equagao reduzida de S:

S: (x=1¢2+(y-1*+22=3

concluimos dai que S possui centro C=(1, 1, 0) e raio r=3.

Como T-C=(1,4,0)-(1,1,0)=(0, 3,0) évetor normal a , uma
equacao geral de n é da forma 3y +d =0. Como T=(1, 4, 0) pertence
a 7, substituindo T na equagao de n temos d = -12. Portanto, uma
equacao dené 3y-12=0,0u y-4=0.

Exercicios

1. Dé uma equagao geral do plano tangente a superficie esférica S no
ponto T de S, nos casos:

a)S: X2 +y*+z2-2y—-1=0 T=(1,1,-1)
b)S: x*+y?*+22-2x-4z-4=0 T=(,,1)
QS X +y +22=27 T=(3,3,-3)

Exemplo 3: Um plano = é tangente a superficie esférica
S:(x=1)*+y?>+2z>=3 e é paralelo ao plano a: x+y—-z-40=0.
Determine uma equagao geral de 7.

Solugao:

Como 7 é paralelo a a e o vetor n= (1,1,-1) é normal a &, temos que
também é normal a n. Portanto, a equagao geral de © tem a forma
x+y-z+d=0.

Resta-nos agora determinar d. Para isso, utilizamos a condigao de
que a distancia do centro C=(1,0,0)deSaréigual aoraior= V3
de S (pela formula da distancia de ponto a plano).

‘E.ﬁ‘ 5

7

onde A é um ponto qualquer de n. Observe que A = (0, 0, d) é um
ponto de w. Temos entdo o vetor AC=C - A =(1, 0, -d). Dai vem

(1,0,~d).(,L=D| _[1+0+d| [d+]] _\3
e A3 B

Isto é, Id + 11 =3, o que resulta em d =2 ou d = -4. Portanto, ha dois
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planos nas condigdes do enunciado. Suas equagdes sao:
X+y—-z+2=0 e X+y-z-4=0

2. Determine uma equagao geral do plano n tangente a superficie
esférica S e paralelo ao plano a, nos casos:

a)S: (x-1)*+y?+2z2=6 m 2x+y+z=0
b)S: (x —1)*+(y-2)*+2z>=1 m2x+y—-z+14=0
) S:(x—a)y+y*+z=a’+2 max+y-z=9
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