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INTRODUGAO

PREZADO ALUNO

Vocé esta de posse de um material auto-suficiente e passaremos as informagdes sobre o
material e como estuda-lo. Este livro foi concebido para que vocé adquira os fundamentos
necessarios de Matematica Elementar para os seus estudos posteriores, relativos a sua
formagao. O livro foi planejado para que vocé tenha uma formagao de base sdlida. Acon-
selhamos estuda-lo utilizando dois tipos de leitura: uma superficial ou de reconhecimento
e outra profunda ou detalhada. A leitura superficial devera ser a da leitura de cada capitu-
lo, paragrafo, teorema, etc..., todo de uma vez e sem a preocupacao de uma compreensao
detalhada, mas apenas com o objetivo de que vocé tenha uma visao do conjunto das idéias
em questao.

Aconselhamos que vocé faca esta forma de leitura pelo menos duas vezes, em cada unida-
de. Tendo entdo obtido a idéia geral da unidade na qual estd trabalhando, vocé deverd
fazer leitura profunda ou detalhada, que é o estudo detalhado de cada aspecto do texto
analisado, feito com calma e rigor, e s6 devera finalizd-la quando a unidade analisada
estiver totalmente compreendida, em seus minimos detalhes. Para esta abordagem vocée
devera estar munido de uma lapiseira, borracha e papel. Experimente reproduzir o con-
teudo da unidade, em detalhes, mas nao de forma decorada e sim como resultado de seu
aprendizado. Faga isso e vocé nao se arrependera do trabalho realizado. Acreditamos que
sob a orientagao dessas duas abordagens seu aprendizado ocorrera de forma maximizada.

O livro é composto de seis capitulos:

Capitulo 1 - Numeros Reais;

Capitulo 2 - Funcoes e Graficos;

Capitulo 3 — Funcdes Algébricas;

Capitulo 4 — Func¢des Exponenciais e Logaritmicas;
Capitulo 5 — Func¢des Trigonométricas;

Capitulo 6 - Nameros Complexos.

Os Capitulos 1 e 2 sdao fundamentais para a compreensao dos demais capitulos do texto.
Neles estao os fundamentos matematicos basicos que estruturam todas as demais idéias
do livro e também da Matematica Superior. Os Capitulos 3, 4 e 5 sdo independentes e
podem ser estudados livremente, naturalmente ap6s a compreensao dos Capitulos 1 e 2.



Finalmente, o Capitulo 6 necessita de alguns conteudos do Capitulo 5 e caso voceé ja os
possua, podera entao passar livremente para esta parte.

Em cada capitulo, cada paragrafo é organizado em forma de lemas, proposicoes, teoremas
e corolarios, muitos deles com demonstragdoes com certo nivel de rigor. No entanto, devi-
do aos objetivos programaticos dessa disciplina, varias demonstragdes foram omitidas,
sem prejuizos ao seu aprendizado, mas deixados a cargo do leitor mais ousado. Espera-
mos que voceé ouse demonstra-los ou entdao sugerimos que vocé consulte a bibliografia
recomendada, para entender as demonstragdes. Isso ndao é uma exigéncia para esse mo-
mento.

Esse texto possui mais de cem exercicios resolvidos, de forma comentada, sobre os dife-
rentes conteidos abordados. A finalidade deles é apresentar um método de resolugdo, das
diferentes questdes que sdo propostas. Isso nao impede que vocé desenvolva outras mo-
dalidades de resolugdes. O importante é que o seu método seja logicamente consistente.

Ao final de cada pardgrafo, apresentaremos algumas referéncias e alguns enderegos da
Internet, como leitura alternativa, complementar e até suplementar, dos contetidos em
questao. Nessas paginas vocé encontrard outras visdes sobre os mesmos assuntos tratados
neste texto e, em muitos deles, vocé encontrara informacoes sobre os varios desdobra-
mentos desses estudos, principalmente para a Teoria do Célculo Diferencial e Integral e
para a Teoria das Fungdes de Variaveis Complexas. Embora esses dois tltimos temas cita-
dos nao fagam parte desta disciplina, o contato com esses assuntos ajudara a ter uma idéia
de como a Matematica Elementar evoluiu para estruturas mais complexas.

Os capitulos estao divididos em trés modulos:

Moédulo 1 refere-se ao Capitulo 1
Numeros Reais;

Maoddulo 2 refere-se aos Capitulos 2,3 e 4
Funcdes e Graficos;

Moédulo 3 refere-se aos Capitulos 5 e 6
Funcdes trigonométricas e Numeros Complexos.

Desejamos a vocés sucesso em seus estudos.

Prof: Dr. Jodo Carlos da Motta Ferreira (Coordenador da Disciplina)
Prof*: MSc. Heloisa Laura Queiroz Gongalves da Costa

Prof*: MSc. Magda Cristina Junqueira Godinho Mongelli
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Capitulo 1

Neste modulo estudaremos os numeros reais, mas para chegarmos ao estudo dos niimeros reais, temos que ter passado
pelos niimeros: naturais, inteiros, racionais e irracionais. Pois o conjunto dos numeros reais ¢ a unido do conjunto dos
racionais com os irracionais. Em geral, os cursos de Calculo comegam por um breve estudo dos nimeros reais e um
curso de Analise Matematica tem inicio por um estudo bastante completo e rigoroso destes nlimeros. Precisamos ter
clareza sobre as propriedades dos nimeros reais, para compreender as fung¢des de uma varidvel real. Esta compreensao

dos nlimeros reais ndo € tao simples como parece. Vamos ao seu estudo.

1.1. CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

Denotaremos o Conjunto dos Numeros Reais, pelo simbolo R. Os elementos do conjunto R serdo chamados de

numeros reais e serdo denotados pelas letras latinas mintisculas. O conjunto R esta munido de duas operagéoes

binarias:
+RxR — R (operagdo de adi¢cdo)
(xy)—>x+y (soma de x com y)
e
RxR — R (operacdo de multiplicagdo)
(xy)—>x-y(=xy) (produto de x com y)
PROPRIEDADES

As seguintes propriedades podem ser verificadas, para quaisquer nimeros reais x, y € z.
1) (x +y) +z=x + (v + z) (lei associativa da adi¢do),

2) x +y =y + x (lei comutativa da adicio),
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3) Existe um unico numero real, denotado pelo simbolo 0 e denominado de elemento neutro da adi¢do ou
simplesmente o zero de R, tal que x + 0 = 0 + x = x, para todo nimero real x;

4) Para todo nimero real x, existe um Unico nimero real, denotado pelo simbolo —x e denominado de
oposto aditivo de x ou simétrico de x, tal que x + (—x) =(—x) +x =0,

5) (xy) z = x (y z) (lei associativa da multiplicacdo);
6) x y = y x (lei comutativa da multiplicagdo);

7) Existe um Unico numero real, denotado pelo simbolo / ¢ denominado de elemento neutro da
multiplica¢do ou simplesmente a unidade multiplicativa de R, tal que x- I = I- x = x, para todo niimero
real x;

: . 1 :
8) Para todo numero real x, x # 0, existe um unico numero real, denotado pelo simbolo — ¢ denominado de

. 1
inverso multiplicativo de x ou simplesmente inverso de x, tal que: x- —=—-x=1I;

9) As operagdes binarias de adicdo e multiplicagdo se relacionam da seguinte forma:

X (y +z)=xy+ x z(lei distributiva).

Notacdes 1.1.1. Escreveremos:

i) a—b=a+ (—b), quaisquer que sejam os niimeros reais a € b;

ii)

=a- Z , quaisquer que sejam os numeros reais a € b, b # 0.

b

RELAGAOQ DE ORDEM

Sobre o conjunto R esta definida uma relag@o entre pares de elementos de R, denominada de relacdo de ordem ¢
denotada pelo simbolo <, que verifica as seguintes propriedades, quaisquer que sejam os numeros reais x, y € z:

10) Somente uma das seguintes condigdes esté verificada: x <y oux =y ouy < x (lei da tricotomia);

11) Sex<yey <z entdox <z
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12) Se x <y, entdo x + z < y + z, para todo nimero real z,

13) Se 0 <xe 0 <y,entdo 0 < xy.

14) Para toda reta geométrica r, existe uma correspondéncia entre os elementos de R e os elementos de 7,
tal que para todo nimero real x esta associado um tnico ponto P = P(x) em r € somente x esta associado ao

ponto P(x). Além disso, quaisquer que sejam 0s nimeros reais x € y; temos x < y se, € somente se, ‘0 ponto
P(x) esta a esquerda do ponto P(y), em »”.

A interpretacdo da propriedade 14), em Diagrama de Venn, pode ser vista como na figura abaixo:

P=P(®y)

/ P=P(x)

Notacoes 1.1.2.
i) y > x significa 0 mesmo que x < y;
ii) x <y significa o mesmo que x < y oux =y,

iii) y 2 x significa 0 mesmo que x < y ou, equivalentemente, a y > x ouy = x.

Denominaremos o subconjunto de todos os nlimeros reais x tais que x > 0 (respectivamente, x > ()) de conjunto dos
nitmeros reais positivos (respectivamente, ndo negativos). Da mesma forma, denominaremos o subconjunto de
todos os numeros reais x tais que x < 0 (respectivamente, x < () de conjunto dos nimeros reais negativos
(respectivamente, nédo positivos). Usualmente, os nimeros reais positivos sdo indicados pelo simbolo R*e os
nimeros reais negativos pelo simbolo R . Finalmente, diremos que x é menor que y (respectivamente, menor ou

igual) ou que y é maior que x (respectivamente, maior ou igual) se x < y (respectivamente, x < ).
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SUBCONJUNTOS NUMERICOS

No conjunto R destacam-se os seguintes subconjuntos numéricos:

i) O conjunto dos numeros naturais: N ={0, 1, 2, 3, ...}.

ii) O conjunto dos numeros inteiros: 7.={...,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ...}.

1
iii) O conjunto dos nimeros racionais: Q = {%( =a- E) |abe Z, b ;tO} .

Estes subconjuntos verificam as seguintes rela¢des de inclusdo N < Z < Q, e as seguintes propriedades:

i) Para todo elemento » de IN, temos 7 = I+...+1;
—

r Vezes

i) Paratodo elemento »de Z, temos: ¥ = I+...+1,ser>0,our = (-I)+...+(=1),ser < 0.
— - 7

r vezes —r vezes

iii) A soma e o produto de nimeros naturais, nimeros inteiros € niumeros racionais sao nimeros naturais,
nimeros inteiros e nimeros racionais, respectivamente, em relacdo as operagdes de adigdo e multiplicagao

L. . . L a c ad + bc
de R Além disso, quaisquer que sejam os racionais ¥ = — ¢ s = —, temosque: r+s= ——— e F§
d bc
ac
(=rs)= —.
bd

Deixaremos as demonstragoes das duas proposicoes seguintes a cargo do leitor.

Proposicao 1.1.3. As seguintes propriedades estdao verificadas:

15) -(- x) = x, para todo numero real x;

16) x-(- y) = (- x)- y = - x-y, quaisquer que sejam os reais x € y;
17) (- x) - (- ) = x-y, quaisquer que sejam oS reais x € y;

18) —x = (-1) -x, para todo niimero real x;

19) x > 0 se, e somente se, -x < 0 ; x < 0 se, e somente se, - x > 0;
20) x = 0 se, e somente se, -x < 0 ; x < 0 se, e somente se, - x = 0,

21)Sex<yey<z,entdox <z
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22) Sex <y,entdox + z <y + z, para todo nimero real z;
23) Sex=>0¢ey =0, entdo xy = 0.

24) Sex <yez>0,entdo xz < yz;
25)Sex<yez=0,entdoxz < yz;

26) Sex <yez<0,entdo xz > yz;

27)Sex<yez<0,entdoxz > yz;

1 1
28)Se ) <x<y,entdo 0 < — < —;
y x

29) Se 0 < x<y,entdo 0 < <

2

< |~
=~

1 1
30) Sex <y<0,entdo — < — <0,
31) Sex <y <0, entdo

1
32)Sex <0 <y,entdo — <0< —;
X Y

Proposi¢ao 1.1.4. Sobre R, temos 7 > 0.

A proposi¢do 1.1.4. nos permite identificar que pontos da reta geométrica r estdo associados aos niumeros reais, do

conjunto R. Neste caso, denominaremos a reta r de reta numérica ou reta real, como mostra a figura abaixo:

\ 4

A

retar

Denominaremos o conjunto complementar de Q em relagdo a R (=R — Q), de conjunto dos niimeros irracionais e

o denotaremos pelo simbolo 7. Assim,
R=Qul,ondeQn I=¢.

A interpretagdo do conjunto I, dos nimeros irracionais, em diagrama de Venn, pode ser vista como na figura a

seguir,naqual [=R-Q.
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A soma e o produto de numeros irracionais ndo sdo necessariamente nimeros irracionais. No entanto, a propriedade

a seguir ¢ valida.

Proposi¢do 1.1.5. Se x ¢ um numero irracional ¢ » ¢ um nimero racional, » # 0, entdo x + » ¢ x-» s80 nimeros

irracionais.

Demonstragao. A demonstragao ¢ deixada a cargo do leitor.

Proposicao 1.1.6. (Lei do Cancelamento) As seguintes propriedades sdo validas, quaisquer que sejam os nimeros

reais a, b e c.
i)a=>b se esomentese, atc=>b+c
ii)a < b se,esomentese, atc<b+c.
Além disso, se ¢ # 0, entdo:
iii) a = b se, e somente se, ac = bc;
iv)sec > 0,entdoa < b se, e somente se, ac < bc.
v)sec<0,entdoa < b se, e somente se, ac = bc.

Demonstragao. A demonstragio ¢ deixada a cargo do leitor.

INTERVALOS NUMERICOS

Denominaremos de intervalos numéricos, aos subconjuntos da reta real usados para expressar conjuntos de

solugdes de problemas envolvendo equacdes ou inequacdes algébricas e varias outras situacdes.
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Definicao 1.1.7. Dados dois nimeros reais a ¢ b, com a < b, definimos os intervalos limitados:

i) o intervalo aberto Ja, bf, como sendo o subconjunto dos nlimeros reais dado por:
D a b r Ja,b[={xec R|la<x<b}
ii) o intervalo fechado [a, b], como sendo o subconjunto dos numeros reais dado por:
< : l’ > [abl={xcRlasx<h}
ii) os intervalos semi abertos ou semi fechados |a, b] e [a, b[, como sendo os subconjuntos dos
numeros reais dados por:
< O @ >
a b r Ja,b]={xe R|a<x<b}
e
< L O >
a b r [a,b[={xec R|a<x<b}

Definimos os intervalos ilimitados Ja,+ oo [, [a,+ oo [, [—oco, bf, [—co, b] € [ —oo,+ 00 como sendo os

subconjuntos dos numeros reais dados por:

1. < Z r Ja,+ oo [={xe R|x>a}
< o > _

2. a r [a,+o[={xe R|x>a)}

3. 5 5 v -, b[={xe R|x<b

4. < 5 > J—oo,bf ={xe R|x< b}
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1- < r +=oo ]—oo,+oo[=R

Para finalizarmos este capitulo, apresentaremos um método de resolu¢do de uma equagdo e de uma inequacdo
algébrica com uma incognita.

METODO GERAL DE RESOLUGAQ DE UMA EQUAGCAQ
OU UMA INEQUAGAOQ ALGEBRICA, COM UMA INCOGNITA

Em geral, o método de resolucio de uma equagio ou inequagdo algébrica, com uma incognita X, consiste em
isolar esta incognita, utilizando a lei do cancelamento, juntamente com as propriedades 1 — 32 dos niimeros reais,

por meio de uma sucessao de expressoes algébricas equivalentes, isto é, com mesmas solugoes.

Vejamos alguns exemplos.

Observacao: Resolver uma equacao € como pensar numa balanca de dois pratos (foto acima). Nosso objetivo €
sempre deixar os pratos igualados. Para isso € necessario que o que temos num dos pratos seja igual ao que temos
no outro. Tudo que acrescentamos em um dos pratos temos que acrescentar no outro.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS: EQUAGAQ

1) Resolver a equacdo 3x—1=2-7x.
Isolaremos a variavel x, no lado direito da relagdo de igualdade. Para isso, faremos os seguintes procedimentos:

i) eliminagdo do termo 3x, da equagdo 3x — I = 2 — 7x. Para eliminarmos o termo 3x, devemos somar (—3x) em

ambos os lados da igualdade. Pela lei do cancelamento, obtemos:
Ix—-1=2-7x & (Ox—-1)+(-3x)=2-7x)+(-3x) & -1=2-10x.

Observemos que a equagdo -/ = 2 — 10 x possui exatamente as mesmas solu¢des da equacdo 3x — [ = 2 — 7x.

Assim, podemos resolver o problema inicial, determinando as solu¢des da equacdo mais simples -/ = 2 - 10x.

ii) eliminagdo do numero real 2, da equagdo -1 = 2 - 10x. Para eliminarmos o termo 2, devemos somar (-2) em

ambos os lados da igualdade. Pela lei do cancelamento, obtemos:
1=2-10x & (-2)+-)=(-2)+2-10x) & -3=-10x.

Observemos que a equagdo -/ = 2 - I0x possui exatamente as mesmas solucdes da equagdo—3=—10x. Assim,

podemos resolver o problema inicial, determinando as solu¢des da equagdo mais simples — 3 =— 10x.

iii) elimina¢do do numero real (- 10), da equag¢do - 3 = - 10x. Para eliminarmos o nimero real (- /0), devemos

multiplicar por (- % 0 ), em ambos os lados da igualdade. Pela lei do cancelamento, obtemos:

S3=-10x & (-Y)E3) = (=100 &, =x

Observemos que a equagdo - 3 = - 10x possui exatamente as mesmas solugoes da equacdo % =% Assim,

podemos resolver o problema inicial, determinando as solugdes da equagdo mais simples % 0 =X Como o
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conjunto solugdo desta tltima equacao € evidente, podemos concluir que o conjunto solugdo da primeira equagao ¢

0 conjunto {%0}

Resolucio com todos os passos necessarios para a obtencio da solugciao da equaciao proposta

Todos os passos da Resolugdo da Propriedades Aplicadas Resolucio da Equacdo
Equacdo Método Tradicional
x—-1=2-7x Equagdo dada. Ix—-1=2-7x
(3x = 1)+(- 3x)= (2 = 7x) + (- 3x) Somando (- 3x) em ambos os lados da igualdade. Jx+7x=2 +1
-1=2-10x Resultado do passo anterior. 10x=3
(-2)+(-1)=(-2)+(2-10x) Somando (- 2) em ambos os lados da igualdade. 3
=
10
-3=-10x Resultado do passo anterior.
1 1 o 1
(-—)-3)=(-—)(-10x) Multiplicando por ( - — ) ambos os lados da
10 10 10
igualdade.
3 Resultado da equagdo dada.
— =X
10

4 2x+3
2) Resolver a equacgao / - 3 (x—2)=9+ x4 .

Para isolarmos a varidvel x, reduziremos este caso a um caso equivalente ao do exemplo anterior e utilizaremos os

métodos empregados naquele caso para a resolugdo do problema. Assim, seguiremos os procedimentos descritos a

seguir.
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i) elimina¢do dos denominadores 5 e 4, no lado esquerdo e direito da equacdo, respectivamente. Para eliminarmos
os denominadores 5 e 4, devemos multiplicar por 20 (o Minimo Multiplo Comum — MMC — entre 4 ¢ 5) ambos os

lados da igualdade. Assim,

2x+3

20%(1 - %(x—Z)) =20%(9 + ) & 20-16(x—2) =180+ 5(2x + 3).

2x+3

4 .
Observemos que a equagdo [ - E x-2)=9+ possui exatamente as mesmas solugdes da equacdo

20 - 16(x — 2) = 180 + 5(2x + 3). Assim, podemos resolver o problema inicial, determinando as solugdes da

equagdo mais simples 20 - 16(x—2) = 180 + 5(2x + 3).

ii) eliminagdo dos parénteses, por meio da lei distributiva e das regras de sinais na multiplica¢do. Assim,
20-16(x—2) =180 +52x +3) & 52-16x =195+ 10x.

Observemos que a equacao 20 - 16(x —2) = 180 + 5 (2x + 3) possui exatamente as mesmas solugdes da equacao

52 - 16x = 195 + 10x. Pelo exemplo anterior, temos

52-16x =195+ 10x < -26x=143 & x=—14%6.

Concluimos que o conjunto solugdo da equagdo é o conjunto {_ 14% 6}



" %%
Fundamentos da Matematica f EaD « UFMS I
<

Resolu¢io com todos os passos necessarios para a obtencio da solucio da equacgio proposta

Todos os Passos da Resolucio da Equacdo Propriedades Aplicadas Resolucdo da Equacio
Método Tradicional

2x+3 Equagdo dada. 2x+3

4 4
1-—x-2)=9+ l-—(x-2)=9+
5 5

4 2% +3 Multiplicando por 20 ambos os 4 I 2x +3
20%(1 - = (x—2)) = 20X (9 + =) . -2 S ooy
5 lados da igualdade. 5 5 4
20-16 (x—2) =180+ 5 (2x+3) Aplicagdo da propriedade 20-16x+32 180+10x+15
distributiva e das regras de 20 N 20

sinais na multiplicagdo.

20 - 16x+ 32= 180+ 10x+ 15 Resultado do passo anterior. 20 -16x+32 = 180+10x+15
-16x-10x = 195-52 Isolando x. -16x-10x = 195-52
26x=143 (-1) Multiplicando por (-1) ambos 26x=143  (-1)

os lados da igualdade.

143 Resultado da equagdo dada. 143
X= ——~ Xx= ——~
26 26
I1+x°
3) Resolver a equacio =0.
x+4

Para isolarmos a variavel x, reduziremos este problema a um problema equivalente aos dos dois primeiros
exemplos e utilizaremos os métodos ja empregados naqueles casos. Inicialmente, observemos que se x € uma

solugdo desta equagdo, entdo devemos ter x + 4 # (). Assim, tomemos os seguintes procedimentos:

i) eliminacdo do denominador x + 4, no lado esquerdo da equacdo. Para eliminarmos o denominador x +4,

relativo a uma solugdo x, devemos multiplicar a equagdo pelo fator x + 4 . Assim,

I+ x° I+ x°
X

=0 & (x+4) =x+4)0 & 1+x° =0.
x+4

Concluimos que o conjunto solugo da equagdo é o conjunto vazio (=), pois I+ x’ > 0, para todo numero real x.
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Resolucio com todos os passos necessarios para a obtencio da soluciao da equacio proposta

Todos os Passos da Resolucdo da Propriedades Aplicadas Resolugdo da Equacio
Equacio Meétodo Tradicional
1+ x2 Equacédo dada. 1+ x2
ct+4 Com a restri¢do c+4
x# —4.
1+ x2 Multiplicando a equacdo pelo fator 1+ x2 -0
+4 =(x+4)0 B
Gro 4 6 x+4.
1+x2=0 Resultado do passo anterior. x2==1
3 . . .
(“‘ X ) +(=1)=0+(-1) Adicionando +(-1), em ambos os A equagdo ndo tem solugdo.
lados da igualdade.
1+ x2 1=_1 Eliminando os parénteses da equagdo
anterior.
x2==1 Resultado do passo anterior.
A equagdo ndo tem solugdo no conjunto Resultado da equagio dada,
dos numeros reais

~ 2 ~ . . . '3
Porque a equagio x° =—1 tem como solu¢io o conjunto vazio no conjunto dos nimeros

reais? Faca esta discussiio no FORUM.

Existem outras maneiras de resolver esta equacdo. Encontre-as ou pesquise em livros

didaticos estas outras maneiras e postem-nas no MATERIAL DO ALUNO.
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x—1 _ 2x+3
2x—5  dx+1

4) Resolver a equagao

Como no exemplo anterior, para isolarmos a variavel x, reduziremos este problema a um problema equivalente aos
dos dois primeiros exemplos e utilizaremos os métodos ja empregados naqueles casos. Inicialmente, observemos
que se x ¢ uma solucdo desta equagdo, entdo devemos ter 2x -5 #0 e 4x + 1 # 0, ouseja, x= 5/2 e x#-1/4.

Assim, faremos os seguintes procedimentos:

i) eliminacdo dos denominadores 2x - 5 e 4x + 1, no lado esquerdo e direito da equagdo, respectivamente. Para
eliminarmos os denominadores 2x - 5 ¢ 4x + [ relativos a uma solucdo x, devemos multiplicar a equagdo

sucessivamente pelos fatores 2x - 5 e 4x + . Assim,

x—1 _ 2x+3 o (2x-5) x—1 :(Zx_5)2x+3 <:>x_12(2x_5)2x+3

2x-5 4dx+1 2x-5 4dx+1 4x+1
2x+3

& @x+ Dx-1) =(4x+1)(2x—5)4 T (x+1)(x-1)=(2x-5) (2x + 3).
X+

Observemos que as duas condi¢des impostas aos polindmios 2x - 5 e 4x + [, decorrentes das solugdes, nos
x—1  2x+3
2x—5  4x+1
(x-1)=(2x-5)(2x + 3). Assim, podemos resolver o problema inicial, determinando as solu¢des da equacao mais
simples (4x + 1) (x-1) =(2x-5) (2x + 3).

permitem concluir que a equagao possui exatamente as mesmas solugdes da equacdo (4x + 1)

i) eliminagdo dos parénteses, por meio da lei distributiva e das regras de sinais na multiplicagdo. Assim,
(dx+ Dx-1)=2x-5)(2x+3) & 4x* —4x+x-1=4x>+6x-10x-15 &

S 4x —Ax+x—4x"—6x+10x =—15+1 © x=-14

Concluimos que o conjunto solugdo da equagdo é o conjunto {-7/4}.
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Resolu¢io com todos os passos necessarios para a obtencio da solucio da equacgio proposta

4x2

4x2

x—1 _ 2x+3
2x—=5 4x+1

x—1 2x+3
(2x/5) =(2x-5)
2_/x—5 4x +1
2x+3
x-1=(2x-5)
4x+1

(4x + D(x-1)=(4x +1)(2x-35) (

2x+3
4x +1

(dx+1)(x-1)=2x-5) (2x + 3).

Todos os passos da Resolucio da Equacdo

)

—4x+x-1 =4x2 +6x—-10x—-15

—4x+x—4x2 —6x+10x ==15+1

x=-14

Propriedades aplicadas

Equagao dada.
com a restri¢do

5 1
X# = eX# ——.
2 4

Multiplicando por
(2x - 5) ambos os lados

da igualdade.

Resultado do passo

anterior.

Multiplicando por
(4x +1) ambos os lados

da igualdade.

Eliminagao dos
parénteses, por meio da
lei distributiva e das
regras de sinais na

multiplicagao.

Resultado do passo

anterior.

.. 2 .
Eliminando x* e isolando
X no primeiro membro.

Resultado da equagdo

dada.

Resolucgdo da equacio
Meétodo Tradicional
x—1  2x+3
2x -5 4x +1

(c=1) @x+1) _ (@x-5) @x+3)
(2x-5) (4x+1) (@x-5) (@4x-1)

(x -1) (4x+1)= (2x-5) (2x+3)

Ax b x—dx—1=4x2 +6x—10x—15

4x2 4 x—Ax—4x% —6x+10x =-15+1

Resposta: x=-14.
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” Existem outras maneiras de resolver esta equa¢ao. Encontre-as ou pesquise em
WAT- livros didaticos estas outras maneiras e as postem no MATERIAL DO ALUNO.
—

EXERCICIOS RESOLVIDOS: INEQUAGAQ

1) Resolver a inequagao 3x—1<2-7x.

Isolaremos a variavel x no lado direito da relagdo de desigualdade. Para isso, tomaremos os seguintes

procedimentos:

i) eliminag¢do do termo 3x, da inequagdo 3x — 1 = 2 — 7x. Para eliminarmos o termo 3x, devemos somar (—3x), em

ambos os lados da desigualdade. Pela lei do cancelamento, obtemos:
Ix—1<2-7x & (Bx-D+(-3x)<2-7x)+(-3x) & -1<2-10x.

Observemos que a inequagdo -/ < 2 - /0x possui exatamente as mesmas soluc¢des da inequagdo 3x — / < 2 — 7x.

Assim, podemos resolver o problema inicial, determinando as solugdes da inequagdo mais simples -7 < 2 - 10x.

ii) eliminacdo do niimero real 2, da inequagdo -/ < 2 - /0x. Para eliminarmos o termo 2, devemos somar (- 2) em

ambos os lados da desigualdade. Pela lei do cancelamento, obtemos:
A1<2-10x & ((2)+(-)<F2)+(2-10x) & -3<-10x.

Observemos que a inequacao -/ < 2 - /0x possui exatamente as mesmas solucdes da inequacao - 3 < - /0x. Assim,

podemos resolver o problema inicial, determinando as solu¢des da inequacdo mais simples - 3 < - 10x.

iti) eliminagcdo do numero real (- 10), da inequagdo -3 < - 10x. Para eliminarmos o namero real (- /0), devemos

multiplicar por (- % 0 ) ambos os lados da desigualdade. Pela lei do cancelamento, obtemos:

S3<-10x & (V)3 > (- V) 100) < %0 > x.
Observemos que a inequagdo -3 < - ]0x possui exatamente as mesmas solugdes da inequacdo % 0 > X

Assim, podemos resolver o problema inicial, determinando as solugdes da inequagdo mais simples
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% 0 > X Como o conjunto solugdo desta tltima inequagdo ¢ evidente, podemos concluir que o conjunto solucao da

primeira inequacao € o intervalo ilimitado [ —eo, % 0 /.

Resolucio com todos os passos necessarios para a obtencio da solucio da equaciao proposta

Todos os Passos da Resolucdo da Propriedades Aplicadas Resolugdo da Equacio

Equacao Meétodo Tradicional

3x—1<2-7x Inequagdo dada. Ix—-1<2-7x

(Bx—1) +(-3x) < (2-7x) + (-3x) Somando (—3x) em ambos 3x+7x < 2+1

os lados da desigualdade.

-1<2-10x. Resultado do passo anterior. 10x <3
-2+ (-1)<(-2) +(2-10x) . Somando (—2 ) em ambos X < %
10

os lados da desigualdade.
-3<-10x Resultado do passo anterior.

1 1 -1
(——)(-3)>(-—) (- 10x) Multiplicando por (—)
10 10 10

ambos os lados da

desigualdade.

3 10 Resultado do passo anterior.
(+-=)> (+0x)
10 10

3 Resultado da inequagéo

10 dada.

Solucio: x < i
10
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4 2x+3
2) Resolver a inequacio / - E x-2)=9+ x4 .

Para isolarmos a variavel x, reduziremos esta inequagdo a uma inequagdo equivalente ao do exemplo anterior e

utilizaremos os métodos empregados naquele caso. Assim, faremos os seguintes procedimentos:

i) elimina¢do dos denominadores 5 e 4, no lado esquerdo e direito da inequagdo, respectivamente.

Para eliminarmos os denominadores 5 e 4, devemos multiplicar por 20 (o Minimo Multiplo Comum — MMC —

entre 4 ¢ 5) ambos os lados da desigualdade. Assim, pela lei do cancelamento temos que

2x+3

20%(1 - ;(x—Z)) > 20%(9 + ) & 20-16(x—2) > 180 + 5(2x + 3).

2x+3

. N 4 . ~ . ~
Observemos que a inequacao [/ - E x-2)=29+ possui exatamente as mesmas solugoes da inequacao

20 - 16(x — 2) = 180 + 5(2x + 3). Assim, podemos resolver o problema inicial, determinando as solugdes da
inequagdo mais simples 20- 16(x—2) = 180 + 5(2x + 3).

i) eliminagdo dos parénteses, por meio da lei distributiva e das regras de sinais na multiplicagdo. Assim,
20-16(x—2) 2 180 +5(2x +3) < 52-16x = 195 + 10x.

Observemos que a inequagdo 20 - 16(x — 2) = 180 + 5(2x + 3) possui exatamente as mesmas solugdes da
inequagdo 52 - [6x = 195 + 10x. Como

52-16x > 195+ 10x & -26x > 143 & xS=—14326,
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pela lei do cancelamento, concluimos que o conjunto solugdo da inequagdo € o intervalo ilimitado

o 143
J == 6L

Resoluciao com todos os passos necessarios para a obtencio da solucao da equacio proposta

Todos os Passos da Resoluciio da
Equacao

2x+3

4
1-—(x-2)=9+
5

2x+3

4 8
20X(1 -—x + =)>20X(9+ )
5 5

20-16x+32 2 180+ 10x+15
-16x—10x = 180 +15 -52

-26x 2 180 +15 -52

-26x 2 143

< 8

26

Propriedades Aplicadas

Inequacgao dada.

Aplicagdo da propriedade
distributiva e das regras de sinais

na multiplicagdo.

Multiplicando por (20) ambos os
lados da desigualdade.

Resultado do passo anterior.

Isolando x no primeiro membro.

Resultado do passo anterior.

Multiplicando por (-1) ambos os

lados da desigualdade.

Resultado da inequagdo dada.

Resolucdo da Equacio

Meétodo Tradicional

2x+3

4
1-—(x-2)=9+
5

4 8 2x 3

I- —x+—-—29+ —+—
5 5 4 4

4 2 3 8
R E A
5 4 4 5

—16x —10x > 180+15-20-32

20 20
—26x > ﬁ
20 20

26x = 143 (-1)

XS—ﬁ

26
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1+x°

x+4

> (.

3) Resolver a inequacao

Para isolarmos a variavel x, reduziremos este problema a um problema equivalente aos dos dois ultimos exemplos e
utilizaremos os métodos ja empregados nesses casos. Inicialmente, observemos que se x ¢ uma solugdo desta

inequagdo, entdo devemos ter x + 4 # 0, ou seja, x # -4. Assim, faremos os seguintes procedimentos:

i) eliminagdo do denominador x + 4, no lado esquerdo da inequagdo. Para eliminarmos o denominador x+ 4,
relativo a uma solugdo x, devemos multiplicar a inequagdo pelo fator x + 4, considerando o seu respectivo sinal,

pela lei do cancelamento, e teremos dois casos a analisar:

1° CASO. Solugdes x satisfazendo a condi¢ao x + 4 > (. Neste caso,

2 2
[+x >0 © (x+4) [+x
x+4

>x+4)0 & 1+x° >0.

2 , . L
Comox+4>0 < x>-4 e [+x" >0, para todo nimero real x, concluimos que, para o primeiro caso, o

conjunto solugdo da inequagéo ¢ o intervalo ilimitado | —4,+ oo/ .

22 CASO. Solugdes x satisfazendo a condicao x + 4 < (. Neste caso,

1+x° 1+x°
ks >0 & (x+4) X
x+4

<x+4)0 & 1+x°<0.

Concluimos que, para o segundo caso, o conjunto solugdo da inequagdo ¢ conjunto vazio (=9).

Resposta da equacio dada: Assim, o conjunto solugdo da inequagdo ¢ | —4,+ oo/ U D =] —4,+oof .
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Resolu¢io com todos os passos necessarios para a obtencio da solucio da equacgio proposta

1° CASO: Se x + 4 for um numero positivo (x + 4 > 0), entdo nio altera o sinal da inequacio.

Todos os passos da Resoluc¢io Propriedades aplicadas Resolucio da equacio
da Equacio Método Tradicional
1+ x2 Inequagdo dada. 1+ x2 0
ct4 >0 com a restri¢ao 44 >
x> -4
1+ x2 Multiplicando a inequacdo pelo 1+ x2 > (x +4)0
(x+4) >x+4)0 fator x +4 .
x+4
1+ x2 ~0 Resultado do passo anterior. 1+ x2>0
( Lt 52 )+ (—1)>0+ (-1) Adicionando + (-1) em ambos os 2> ]
lados da desigualdade.
14 x 2 142 Eliminando os parénteses da O conjunto solugdo ¢ R.
equagao anterior.
x> ] Resultado do passo anterior.
Qualquer numero real satisfaz a inequagdo  Resultado da inequagdo dada.
anterior.
Temos as seguintes condigdes: X +4 > 0oux>-4¢ [+ x° > 0. Temos duas condiges: x +4> 0 e =X
portanto, x > - 4 ¢ a solucdo.
< O > x+4>0
-4
-0 + oo
< » J+x’>0
SOL: < : > x>-4

Resolucio com todos os passos necessarios para a obtencio da solucio da equaciao proposta.

2° CASO: Se x + 4 for um numero negativo (x + 4 <0), entdo se altera o sinal da inequacdo.
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Todos os passos da Resolugdo da Propriedades aplicadas

Equacdo

1+ x2 0 Inequagdo dada.

Y44 com a restrigao

x <-4,
1+ x2 Multiplicando a inequagéo pelo
(x+4) <(x+4)0 fator x +4

x+4 :

1+ x2 <0 Resultado do passo anterior.

(1+ xz) D) <0+ (=) Adicionando + (-1) em ambos os

lados da desigualdade.
1+ x2 1< Eliminando os parénteses da
inequacao anterior.
xi<_] Resultado do passo anterior.
O conjunto solugdo é vazio. Resultado da inequagdo dada.

Temos as seguintes condigdes: x +4 <0 oux<-4e 1 +x° >0

Resolugdo da equacio
Meétodo Tradicional

1+x2

>0
x+4

1+x2 < (x+4) 0

1+x7 <0

O conjunto solugdo ¢ vazio.

Temos duas condigdes: x + 4 < 0 ¢

< o > x<-4 S=@, portanto, S= € a solugio.
-0 _4
< > 1+x° <0
SOL: < > <=0
RESULTADO:

Do 1° CASO temos como solugdo: x > - 4

Do 2? CASO temos como solugcdo: S=O

Assim, o conjunto solug@o da inequagdo ¢ | —4,+oof UD = ] —4,+0of.

Ou seja, como da Condigdo 1 temos que x < - 4 ¢ da Condigdo 2 temos que S=, o conjunto solu¢do da

inequagdo dadaé | —4,+oof WD =] —4,4+00f.
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+x?

Por que a equagao: > () tem duas condicdes para serem analisadas?

Faca esta discussdo no FORUM.

Existem outras maneiras de resolver esta inequacio. Encontre-as ou pesquise em livros
didaticos estas outras maneiras e postem-nas no MATERIAL DO ALUNO.

x—1 2x+3
>

4) Resolver a inequacio .
2x=5  4x+1

Para isolarmos a variavel x, reduziremos esta inequacdao a uma inequagao equivalente as dos exemplos anteriores e
utilizaremos os métodos empregados naqueles casos. Inicialmente, observemos que x ¢ uma solugdo desta

inequacao se, e somente se, 2x - 5 # 0 e 4x + [ # (. Assim, seguiremos os seguintes procedimentos:

i) eliminagdo dos denominadores 2x - 5 e 4x + 1, no lado esquerdo e direito da desigualdade, respectivamente.
Para eliminarmos os denominadores 2x - 5 e 4x + [ relativos a uma solucao x, devemos multiplicar a inequacao
sucessivamente pelos fatores 2x - 5 e 4x + I, considerando os seus respectivos sinais, e utilizar a lei do

cancelamento. Assim:

1° CASO. Solugdes x satisfazendo as condigdes: 2x - 5 > 0 e 4x + 1 > (). Neste caso,

-1 2x+ -1 2x+ 2x +
adnt B 5 L RPN SIS Sk B N 5 S AP B S S dak
2x-95 dx+1 2x—-95 4x+1 4x+1

2x+3

& @x+1)(x-1)>@x+1)(2x-5)

& (@x+1)(x-1)>(2x-5) (2x + 3).
4dx+1

Observemos que as duas condigdes impostas aos polindmios 2x - 5 e 4x + [ nos permitem concluir que a inequagao

x—1 2x+3
>

2x—=5 4x+1

possui exatamente as mesmas soluc¢des da inequacdo (4x + [)(x - 1) > (2x - 5)(2x + 3), desde
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de que estas satisfagam as condigdes 2x—5>0 e 4x + I > 0. Assim, podemos resolver o problema inicial,
determinando as solugdes da equagdo mais simples (4x + 1)(x - 1) > (2x - 5)(2x + 3), satisfazendo as condi¢des 2x

-5>0e4x+1>0.

i) eliminagdo dos parénteses, por meio da lei distributiva e das regras de sinais na multiplica¢do. Assim,
(Ax+1) (x-1)>2x-5 (2x+3) < (4x° —dx+x-1)>4x* -10x+6x-15) <

o 4x? —4x? —4x+x+10x—6x>—-15+1 < x>—14.

Concluimos que solugdes satisfazendo as condigdes 2x - 5 > 0 e 4x + 1 > (), devem satisfazer também a condicao x
> -]14. Como

2x-5>0 x>% edx+1>0 & x>—%

Entdo, devemos ter x > %,isto é,xe ]%, +oo [,

Resolucio com todos os passos necessarios para a obtencio da solucio da equacio proposta

1°CASO: Se 2x-5>0 e 4x+1>0, entdo ndo altera o sinal da inequagdo.

Todos os Passos da Resolucio da Propriedades Resolugdo da Equacdo
Equacao Aplicadas Meétodo Tradicional
x—1  2x+3 Equagdo dada x—1  2x+3
2x-5  4x+1 com a restrigo 2x—5  4x+1
5
X>—exX>——.
2 4
x—1 2x +3 Multiplicando-se x—1 2% +3
(2x-5) >(2x-35) (2x - 5)(4x+1) >(2x—35) (4x+1)
2x—5 4x +1 ambos os lados pelo 2x—5 4x +1
fator (2x-5).
2x 43 Resultado do passo Ax+D(x-1)> 2x+3)2x-5)
x-1>(2x-5) .
4x +1 anterior.
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(dx + 1 (x- 1)>(4x + 1 (2x- 5)

4x2

—4x2

L

[

—4x+x+10x—-6x>-15+1

?

°

D

2x+3
4dx +1

(Ax+1)(x=1) > 2x +3)(2x - 5)

(4x24x+x—1) > (4x% —10x + 6x —15)

x>-14

Multiplicando-se
ambos os lados pelo

fator (4x+1).

Resultado do passo

anterior.

Eliminagao dos
parénteses, por meio
da lei distributiva e
das regras de sinais

na multiplicagéo.

Isolando x e x° no
primeiro membro da
inequacao.
Resultado da

inequacdo dada.

Temos as seguintes condigdes: 2x—5>0e 4x+1>0 e

x>—14,istoé,x>§e)c>—l e x>-—14.
2 4

SOL:

5
4 o x>

5 2

2 1

< O » X > — —

_! 4

4
< o > x>-14
-14

< _ 5
< O > x> —
3 2

2

SOLUCAO: Devemos ter x > % ,isto é,x € | % + oo /.

Numeros Reais

(4x% —dx+x—1)> (4x° —10x +6x—15)

4x2 —4x2 —4x+x+10x —6x >
—15+1

x>-14

Resposta: Como 2x-5 >0 e 4x+ [> 0 e x > -14,

entdo x > %,istoé,xe ]%, + oo [

Resposta: Como 2x-5> 0e 4x+ 1> 0e x> -14, entdo x > %,istoé,xe ]%, +oo /[,
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2° CASO. Solugdes x satisfazendo as condi¢des 2x - 5 > 0 e 4x + 1 < (. Observemos que este caso ¢ impossivel,

pois, como
2-5>0 & x>, et l<0 & x<-b,

o conjunto solugdo ¢ vazio, de forma que nenhum valor de x satisfaz estas duas inequagdes.

Resolucido com todos os passos necessarios para obtencdo da solucio da equacio

proposta

2°CASO: Se 2x - 5 > 0 e 4x + 1 < 0, entdo é impossivel resolver a inequagio dada.

Todos os Passos da Resolucio da Propriedades Aplicadas
Equacao
x—1 2x+3 Inequagdo dada
>

2x=5  4x+1 com a restricdo

5 1
X> = ex< ——

2 4

5 —
Temos as seguintes condi¢des: 2x —5>00u x>— e 4x+1<0o0u x < —.

_ o _ e
< - » X R
Bl 2
2
< o > - !
x < 2 —
1 4
4
SOL: ¢ » 3 x%iﬁ

5 -1
Resposta: Nio existe nenhum x € R |, de forma que x >— ex <—

4

ao mesmo tempo.
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3? CASO. Solugdes x satisfazendo as condigdes: 2x - 5 <0 e 4x + I > (. Neste caso,

x—1 - 2x+3 o (209 x—1 < (20-5) 2x+3 & x-1<(2-5) 2x+3
2x—=5  4x+1 2x=35 Ix+1 Ix+1

2x+3

© @x Do) < (D) 26-5) T
X

& (@x+1)(x-1)<@x-5)(2x+3).

Observemos que as duas condigdes impostas aos polindmios 2x - 5 € 4x + I nos permitem concluir que a inequagao

x—1 2x+3
>

2x-35 Idx+1

desde que estas satisfagam as condi¢des 2x - 5 < 0 e 4x+ 1> (0. Assim, podemos resolver o problema inicial,

possui exatamente as mesmas solugdes da inequagdo (4x + 1) (x-1) <(2x—-5) (2x + 3),

determinando as solug¢des da equacdo mais simples (4x + 1) (x - 1) < (2x - 5) (2x + 3), satisfazendo as condigdes
2x-5<0e4x+1>0.

i) eliminagdo dos parénteses, por meio da lei distributiva e das regras de sinais na multiplicagdo. Assim,
(Ax+Dx-1)<2x-5)(2x+3) & -3x-1<-4x-15 & x<-14.

Concluimos que solugdes satisfazendo as condigdes 2x - 5 < 0 e 4x + [ > () devem também satisfazer a condi¢ao x
< - 14. Como:

x-5<0 & x<% cdrt1>0 & x>—%

Concluimos que o conjunto de tais solugdes € o conjunto vazio.

Resolucio com todos os passos necessarios para a obtencao da solucio da equacio proposta

3°CASO: Se2x -5 <0e4x+ 1> 0, entdo o sinal da desigualdade é alterado.

Todos os Passos da Resolugdo da
Equacao

x-1 2x+3
>
2x -5 4x +1

Propriedades Aplicadas

Equagdo dada

com a restrigao

X< — €eX>——.

2 4

Resolugdo da Equacdo
Método Tradicional
x—1 2x+3
>
2x—-5  4x+1
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x—1 2x+3
(2x-5) <(2x-5)
2x-5 4x+1
2x+3
x-1<(2x-5)
4x+1
2x+3

(Ax+1)(x-1)<(4x+1)(2x-35)
4x+1

Ax+D(x—-1) < (2x+3)2x-5)

(4x% —dx+x—1) < (4x210x + 6x —15)

2

4x —4x2 —4x+x+10x—6x<-15+1

x<-14

Multiplicando-se ambos
os lados da desigualdade
pelo fator (2x-5).

(Obs: troca-se o sinal,

pois 2x-5<0).

Resultado do passo

anterior.

Multiplicando-se ambos
os lados da desigualdade
pelo fator (4x-+1).

Resultado do passo

anterior.

Eliminagao dos
parénteses, por meio da
lei distributiva e das
regras de sinais na

multiplicagdo.

Isolando x € X’ no
primeiro membro da

inequagao.

Resultado da inequagdo
dada.

SOL:

A

Temos as seguintes condigdes: 2x—5<0 e 4x+1>0 e
5 1
x<—14, ouseja, x<—e x>—— e x<—14.
2 4
< o >y > 1
1 4
4
« o > 5
< O »x < —
5 2
2
< o > x < -]4
-14

o QD

N £ 2
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x—1 2x+3

(2x - 5)(4x+1)

< (2x-5) (4x+1)

2x -5 4x +1

Ax+D)(x-1D)< 2x+3)2x-5)

(4x? —dx+x—1) < (4x” —10x + 6x — 15)

2

4x —4x2 —4x+x+10x—-6x<-15+1

x<-14

Resposta: Como 2x -5 <0edx+1>0e x
< -14, concluimos que o conjunto de tais

solugdes ¢ o conjunto vazio.
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Resposta: Como 2x-5<0e4x+ 1> 0e x <-14, concluimos que o conjunto de tais solugdes ¢ o conjunto vazio.

4° CASO. Solugdes x satisfazendo as condigoes 2x - 5 < 0 e 4x + I < (. Neste caso,

x+3 - x_]<(2x_5)2x+3
4x+1 4x+1

*—L J2xH3 ol x_15 <@x-52

2x-95 4dx+1 2x

2x+3

& (x+DE-1)>@x+ 1D(2x-5) drr ]
X

& (@x+1)(x-1)>2x-5) (2x + 3).

Observemos que as duas condigdes impostas aos polindmios 2x - 5 e 4x + [/ nos permitem concluir que a inequagao

x—1 _2x+3
>

2x=5 4x+1

possui exatamente as mesmas solu¢des da inequagdo (4x + 1)((x - 1)>(2x - 5). (2x + 3), desde de

que estas satisfacam as condigoes 2x—5 <0 e 4x + I < (. Assim, podemos resolver o problema inicial,
determinando as soluc¢des da equacdo mais simples (4x + 1) (x - 1) > (2x - 5) (2x + 3), satisfazendo as condigoes

2x-5<0e4x+1<0.

i) eliminagdo dos parénteses, por meio da lei distributiva e das regras de sinais na multiplica¢do. Assim,
(Ax+DEx-1)>2x-5)2x+3) & -3x-1>-4&x—-15 & x>-14.
Concluimos que solugoes satisfazendo as condigdes 2x - 5 < 0 e 4x + / < (), devem satisfazer também a condicao x

>-]/4.Como 2x-5<0 & x<y edx+I<0 & x<—%, devemoster—]4<x<—%,istoé,xe]—

2
14, —%[.

Resolu¢io com todos os passos necessarios para a obtenciao da solucio da equacio proposta

4°CASO: Se 2x -5 < 0e4x + 1 <0, entdo ndo se altera o sinal da desigualdade.
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Todos os Passos da Resolucio da Equacdo

x—=1 2x+3
>

2x-=5 4x +1
x—1 2x+3
2x-5) >(2x-5)
2x-5 4x +1
2x+3
x-1>(2x-5)
4x+1
2x+3

(Ax+1)(x-1)>“4x+1)(2x-5)
4dx +1

(x+D(x—1) > 2x+3)2x-5)

 (4x? —4xtx—1)> (4x% —10x + 6x —15)

4x2 Z4x% Cdx 4 x410x—6x>—15+1

x>-14

Propriedades
Aplicadas

Equacdo dada

com a restri¢ao

x< — ex<—l.
4

Multiplicando-se

ambos os lados da

desigualdade pelo
fator (2x-5).

Resultado do passo

anterior.

Multiplicando-se

ambos os lados da

desigualdade pelo
fator (4x+1).

Resultado do passo

anterior.

Eliminacdo dos
parénteses, por meio
da lei distributiva e
das regras de sinais

na multiplica¢@o.

Resultado do passo
anterior.
Resultado da

inequagdo dada.

Resolugdo da Equacao

Meétodo Tradicional

x—1 2x+3
>

2x=5  4x+1

x-1 2x+3
(2x - 5)(4x+1) > (2x-35) (4x+1)

2x=5 4x +1

(Ax+D)(x—1)> (2x+3)2x-5)

(4x2 —dx+x—1) > (4x° —10x +6x—15)

2

4x2 —4x? Cdx 4 x+10x—6x > —15+1

x>-14
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Numeros Reais
v.i

Temos as seguintes condi¢des 2x—5<0 e 4x+1<0e x >—14, ou || Resposta:

5 1 Como 2x-5<0; 4x+1<0ex>-14 entdo
seja, x<5ex<——ex>—14.

-14<x< —]4,istoé,

| xe 14 =YL
< o > x < - —
_1 4
4 5
< o > X < —
5 2
< o 2 > x>-14
- 14
SOL: < o o > _14<x<_l
| -14 1 4
4
4

Concluindo. Temos como solugdo - 14 <x < — ]4 ,isto é,x € J-14, — % [

RESPOSTA FINAL. Como toda solugdo da inequacdo, devera satisfazer uma das 4 (quatro) condigdes acima,
entdo o conjunto solugdo devera ser a reunido dos intervalos:

135 +eol O -4, = V1L

Resposta: Como 2x - 5 < 0; 4x + 1 <0ex>-14 entdo - 14 <x < —14,istoé,xe J-14, —14[.

Por que a inequacio tem quatro condicdes para serem analisadas? Faca esta discussio no FORUM.

Existem outras maneiras de resolver esta inequacio. Encontre-as ou pesquise em

livros didaticos estas outras maneiras e postem-nas no MATERIAL DO ALUNO.
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EXERCICIOS PROPOSTOS 1.1.8.
1) Resolva as equacdes.
. . 6 6
i)Sx—6=8-x; u)2(x—1)=7(x+9)—3 m)(x—])=7(x+9)—3;
iv) 11x-13(3—x) =21—4(7 + 2x) v)7-£(6x—])=1+2x+3; vi) 4 =-3;
3 9 7x—06
i) 3x+1=0; vii ]]x+8=5; viii) 2x—1 =2x+1‘
Sx-2 2x—3 3x+2 3x-2
2) Resolva as inequacdes.
. . 2
Q) 3x—4 < 8- 5x; u)2x—9(7—x)2E(-11x+4)-8;
i) 13x + 2x(3 —4x) <2 —4(7 + 2x); iv) 7 - %(6x—1) >+ 2x+3;
v)4(x+6)—§(9x—])>2x5_3; Vi) 3-x<1-2v< 13-x;
4
vii > ] 1211) <-3;
)7x+6 ) —4x
i) Sx >0 x)x—6>_;
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wy X0 <L xii) —— > 1,
2-7x 3 x+2 Sx+3
L 2x+ 1 4x—1
R/ >
3x—2 6x+)5

1.2 REPRESENTAGAO DECIMAL DOS NUMEROS REAIS

Nesta sec@o, apresentamos uma outra representacdo dos nimeros reais na forma de um teorema, que sera

apresentado sem demonstracao, muito usado em situagdes praticas e denominado de representaciao decimal.

Teorema 1.2.1. Todo niimero real a pode ser representado pelo simbolo
a=apaya...a,...,

ondea; e {0, 1,...,9},i=0 1,2, ..., n ..., denominado representacio decimal do niimero a. Além disso, a ¢

um numero racional se, e somente se, existem inteiros positivos m e p tais que: a;+, = a; para todo inteiro i > m.

Neste caso, o menor dos inteiros positivos p com essa propriedade ¢ chamado de periodo da representacio

decimal.

Nota 1.2.2. ¢ ¢ um numero racional se, e somente se, a =ag a;a; ... a,_,a,, ... a a .., onde

m— m m+p—1 am+p ot YmA2p-1

periodo periodo

p € o periodo da representacdo decimal.
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ver nos exemplos, a seguir.

i) 1=1,000...=0999 ...;

ii) 2=2,000...=1999 ....

Por exemplo, 1 = 1,00000...0000... . Devemos apenas tomar um cuidado especial: também podemos
escrever 1 = 0,99999...9999... ! A explicacio é simples: 0 nimero da direita nio é menor do que 1
porque ele tem infinitos 9°s e, portanto, supera qualquer um que seja menor do que 1. Por outro lado,
ele ndo é maior do que 1, evidentemente. Logo, ele s6 pode ser igual a 1. Para evitar ambigiiidades na
representacao infinita de casas decimais, convencionaremos que infinitos zeros consecutivos seriao
substituidos por infinitos 9's diminuindo uma unidade na casa anterior ao primeiro zero que se repete
infinitamente. Porém, para efetuar adicdes e multiplicacoées, poderemos utilizar uma ou outra

representacio.

Por exemplo, 1,39000...000... podera ser trocado por 1,38999...999...! Dessa forma, todo niimero real
passa a ter uma nica representacio decimal infinita. O niimero 2 tem a representacao 1,999....999..., o

nimero 2,1 tem a representa¢ao 2,0999...999..., e assim por diante.

Nao podemos nos esquecer que certos axiomas logicos sdo necessarios para nossa investigacdo. Por
exemplo, acabamos de usar o axioma de que se a nao ¢ menor do que b e também nao é maior do que

b, entdo a = b.

Essa elegante caracterizacio dos numeros reais por meio de infinitas casas decimais nos faz
definitivamente comprometidos com o “infinito”. Nao ha como nos livrar dele e, alias, por enquanto,
por que deveriamos? Galileu se assustou (como muitos outros) com o infinito matematico, e nos

recomendou que o evitassemos, mas isso sao aguas passadas.

Retirado site: http://www.somatematica.com.br/coluna/08112005.php

Observacao 1.2.3. A representacdo decimal de um timero real ndo ¢ univocamente determinada, como podemos

_— e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = — — = —
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Determine quais dos niimeros reais 7 e E ¢ o0 maior.

13

7 1
Se supusermos que E < 7 , chegaremos a um absurdo. De fato, E < 7 & TXT<13X3 & 49<39,0que

¢ um absurdo.

7
Concluimos que 7 < —.

3
Observacoes.

1) Podemos também transformar os dois nimeros fracionarios a serem comparados em numeros decimais

13 7 7 13

(7 =186 ¢ 3 = 2,33) e utilizar as propriedades de comparagao de decimais. Logo, 3 > —

2) Podemos também transformar os dois numeros fraciondrios a serem comparados em fragdes

13 39 7 49

equivalentes a dada (7 = E e E = E) e utilizar as propriedades de comparacdo de fragdes. Logo,
49 39
— >
21 21
. . ] . 27 .
2) Determine quais dos numeros reais — e ]— ¢ o maior.
. ~ . 27 13
A partir da observagdo anterior, temos: 1—3 < ? & 6X27<13X13 & 162 <169.
2 13
Concluimos que — < —.
13 6
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Pesquise na Internet, ou em livros didaticos, as regras que regem o0s numeros

fracionarios e os nimeros decimais e as postem no MATERIAL DO ALUNO.

3) Determine o nimero racional em forma fracionada, representado pela representacio decimal
0,001022....

Suponhamos que x seja o nimero racional em forma fracionada, representado pela representagdo decimal

0,0010222... Temos,

x=0,001022... & 10°x=10222...=10+0,22....

Multiplicando de ambos
os lados por 10*

Por outro lado, fazendo y = 0,22..., obtém-se 10y =2,22... =2+ 0,22... =2+y = I0y=2+y = 9y=2

= y=7,.

Logo, 10°x =10+ 022... =10+ % = x= 9%0.000 (simplifique a fracdo !).

Método Simplificado

Resolugao do exercicio 3 Conta auxiliar
x=0,001022... 10,222 =10 +y =10+0,22...
10" x=10222... 10y =2,22...=2+0,22...

10%x=10+0.22... Fazendo y=0,22...
4 _ 2 10y=2+y
10°x=10+ %/
4. 290 2 10y—y=2
10°x =990 + 3
4. _9 9y =2
107 x A
=92 =2
x Ao.ooo Y=/
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4) Determine o numero racional em forma fracionada, representado pela representacdo decimal

53,00124124 .. ..

Suponhamos que x seja o numero racional em forma fracionada, representado pela representacdo decimal

53,00124124... Temos,
x=5300124124... < 10°x=15300,124124... = 5300+ 0,124124....

Multiplicando de ambos
os lados por 10?

Por outro lado, fazendo y = 0,124124..., obtém-se 10"y = 124,124124... = 124 +0,124124... =
24+y = 10°y=124+y= 999y =124 = y= 124999.

Logo,
2. — 124 - 5.294.824
10°x =35300+0,124124... = 5300 + 499 = x 49900

(simplifique a fragdo !).

Método Simplificado

Resolugao do exercicio 3 Conta auxiliar
x =53,00124124. .. y=0,124124 ..
107 x = 5300,124124... 10°y = 124124124, ..
10°x = 5300+ 0,124124 ... 10°y =124+ 0,124124...
107 x =5300 + 12y Fazendo y=0,124124...
999
‘= 5.294.82%9900 10°y =124 +y
10°y —y =124
999y =124
r 12%99
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Existem outras formas de resolver os exercicios 3 e 4, encontre-as € as postem

no MATERIAL DO ALUNO.

EXERCICIOS PROPQOSTOS 1.2.4

1) O numero real 2,01001000100001... ¢ um nimero racional?
2) Determine a representaciio decimal e o periodo de cada um dos nimeros racionais.

i 734 20 1 43 L8
Y 300° Do Mg Woggn Vigggr Wigss v

3) Determine o niimero racional em forma fracionada, representado pelas representacoes decimais.

i 0555...; i) 3,121212 ...; iii) 0,00313131 ..., iv) 543102102102 ... .
4) Determine qual dos nimeros reais dados é maior.

)22—4 ]4—4; ii)noug; tu)\/_50u£
151 97 7 31

5) Determine o niimero racional, em forma fracionada, representado pelas representacoes decimais.

i) 0,555 ...; i) 3,121212 ... ; iii) 0,00313131 ...; iv) 543102102102 ... .

® EaD - UFMS
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1.3 VALOR ABSOLUTO DE UM NUMERO REAL

Defini¢ao 1.3.1. Seja x um nimero real qualquer. Definimos o valor absoluto de x, como sendo o numero real dado

por:

|| x,sex=>0
x| =
—x,sex<0

Interpretamos geometricamente o valor absoluto de um niimero real x, na reta numérica, como o comprimento do

segmento cujas extremidades sdo 0 e x.

Definicao 1.3.2. Sejam x e y, dois numeros reais quaisquer. Definimos a distancia de x a y, como sendo o nimero

real dado por |x - y| .

Proposicao 1.3.3. Quaisquer que sejam os nimeros reais x € y, temos:

i) |x| > (0. Além disso, x| =0 se, e somente se, x = 0;
i) ey =[x |3
i) f:M,sey;to;
vy
iv) |x+y|£|x|+|y;
v) Seja a um nimero real positivo. Entao:

1) |x| < a se, e somente se, - a <x < a;

2) |x| > @ se, e somente se, x < -aoux>a;

Demonstracio.

i) e ii). Deixaremos essas verifica¢des a cargo do leitor.

iii). Pela identidade ii), temos que |x| = ‘f y‘ = | y|. Logo,
y

x‘ a

X -
y vy



» g
Fundamentos da Matematica % EaD - UFMS I

I‘N

iv) Observemos que ixS|x| e in|y|. Logo i(x+y)£|x|+|y|. Como |x+y|:x+y0u-(x+y), entdo
o< 4ol

y) -item 1.

Seja |x|<a.Sex20, entdio —a <0< x (= |x|) < a. Logo,-a <x<a.Sex <0,entdo —x (= |x|) < a o que
implicaem—a <x <0< |x| < a. Logo, - a < x < a. Reciprocamente, se - ¢ <x < a, entdo - a < - x < a. Logo, - a

< |x| < a o que implica em |x| <a.

vi) - item 2.

Seja |x| >a.Sex20,entdox (= |x|) > a. Se x < (), entdo - x(= |x|) > a o que implica em x < - a. Reciprocamente,

sex <-aoux>a,entdo-x>aoux > a. Logo, x| > a.

Para finalizarmos este paragrafo apresentaremos a seguir um método de resolugdo de uma equacdo ou inequacao

algébrica com uma incognita, envolvendo valores absolutos.

METODO GERAL DE RESOLUGAO DE UMA EQUAGAQ OU UMA INEQUAGAOQ ALGEBRICA COM
VALORES ABSOLUTOS E COM UMA VARIAVEL DESCONHECIDA

Em geral, o método de resolucdo de uma equacdo ou inequacdio algébrica com valor absoluto e com uma
incognita x, consiste em transformar esta equag¢do ou inequac¢do em um cownjunto de equagdes ou inequagoes

algébricas sem valores absolutos, com o mesmo conjunto solugdo.
Vejamos alguns exemplos.

Observacido. Para resolvermos os exercicios 1, 2 e 3, utilizaremos a definicdo de wvalor absoluto:

| | x, sex=>0;
x| =
—x,sex<0
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Resolver a equacio |7x - 5| =9.

Temos |7x—5|=9 S x-5=90ux-5=-9 & x=2 ou x=—%

Concluimos que o conjunto solu¢do da equagdo ¢ o conjunto {2, - %} .

2) Resolver a equacio |7x - 5| =-9.

. . . . x, sex=0;
Esta equagdo modular ndo tem solugdo, pois |x| = .
—x,sex<0 , l
MW
I

Verifique ou explique o resultado da equacao do exercicio 2.

3) Resolver a equagio |5x — 7| = |2x + ]]| .
Como |Sx—7|=[2x+1]| & Sx-7=2x+11 ou 5x—7=-2x+1]) & 3x=18 ou 7x=-4 &

= x:%(? OUX:—%.

Concluimos que o conjunto solu¢ao da equagdo € o conjunto {% 8 - %} .

4) Resolver a equacio |5 -7 x| =3x+13.
Observemos que se x ¢ uma solucdo da equacgdo, entdo 3x + 13 = 0, ou seja, x = M % .

Como |5—7x|=3x+13 < 5-7x=3x+13 0u5-7x=-Gx+13) & [0x=-8 ou 4x =18 <

A -
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Concluimos que o conjunto solugdo da equagao é o conjunto {7 % , %}

Observacao. Para resolvermos os exercicios 4, 5 e 6, utilizaremos a propriedade v).

5) Resolver a inequacio |7 X - 5| <9.

Temos [7x—5|<9 & -9<7x-5<9 & -4<n<ld & -4 <x<1¥]

Concluimos que o conjunto solugdo da inequagdo € o intervalo ] — % , 14 7 /.

6) Resolver a inequacio |7 X — 5| >9.

Temos [7x=529 & 7x-5<-90u x-529 & x<-% ouxx 1Y

Concluimos que o conjunto solugdo da inequagdo € o intervalo /-oo, — % JU 7/ 1 % , toof.

7) Resolver a equaciio |x - 7| < |2x + II| .

1° Modo:

Se x é uma solucdo, entdo devemos ter:
1°CASO. x—7=20¢ 2x+11 =2 0.

Neste caso,
x=7|<|2x+1] & x-7<x+1] & -x<I8 & x>-18.
Mas,

X—720e x+1120 < x27ex2—]%.
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Logo, o conjunto solugdo, para este caso, € o intervalo /7, +oo [,

2°CASO. x-720¢e 2x+11<0.

Observemos que este caso ¢ impossivel, pois

X—720e 2x+11<0 & x> 7ex<—]%.

3°CASO. x—-7<0¢e 2x+11 2 0.

Neste caso,
p-7|<|px+1l] & -a-7<ntl & -<d o x>-Y
Mas,

X—7<0e2x+1120 & x<7¢ex> —l%.

Logo, o conjunto solucdo da inequagdo, para este caso, é o intervalo /— 1 % 7L

4°CASO. x—7<0¢e 2x+11<0.

Neste caso,
x=7|<|2x+1l] & -x-7)<-@2x+1]) & x-7>2x+11& -x>18 & x<-18.
Mas,

x—7<0e2x+11<0 & x<7ex<—1%.

Logo, o conjunto soluc¢do da inequagdo, para este caso, ¢ o intervalo /- oo, -18/.

SOLUCAO DO EXERCICIO. Como toda solu¢ido devera satisfazer cada uma das 4 (quatro) condi¢des acima,

entdo o conjunto solugdo devera ser a reunido dos intervalos:

J-eo, 18U =11, 71 U7, +eo
isto é,

J-oo, 18 U[~11/), +oo.
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2° Modo.

Para resolvermos a equagao: |x - 7| < |2x +1 1| , basta que elevemos ao quadrado cada lado da desigualdade, isto é:
=7]<|2x+11] & (x=7F <@x+11)* & @ —14x+49)< (4x° +44x +121) &

& (* —4x> —14x—44x+49-121)< 0 & (3x> —58x—72)< 0 ()
Basta encontrar os valores de x, que satisfagcam (i).

(— 3x* —58x — 72)< 0, entdo vamos buscar o valor que anula o polindmio do segundo grau.

Temos: (-3x> —58x—72)=0

I E: J(58)* —4.(-3).(-72)  58+/3364—864 58++/2500 5850

2(3) 6 6 iy
_58+50 108 _
58 +50 NT T e T e
- = 58—50 8
-6 x, = =2 =133
6 -6

Fazendo o estudo do sinal da inequacio (— 3x* —58x+ 72)< 0.

Temos que a = -3.

mesmo sinal de a sinal contrario de a mesmo sinal de a
----- - ++++++ -
SOL : < o 7o >
-20,50 -1,33

Solucdo: x <-20,50 ou x >-1,33
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EXERCICIOS PROPOSTOS 1.3.4

1) Resolva as equacdes a seguir.

i)|x—5|=2; ii) |2x—]|=0; iii)|3x+]|=7;

iv) |x+1|=|x—2|; v) |x+2|=|2x+1; vi) |x|:|3x—5;

vii) 2x+3=4; viii) |5x+2|=x+1; ix) |1—4x|=3x+2.
X—

2) Resolva as seguintes inequacdes.
i) |x+3<2; i) |[4x— 1 < I; iii) |3x+ 2|24 iv) [2x=35|>1;

v) |x—2|<|x—1| vi) |x—1|2|2x—4

s vib) |x+ 1| +|x—1]<4; viii) [x = 5| < x+2;

ix) |x—3|+|x—4|>1; x) |x—2|—|x+]|>2x.

1.4 POTENCIA DE UM NUMERO REAL

EXPOENTES NATURAIS

Defini¢ao 1.4.1. Seja a um nimero real, a # 0 e a # 1, e n um inteiro positivo. Definimos a poténcia de base a e

expoente n, como sendo o nimero real, denotado pelo simbolo #a, dado por
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na=ax..Xda.
\QK_J

nvezes

Proposicao 1.4.2. Quaisquer que sejam os numeros reais a e b (diferentes de 0 e de 1) e inteiros positivos m e n,

temos
i) a"t" =d"ad"
i) @) ="
iii) (ab)" = d"b".
Demonstracio.

i) d"""=ax..Xa =ax..XaxaxX..Xa =a"d"
— —_— Y

(m+n) vezes m vezes n vezes

ii) (@")" = ax..Xa..aX..Xxa =aX..Xxa =a"",

m VezZes m vezes mn vezes

n vezes

iii) (ab)" = (ab)Xx...X(ab)= aX..XaxbX..xXb = nab".

n vezes nvezes n vezes

Corolario 1.4.3. Verifique que se a e b sdo nimeros reais e # € um inteiro positivo, entdo:

i) (1) = ! ,com a#0;

ii) [ﬁ) =, comb#0.
b

A demonstragao da proposicdo a seguir pode ser encontrada na bibliografia citada.

Proposicao 1.4.4. Quaisquer que sejam os numeros reais a € b (# 0 e # 1) e o inteiro n positivo, temos:

i) d'—b'=(a-b)(a"" +a"*b+---+ab"* +b"");

L /
ii) (a+b)' = Z % a*b"* ,onde k/=1-2-... -k, para todo inteiro k positivo.
~\ kin—k).
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Corolario 1.4.5. Valem as seguintes afirmagdes.

i) Seja n um inteiro par positivo. Se 0 < a < b, entdo a" < b".
ii) Seja n um inteiro impar positivo. Se a < b, entdo a" < b".
Demonstracio.
i) Se n & um inteiro par positivoe 0 <a <b,entio a—b<0 e a"' +a"’b+--+ab" > +b"" > 0.

Logo, a" - b" < 0 o que implica em a" < ", pela proposi¢ao 1.4.3 —i);
ii) S Se n é um inteiro impar positivo ¢ a € b tem os mesmos sinais, entdo a demonstracao ¢ a mesma do

item anterior. Sea <0 <b, entdo a" <0 <b".

EXPOENTES INTEIROS

Definicao 1.4.6. Seja @ um ntimero real, a # 0 e a # 1, € n um inteiro. Definimos a poténcia de base a e expoente n,

como sendo o numero real, denotado pelo simbolo @”, dado por:

n

a" ,sen> 0;
a'=4 1 ,sen=0;

1
—,sen<0.
an

Observacao 1.4.7. Na defini¢do de poténcia de base a e expoente inteiro n, fazemos um abuso de notagdo tomando

0 mesmo simbolo a”, ja definido anteriormente para expoentes naturais.

Proposicao 1.4.8. Quaisquer que sejam os numeros reais a € b (# 0 ¢ # 1) ¢ inteiros m ¢ n, temos:
i) am +n _ ama ’
i) (@) =a"

iii) (ab)n — anbn’,
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Demonstracao.

i) Se os inteiros m e n sdo positivos, entdo a demonstragdo ¢ a mesma da proposicao 1.4.2.

0 0 0
=a" = 1d" = a'd". Da mesma forma, para n = 0, temos que a" " =d"a".

n

Sem = 0, entdo a’ "

Se o inteiro m € positivo, o inteiro n € negativo e m + n € positivo, entdo

d"=a""""" =d"""a’". Logo, d" " = a"™ — =d"d". Se m + n & negativo, entdo
a
an:am+n+(-m): ] — ] _ I ] :am+n I
a—(m+n+(—m)) af(m-%—n)am a—(m+n) am am :
Logo, a”" " " =d"a". Se os inteiros m e n sio negativos, entdo
min 1 1 B 1 1 I .
a T ) (=m)+(=n)  _-m _-n  _-m -n aa.
a a a"a a a

i) Se os inteiros m e n sdo positivos, entdo a demonstragdo ¢ a mesma da proposicao 1.4.2.

Sem =0, entdo (a”)" = 1" =1 =a". Da mesma forma, para n = 0 temos (a")’ = a"’.

. . , . . . I3 . ~ m\n ] ] mn
Se o inteiro m ¢ positivo e o inteiro n € negativo, entdo (a”)" = = T 4
(@)"
n
o , . o , . - mwm 1 1 o
Analogamente, se o inteiro m € negativo e o inteiro z ¢ positivo, entdo (a”)" = | T = T4
a

. . ~ . ~ m\n ] I mn

Se os inteiros m e n sdo negativos, entdo (a”)" = = =a

(a m )—n a—(mn)

iii) Se o inteiro n € positivo, entdo a demonstracdo ¢ a mesma da proposi¢ao 1.4.2.
~ 0 010 . . , . ~
Se n = 0, entdo (ab) =1 =a'b’". Se o inteiro n € negativo, entdo

ay-—L L L Ly
@) a'b’ a’ b’

® EaD - UFMS
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Corolario 1.4.9. Verifique que se a e b sdo numeros reais (diferentes de 0 ¢ de 1) e n € um inteiro, entdo
) (@) =(@)y'=a"
ii) (ab’)'=a" )" =d" b

EXPOENTES RACIONAIS

RAIZES N-ESIMAS DE UM NUMERO REAL

A demonstracdo do teorema a seguir serd omitida e podera ser obtida na bibliografia citada.

Teorema 1.4.10. Valem as seguintes afirmagdes:
i) Se n € um inteiro par positivo e b € um nimero real ndo negativo, entdo existe um Unico
namero real ndo negativo c tal que ¢" = b.
ii) Se n € um inteiro impar positivo € b € um niimero real, entdo existe um tnico numero real ¢

tal que ¢" = b.

Nestes casos, o nimero real ¢ ¢ chamado de raiz n-ésima de b e ¢ indicado pelo simbolo: ¢ = /b .

Proposicao 1.4.11. Valem as seguintes afirmagdes:
i) Se n é um inteiro par positivo, entdo A/a X/b =4X/ab , quaisquer que sejam os nimeros
reais ndo negativos a e .;
ii) Se n é um inteiro impar positivo, entdo 3 a A/b =4/ ab , quaisquer que sejam 0s nimeros

reais a e b.

Demonstracio.
i) e ii). Pela defini¢do de raizes n-ésimas de numeros reais, (%)n =ae (% )n = b. Como (4/5 ’(/Z)n =

(%)n (%)n = ab, concluimos que a /b ¢é araiz n-ésima de ab. Logo, tarlb =4ab .
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Proposicao 1.4.12. Valem as seguintes afirmagoes:
i) Se n é um inteiro par positivo, entdo |a| =A4/a" , para todo niimero real ndo negativo a.
ii) Se n € um inteiro impar positivo, entdo a =43 a" , para todo niimero real a.
Demonstracio.
. , . . .. ~ n n . , . o /. n
i) Se n € um inteiro par positivo, entdo |a| =a". Assim, |a| ¢ a raiz n-ésima do niimero real a”". Logo,
|a| =va" .

ii) Evidente.

Proposicao 1.4.13. Valem as seguintes afirmagoes:
i) Seja n um inteiro par positivo. Se 0 < a < b, entdo % < %

ii) Seja n um inteiro impar positivo. Se a < b, entdo % < 4/3 .

Demonstracio.

i) Se n € um inteiro par positivo, pela proposicao 1.4.3 — i), tomando x = % ey= % , temos que
o= (- 58) () ()4 v (45 (6) )

Como a — b < 0 e o segundo termo do produto a direita da igualdade € positivo, temos '\'/; - 4/3 < 0. Logo, % <

Wb .

if) Se n ¢ um inteiro impar positivo e a e b tem os mesmos sinais, entdo a demonstragdo ¢ a mesma do item anterior.

Se a<0<b,ent50'\'/;<0< %

Corolario 1.4.14. Valem as seguintes afirmacdes:

i) Seja n um inteiro par positivo, entdo,

a| < |b| se, e somente se, a" < b,

i) Seja n um inteiro impar positivo, entdo, a < b se, e somente se, a" < b".

Demonstragao. Deixaremos como exercicio.
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Proposicao 1.4.15. Valem as seguintes afirmacdes:

i) Se n é um inteiro par positivo, entdo:Va +b < Va + 2/b , quaisquer que sejam 0s
numeros reais a > 0 e b > 0.

i)  Sen ¢ um inteiro impar positivo, tem-se:

1) Sea>0€b>0,ent50”\/a+b<’{/E+’{/Z.
2 Sea<Oeb<0,entio ¥a+b >4a +4b.

3) Se a < 0 < b, entdo nada podemos afirmar.

Demonstracio.
i) e ii) -item 1). Se n ¢ um inteiro par ou impar positivo ¢ a > 0 e b > 0, entdo pela proposi¢ao 1.4.3 —ii), temos

a4 N @) e S 6 69)

k=0

0 que implica em a + b < (% + %)n. Pela proposicdio 1.4.13 — i), concluimos que

Va+b <’{/Z + %

ii) -item 2). Se n & um inteiro impar positivo ¢ a < 0 ¢ b < (), entdo pela proposigao 1.4.13 — ii), temos

Wa s by St ) G e St 60 60)

k=0

Como Z(k’( k)/)(\/_ ) (’{/_ ) <0,entdoa +b>( tfa + b )". Pela proposic¢ao 1.4.13 — ii), concluimos

ue Va+b > % + %

iii) Deixaremos como exercicio.

Proposicao 1.4.16. Valem as seguintes afirmagdes:

i) Se m e n sdo inteiros positivos, entdo\/¥a =1V a ="V a , para todo nimero real a ndo negativo.
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i) Se m e n sdo inteiros impares positivos, entdo /X a =4/A/a ="V a , para todo numero real a.

ii) Se m e n sdo inteiros positivos, entdo "Va™ =41/a , para todo nimero real a ndo negativo.

iii) Se m e n sdo inteiros impares positivos, entdo "V a” =4/a , para todo nimero real a.
Demonstracio.
. .o ~ . . m m
i) e ii). Se ¢ = H¥a, entdio c¢"= ¥Nao que implica em (c") = a. Como (c”)

n ~
= (c’") =c"™ =gqg,entdoc = YVa = "Na .

nm, m

oo . ~ m ~
iii) e iv). Se ¢ = Y a , entdo ¢" =a. Como ¢ = (c”) =a",entdoc = "Va

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Resolva a equacio (x" —1 8)3 =-8.

Temos (x*~18)"=-8 & Y(x'-18)"=4-8 & x'-18==2 & x' =16 {x' =416 =|q=2

< x=2 ou x=-2

Concluimos que o conjunto solugdo da equagado é o conjunto {— 2, 2}.

2) Resolva a equacao (x3 + 7)4 =1.

Temos < 4\I(x3+7)4 =il ‘x3+7‘:] sx’+7=loux’+7=-lsx’=—6 oux’ =-8 &

4:»3\/)6—323\/—6 ou i/x—3=3\/—8 o x=-36 ou x=-2.

Concluimos que o conjunto solugdo da equagdo ¢ o conjunto {— s, - 2}
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3) Resolva a equaciio 3/ Yx-78=27.

Observemos que se x ¢ uma soluc¢do da equacdo, entdo devemos ter x = (). Assim,

3
Yx-78=27 & ({/‘(/;—78) —27 e Ux-78=27" o Yx=78+27 o (x) =(s+27") &
o x=08+27°)".

Logo, o conjunto solugdo ¢ o conjunto {(78 +27° ) ’ }

4) Resolva a equaciio y/ Yx+121=2.

Observemos que se x ¢ uma solugdo da equagdo, entdo devemos ter Yx+12120 o Yx>-121 o

x> (=121)°. Assim,

4
Bi+21=2o (4 %/¥+121) e ilx+120=2 o x=—121+2 = (5) =C21+2) o

e x=C121+2%)".

Logo, o conjunto solugdo ¢ o conjunto {(—1 21+2¢ )3 }

5) Resolva a inequacéo (x" -1 8) ? <-8.

Temos (' —18)" <=8 o {(x'=18)" <i~8 & x'—18<—2 & x' <6 x' <416 o |x<2
S —2<x< 2,

Logo, o conjunto solugdo € o intervalo aberto /-2, 2/.
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6) Resolva a inequagio (v +7)” > 1.

Temos (' +7) 21 & Y7 +7) 241 ‘x3+7‘21 e xX+72loux’+7<-1 &

o x*2-6oux’<-8 o VYx’>23i-6 ou {x’ <i-8 & x>-46 ou x<-2,

Concluimos que o conjunto solugdo € a reunido dos intervalos /-0, - 2] U [— {/g , Foof.

7) Resolva a inequacio 3\/‘{/; -78 >27.

Observemos que se x ¢ uma solugdo da equacdo, entdo devemos ter x = (). Assim,

3
Yx-78>27 o (3 (/;—78) >27 o Ux-78>27 o Ux>78+27° @/;)4 >(s+27°) o
ox>08+27°).

Logo, o conjunto solu¢do da inequagdo € o intervalo aberto / 68 +27° )4, +oof.

8) Resolva a inequacgiio %/ Ux+121<2.

Observemos que se x ¢ uma solucdo da equacdo, entdo devemos ter Ux+12120 o Yxz2-121 o

x> (=121)°. Assim,

4
Prxr121<2 (‘{/%/}sz) < e ix+120<2 o <121+ 2 ) <Cr21+2) oo
x<Cr2i+27).

Logo, o conjunto solugdo ¢ o intervalo fechado /(=121)’, (—121 +2¢ )3 ].
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EXERCICIOS PROPOSTOS 1.4.17

1) Resolva as seguintes equacdes.
) (-78)" =27; i) (C+1) =16 i) (' -3)" =7
i (" -3)"=7: w (2 +1)" =2; vii) (7 +1)" =2.
viii) Y4x -78 = 27 i) Yx+1=16 0 Y5 -3=7;

xi) Yx-3=07; xii)) YXx+1=0,.2; xii)) Nx +1=05.

2) Resolva as seguintes inequacoes.
) (*-78)" <27, i) (F+1)" =16 i) (*-3)" >7;
i (" -3)"<7; w (2 +1)" <2; vii) (7 +1)" = 2.
viii) Y4fx —78 > 27, i) Yix+1<16 0 Y —3<7
xi) 3\9/4\1/}7—320,7; xii) %/mw,z; xiii) ?/%Tso;.

CASO GERAL

Definicdo 1.4.17. Seja ¢ um numero real, ¢ > 0 e a # I, e r um numero racional tal que

_ D L Defini A d , 1
r = g»comp e g inteiros e g > 0. Definimos a poténcia de base a e expoente r, como sendo o niimero real,
denotado pelo simbolo «”, dado por:

=~Na .
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Proposicao 1.4.18. Sejam a e b numeros reais, a, b > 0 e a, b # 1, e r um numero racional positivo. Entdo, a < b
se, e somente se, a <b'.

Demonstragio. Deixaremos como exercicio.

Proposicao 1.4.19. Quaisquer que sejam os nimeros reais a ¢ b (> 0 e # 1) e racionais » ¢ s, temos:
i) d=ad as;
i (a)=d"
iii) (ab)" =ad'b'.

Demonstracao.
Sejam ntimeros racionais »= g es = % , com p e u inteiros € ¢ e v sdo inteiros positivos. Entao:
v+qu
P p qvq
. q v 9 v+qu (]\V/ Vv qu q\V/ v Q\V/ u q| v u
l) ar+s: a - A _ ap q _ aP aq _ ap aq _ ap a :aras;

i @ =V ) = W = o =

iii) (ab) = 4(ab)” = Ya’b? =Ya? Yb7 =av.

Corolario 1.4.20. Verifique que se a e b sdo niimeros reais (> 0 e # 1) e r e s s30 nimeros racionais, entao
l) (a-l)r:(ar)—]:a-r;
i)  (ab')=d®)' =db"

EXERCICIOS RESOLVIDOS

3
1) Resolva a equacio Qc" - 7) 5=2.

3 el Bl 3 3 3
Temos 6(4—7)5:2 ox'-7=2cox'=7+23 @|x|=4 7+23 & x=—4\/7+23 ou x=4V7+23
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5 5
4 g 2
Logo, o conjunto solugdo é o conjunto {— \/7 + 273, \/7 + 23

3 4
2) Resolva a inequagio (x5 + 2) =81.

3
x’ +2

3 3 3 3 5

3 4
Temos [x5+2J =8] =3 x’+2=-"3oux’+2=3 x’=-F oux’ =] & x=-5"

ou x=1

5
Logo, o conjunto solugdo ¢ o conjunto {— 53,1 } .

3
3) Resolva a inequacio Gc" - 7) 0 <2,

Observemos que se x ¢ uma solugdo da inequagdo, entio devemos ter x* =720 < x' 27 o |x| 2 ‘\’/7 S

x<-47 ou xZ(/;.Assim,
B 10 10 J v J v NIRE
(-7)w<2 o x'-7<23 © x'<7+2} o ] <V7+2% & V7427 <x<\7+27 .

. . . 4 Q 4 4 4 Q
Logo, o conjunto solugdo é a reunido dos intervalos | —\V7+27 , — \/7] ) [\/7, 7+2°3 [

3 4
4) Resolva a inequacgao (x‘? +2 ) >81.

Observemos que se x ¢ uma solucdo da inequagdo, entdo devemos ter x = (). Assim,

3 4
(x‘? +2) >8] <

Logo, o conjunto solucdo € o intervalo /1, +oo /.

3
x8+2

3 3 3 3
>3 & x%4+42<-3 ou x¥+223= x5<-5 ou xt2] & x>1.
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5) Resolva a inequagio (2 —x? ] >81.

Observemos que se x € uma soluc¢do da inequagdo, entdo devemos ter

5 5

L)

x20 e 2-x220 @ x>0 ¢ x2<2 ¢ x>0 ¢ x<2° & 0<x<25.

Assim,

[Z—X
4

Como 2—81° <0, entdo o conjunto solugio é o conjunto vazio (= ®).

| w

5 4 5 4

] >8] @ 2-x228° o x2<2-81°.

YO
BN

EXERCICIOS 1.4.21

1) Resolva as seguintes equacdes.

3 3 ¥
i) 6(4_78)§=27; ii) [x5+]) =16; iii) (x

38 98

kel 17 82 5
iv)(x‘g—_?) =7, v)(x53+1) =2; vii)(

2) Resolva as seguintes inequacdes.

D G -78)5 <27

38 98

41 17 62 5
iv)[x8—3] <7; v)[x53+]) <2; vii)[

3 4
ii) (x5+]] > 16 iii) {)ﬂ -3

75

x4 1

40

ﬁ
x+1

11

40 36
7_3]

81

/0
=2.

11

36

=7;

>7;

81

Q

!‘Q

2%
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1.5 REFERENCIAS ELETRONICAS

Para referéncias sobre nimeros reais, sugerimos que o leitor consulte as paginas referenciadas a seguir.
1. Geral. http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/

1.1. ENSINO FUNDAMENTAL
Fragoes: http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/fundam/fracoes/fracoes.htm
Fragdes Decimais:http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/fundam/fracoes/fracdec.htm
Numeros Racionais: http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/fundam/fragdes/racionais.htm

Equagdes do 1° Grau: http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/fundam/eqlg/eqlg.htm

1.2. ENSINO MEDIO

Desigualdades: http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/desig/desig.htm

1.3. ENSINO SUPERIOR

Numeros Reais: http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/calculo/nreais/nreais.htm
2. GERAL. http://www.fund198.ufba.br/
2.1. CONJUNTO NUMERICO E FUNCOES

Conjuntos Numéricos: http://www.fund198.ufba.br/apos_cnf/conjunu.pdf

Modulo de um Numero Real: http://www.fund198.ufba.br/apos_cnf/modulo.pdf

1.6 REFERENCIAS

1. Hazzan, S.; lezzi, G. - Fundamentos de Matematica Elementar: Conjuntos e Fungdes - vol. 1, Atual Editora.
2. lezzi, G.; Dolce, O.; Murakami, C. - Fundamentos de Matematica Elementar: Logaritmos - vol. 2, Atual Editora.

3. Fundamentos de Matemadtica Elementar: Trigonometria - vol. 3, Atual Editora.
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4. Hazzan, S.; lezzi, G. - Fundamentos de Matematica Elementar: Complexos, Polindmios - vol. 6, Atual Editora.

5. lezzi, G., Murakami C.; Machado, N. J. - Fundamentos de Matematica Elementar: Limites, Derivadas e No¢des

de Integral — vol. 8, Atual editora.
8. Caraga, B. J., Conceitos Fundamentais da Matematica, Livraria Sa da Costa Ed., Lisboa, 1984.
9. Colecdo do Professor de Matematica. Sociedade Brasileira de Matematica — SBM.

10. REVISTA DO PROFESSOR DE MATEMATICA. Publicagio quadrimestral da SBM - Sociedade Brasileira de

Matematica. Rio de Janeiro.

1.7 SITES ELETRONICOS COMPLEMENTARES

1. http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/alegria/livros/livros.htm
2. http://www.fund198.ufba.br/apos_cnf/bibli.pdf
3. http://www.fund198.ufba.br/expo/bibli.pdf
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Capitulo 2

FUNCOES E GRAFICOS

Neste modulo estudaremos o conceito de funcdes e, particularmente, o que chamamos de fungdes reais, isto €,
relagdes entre quantidades que podem ser descritas por nimeros reais. Seu estudo ¢ muito importante em
Matematica e seu conhecimento impulsionou o desenvolvimento tecnolégico em quase todas as areas. Em
muitas situacoes praticas € comum existir relagoes envolvendo duas varidveis numéricas nas quais o valor de
uma delas ¢ dependente do valor da outra. Relagdes onde a cada valor de uma das varaveis esta associadoume
somente um valor da outra variavel sdo de grande interesse e denominadas de fungdes. A no¢do de fungao
permite-nos descrever e analisar relagdes de dependéncia entre quantidades. E importante também darmos
énfase ao tratamento grafico das fungdes. O grafico de muitas fungdes reais especificas recebem nomes
especiais, por exemplo: o grafico de um funcdo afim, ou polindmio do primeiro grau, ¢ chamado de reta; o
grafico de um polinomio do segundo grau, de parabola. Estas e outras fungdes e seus graficos serdo estudados
neste mdodulo que tendo os seguintes objetivos: identificar uma fun¢do de uma variavel como um modelo
matematico; analisar graficos de fungdes reconhecendo e atribuindo significado a dominio, contradominio,
estudo da variagdao de sinal, intervalos de monotonia, continuidade, paridade e pontos notaveis (zero,
intersec¢do com o eixo do x e do y, entre outros); esbogar o grafico de uma funcao pertencente a familia de
uma das fun¢des de referéncia estudadas.

2.1 FUNCOES E GRAFICOS

Pesquise nos livros didaticos ou na Internet situacdes cotidianas envolvendo o conceito

de funcio, resolva-as e postem-as no MATERIAL DO ALUNO.
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Essas varias situagdes praticas podem ser modeladas matematicamente como descrito a seguir.

Defini¢ao 2.1.1. Sejam X e Y dois conjuntos ndo vazios. Uma fungdo de X em Y, ou simplesmente uma
funcgdo, ¢ uma regra, lei ou convencao que associa a cada elemento x do conjunto X um unico elemento y
do conjunto Y. O conjunto X é chamado de dominio da funcio e o conjunto Y de contradominio da
funcio. Usualmente denotamos a regra pelo simbolo x > y e indicamos a fungdo por uma letra latina

minuscula. Assim, denotamos uma funcao pelo simbolo:

ffX>Y

X .

Neste caso, indica-se o dominio de f pelo simbolo Dy (= X) e o inico elemento y, de Y, associado ao
elemento x, de X, pelo simbolo f(x) (lé-se “f de x”), chamado de elemento imagem de f em x ou
simplesmente a imagem de f em x. Dizemos que x ¢ a varidvel independente de f e que y ¢ a varidvel

dependente de f.

A interpretagdo de uma fun¢do, em diagramas de Venn, pode ser vista como mostra a figura a seguir.

Dominio Contradominio

X (=D(®) Y

Xe

Uma outra notag¢do para uma fungdo /¢ dadapor f: Dy — Y, x = y = f(x).

Defini¢ao 2.1.2. Seja uma fungdo f> Dy — Y, x = y = f(x). Definimos o grdfico da funcio f como o

subconjunto do conjunto produto cartesiano X X Y, dado por

Gr= 1@y |y = fiv),paratodoxe D, }
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A interpretagao do grafico de £, em diagramas de Venn, pode ser vista como mostra a figura a seguir.

s G, XXY
ST — L

\ 4

0 x e X (=Dy) X

Defini¢do 2.1.3. Seja uma funcdo f> Dy — Y, x = y = f(x). Definimos o conjunto imagem de f ou
simplesmente a imagem de f como o subconjunto, do contradominio Y, dado por Im(f) =

{ye Y| y= f{x),paraalgum x € Df} Assim, y € Im(f) se, e somente se, existe um x € Dytal que y =

).

A interpretacdo do conjunto imagem de f, em diagramas de Venn, pode ser vista como mostra a figura a

seguir.
Contradominio
Dominio
Y
X (=D(h)
Im(f)
Xe >

Definicdo 2.1.4. Seja uma fung¢do f' Dy — Y, x > y = f(x). Dizemos que a fun¢do f ¢ uma funcdo
injetora em um subconjunto I de Dy, ou simplesmente que f ¢ uma funcdo injetora em I, se quaisquer
que sejam x;, x; € [ tais que x; # x, entdo f{x;) # f(x2), ou equivalentemente, se quaisquer que sejam Xx;, X

€ [tais que f(x;) = f(x2), entdo x; = x,. Quando / = Dy, diremos que f € injetora.
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A interpretagdo, em diagramas de Venn, de uma fungdo injetora, pode ser vista como mostra a figura a

seguir.

X (=D®)

S

X))@

Definicao 2.1.5. Dizemos que a func¢do f ¢ uma fungdo sobrejetora se o conjunto imagem de f coincide

com o contradominio de f; isto €, se Im(f) = Y, ou ainda, se para todo y € Y, existe um elemento x € Dytal

que y = f{x).

A interpretacdo, em diagramas de Venn, de uma fungdo sobrejetora, pode ser vista como mostra a figura a

seguir.

Dominio Contradominio

X = D) Y =Im(p)

Xe

Defini¢ao 2.1.6. Dizemos que a funcdo f é uma fungdo bijetora se ela ¢ uma funcio injetora e

sobrejetora.



"~ ‘; ~ Y& L
I EaD « UFMS % Funcoes e Graficos

D

Proposi¢ao 2.1.7. Seja uma fungdo f: X — Y, x — y = f(x). Se f ¢ bijetora, entdo a lei de
correspondéncia dada por: g: Y —> X, y — x =g(y), em que x = g(y) se, e somente se, y = f(x), ¢ uma

funcao de Y em X, de variavel independente y e variavel dependente x.

Neste caso, chamaremos a fungdo g de fungdo inversa de f e a denotaremos pelo simbolo /. Assim,
escrevemos a funcdo inversa de /', como sendo: f': Y > X,y — x =f'(¥), no qual x = //(y) se, e

somente se, y = f(x).

Demonstracio. Deixaremos a demonstragdo a cargo do leitor.

Nota 2.1.8. Seja uma fungdo bijetora /> X' — Y, x > y = f{x). Usualmente, escrevemos a funcio inversa

f~'de f, tomando a letra x como sua variavel independente e y como sua varidvel dependente. Assim,

escreveremos a fungdo inversa de fcomo sendo f ;Y =X, x = y= f(x),noqualy = /7 (x) se, e

L

L]
—

somente se, x = f(y).

X

Analise nos livros didaticos ou na Internet como outros autores definem o conceito de
funcdo injetora, sobrejetora e bijetora. Busque exercicios de aplica¢io e resolva-os.

Poste-as no MATERIAL DO ALUNO.

2.2 FUNGOES DE VARIAVEL REAL A VALORES REAIS

Definicdo 2.2.1. Uma funcdo de varidavel real a valores reais ¢ uma func¢io f onde os conjuntos X (= Dy
e Y sdo subconjuntos do conjunto dos niimeros reais. Neste caso, para todo niimero real x € Dy, o

elemento imagem f(x) ¢ chamado de valor imagem que a funcdo assume em x ou simplesmente de valor

imagem de f em x.
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Observaciao 2.2.2. Salvo se houver mencao explicita, tomaremos ¥ = R. Assim, usualmente denotaremos
uma fungdo fpor /> Dr c R— R, x > y=f(x).
A interpretagdo do grafico de uma func¢do de varidvel real a valores reais pode ser vista como mostra a

figura a seguir.

Y A
" (x, fex) € G
ye Y ........................................
. R
0 x € Dy x'

Defini¢do 2.2.3. Seja uma fungdo > Dy c R — R, x = y =f(x), e < Dy um intervalo. Dizemos que a
funcio f é uma funcdo crescente em I se quaisquer que sejam x, x; € I, tais que x < x;, entdo f(x) < f(x;).

Dizemos que a fungdo f'¢ uma funcdo decrescente em I se quaisquer que sejam x, x; € [, tais que x < x,

entdo f(x) > f(x;). Quando I = Dy, diremos que f € crescente ou decrescente, respectivamente.

Dizemos que a funcao fé uma funcdo nao-crescente em I se quaisquer que sejam x, x; € /, tais que x <
x;, entdo f(x) = f(x;). Dizemos que a funcdo f ¢ uma fun¢do ndao-decrescente em I se quaisquer que sejam
x, x; € I, tais que x < x;, entdo f(x) < f(x;). Quando I = Dy, diremos que f € ndo-crescente ou ndio-

decrescente, respectivamente.

Proposicdo 2.2.4. Seja uma fungdo f: Dy ¢ R - R, x — y =f{x), e I < Dyum intervalo. Se f'¢ uma
fungdo crescente em I ou decrescente em I, entdo ¢ uma fun¢do injetora em /.

Demonstracio. Deixaremos a demonstragdo como exercicio.

Corolario 2.2.5. Seja uma funcdo sobrejetora f> Dy < R = R, x — y = f(x). Se f é crescente ou
decrescente, entdo f ¢ uma fungdo bijetora.

Demonstracio. Deixaremos a demonstragdo como exercicio.

Defini¢iio 2.2.6. Seja uma fungdo /> Dy ¢ R — R, x — y =f{x), tal que para todo x € Dy, temos —x €
Dy.
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Dizemos que a funcio ¢ uma funcdo par se f( —x)= f(x), para todo x € D; Dizemos que a fun¢io f¢é
uma funcdo impar se f( —x)=—f(x), para todo x € D, A partir das defini¢des, podemos ver que as
funcdes pares possuem os pontos (x, f(x)) € (—x, f{ —x)) do grafico, simétricos em relacdo ao eixo oy e
as fungdes impares possuem os pontos (x, f(x)) e ( —x, f{ —x)), simétricos em relagdo a origem o, do

plano cartesiano xoy.

As interpretacdes graficas de uma funcdo par e uma fungdao impar podem ser vistas, nos exemplos a

seguir.

FUNCAO PAR FUNCAO IMPAR
Yy = Cos X y=senx
A A
y sty
44
3+ 3t
2 2
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Nota 2.2.7. Seja a um nimero real positivo e uma fun¢do /> Dy ¢ R — R, x — y = f(x). Consideremos
afuncdog: D,c R— R, x +— y=g(x), talque paratodo xe€ D,, x +a € Dy e g(kx)=fx+a),
para todo x € D,. Como os valores imagens de g(x) sdo os valores imagens de f(x + a), entdo o grafico da
fungdo g € o grafico da funcgdo f, transladado a unidades para a esquerda do grafico de f. Analogamente,
consideremos a func¢ao: h:Dyc R— R,x+— y=h(x), talqueparatodoxe Dy, x—a € D, ¢
h(x) = f(x — a), para todo x € D;. Como os valores imagens de /(x) sdo os valores imagens de f(x—a ),

entdo o grafico da fungdo / € o grafico da funcao f, transladado a unidades para a direita do grafico de f.

Analise nos livros didaticos ou na Internet como outros autores definem o
conceito de fun¢io crescente e decrescente. Busque exercicios de aplicacio,

resolva-os e poste-os no MATERIAL DO ALUNO.
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Capitulo 3

Grande parte dos fendmenos naturais pode ser representada pelas chamadas fungdes elementares. Trata-se de fungdes
definidas por formulas que contém um nimero finito de operagdes algébricas ou trigonométricas efetuados com o
argumento, com a func¢do e com algumas constantes. Neste capitulo devem ser analisados graficos de fungdes racionais

e serrelacionados com as expressdes analiticas das fungoes.

3.1 FUNGOES POLINOMIAIS

Defini¢ao 3.1.1. Uma funcdo f'¢é chamada de fun¢do polinomial se sua lei de correspondéncia ¢ dada por
um polinomio do n - ésimo grau,
fx)=ap+tax+...+ax",

no qual #» ¢ um inteiro positivo e ay, aj, ..., a,, 80 nimeros reais quaisquer € a, # 0.
Naturalmente, temos que Dy = R.

Em geral, visualiza¢des graficas de fun¢des polinomiais necessitam de analises detalhadas. Assim,

limitaremos o nosso estudo a alguns casos particulares.
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FUNCAO AFIM

Definiciao 3.1.2. Uma fun¢do polinomial /¢ chamada de fung¢do afim se sua lei de correspondéncia ¢

dada por f(x) =ax + b, na qual a e b sio nimeros reais quaisquer.
Para visualizarmos o grafico de uma funcao afim, analisaremos os casos discutidos a seguir:
i) 1° caso. A funcao afim se expressa na forma f(x) = b, denominada de fung¢do constante. Neste

caso, a partir do calculo de alguns pontos do gréafico de f, podemos concluir que sdo como

mostram as figuras que seguem:

Aky

Em todo os casos, os graficos mostram que seus conjuntos imagens sao Im(f) = {b}.

Exemplos da funcdo constante:
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f(x) =3 f(x) = -3
4y Ay
3 sl
2T 2
11 1
X X
3 2 1 1 2 I:’: > 3 »:2 1 1 2 3 >
14 1
2 2
34 3
Im(f) = {3} Im(f) = {-3}

ii) 2° caso. A fun¢do afim se expressa na forma f(x) = ax, denominada de fung¢do linear. Neste caso, a
partir do calculo de alguns pontos do grafico de £, podemos concluir que s3o como mostram as figuras que

seguem:

y = -ax Ay y = ax

Em todo os casos, os graficos mostram que seus conjuntos imagens sdo /m(f) = R.

Exemplos da funcao linear:
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f(x) =2x f(x) =-2x
Ay y = 2x y =-2X Ay
2 2 4
1 17
X X
2 A 1 2 2 A 1 2
1 1
2 2
Im(f) = R Im(f) = R

iii) 3° caso. A fungdo afim se expressa na forma geral f(x) = ax+b. Neste caso, o grafico da fungdo
afim f'serd um grafico de uma funcdo afim expressa no 2° caso, transladado verticalmente (no eixo O y) b
unidades para baixo, se b < 0, ou transladadas b unidades para cima, se b > (). Podemos entdo concluir

que sdo como mostram as figuras que seguem:

a>0 a<0
Ay 4y
2 2
1
% X \ X
2 1 1 2 - 2 1 1 2 _
1 1
2 2

Em todo os casos, os graficos mostram que seus conjuntos imagens sao Im(f) = R.
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Exemplos da funcao afim expressa na forma geral f(x) = ax b.

a>0 a<(
Ay y=2x y='2X Ay
Im(f) =R Im(f) =R
EXERCICIOS RESOLVIDOS

Nos itens abaixo, determine os dominios maximos de definigdes de cada lei de correspondéncia dada,
seus graficos e respectivos conjuntos imagens; verifique se as fung¢des sdo injetoras, sobrejetoras,

bijetoras ou nenhuma delas e quais sao seus intervalos de crescimento e decrescimento.

a) flx) =-2x- 2.

Como /¢ uma fungdo afim, entdo Dy = R. O grafico pode ser visto na figura a seguir.

Ay
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Do grafico de ftemos que Im(f) = R, a funcao € bijetora e decresce em R.

Observacao. Como grafico da funcdo afim f(x) = - 2x — 2 ¢ uma reta, para desenharmos seu grafico
apenas dois pontos sdo suficientes. O ponto onde f(x) corta o eixo x e o ponto em que f(x) corta o eixo y.
Isto €, para x = 0 temos y = f(0) = -2.(0) -2 = -2, portanto corta o eixo X no ponto (0,-2). Para y = 0, temos
-2x-2=0, logo x = -1, portanto corta o eixo x no ponto (-1,0).

CALCULO DA FUNGAO INVERSA

Como a funcio ¢ bijetora, ela admite uma inversa. temos y = - 2x -2 <& x = — 1/ 5y — ILlog f'(x)=

- Ax —1,com Df'I =Im(f”") = R e seu grafico pode ser visto na figura a seguir.

Ay

\ ! ! ! X:

} t t t
\ 1 2
2

b) fix) =2x —4.

Como /¢ uma fungdo afim, entdo Dy = R. O gréfico pode ser visto na figura a seguir.

A

y
44

3t

24
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No grafico de f podemos observar que Im(f) = R, a fungdo ¢ bijetora e f'cresce em R.

Exercicio. D¢ as coordenadas do ponto onde f(x) corta o eixo x e onde f(x) corta o eixo y.

CALCULO DA FUNGAO INVERSA

Novamente a fungao ¢ bijetora e podemos obter sua inversa. Temos y =2x -4 < x = % y + 2, logo

)= Ax +2,com Df_] =Im(f”") = R e seu grafico pode ser visto na figura a seguir.

)fx)=|1-2x|-3

Inicialmente, observamos que

I-2x-3,se I-2x20 _ |-2x=2 se x< 1/

x)=|1-2x|-3= -
Jx) =1 | {_(]_Zx)—j” se 1—-2x<0 2x—4, se x>%

Neste caso, a funcdo f pode ser vista como uma fun¢do definida por duas sentencas. A partir dos

exemplos a) e b), podemos ver que Dy = R e seu grafico pode ser visto na figura abaixo:
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Do grafico de ftemos que Im (f) = [ - 3, +eof, f decresce em ] - oo, %] e cresce em /[ % +oof.

Com isto, temos que a fung¢do f'nao € injetora nem sobrejetora.

d) fix)=3-]1-2x]|

Observemos que f(x) =3-|1-2x|=-(|1-2x]|-3).Podemos ver que Dy = R e seu grafico pode ser

visto na figura a seguir.

Do grafico de ftemos que Im(f) =] - o, 3], f cresce em ] - oo, %] e decresce em [ % +oof.

Com isto, temos que a fun¢do fndo ¢ injetora nem sobrejetora.
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) fix)=[[1-2x]|-3|

Inicialmente, observemos que

| 1-2x|-3, se |1-2x|-320
Jx)=111-2x[-3[=
—(|1-2x|-3), se | 1-2x|-3<0

|1-2x|-3,se |I-2x|=3 |1-2x|-3,se x<—-1oux=2
) = { =

3—|1-2x]|,se |I-2x<3 3—|1-2x]|,se —1<x<2

Neste caso, a funcdo ftambém pode ser vista como uma fungdo definida por duas sentencas. A partir dos

exemplos a), b), ¢) e d), podemos ver que Dy = R e seu grafico pode ser visto na figura a seguir.

Do grafico de ftemos que: Im(f) = [ 0, e [, fdecresceem [-eoo - 1] U [ % 2] e cresce em

[-1, %] U [ 2, +oof.

Com isto, temos que a func¢do f ndo ¢ injetora nem sobrejetora.

EXERCICIOS PROPOSTOS 3.1.3

1. Para as func¢oes dadas a seguir, determinar:
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a)

a) y=

%
Estudar o valor de a, quanto a crescimento e decrescimento (A fungdo ¢ dita crescente a
medida que o valor de x aumenta, o valor de y também aumenta e a funcdo dita ¢ decrescente a
medida que o valor de x aumenta, o valor de y também diminui).
Determinar o zero da funcdo (para que valores de x temos f(x)=0 ou y = 0).
Os pontos de intersecao do grafico com os eixos cartesianos
Tracar o grafico da fungao.
Fazer o estudo do sinal, isto ¢, a medida que x varia, a funcdo se anula, ou ¢ positiva ou ¢
negativa (quando determinamos os valores de x para cada uma dessas situa¢des dizemos que

estamos fazendo o estudo do sinal da fung¢ao).

1 1 3
-3x+2 b =—x-3 c = -3x d = ———X
)y 5 )y ) v > 4

2. Esboce o grafico da func¢io f: IR — IR dada por :

a) f(x)=|x—3| b) f(x)=|x+3|
c)f(x):|x|+3 d) f(x):|x|—3
e) f(x)=3—|x| f) f(x)=|x|+|x+]|

3. Nos itens abaixo, determine os dominios maximos de definicdes de cada lei de correspondéncia

dada; seus graficos e respectivos conjuntos imagens; se as funcoes sdo injetoras, sobrejetoras,

bijetoras ou nenhuma delas e seus intervalos de crescimento e decrescimento.

i) fix) = 11; i) fx) = - 31, iii) f(x) = 17x; iv) f(x) = - 25x;

v) f(x) =3x +8; vi) f(x) = 4x -9, vii) f(x) = 9 — 7x; viii) f(x) = -5 - 7x;

ix) f(x) =[x - 1] + 17, x) f(x) = [4—9x] - 5; xi) fix) = x| - 3];
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xii) f(x) = 15 - 7|x|[; xiii) f(x) = [|3x - 1] - 17]; xiv) f(x) = |4 - 9x| - 5;

3x+2,8ex>2

x) flx) = { s i) fix) = {

6+x,sex<2

| x|—1],sex>0

. 3| x|+2,sex>2
s xvii) f(x) = ;
1—2x,3ex<0 ) /() {

8§—9|x|,sex<2’

|x—1|,sex>0
1-2|x|,sex<0

xviii) f(x) = {

4) Utilizando as funcoes descritas no exercicio 3, determine (se existirem) as funcoes inversas com
seus dominios maximos de definicoes; seus graficos e respectivos conjuntos imagens e seus

intervalos de crescimento e decrescimento.

3.1.1 FUNGAO QUADRATICA

Defini¢do 3.1.4.. Uma fun¢do polinomial /¢ chamada de func¢do quadrdtica se sua lei de correspondéncia

¢ dada por um polinomio quadrdtico f(x) = ax’ +bx + ¢, no qual a,b e ¢ sdo nimeros reais e a # 0.

Para visualizarmos o gréafico de f, expressaremos o polindmio quadratico numa forma mais adequada.

Para todo nimero real x,

fx) =ax’ +bx + ¢ = a[x2 +éx+£:| =a|:x2 +2ix+£:|
a a 2a a

|, b bY (bY cf_ bY (bY ¢
et G A 24
fx) =a|:(x+%) —%}.

Analisaremos os casos descritos a seguir.
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i) 1° caso. O polindmio quadratico pode ser expresso na forma f{x) = ax’. Neste caso, se a > 0 entdo a

funcdo f'¢ uma fungdo par e crescente no intervalo [0, +oo/ . Se a < 0 entdo a fun¢do /¢ uma fungdo par e
decrescente no intervalo /0,+ o/ . A partir do calculo de alguns pontos do grafico de f, podemos concluir

que sdo como mostram as figuras que seguem:

y=f(x)=ax2,c0ma>0. y=f(x)=ax2,c0ma<0.

Os graficos mostram que os conjuntos imagem de f'sdo Im(f) = [0, +eof, se a >0 ou Im(f) = ]-oo, 0], se a
< 0. Os graficos sdo chamados de pardbola e o ponto (0,0) é denominado de vértice da pardabola ¢

denotado pela letra maitscula V.

2
.. A - b ,
i) 2° caso. O polindmio quadratico pode ser expresso na forma f{x) = a(x + 2—) . Neste caso, o grafico
a

de f'serd o grafico de uma parabola expressa como no 1° caso, transladado horizontalmente (no eixo ox)

_b unidades para a direita, se b < 0; ou transladado b unidades para a esquerda, se b > (0.
2a 2a 2a 2a

Conseqiientemente, seu vértice V ¢ transladado horizontalmente (no eixo ox) —— unidades para a
a

direita, se b < 0, ou transladado b unidades para a esquerda, se b > (). Logo, V = —i,O .
2a 2a 2a 2a
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2
b . , - o . b .
y=fx) = a(x + 2—) , com a > 0; possui o grafico com vértice a direita do eixo oy, se 22 > (), e possul
a a

, e . b
o grafico com vértice a esquerda do eixo oy, se > <.
a

Podemos concluir que os graficos sio como mostram as figuras a seguir.

Wt X

[Sh 4

2
b . . T . b
v =flx) = a(x+ 2—) , com a < 0, possui o grafico com vértice a direita do eixo oy, se 2 > (); e com
a a

, e . b
grafico com vértice & esquerda do eixo oy, se > <.
a

A

y
44

34

Os graficos mostram que os conjuntos imagem de f'sdo os mesmo apresentados no 1° caso.

iii) 3° caso. O polindomio quadratico pode ser expresso na forma
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2 2_ 2
fx) =a x+i —b# =a x+i —A,com A=b’—4ac.
2a 4a 2a 4a

Neste caso, o grafico da funcdo quadratica f sera uma pardbola expressa como no 2° caso, transladado

. : A : A A
verticalmente (no eixo oy) T unidades para baixo, se Ta > (); ou transladado Y unidades para
a a a

cima, se Ta < (. Conseqiientemente, seu vértice V' ¢ transladado verticalmente (no eixo o0y) ~a
a a

. : A A . . A
unidades para baixo, se e > (); ou transladado T unidades para cima, se e < 0. Logo,
a a a

b A ~ . . ~ :
V =] ——,—— | Podemos entdo concluir que os graficos sdo como mostram as figuras a seguir.

2a’ 4a

y=ftx) =ax’ + bx + ¢, coma > 0 e 2 > (), possui o grafico com vértice a direita do eixo oy e
a

cortando o eixo ox em dois pontos, se 4 > 0, e possui o grafico com vértice a direita do eixo oy e

passando acima do eixo ox, se 4 < (. Ainda, coma > 0 e ™ < 0, possui o grafico com vértice a
a

esquerda do eixo oy e cortando o eixo ox em dois pontos, se 4 > 0; e possui o grafico com vértice a

esquerda do eixo oy e passando acima do eixo ox, se 4 < (.
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b : . T :
y=ftx) =ax’ + bx + ¢, coma < 0 e 2 > (), possui o grafico com vértice a direita do eixo oy e
a

cortando o eixo ox em dois pontos, se 4 > 0, e possui o grafico com vértice a direita do eixo oy e

passando abaixo do eixo ox, se 4 < (. Ainda, coma < 0 ¢ 2 < (), possui o grafico com vértice a
a

esquerda do eixo oy e cortando o eixo ox em dois pontos, se 4 > (0, e possui o grafico com vértice a

esquerda do eixo oy e passando abaixo do eixo ox, se 4 < 0.

yu

Os graficos mostram que os conjuntos imagem de f'sdo:

) =[ -2, toof;sca>0 ou Im(f) = J-oo, - [,sea<0)
4a 4a

Nota 3.1.5. Podemos também visualizar o grafico de f , encontrando os pontos da parabola que

interceptam os eixos coordenados Ox e Oy e o vértice V. Assim, se

5 b Y b’ -4ac
x)=ax" tbx+c=a|l|x+— | —F|,
e [( 2a 4a’

entdo o ponto de interse¢do do grafico de f com o eixo Oy ocorre em (0, f{0)) = (0, c¢) e os pontos de

intersecdo com o eixo Ox ocorrem para valores de x que satisfazem a equacdo f(x)=0, de forma que
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b Y b2—dac b Y b®—dac b £b*—4ac
f(x)=0 |x+— | -——F=0 |x+— | =—7F7 S x+ —=—"T—"—"&

2a 4a* 2a 4q® 2a 2a
—h+p?—
S x= b_f 4ac,seA=b2—4ac20.
a

Além disso, o vértice da parabola ocorre para o valor de x onde a imagem de f possui um valor maximo

. b . b A
ou um valor minimo. Logo, devemos ter x:—2— o que implica em f|-— | = ——, com
a

2a da’

A=b’—4ac. Conseqlientemente, temos V' = (— i ,— A ]

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Dadas as fung¢des, determine seus graficos; seus conjuntos imagens e seus intervalos de crescimento e

decrescimento.
a) f{x) =x’ + 5x + 6.

Como ¢ uma funcdo quadratica, entdo Dy = R. Seu grafico pode ser visto na figura a seguir.

y 4

J

Temos que Im(f) = [ —%, +oof, f'decresce em ] - oo, —%]ecresce em [—52,+oo[.
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b) fix) =x* - 5x— 6.

Como (¢ uma funcdo quadratica, entdo Dy = R. Seu grafico pode ser visto na figura a seguir.

Temos que Im(f) = [ —4%, +eof, fdecresce em [ - oo, %] e cresce em [7,+oo[_

©) flx) =x’ —|35x + 6|

Observemos que

2 _ 5y > x'—5x—-6, se x>-0
1) =x2—|5x+6|= xz 5x—6,se S5x+6=0 _ 5
X“+5x+6, se Sx+6<0 X’ +5x+6, se x<—%

Neste caso, a funcdo f pode ser vista como uma fun¢do definida por duas sentencas. A partir dos

exemplos a) e b), podemos ver que Dy = R e seu grafico pode ser visto na figura a seguir.

A

a N WA~ o
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Temos que

Im (f) :[—4%, +oof e, f decresce em [- oo, —%]u[—%,%]ecresce em[—%,—%]u [%,+°°[-

EXERCICIOS PROPOSTOS 3.1.6

1) Para as funcoes dadas a seguir, determinar:

a) Conjunto imagem.

b) Estudar o valor de a, quanto a concavidade da pardbola (quando a > 0, a concavidade da
parabola estd voltada para cima e, quando a < 0, a concavidade da parabola estd voltada para
baixo).

¢) Zero da fungdo (para que valores de x temos f(x)=0 ou y = 0).

) . -b —A 2 _
d) Determinar o vértice, onde: v = —b,— ouv=|— i’_ b” —4ac
2a 4a 2

e) Determinar ponto de maximo ou ponto de minimo, conforme o caso.
f) Grafico da funcdo.
g) Estudo do sinal.

i) f(x) = 47 ii) f(x) = - 9x’; iii) f(x) = 6x° — 5;

iv) fix) =7 - 3x°; v fix) =x"—5x + 6; vi) f(x) =x° —3x + 3;
vii) f(x) = - 2 + 3x - x°; viii) f(x) =2 + 2x - x” ix) fix) = x> —=2x-3;
X) f(x) = 3x° —=2x+5; xi) f(x) -x>+6x-9.

2) Nos itens a seguir, determine, em cada lei de correspondéncia dada, seu grafico; seu conjunto

imagem e seus intervalos de crescimento e decrescimento.
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i) flx) = [x° = 5x + 6]; i) fx) =x° = 3|x| + 1
i) fx) = | - 2+ 3x-X, ) fx) = 2x| - %
V) fx) =x° — |5x + 6]; vi) f(x) = |x* = 3x| + 3;

i) fx) = -2+ |3x-X°|; i) f(x) = |2 + 2x| - x°.

3) Utilizando as fungdes do exercicio 1), restrinja os dominios ou os contradominios, para cada funcao f
dada, de forma a obter fun¢des invertiveis. Determine as inversas, seus dominios de defini¢des, seus

contradominios, seus conjuntos imagens ¢ seus graficos.

4) Calcular mem y = x* —8x+(2m+1) a fim de que o valor minimo assumido por y seja —12.

5) Uma bala ¢ atirada de um canhio de brinquedo e descreve uma parabola de equag¢io y =—3x> +60x .

Determinar a altura maxima atingida pela bala e o alcance do disparo.

6) Desejo construir uma quadra de futebol de saldo. Um dos lados da quadra faz divisa com um muro e os
outros serdo cercados com tela de arame com comprimento total de 80m. Quais devem ser as dimensdes

dessa quadra para que sua area seja maxima?

3.1.2 FUNGAQ POTENCIA

Definicdo 3.1.7. Seja n um inteiro positivo. Uma fungdo polinomial /¢ chamada de fung¢do poténcia, se

sua lei de correspondéncia ¢ dada pela expressdo algébrica f(x) = x".
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Para visualizarmos o grafico de f, observemos o contido nos itens a seguir.

i) Se n ¢ um inteiro par, entdo /¢ uma fungao par, em todo o seu dominio de defini¢do e crescente no

intervalo /0,+ <</ , pelo coroldrio. Se n ¢ um inteiro impar, entdo f ¢ uma fungdo impar em todo o

seu dominio de defini¢cdo e crescente no intervalo [0,+ oo/ , pelo corolario.

ii) Se n ¢ um inteiro par, entdo Im(f) = [0,+ [ . De fato, para todo nimero real ndo negativo y,
tomando x = W , temos y = x" = f(x). Se n é um inteiro impar, entdo Im(f) = R. pois para todo

nimero real y, tomando x = (/; , temos y = x" = f(x).

Com isto podemos concluir que os graficos das fungdes poténcias sdo como mostram as figuras que

seguem:

y=f(x) =x", com n par y=f(x) =x", com n impar

y

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Nos itens abaixo, determine os dominios maximos de definicdo, das funcdes dadas, seus respectivos

graficos e conjuntos imagens.
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a) fix) =x°

Como /¢ uma fun¢ao poténcia, entdo Dy = R. Seu grafico pode ser visto na figura a seguir.

A

y

Do grafico de f'temos que Im(f) = [0, +eof, f decresce em ] - oo, ()] e cresce em [ (), +oof.

b) fix) =x* — 1,5.

Como f ¢ uma fungdo poténcia, entdo Dy = R. O grafico, transladado verticalmente (no eixo oy) 1,5

unidades para baixo, pode ser visto na figura a seguir.

Do grafico de ftemos que: Im(f) = [- 1,5, +oof, fdecresce em ] - oo, (] € cresce em [ (), +oof.
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¢) flx) =(x + 1)’ - 1,5.

Como f ¢ uma funcdo poténcia, entdo Dy = R. O grafico, transladado horizontalmente (no eixo ox) /

unidade para a esquerda e transladado também verticalmente (no eixo oy) 1,5 unidades para baixo, pode

ser visto na figura a seguir.

Do grafico de f'temos que: Im(f) = [ - 1,5, +eof, fdecresce em [ -oo, - I] € cresce em [ - 1, +oof.

d) fix) =x°.

Como /¢ uma funcdo poténcia, entdo Dy = R. O grafico pode ser visto na figura a seguir.

v

Do grafico de ftemos que Im(f) = R, f ¢ bijetora e f cresce em R.
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e) fix) =x’ +1.

Como /¢ uma fungdo poténcia, entdo Dy = R. O grafico, transladado verticalmente (no eixo oy) / unidade

para cima, pode ser visto na figura a seguir.

Do grafico de f'temos que Im(f) = R, f¢ bijetora e f cresce em R.

f) fix) =(x-2)° + 1.

Como f ¢ uma fun¢do poténcia, entdo Dy = R. Seu grafico, transladado horizontalmente (no eixo ox) 2
unidade para a direita e transladado também verticalmente (no eixo oy) / unidades para cima, pode ser

visto na figura a seguir.

v

Do grafico de f'temos que Im(f) = R, f¢ bijetora e f cresce em R.
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1. Nos fungdes a seguir, determine os dominios méximos de definicao os respectivos graficos e conjuntos

imagens.

i) flx) = x%;

iv) f(x) = (x + 7)";
vii) f(x) = (x - 3)% + 9;
x) fx) = (2x + 3)";

xiii) f(x) = 3(5x - 3)* + 9;

i) fix) = x*; iii) f(x) = (x - 5)%;

v fx) =x"" +5; vi) f(x) = x7 — 9;
viii) f(x) = (x + 4"V — 6; ix) fix) = (3x - 2)°;
xi) fix) =- 9%’ + 16; xii) f(x) = 4”7 — 11,

xiv) fix) =- 11(7x + 4)" — 6.

2. Para cada funcdo do exercicio anterior, restrinja os dominios ou os contradominios de forma a obter

fungdes invertiveis. Determine as inversas, seus dominios de defini¢des, seus contradominios, seus

conjuntos imagens e seus graficos.

3. A partir do gréfico da funcdo poténcia, mostre que:

i) se n é um inteiro positivo par, entdo a equagdo algébrica x" + ax + b = 0, quaisquer que

sejam a, b € R, possui no maximo duas raizes reais distintas;

ii) se n € um inteiro positivo impar, entdo a equagdo algébrica x" + ax + b = 0, quaisquer que

sejam a, b € R, possui no minimo uma raiz real e no maximo trés raizes reais distintas.
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3.2 FUNGAOQ RAIZ N-ESIMA

Definicdo 3.2.1. Seja n um inteiro positivo. Uma funcdo f'¢ chamada de funcdo raiz n-ésima, se sua lei
de correspondéncia ¢ dada pela expressao algébrica f(x) = 3/x.
Se n ¢ um inteiro par, entdo D, = [0,+ oo/ .

Se n ¢ um inteiro impar, entdo Dy = R.
Para visualizarmos o grafico de f, observemos que:

i) Em cada caso, pela proposicdo 1.3.3.1.4. - i) e ii), a fungdo f ¢é crescente em todo o seu
dominio de defini¢do Dy, o que implica que /¢ injetora;

ii) Se n € um inteiro par, entdo Im(f) = [0,+ </ . De fato, para todo nimero real ndo negativo y,
tomando x = )", temos x € 0,4/ ey = 2/x = f(x), pela proposicao 1.3.3.1.3. —i). Sen ¢
um inteiro impar, entdo Im(f) =R. pois para todo namero real y, tomando x =", temos x € R.
ey = 4x = f{x), pela proposi¢do 1.3.3.1.3. — ii);

iii) Em cada caso, para todo x € Dy, (x, y) € Gyse, e somente se, x = )", 0 que implica que os

pontos do grafico de f eqiiidistam da reta y = x dos pontos do grafico da fungdo poténcia, de

expoente 7.

A partir dos resultados obtidos, podemos observar que os graficos das funcdes raizes n-ésimas sao como

mostram as figuras a seguir.
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y=fx)= \/;,comnpar y=f(x)=4/;,c0mnimpar

v

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Para as func¢des dadas a seguir, determine os dominios maximos de definicdo seus respectivos graficos e

conjuntos imagens.

a) flx)=4x

Como f ¢ uma funcdo raiz n-ésima, com n par, entdo Dy = [0, +oof. O grafico pode ser visto na figura a

seguir.

Do grafico de f'temos que Im(f) = [ 0, +eof, f € injetora e cresce em [ 0, +oof.
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b) fix) = 4x -1

Como f ¢ uma fung¢do raiz n-ésima, com n par, entdo Dy = [0, +oof. O grafico, transladado verticalmente
(no eixo oy) I unidade para baixo, pode ser visto na figura a seguir.

A y

R 2 5 i
X
14

Do grafico de f'temos que Im(f) = [ - 1, +oof, f ¢ injetora e cresce em /[ (), +oof.

o) fix) =%x+1-1

Como f ¢ uma fungdo raiz m-ésima, com n par, entdo Dy = [- I, +eof. O gréfico, transladado
horizontalmente (no eixo ox) / unidade para a esquerda e transladado também verticalmente (no eixo oy)

I unidade para baixo, pode ser visto na figura a seguir.

A

y
44

Do gréfico de ftemos que Im(f) = [ - 1, +oof, f ¢ injetora e cresce em [ - 1, +oof.
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d) fix) = Yx

Como f ¢ uma fungdo raiz n-ésima, com n impar, entdo Dy = R. O grafico pode ser visto na figura a

seguir.
3ty
2
1/(_’(
0 3
7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-2
-3

Do grafico de f'temos que Im(f) = R, f'¢ bijetora e f cresce em R.

e) fix) = x +1

Como f'¢ uma fun¢do raiz n-ésima, com n impar, entdo Dy = R. O grafico, transladado verticalmente (no

eixo oy) I unidade para cima, pode ser visto na figura a seguir.

3ty

\

Do grafico de ftemos que Im(f) = R, f¢é bijetora ¢ f cresce em R.
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) =x—2+1

Como f'¢ uma fung¢do raiz n-ésima, com n impar, entdo Dy = R. O gréfico, transladado horizontalmente
(no eixo ox) 2 unidades para a direita e transladado também verticalmente (no eixo oy) / unidade para

cima, pode ser visto na figura a seguir.

o
w X

Do grafico de ftemos que Im(f) = R, f¢é bijetora e f cresce em R.

g) A restricdo da fungdo quadratica f(x) = X’ + 5x + 6 dada por f: ] - e, — A ][ -1 T +oof, ¢ uma

bijedo entre esses conjuntos e, portanto, possui inversa (volte no exemplo a) dos EXERCICIOS

RESOLVIDOS da se¢ao Fungoes Quadraticas. Vamos calcular a sua inversa.

Temos que

y=x2+5x+6<:>y=x2+2(5/2)x+ (5/2)2 - (%)2+6<:>y=(x+%)2 - % Syt
%Z(x+%)2<: @x:i1/y+%—%<: x:—,/y+%—%,p0is xs—%

Concluimos que /' - [= 1/, +oof — ] - 0o, =3/ ] & dada por f~'(x)=—[x+ 1/, -3/ cujo grafico esta
4 2 4

esbocado na figura a seguir.
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-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

Ainda, uma outra restricdo de f dada por f: [ —5/ ,+oof — [ =1/ +oof, & também uma bijecdo entre

4}

esses conjuntos e, portanto, possui uma fun¢do inversa. Vamos calcular a sua inversa.

Temos que

y=x2+5x+6<:)y=x2+2(5/2)c+ (5/2)2-(%)2 +6<:>y=(x+%)2-% =
v+ =G+ %) e x=2 i+ V-3 & x=[y+ 1 -3, pois x>~

Concluimos que f~/ : [—%, toof — [—7,+oo[ ¢ dada por f_l(x):,/x+% —5/ , cujo grafico ¢ como

na figura a seguir.

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 6 8 10 12 14
-2

h) A funcdo poténcia f{x) = (x - 2)° + I (volte no exemplo f) dos EXERCICIOS RESOLVIDOS da secio

Fungdo Poténcia. Vamos calcular a sua inversa.
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Temos que

y=@-2+1 o y-1=x-2) & x=¢y—1+2

Concluimos que /' : R — R é dada por f'(x) =4x—1+2, cujo grafico ¢ mostrado na proxima figura.
3ty

2

L 22

EXERCICIOS PROPOSTOS 3.2.2

1. Para as fungdes dadas a seguir, determine os dominios maximos de definicdo das leis de

correspondéncias dadas, os respectivos graficos e os conjuntos imagens.

D) = Vs i) fix) = 4x ; iii) f(x) = 8x =35 ;
) flx) =Rx+7; v) fix) = Ax +5; vi) flx) = Fx —9;

vii) fix) = R{x-3 + 9, viii) f(x) = Xx+4 —6; ix) f(x) = ¥3x-2;

x) fix) = K2x+3; xi) ) =- 99X + 16,  xii) fx) = 4%/x —11;

xiii) f(x) =3%5x =3 +9;  xiv)fix) =-11'7x+4 —6.
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2. Para as fungdes do exercicio anterior, restrinja os dominios ou os contradominios de forma a obter
fungdes invertiveis. Determine as inversas, seus dominios de defini¢des, seus contradominios, seus

conjuntos imagens e seus graficos.

3. Utilizando a nog¢do de grafico de uma funcao, mostre que:
i) se n ¢ um inteiro positivo par, entdo a equagao algébrica x +ax+b= 0, quaisquer que
sejam a, b € R. e x > (), possui no maximo duas raizes reais distintas;
i) se n € um inteiro positivo impar, entdo a equagdo algébrica fx +ax +b =0, quaisquer

que sejam a, b € R e xe R, possui no minimo uma raiz real € no maximo trés raizes reais

distintas.

3.3 FUNCAO RACIONAL

Defini¢ao 3.3.1. Uma funcdo f ¢ chamada de func¢do racional se sua lei de correspondéncia ¢ dada pela

P(x)

expressao algébrica f{x) = ——, no qual P = P(x) e Q = Q(x) sdo polindmios tais que Q # 0 ¢ Q ndo

o)
divide P.

Naturalmente, D, ={xe R | QO(x) # 0}.

Em geral, visualizacdes graficas de fungdes racionais necessitam de andlises detalhadas. Assim,
limitaremos o nosso estudo para o caso particular de fung¢des racionais cujos polindmios P e Q sdo ambos

de grau um.
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3.3.1 FUNGAO HIPERBOLE

Lema 3.3.2. Um polinémio nio nulo QO(x) = cx + d divide um polindmio P(x) = ax + b se, e somente se,
ad = bc.

Demonstracao. Deixaremos a demonstragao a cargo do leitor.

Defini¢ao 3.3.3. Uma fungdo racional /' é chamada de fung¢do hipérbole se sua lei de correspondéncia ¢

dada pela expressao algébrica f(x) = ax+b , o qual a, b, ¢ e d sdo nimeros reais quaisquer com ¢ # 0 e
ad # bc.

d
Naturalmente, D, ={xe R|cx +d# 0} = R———.

c

ax+b

, entao

Lema 3.3.4. Se a fung¢ao hipérbole /¢ expressa na forma f(x) =
cx+

Im() ={yveR|cy—a+0} =R—{ﬁ}.

c

Demonstracio.

b—d
De fato, para todo y # ﬁ, tomemos x = 4
c cy—a

. A partir de um calculo direto, podemos verificar que x €

ey = :;C:S . Logo, y € Im(f). Por outro lado, se para y = % existe um x € D, tal que a _ ax+b

c ex+d’

~ . - a
entdo ad = bc, o que € uma contradicao. Logo, — ¢ Im(f).
c

Para visualizarmos o grafico de uma fungao racional, analisaremos os casos descritos a seguir.
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1° caso. A funcido racional pode ser expressa na forma f(x) = —. Neste caso, a partir do calculo de alguns
X

pontos do grafico de f, obtemos os graficos como mostram as proximas figuras.

b>0 b<0
A A
y y
3 3
2 2

< . b . .
2° caso. A fungdo racional pode ser expressa na forma f(x) = —d Neste caso, o grafico de f'serda o
X+

grafico da fung¢do racional expressa no 1° caso, transladado horizontalmente (no eixo ox), d unidades para
a direita (se d < 0) ou transladado d unidades para a esquerda (se d > (). Os graficos deste caso estdo

esbogados nas figuras a seguir.

d<o0 d>0

A

y

44

34

24

1..

X

- } } ; ; — : : 1>
4 3 2 1 1 2 3 4 -4 3 2 1 1 2 3 4
\_q\. 1

2 21

-3 3

4 4
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'
v

ax+b

3¢ caso. A fungdo racional estd expressa na forma geral f(x) = . Neste caso, a partir do algoritmo

da divisdo de polindmios, podemos expressar o quociente na forma

ax+b B
=A+ ,
cx+d x+C

no qual 4, B e C sdo constantes reais. O grafico da fun¢do racional f serd um grafico de uma fungao
racional expressa como no 2° caso, transladado verticalmente (no eixo oy) A unidades para baixo (se 4 <
0) ou transladado 4 unidades para cima (se A > (). Os graficos deste caso estdo esbogados nas figuras a

seguir.

y y
44 44
3+ 34

X
+ + + + + + + + + + + + + + P>
4 3 2 A 1 2 3 4 4 3 2 A 1 2 3 4
14 14
Wl 4_\
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Quais sao os outros graficos?

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Nas fungodes descritas a seguir, determine os dominios maximos de defini¢do das leis de correspondéncias

dadas, os respectivos graficos e os conjuntos imagens.

2
W09 =

Como /¢ uma funcdo hipérbole, entdo Dy = R — {%} O grafico pode ser visto na figura a seguir.

1%

-14 -12 -10

IU

12

17
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Do grafico de f'temos que Im(f) = R— {0}.

-5

b) f(x) = E

Funcoes e Graficos

Como f ¢ uma fungio hipérbole, entio D;= R — { 9}. O grafico pode ser visto na figura a seguir.

®

-14 -12 -10

Do gréfico de ftemos que Im(f) = R— {0 }.

x—=2
S5x+3

¢) fix) =

Como ¢ uma fungdo hipérbole, entdo Dy= R — { % }O grafico pode ser visto na figura a seguir.

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2

Do grafico de f'temos que Im(f) = R — {%}

119
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3—x
4dx-7

d) fx) =

Como /¢ uma fungdo hipérbole, entdo Dy = R — {7/4} O grafico pode ser visto na figura a seguir.

o
L Aol

Do grafico de f'temos que Im(f) = R — {—%}

EXERCICIOS PROPOSTOS 3.3.5

1. Para as fungdes a seguir, determine os dominios maximos de definicdo os respectivos graficos e os

conjuntos imagens:

= i) o) =~ i) fl) = =
* X 7x
) fx) = _5_(569; v) flx) = xij; Vl‘)f(x):—ﬁ;
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4x-3

W= =T

2. Para as fungdes do exercicio anterior, restrinja os dominios ou os contradominios de forma a obter
funcdes invertiveis. Determine as inversas, seus dominios de definigdes, seus contradominios, seus

conjuntos imagens e seus graficos.

3.4 REFERENCIAS ELETRONICAS

Para referéncias de Fung¢des, sugerimos que o leitor consulte os seguintes enderegos eletronicos.

1. http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/

1.1. ENSINO FUNDAMENTAL
- 17. Equagdes do 2° Grau:
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/fundam/eq2g/eq2g.htm
- 18. Fungdes Quadraticas:

http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/fundam/eq2g/quadratica.htm

1.2. ENSINO MEDIO
- 2. Relagdes e Fungdes:
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/funcoes/funcoes.htm
- 3. Relagdes e Fungdes. Exercicios Resolvidos:

http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/funcoes/funcoes-a.htm

1.3. ENSINO SUPERIOR
- 6. Funcoes:
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/algebra/funcoes/funcoes.htm
- 7. Fungoes. Exercicios:

http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/algebra/funcoes/funcoes-a.htm
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Capitulo 4

As fungdes Exponenciais e Logaritmicas sdo muito usadas na Fisica, Quimica, Biologia e em outras
Ciéncias, em problemas que envolvem crescimento ou decaimento exponencial. Também, em muitos
problemas praticos as suas solugdes consistem em resolver equacdes, quando a incdgnita considerada sdo

os expoentes. As fungdes exponenciais e logaritmicas sdo uteis para se resolver tais tipos de equagoes.

4.1 FUNGOES EXPONENCIAIS. POTENCIAS DE EXPOENTES REAIS

A demonstragdo do teorema a seguir serd omitida e pode ser obtida nas referéncias bibliograficas.

Teorema 4.1.1. Para todo niimero real @ maior que um, existe uma unica fungao bijetora
Ja: B =0, toof, x 1 y = fa(x),

denominada de funcdo exponencial de base a, tal que f,(r) = da" (= Ya” ), para todo nimero racional r

pa
7"

Neste caso, denotaremos os valores imagem da fung@o f; pelo simbolo f,(x) = @, para todo niimero real x.

Além disso, quaisquer que sejam 0s nimeros reais ¢ € b maiores que um, € reais w e x, temos
i) d=1ed =aq
i) a’ "t =a"a’,

i) (@) =d"
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i) (ab)" = a'b’;
ii) Se a > 1, entdo a fungdo exponencial de base a é crescente em R;

iii) Se 0 < a < 1, entdo a funcdo exponencial de base a ¢ decrescente em R;

Corolario 4.1.2. Se a e b sdo nimeros reais maiores que um, € x ¢ um nimero real, entdo
) (@') =(@)' =a
i) () =a ) =

Demonstracao. Deixaremos a demonstragdo como exercicio.

A interpretacdo, em diagramas de Venn, da fungdo exponencial de base a, pode ser vista na figura a

seguir.

Xe -

J0,+ef

As interpretacdes graficas das fungdes logaritmicas de base a, podem ser vistas nas duas figuras a seguir.

Fun¢io exponencial de base a > 1 Funcao exponencial de base a <1

A 2

y y
(0,1)

\4
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Esboce os graficos das funcdes dadas.
a) f(x)=0101)"
Observemos que  f(x)=(0101)" = fix)= ((0,]01)_4 )x, Vx.

Como (0,101 )_4 > [, entdo o grafico de f ¢ como esbogado a seguir.

/ 0.1
X

v

O ponto de interse¢do no eixo oy € dado por (0, f(0)) = (0, 1).

b) f(x)=52""

Observemos que f(x)=52"" = 52527 = 527 (52°)", Vx.

Como 52° >1 e 527 >0, entdo o grafico de /'é como mostrado a seguir.

Aky

/ (0, £ (0)
X

v

O ponto de interse¢do no eixo oy é dado por (0, f(0)) = (0, 527 ).
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¢) f(x)=9""" 143

Observemos que f(x)=9""" +43 = 979" + 43= 9" (9)" + 43,

Como 0<97° <1 e 9" >0, tem-se o grafico de f'a seguir.

Aky

(0,£(0)

Fungoes e Graficos

O ponto de intersecdo no eixo oy é dado por (0, /{0)) = (0, 9" + 43).

5\
d) f(x)= —61[5}

5 —11x+7 5 —11x
Observemos que f(x) = —61(3) = - 61(—) (

2

by

ZT:_M(

—11 7
Como 0 < (%] <l e — 61(%) <0, tem-se o grafico de f a seguir.

I

5

2

v

-1 YY"
) J Y x.

(0,1(0)

7
O ponto de interse¢do no eixo oy € dado por (0, f(0)) = (0, — 61(%) ).

v

125
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e) f(x)=40.000- 61(% ]

7
Neste caso, a partir do exemplo anterior e do fato de que 40.000—61(%) <0, tem-se o grafico de f'a

seguir.
A y

(0,1(0)

v

7
O ponto de interse¢do no eixo oy ¢ dado por (0, f(0)) = (0, 40.000 — 61(%) ).

2) Resolva as equacdes ou inequacdes, a seguir.
a) 27 —16=0

Como 277" —16=0 & 27 =] o 27" =2 & -5x+8=4-5x=4 x=4,

concluimos que o conjunto solucao ¢ o conjunto {% }

b) 4 -6-2"+8=0

Como
4*=(2%)" =(2"), entdo 4" —6-2"+8=0 < ) -6-27+8=0 &

6+V36—-—4x1Ix8
= &

2% 1

& 2° 2=4 ou 2=2 & 2°=27 ou 2°=2" & x=2 ou

x=1,

Logo, o conjunto solugio é o conjunto {2, /}.
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€) 9-2°—6"=0

Como
9:2"-6"=0 & 9:2"-2'3"=0 © 2'9-3)=0 © 9-3"=0 (pois 2" >0, Vx) &
3 =3 o x=2

concluimos que o conjunto solugdo é o conjunto {2}.

d) 27 —16>0

Como 27 _ 1620 & 275216 & 27 >2' o -5x+824@-5x2-4 & x< %,

concluimos que o conjunto solugdo ¢ o intervalo ilimitado /- oo, % /.

e) (0,2)% —0,0016 <0

Como

0,2)7 —0,0016 <0 < (0,2)7° <0,0016 = 0,2)" <(0.2)'e -5x+8>4 &

S-x>-4 < x< 45,

concluimos que o conjunto solugao ¢ o intervalo ilimitado /- oo, % /.

f) 4°—6-2°+8>0

Inicialmente, pelo exercicio b), temos
(29)’-6-2+8=0 < 2°=4 ou 2°=2,
Logo,
4°—6-2"+8>0 & 2°<2 ou 2>2° & x<1 ou x>2.

Concluimos que o conjunto solucdo € a reunido dos intervalos /- co, I/ U] 2, + oof.
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g) 9-2°—6"<0

Como
9-2"-6"<0 & 9-2"-23"<0 & 2°(9-3)<0& 9-3"<0 (pois 2" >0, Vx) &
o3>3 o x> 2

concluimos que o conjunto solucdo ¢ o intervalo ilimitado / 2, + o /.

EXERCICIOS PROPOSTOS 4.1.3

1) Esboce os graficos das funcoes dadas.

D f(x)=27; i) f(x)=(03);

i) f(x)=57"; i) f(x)=0.11)";

v f(x)=7", vi) f(x)=03)";

vii) f(x)=19"""; viii) f(x)=(0,101)"";
ix) f(x)=14""; X) f(x)=023)7;
xi) f(x)=52""; xii) f(x)=03)"";

xiii) f(x)=9"""+43; xiv) f(x)=089)" —12;

xv) f(x):35—(é)x ; XVi) f(x)=33+6l(é)x .

2) Resolva as equacdes a seguir.

i) 9 _81=0; i) 0.01)" —100=0;
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iii) 9" —4-3"+3=0; iv) 8(0,25) -6(0.5) +1=0;
v) 3" =5"=0; vi) 10" =8-5" =0.

3) Resolva as inequacdes a seguir.

i) 97! —81<0; i) (0,01)" =100>0;
iii) 9 —=4-3"+3>0; iv) 8(0,25) -6(0.5) +1<0;
v) 3" =57 <0; vi) 10" =8-5">20.

4.2 FUNGOES LOGARITMICAS

Como visto na se¢do anterior, para todo numero real ¢ maior que um, existe uma unica funcio

exponencial de base a f,: R — ]0, +oof, x > y = fu(x).

Essa funcdo ¢ bijetora, portanto possui uma fungdo inversa. Isto nos permite definir o seguinte conceito.

Defini¢ao 4.2.1. Para todo niumero real a maior que um, definimos a fung¢do logaritmica de base a como
sendo a funcdo inversa da fungdo exponencial de base a, f,. Assim, a fun¢do logaritmica de base a ¢ a
func¢ao

[ ]0 4ol 5> R x> y= f"a(x),

no qual y = ', (x) se, e somente se, f;(v) = x, para todo x € ]0, +oof.

Denotaremos os valores imagem da fungdo logaritmica de base a pelo simbolo f~'.(x) = log,x para
todo x € 0, +eof. Assim, y = log,_ x se, e somente se, @’ = x, para todo x € ]0, +oof.

A interpretacao da funcdo logaritmica de base a, em diagramas de Venn, pode ser vista como mostra a

figura a seguir.
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J0,+oof R

°y(=log.x)

A

A seguir, apresentamos as propriedades mais importantes da fungdo logaritmica de base a.

Proposiciao 4.2.2. Sejam a e b nimeros reais maiores que um. Quaisquer que sejam 0s nNumeros reais ¢ €

Rew, xe ]0, +oof, temos que

i) log,/ =0¢log,a=1,

log, x

i) a =x e log, a" =x;

iii) log, (wx) = log,w + log,x;

v)  log, ()= log,w- log,x;
X

V) log, x“ = clog, x;
. log, x
Vi) log,x = ——;

log, a

vii) se a > 1, entdo a fun¢do logaritmica de base a € crescente em /0, +oof;

viii) se 0 < a < 1, entdo a funcdo exponencial de base a ¢ decrescente em /0, +oo/.

Demonstracao.

i) e ii). Deixaremos as suas demonstragdes como exercicio.

i) Seu = log,wev=log, x,entdlo w= a" ex = a’, 0 que implica em wx = a" a’ = a"". Assim,

u+v=log, (wx). Logo, log, (wx) = log,w + log,x.
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. . " y o w _a y— .
iv) Seu = log,wev = log,x,entiow = a" ex = a", 0 que implicaem — = — = " . Assim,u-v =
X a
w w
log, (—). Logo, log,(—) = log,w - log, x.
X X
v) Se ¢ = 0, a identidade ¢ evidente. Se ¢ # 0, seja v = log, x“, entdo x° = a". Como x =

i i v
(xc); = (a”)Z —ac, entio L = log, x, 0 que implica em v = clog, x. Logo log, x“ = clog,, x.
c

vi). Se v = log_x, entdo x = a’ , o que implica em log, x = log, (a"). Como log, x = vlog, a, entdo v =

1 1
M . Logo’ logax = M .
log, a log, a

vii e viii) Deixaremos as suas demonstra¢des como exercicios.

As interpretagdes graficas das fungdes logaritmicas de base a podem ser vistas nas figuras a seguir.

Funcdo logaritmica de base a > 1

Funcio logaritmica de base 0 <a <1

v

v

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Calcule.



» %%
IRY4 Fundamentos de Matematica 9 EaD - UFMS I

!‘\

i) log,g;s 2835

Observemos que y=log,;; 2835 < y=1.

i) logyz5

P4
Observemos que y = log,; 5 < (3\/3):5 e 5= o %z] & y=3.

iii) log, 27

3

J
Observemos que y =log, 27 & [é) =27 & (3"):33 e 37=3 o y=-3.

3

2) Encontre os valores reais de x que satisfazem cada uma das igualdades.

i) log,(7+5x)==2 com arestri¢do x > — %

Observemos que log,(7+5x)=-2 < log,(7+5x)=log,3” & 7+ 5x= 19 = x=—6245.

ii) log,;(x+1)—log,;(x—2)=log,,6

Observemos que x ¢ uma solucdo da equagdo se, e somente se, x + / > (0 e x—2 > (). Assim, se x ¢ uma

solucdo, entdo devemos ter x > 2. Nessas condicdes,

x+1 13
& .
x—2 5

+1/
log,;(x+1)—log,;(x—2)=log,;6 < 10g23(x—2]=10g236 =

3) Determine o dominio.

) f(x)= logo,()()z(xz —3x+2)



’# ‘.\ -~ Y& 4
I EaD « UFMS ’0:. Funcoes e Graficos QKK
£ 4

Di={xe R| x’=3x+2>0 }=]-o, I[U] 2, + oo

i) f(x)=log, (|x+2]-7)

Di={xe R||x+2|-7>0}={xe R| x+2<-7 0ux+2>7 }=]-00,-9[ U] 5 + oof.

4) Esboce o grafico.

) f(x)= 10g0,57 (x+1)

Como Dy={xe R| x+1>0}=]-1,+[ e f(x)=log,;;(x+1)=0 < log,,(x+1)=log,, I
&, entdo o grafico de f¢é como mostrado na figura a seguir.

A Y

v

f) f(x)=[log,,, x|

ComoDy={xe R|x>0}=]0,+ o/,

S(x)=|log, x = {

log,,, x, se log, x>0 _{ log,, x, se x>1

—log,,, x, se log,,, x<0 B —log,, x, se 0<x<l
e f(x)=llog,,x]=0 < log,,x=0 & x=1, entdo o grafico de f ¢ como mostrado na figura a

seguir.
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EXERCICIOS PROPOSTOS 4.2.3
1) Calcule.
i) log,, 1000 ii) logi 64 ;
iii) log, /3 ; iv) log,,, 1.

2) Encontre os valores reais de x que satisfazem a cada uma das igualdades.

i) log,,(I1+x)=3; i) log,, x* =4,
iii) log,, Vx =1; iv) Elogw x+log,;4=log,;?2

" _log,x =5 ) 1 D+l ~2)=log,, 6
v) log,, x log , 35 vi) log,; (x +1)+log,;(x —2) = log,;

vii) log,,(x+2)—log,,x=log,,5.

3) Determine o dominio.

i) f(x)=log;(2x+1); i) f(x)=log, ;s (x* =1);

iii) f(x)=log,,, [x—1]; ) f(x) =log,,(=x);
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v) f(x)=log, 10; vi) f(x)= logm(if)-
Y—
4) Esboce o grafico.
a) f(x)=log,x b) f(x)=log, x ©) f(x)=log,(-x)
d) f(x)=10g0’57(x+]) e) f(x):k)g],os | x| f) f(x)=llog,, x|.

4.3. 0 NUMERO e

Consideremos a expressao (1 +— | . Vamos analisar o que acontece com essa expressao a medida que n
n

aumenta, ou seja, vemos ver o que acontece com as poténcias

A tabela abaixo contém alguns valores dessas poténcias (aproximacao até a terceira casa decimal).

n 1 2 3 4 5 10 100 | 1.000 ) 10.000 | 100.000

1 n
1+—
( n) 212250) 2370 (2,441 | 2,488 2,593 | 2,704 | 2,716 | 2,718 | 2,718

n
Quando 7 cresce indefinidamente, a expressdao (1 +—) se aproxima de um namero irracional que ¢
n

representado pela letra e, cujo valor aproximado ¢ 2,7182.
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Nas aplicacdes, a fungdo exponencial que aparece com maior freqiiéncia ¢ a que tem o nimero e como

base. Como e>1, o grafico da funcdo exponencial f(x)=e* ¢ semelhante ao grafico da funcdo

f(x)=a" com a>1, que foi visto na se¢do 4.1.

Definicao 4.3.1. Dado um nimero real x > (), chamaremos o nimero real y, que satisfaz a identidade
y=log, x & x=e’, delogaritmo natural de x, ou logaritmo neperiano de X, e o denotaremos pelo

simboloy = Inx.

Como as fungdes exponencial e logaritmica de base e sdo inversas, entdo:
i) e™" = x, para todo niimero real x > 0,

ii) Ine* = x, para todo numero real x;

iii) O namero e ¢ o Unico nimero real cujo logaritmo natural ¢ igual a 1.
EXERCICIOS PROPOSTOS 4.3.2

1) Esboce o grafico da funcio dada.

D) f(x)=e""; ii) f(x)=e"; iii) f(x)=e";
iv) f(x)=e™; v) f(x)=2-3e"; vi) f(x)=3-2e";
vii) f(x)=5-3e""; viii) f(x)=3-5e".

2) Resolva as equacdes.

et =5 iW) (2,05)" =2; iii) 3¢ =5

iv) Se7”* =3; v)e +e " =3.
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3) Dado In2=0,6931, determine.

i) In32;

4.4 APLICAGOES

As fungdes exponenciais e logaritmicas sdo utilizadas para resolver muitos problemas praticos. Elas

permitem descrever matematicamente varias situagdes em que se pretende analisar o crescimento ou

Funcoes e Graficos

e’ 16 [1
ii) In—; iii) In—; iv)In,[—.
) 4 ) e’ 4 3e

diminui¢do de certas grandezas. Veremos algumas dessas aplicacdes.

1- CRESCIMENTO POPULACIONAL

As fungdes exponenciais podem ser usadas para descrever modelos simplificados de crescimento

populacional.

Exemplo 4.4.1. Na tabela abaixo fornecemos os valores da populagdo mundial do ano de 1998 até o ano

de 2004. Na terceira coluna estdo tabelados os valores obtidos quando se divide a populagdo do ano

correspondente pela populacio do ano anterior.

Populaciao Mundial (aproximada)

Ano Populaciao (milhées) Razao (aproximada)
1998 5.920

1999 5.997 1.013

2000 6.073 1.013

2001 6.149 1.012

2002 6.224 1.012

2003 6.299 1.012

2004 6.375 1.012

Fonte: U.S. Census Bureau, International Data Base, 2006.
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As informacdes contidas na tabela nos permitem avaliar a taxa aproximada em que populacdo esta
crescendo. Podemos considerar que, em qualquer ano, a populacdo ¢ aproximadamente a populagdo do

ano anterior multiplicada pelo fator 7,0172.

A populacao aproximada num tempo qualquer ¢ pode ser descrita pela lei

p(t)=3.920(1,012)" (milhdes de pessoas)

populagéo
em 1998

Se quisermos fazer uma previsdo da populagdo mundial no ano de 2020, fazemos ¢ = 22 na expressao

acima, pois terdo decorrido 22 anos apos /998. Obtemos, entao,
p(22)=5.920(1,012)*” =7.696.5

A populacao em 2020 seria, aproximadamente, de 7,6 bilhdes de pessoas.

2- JUROS CONTINUOQS

Suponha que um investidor aplique um capital C em um investimento que rende k por cento ao ano.

O capital C renderd, ao final de um ano, juros de k%OO' Apds um ano, o investidor tera o capital

C,=C+ % = C(] +1k%) Se o capital C, é aplicado a mesma taxa, podemos dizer que, apds dois anos,

2
. . , : k ,
o investidor tera o capital C, :C(] +%) . Procedendo deste modo, vemos que, apds ¢ anos o

k t
investidor terd g(¢)=C| 1 + — |.
v q(1) ( ]00)
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Exemplo 4.4.2. Um individuo investe certa quantia em um banco que remunera a taxa de 8,75% ao ano.
Determine o tempo necessario para que o valor do investimento dobre. Apos ¢ meses a quantia aplicada

terd sido multiplicada por

(I+0,0875) =1,0875".
Logo, para que o valor do investimento dobre, deve-se ter 1,0875" = 2.

Utilizando-se logaritmos na base e (pode ser numa base qualquer), temos

tIn1,0875=1n2,
ou seja,

2
In ,0875

5

Portanto, serd necessario esperar cerca de § anos € 3 meses para que o valor investido dobre.

Para calcular rendimentos de um investimento, freqiientemente utiliza-se o modelo de “juros continuos”,
em que os juros sdo capitalizados a cada instante de tempo (continuamente). O modelo matematico para
esse tipo de transagdo ¢ descrito por

y(t)=Ce",
no qual C ¢ o valor do investimento inicial e o@ ¢ a taxa de juros (anual). A utilizacdo desse modelo ¢
justificada da seguinte forma: se a taxa de juros anual € & e os juros sdo capitalizados n vezes por ano,

dividindo o ano em n periodos iguais (n periodos de juros), temos que a taxa de juros em cada periodo ¢

nt
ii Fazendo o = %, ao final de 7 anos o investidor terd g(¢) = C(] + g) .
n

n

Para obter a situacdo em que os juros sdo capitalizados a cada instante de tempo (juros continuos),

nt
o . . o
supomos que # torna-se arbitrariamente grande. Para avaliar o que ocorre na expressao (1 + —] quando
n

nt
n ) o
n aumenta, fazemos m =—. Assim, n=ma, e podemos reescrever | /+— | como
o n
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Vimos que, quando m cresce, a expressao (1 +— aproxima-se do nimero e. Quando n cresce
m
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nt
. . , (0 . ,
indefinidamente, m também cresce. Logo, (1+—) aproxima-se do numero e” quando n cresce.
n

Portanto, podemos descrever matematicamente a situagdo em que os juros sdo capitalizados

continuamente por meio do modelo

q(t)=Ce™.

Exemplo 4.4.3. Um individuo investe certa quantia em um banco que remunera a taxa de 8,75% ao ano.
Determine o tempo necessario para que o valor do investimento dobre, se os juros forem capitalizados

continuamente.

Se os juros forem capitalizados continuamente, o saldo apos ¢ anos ¢ calculado por meio da expressao

q(t) = Ce””™”" . Queremos encontrar ¢ tal que

0,0875
eVt =2

Tomando o logaritmo natural em ambos os membros, temos

In2

00875

5

Portanto, se os juros forem capitalizados continuamente, o valor do investimento dobrard em cerca de 7

anos € 11 meses.

Exemplo 4.4.4. Um individuo investe R$ 5.000,00 em um banco que remunera a taxa de 7 % ao ano.

Determine o saldo apds 3 anos se os juros forem capitalizados:

i) Trimestralmente;
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i) Mensalmente;
ii) Diariamente;

iii) Continuamente.

i) Se os juros forem capitalizados trimestralmente, o saldo apos ¢ anos € calculado por meio da expressao
nt
q(t)= C(1+ 2) , com C=5.000, =0,07 e n=4 (pois o ano ¢ dividido em 4 trimestres). Temos
n

assim,

0,07

4t
q(t):5.000(1+ ) =5.000(1,0175)" .

Portanto, ¢(3) = 5.000(1,075)"” =6.157,20, ou seja, o saldo serd de R$ 6.157,20.

ii) Se os juros forem capitalizados mensalmente, o saldo apds ¢ anos ¢ calculado por meio da expressao

nt
q(t)= C(] + 2) , com C=5.000,00.=0,07 e n=12 (teremos 12 periodos de juros). Entdo
n

007 12t
) =5.000|1+=2 .
q(t) ( 12]

Portanto, ¢(3)=5.000 (1 + 0}(;7

36
) =6.164.62 . O saldo sera de R$ 6.164,62.

iii) Se os juros forem capitalizados diariamente, teremos 365 periodos de juros. Assim, o saldo apds ¢

anos ¢ calculado por meio da expressao

0.07 365t
1)=5.000{ 1+ :
q(1) ( 365)

Portanto, ¢(3)=5.000 | 1+ 0.07
365

365t
) =6.168,26 . O saldo, nesse caso sera de R$ 6.168,26.

iv) Se os juros forem capitalizados continuamente, o saldo ap6s ¢ anos ¢ calculado por meio da expressdo

q(t)=5.000e""" . Logo, g(3)=5.000e"" =6.168,39. O saldo sera de R$ 6.168,39.
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Observamos que R 6.168,39 ¢ um valor limite para o saldo possivel, isto &, R$ 5.000,00 investidos a uma

taxa de juros de 7% ao ano, no periodo de 3 anos nao pode levar a um saldo superior a R$ 6.168,39.

3- DESINTEGRAGAQ RADIOATIVA

As substancias radioativas possuem atomos que apresentam configura¢des nucleares instaveis, devido ao
excesso de numero de prétons ou de néutrons (ou ambos) em seus nucleos. Esses nticleos, chamados
radioativos, tendem a desintegrarem-se, emitindo particulas e, assim, transformam-se com o tempo em

nucleos de 4&tomos de um novo elemento quimico.

Rutherford formulou um modelo para descrever esse processo de desintegragao.

Se M (¢) representa a massa de uma substancia radioativa no instante ¢ M, ¢ a massa da substancia no
instante ¢ =0, entdo
M(t)=M,e™,

no qual k& ¢ a taxa de desintegragdo (k > 0).

A constante de decaimento k£ tem valores diferentes para substincias diferentes e ¢ determinada

experimentalmente.

Na pratica, k& pode ser obtida a partir da “meia-vida” da substancia, que ¢ o tempo necessario para que a
massa decaia pela metade. Quanto maior for a meia-vida de uma substancia, mais estavel ela sera. Por
exemplo, a meia-vida do Uranio-238 ¢é de aproximadamente 4,5 bilhdes de anos e a meia-vida do Radio-

226 ¢ de aproximadamente /.600 anos.
Vamos mostrar como calcular a taxa de desintegracdo conhecendo-se a meia-vida da substancia.

Seja ¢, a meia-vida de certa substancia. Isso significa que uma unidade da massa da substancia se reduz a

metade no tempo 7. Assim,
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Tomando o logaritmo natural em ambos os membros, temos

ln(% ): —In2=-kt,.

Portanto,

Exemplo 4.4.5. O carbono 14, que ¢ um isotopo radioativo do

aproximadamente 5.500 anos.

Funcoes e Graficos 143

carbono, tem meia-vida de

1) Determine o intervalo de tempo durante o qual uma amostra de carbono 14 se reduz a 20% de

sua massa original.

ii) Que percentual da massa original de carbono 14 restard em uma amostra apds 800 anos?

i) Seja M (t) a quantidade de carbono 14 presente na amostra no instante . Temos

M@)=M,e™,

no qual M, ¢ a massa no instante inicial # =0 (massa original). A constante de desintegragdo do carbono

14 ¢

L In2 006931
5500 5500

=0,000126 .

Assim, M (t)=M ,e”""""*"" Seja T o tempo para que M () seja igual a 20% de M. Entio,

100

20 _ 7 Y 7
M, =M,e""™"7 ouseja, —=e "7
5
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Tomando o logaritmo natural em ambos os membros, obtemos

—In5=-0,0001267 , de onde vem 7 = 12.773.

0,000126 ~
Portanto, em aproximadamente 12.773 anos, a massa de carbono 14 presente na amostra se reduzird a

20% da massa original.

ii) A constante de desintegragdo do carbono 14 ¢ £ =0,000126, como vimos no item (a). Portanto, a

massa restante apds 800 anos sera
M(800) — Moef(0,000126)(8()()) — M()ef(),l()()é) = 0’904]’

ou seja, restardo 90,4% da massa original.

EXERCICIOS PROPOSTOS 4.4.6

1) Suponha que uma colonia de bactérias comece com uma bactéria e dobre o seu niimero a cada meia

hora. Quantas bactérias a colonia tera ao final de 24 horas?

2) Estima-se que a populagdo de uma cidade cres¢a 3,75% a cada 5 anos.
a) Qual € o crescimento estimado para um periodo de 40 anos?
b) Supondo que a populacao atual da cidade ¢ de 100.000 habitantes aproximadamente, em quanto

tempo a populagao atingira 250.000?

3) Suponhamos que uma quantia S de dinheiro seja depositada num banco que paga uma taxa anual de
juros k, capitalizados continuamente. Qual deve ser o valor de & para que o investimento inicial dobre

em 5 anos?

4) Quanto seria necessario investir agora, a uma taxa de 12% ao ano, capitalizados continuamente, para

obter dentro de 10 anos R$ 300.000,00? E se os juros fossem capitalizados mensalmente?
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1) O radio 226 tem meia vida de 1620 anos. Encontre o intervalo de tempo no qual uma amostra dessa

substancia se reduz a % de sua massa original.

2) Determine a meia-vida de uma substincia radioativa considerando que uma amostra dessa substancia

perde % de sua massa original em 12 dias.

4.5 REFERENCIAS ELETRONICAS

Para referéncias de Fungdes Exponenciais e Logaritmicas, sugerimos que o leitor consulte os seguintes

enderegos eletronicos:

1. FUNCOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS.
Logaritmos
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/expolog/logaritm.htm
Logaritmos. Exercicios
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/expolog/logaritm-a.htm
Fungodes Exponenciais
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/expolog/exponenc.htm
Func¢des Exponenciais. Exercicios

http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/expolog/exponenc-a.htm

2. FUNCOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS
Fungdes, Equagdes, Inequacdes e Exercicios

http://www.fund198.ufba.br/expo/expon.htm

3. FUNCOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

http://www.cepa.if.usp.br/e-calculo/
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1. Hazzan, S.; lezzi, G. - Fundamentos de Matemadtica Elementar: Conjuntos e Fungdes - vol. 1, Atual

Editora.

2. lezzi, G.; Dolce, O.; Murakami, C. - Fundamentos de Matematica Elementar: Logaritmos - vol. 2,

Atual Editora.
3. Fundamentos de Matematica Elementar: Trigonometria - vol. 3, Atual Editora;

4. Hazzan, S.; lezzi, G. - Fundamentos de Matematica Elementar: Complexos, Polindmios - vol. 6, Atual

Editora.

5. lezzi, G., Murakami C.; Machado, N. J. - Fundamentos de Matematica Elementar: Limites, Derivadas e

Nocdes de Integral — vol. 8, Atual editora.
8. Caraga, B. J., Conceitos Fundamentais da Matematica, Livraria S4 da Costa Ed., Lisboa, 1984.
9. Colec¢ao do Professor de Matematica. Sociedade Brasileira de Matematica — SBM.
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4.7 SITES ELETRONICOS PARA COMPLEMENTAGAO

1. http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/alegria/livros/livros.htm
2. http://www.fund198.ufba.br/apos_cnf/bibli.pdf

3. http://www.fund198.ufba.br/expo/bibli.pdf
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Capitulo 5

A trigonometria ¢ um estudo encontrado dentro da matematica, mas com aplicagdes interdisciplinares como na
fisica e aplicagdes praticas como na navegagdo, topografia e etc. A palavra trigonometria € de origem grega
formada por #ri = trés, gonos = angulos e

metria = medidas. Na trigonometria iremos estudar as relacdes existentes entre lado e os angulos de um tridngulo

retangulo, como também as fungdes trigonométricas, e os calculos baseados nelas.

5.1 NOGOES PRELIMINARES: TRIGONOMETRIA PLANA E O
CIRCULO TRIGONOMETRICO

E conhecido da Geometria Euclidiana que se r e s sdo duas retas concorrentes, formando entre si um

angulo agudo o, e uma dessas retas € cortada por varias retas perpendiculares, como na figura a seguir,

B;

nprd
rd

/ 0 ) A B c r

entdo os tridangulos retangulos pOA4;, pOBB; e pOCC, sdo semelhantes. Portanto, sdo validas as

seguintes relagoes:
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04, OB, OC, 04, OB, OC, 04 OB OC

A4, BB, CC, 04 0B OC ,. A4, BB, _CC,

Nas relagdes acima, as constantes a, b e ¢ dependem exclusivamente do angulo agudo o formado pelas

retas 7 € s. Isto nos permite definir os seguintes conceitos.

Definicao 5.1.1.. Consideremos o triangulo retangulo pOAB, formado por trés retas 7, s e ¢, € tomemos

um angulo agudo o de um de seus vértices, como mostra a figura a seguir.

/O / A r
t

RELACOES TRIGONOMETRICAS

As relagoes

AB AB
seno=—3; CoSO=—; tgo=—;

OB 0OA

OB OB 04
sec o= —3; cosec O =;— cotgOo=—.

0OA B B

denominadas de seno, co-seno, tangente, secante, co-secante e co-tangente do angulo q.,
respectivamente. Estas relagdes sao denominadas relagdes trigonométricas e t€ém um papel
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importantissimo nas aplicacdes cujos dominios cientificos envolvam aspectos puramente geométricos do
triangulo retdngulo com as suas seis partes (lados e angulos), como na topografia, navegagdo e
astronomia. No entanto, suas aplicacdes sdo em geral de uso limitado devido a essas relagdes serem
definidas como razdes entre os lados de um tridangulo retangulo, restrita somente a medigdes de angulos
agudos desse triangulo. Um outro tratamento ¢ também considerado no estudo da trigonometria, que
permite que tais relacdes possam ser generalizadas e aplicadas a outros dominios cientificos, como na

Fisica, Engenharia, Biologia. Veremos como sdo feitas essas generalizacdes.

Consideremos o sistema de coordenadas cartesianas xoy. Um angulo ¢ qualquer abertura formada por trés
partes: um raio inicial, um raio final e um vértice (ponto de intersecdo desses raios). No sistema de
coordenadas cartesianas xoy, diremos que um angulo est4 na posi¢do padrdo se o seu raio inicial coincide
com o eixo positivo dos x e seu vértice se encontra na origem. Os dngulos positives na posi¢cao padrao
sao medidos positivamente e indicados no sentido anti-horario (contrario ao sentido dos ponteiros do
relo6gio), a partir do raio inicial. Analogamente, angulos negativos na posi¢cdo padrao sdo medidos
negativamente e indicados no sentido horério (no sentido dos ponteiros do reldgio), a partir do raio
inicial. Salvo se houver mencdo explicita, consideramos todos os angulos como estando na posi¢do

padrao.

Consideremos um angulo o no sistema de coordenadas cartesianas oxy e varios circulos com centros no

vértice desse angulo, como mostra a figura aseguir.

&
B,

A;
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Os raios iniciais e finais desse dngulo interceptam, nesses circulos, os arcos A44,, BB, ¢ CC,. E
onhecido da Geometria Euclidiana que as seguintes relagdes sao validas:

A4, BB, CC,

— === =k
o4 OB OC

Nas relagdes acima, a constante k& depende exclusivamente do angulo o. Isto nos permite definir o

seguinte conceito.

Definicdo 5.1.2. Definimos a medida do dngulo o, denominada de radianos (rd), como sendo a
constante real k, expressa pelas razdes dos arcos pelos raios dos circulos correspondentes. Em particular /
rd (um radiano) é a medida para qual o raio OA ¢ igual ao arco AA,. Definimos o nimero real 7, como
sendo a razdo do comprimento total da circunferéncia de raio  pelo seu didmetro (= 2r). A partir da sua

definicdo, temos que 21 rd equivalem a um angulo de 360 °.

Nota 5.1.3. A defini¢do acima independe do comprimento do raio da circunferéncia correspondente.
Assim, usaremos somente a circunferéncia de raio igual a / (= unidade). Neste caso, denominaremos tal

circunferéncia de circulo trigonométrico.

As interpretagdes do seno e co-seno de um angulo o, no circulo trigonométrico, podem ser vistas na

figura a seguir.

-~ y /
—T /
/‘
/ \\
\
R=R(0,) O=0(x.y)
/ >
0 P(x,0)=P A=A(L0)
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Dado um angulo a (= arco AQ), o seno desse angulo € o valor da projecao do ponto Q = Q(x,y) sobre o

_ PO _ PO _

eixo oy, pois sen oL = — = - OR (=), e o co-seno desse angulo é o valor da projecdo do ponto O
: : OoP _OP —
= Q(x,y) sobre 0 €ixo ox, pois cos Ot = — = OT = OP (=x)

As interpretacdes da tangente, co-tangente, secante e co-secante de um angulo o, no circulo

trigonométrico, podem ser vistas como mostram a figura a seguir.

R=R(0) O=0(xy)

o

w

o Fx,Q)=F A=A(L D)

A

A - PO
Dado um angulo o (= arco AQ), a tangente desse angulo ¢ o valor do segmento AB , pois tg o0 = 0:% =
AB _ AB  — — 1 1
— = — = AB, e a secante desse angulo ¢ o valor do segmento OB, pois sec o0 = = = =
04 1 coso OP
2 = OB , conforme a figura a seguir.
0OA
‘Ly
c D
R=R(0y) O=0rxy)
o
3
fo} P, 0)=P A=A(L0) '
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Dado um angulo o (= arco 4Q ), a co-tangente desse dngulo ¢ o valor do segmento CD, pois cotg o =

CD — —
or D _ CD. Ainda, e a co-secante desse angulo ¢ o valor do segmento OD , pois cosec O

PO OC

_ L1 9% _5p

EXERCICIOS PROPOST0S 5.1.3

1) Expresse os Angulos dados em radianos, na forma de um maltiplo de 7.

Do a)Et45°% i) 90°  iv)+135°% w)x180°%  wvi)£225°% i) 22707

viii) £ 315 % ix)£360°% x)£30°% xi) 60 °.

2) Expresse os angulos dados em graus.

i)+7_n; ii)i%' iii)igli;t; iv) + I13m; v)i%; vi)i%; vii) + 278m.

b

3) Determine o valor das seis relacdes trigonométricas de cada angulo o (rd) (na posicio padrao),

sabendo que seu raio final passa em cada um dos pontos Q = Q (x, y) dados.

D06, 8 )02 -7); i) Q(-6,1); ) O(-7, - 10).

4) Calcule o valor das relacdes trigonométricas, a partir do valor dado, supondo que 0 <o < 2rt .

. 1
i) Sabendo que sen o = 3’ calcule cos o, tg o, cotgo, sec o e cosec O
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ii) Sabendo que sec o =7 , calcule sen @, cos O, tgo, cotg oL € cosec Q.

Sugestdo: para o exercicio 4, em cada caso, considere os lados dos triangulos retangulos.

i) ii)
15

5) Dado um éangulo o (rd), determine o quadrante, no circulo trigonométrico, a que pertence esse

angulo.

i) sen o> (e cos o> 0 i) sen o> (0 e cos o < 0;

iii) sen . < 0 e cos . > 0); iv) sen o0 < 0 e cos o < 0.

5) Complete os quadrados da tabela abaixo, se estiverem definidos.

Graus | £0 | £30 +45 60 90 135 £180 +225 +270 %360

Radiano

S

sen o

COoS O

tg o

cotg o

sec o

cosec o
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5.2 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Nesta secdo adotaremos o estudo da trigonometria sob o ponto de vista das fungdes. Este ponto de vista ¢
equivalente ao do circulo trigonométrico, sendo que este tratamento ¢ mais adequado para os estudos e
aplicagdes de fendmenos de natureza oscilatoria. Para tais fenomenos, o uso das fungdes trigonométricas

tem um papel fundamental.

5.2.1 FUNGOES SENO E CO-SENO

No que segue, apresentaremos o teorema central deste capitulo sem demonstragao, que pode ser obtida na
literatura apresentada nas referéncias bibliograficas. As oito afirmagdes deste teorema podem ser
verificadas facilmente no circulo trigonométrico. Este teorema nos fornecerd os conhecimentos

necessarios e essenciais para todo o desenvolvimento desse estudo.
Teorema 5.2.1. Existe um unico par de fungdes, denominadas de fungdes seno e co-seno, denotadas por

sen: R >R, x> y=senx,

cos: R >R, x> y=cosx,

respectivamente, verificando as seguintes propriedades:

Pl)senO=0ecos0=1;
P2) A fungdo seno ¢ uma funcdo impar;
P3) A fungdo co-seno ¢ uma fungao par;
P4) Quaisquer que sejam 0s numeros reais a € b,
sen (a + b) =sen a cos b + sen b cos a;
P5) Quaisquer que sejam 0s numeros reais a € b,
cos (a + b) = cos acos b -sen a sen b;

P6) O niimero 7, enunciado anteriormente, ¢ 0 menor numero real positivo, tal que

senE:I ecosE =0;
2 2



L

I EaD » UFMS %@ Trigonometria e Nameros Complexos 157

D

L

N . . T
P7) A fungao seno ¢ crescente no intervalo /0, —/;

P8) A fungdo co-seno ¢ decrescente no intervalo /0, % /s

Embora as propriedades P1 — P8, enunciadas no Teorema, caracterizem perfeitamente o comportamento
das fungdes seno e co-seno sobre seus dominios de defini¢ao, como ficaréd claro no decorrer desta secao.
Elas ndo nos possibilitam construir seus graficos de uma forma tao evidente. Assim, precisaremos de um
conhecimento mais aprofundado dessas funcdes. Neste sentido, utilizaremos os seguintes resultados

auxiliares.

Lema 5.2.2. Para todo ntmero real x, sen’x + cos’x = /.
Demonstracao.
Para todo nimero real x, tomemos a = x € b = - x, na identidade em P5, do Teorema 5.2.1. Assim, cos 0 =

cos (x+ (- x)) = cos x cos (- x) - sen x sen (- x). Pelas propriedades P1, P2 e P3, aplicadas nesta ultima

identidade, concluimos que sen’x +cos’x =1.

Corolario 5.2.3. Para todo nuimeroreal x, - / <senx<1le-/<cosx</.

Demonstracao.

, 2 . . .
Para todo niimero real x, sen” x < sen’x+cos’x = /. Logo, sen” x < /, o que implica em |sen x| <1, isto

¢, - [ <senx < /. De maneira analoga, demonstramos que - / < cos x < /.

A interpretagdo, em diagramas de Venn, das fungdes seno e co-seno podem ser vista como mostra a figura

a seguir.
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Proposicao 5.2.4. Quaisquer que sejam os numeros reais a e b:

i) sen (a - b) =sen a cos b - sen b cos a;
ii) cos (a - b) = cos acos b+ sena senb.
Demonstracao.

Esses dois resultados sao conseqiiéncias diretas das Propriedades P2 e P3, aplicadas as identidades, em P4

e P5, quando substituimos b por — b. Deixaremos as suas demonstracdes a cargo do leitor.

Corolario 5.2.5. Quaisquer que sejam os niimeros reais a € b:
i) 2senacos b =sen (a + b) +sen (a - b);
i) 2cos a cos b =cos (a + b) + cos (a - b);
iii) 2senasenb =cos (a-b)-cos(a+b).
Demonstracao.
Esses trés resultados sdo conseqiiéncias diretas de adigdes ou subtracdes das identidades trigonométricas,

P4 e P5 com as da Proposicao 5.2.4. Deixaremos as suas demonstragdes a cargo do leitor.

CALCULO DE VALORES IMAGEM

Neste paragrafo, estaremos interessados em obter o calculo de alguns valores imagem das fungdes seno e
co-seno. Estes valores auxiliardo na constru¢do de varias identidades trigonométricas, que possibilitard a
obtencdo de informacgdes qualitativas sobre o comportamento das fungdes seno e co-seno. Para isto,

apresentaremos inicialmente dois lemas auxiliares.

Lema 5.2.6.

i) Para todo x € 0, %], senx > (0,

ii) Para todo x € /0, %[, cos x > 0.
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Demonstracio.

o e 1 T T
i) e ii). Inicialmente, observemos que sen 5 = [ e cos 0 = 1. Por outro lado, para x € /0, 35 /[, temos que

T . o T .
0<x< 5 As propriedades P7 e P8 implicam que sen () < sen x € cos 5 < cos x, respectivamente. Pela,

propriedades P1 e P6, concluimos que senx > 0 e cos x > 0.

Lema 5.2.7. Para todo niamero real x:

i) sen (2x) = 2sen x coOS X;

.. 2 1 1

i sen” x = — - — oS (2x);
) 575 (2x)

2 1 1

il cos"x = —+ — cos (2x).
) 573 (2x)

Demonstracao.

O resultado em i) ¢ uma conseqiiéncia direta do uso da identidade em P4, quando substituimos a e b por

a=b=x.
Os resultados em ii) e iii)) sdo conseqiiéncias diretas da adicdo ou subtracdo das identidades

trigonométricas em PS5, com a substituicdo de a e b por a = b = x , e a identidade do Lema 5.2.2.

Deixaremos suas demonstracdes a cargo do leitor.

Proposicao 5.2.8. Os seguintes resultados valem:

: n 2 n 2

i) sen — = — €Cc0S — = —
4 2 4

ii) sen£=1 € cos % =0,

iii) sent=0ecosm=- 1
iv) sen3—n=—1ecos—n=0;
2 2

V) sen (2m) = 0 e cos (2m) = 1.
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Demonstracio.

Das identidades ii) e iii) do lema 5.2.7, temos que sen’ TCZ = é - i cos % e cos’ % = —+ é cos %,

N |~

. . 1 .
respectivamente. Pela propriedade P6, concluimos que sen’ % = cos’ % = 5 Assim, pelo Lema 5.2.6.,
2 .
devemos ter sen LA cos LA £,p01s T 70, E[.
4 4 2 4 2

As identidades sen % =1 ecos % = () sdo conseqiiéncias diretas da propriedade P6 do Teorema.

Em seguida, pela identidade i) do lema 5.2.7 e a propriedade P6 do Teorema, temos que sen T = sen

N |~

(2 T ) = 2sen T cos & = 0. Por outro lado, pela identidade iii) do Lema 5.2.7., temos que cos” T
2 2 2 2

+ — cos T, pela propriedade P6. Conseqlientemente, cos T = - /.

1
2

N |~

+ é cos . Assim, 0 =

, 3n T 3n T . .
Observemos, também, que sen B3 =sen (T + 5 ) e cos B3 = cos (T + 5 ). Assim, aplicando a essas
duas ultimas expressdes as identidades P4 e P5, a propriedade P6 e os calculos de sen w e cos T,

, 3n 3n
concluimos que sen - =-]ecos - = 0.

Finalmente, observemos que sen (21) = sen (T +1) e cos (21)= cos (T + ). Assim, pelas identidades em

P4 e P5, e pelos calculos de sen 7 e cos &, concluimos que sen (21) = 0 e cos (2rm) = 1.

Proposiciao 5.2.9. Os seguintes valores valem:

. T 1 T 1
i) sen — = — eCcos — = —;
6 2 3 2
n 3 n 3
ii) sen — = — €C0S — = — .
3 2 6 2
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Demonstracio.
. T T . . . .
Primeiramente, observemos que 35 = 3 + —e— = 3 Pelas identidades em P4 ¢ no item i) da

proposi¢ao 5.2.4, temos que

T T T T T T T
I =sen — =sen(— + —) =sen — cos — + sen — cOS —
2 3 06 3 6 6 3

T T N T T T T
sen — =sen (— - —) =sen — COS — - sen — COS —.
6 3 6 3 6 6 3

Subtraindo a segunda equacao da primeira, obtemos
T T T
l-sen — =2sen — cos —.
6 6
Logo,

T T
I =sen — (I +2cos —).
6 ( 3)
Em seguida, pela identidade em P35, temos que

0=<:0s£=cos(£+£)=cos£cos£—sen£senE
2 3 06 3 6 3 6

T T T T T T T
cos — =cos (— - —) =cos — cos — +sen — sen —.
6 3 6 3 6 3 6

.. . . T T T
Adicionando a primeira equacdo da segunda, obtemos: cos 5 =2 c0s — COS 5

. Como conseqiiéncia da penultima identidade,

V3

. Pelos lemas 5.2.2 e 5.2.6, concluimos que sen % = cos % = 5

N |~

T . .
Como cos 5 > (), obtemos a identidade cos

w A

obtemos sen

N |~

T
6
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IDENTIDADES FUNDAMENTAIS

No pardgrafo anterior estivemos interessados em obter o cdlculo de varios valores imagem das fungdes
seno e co-seno. Embora esses calculos sejam importantes, eles ndo sdo suficientes para nos dar as
informagdes globais dessas fungdes de que necessitamos. Nesta secdo estaremos interessados em

construir identidades trigonométricas, validas em todo os seus dominios de defini¢ao.

Proposicao 5.2.10. Para todo niamero real x:
. I I
i) sen(x+3)=c0sxecos(x+3)=—senx;
ii) sen (x + ) =-senx e cos (x + ) =-cos x;
3n 3n
iii) sen(x+7)=—c0sxecos (x+7)=senx;

iv) sen (x + 21) = senx € cos (x + 21) = cos x.
Demonstracao.

Esses resultados sdo conseqiiéncias diretas do uso das identidades em P4 e P5, do Teorema 5.2.1, pela
substituicdo de a por x e b pelos valores numéricos correspondentes, utilizando a propriedade P6 do

Teorema 5.2.1, e os célculos da proposicao 5.2.8. Deixaremos as suas demonstragdes a cargo do leitor.

Corolario 5.2.11. Para todo numero real x:
. T T
i) sen(;-x)=cosxecos(3-x)=senx;
ii) sen (T - x) =sen x € cos (T - x) = - COS X;
3n 3n
iii) sen(7-x)=-cosxecos(7-x)=-senx;

iv) sen (21 - x) = -senx e cos (27 - X) = CoS X.
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Demonstracio.

Esses resultados sdao conseqiiéncias diretas das identidades i) a iv) da proposicao 5.2.10, e das
propriedades P2 e P3 do teorema 5.2.1, quando substituimos a variavel x por — x. Deixaremos as suas
demonstragdo a cargo do leitor.

Corolario 5.2.12. Para todo niimero real x:
. T T
i) sen (x - —) =-CcoSXx€cos (x- —) =senx;
2 2
ii) sen (x - ) =-senx € cos (x - ) = - COoS X;
3n 3n
iii) sen(x-7)=cosxecos(x—7)=-senx;

iv) sen (x - 2m) = senx € cos (x - 21) = cos X.
Demonstracao.

Esses resultados sdo conseqiiéncias diretas das identidades i) a iv) da proposicao 5.2.10, e das

propriedades P2 e P3, do teorema. Deixaremos as suas demonstragdo a cargo do leitor.

ANALISE DOS SINAIS DAS IMAGENS NO INTERVALO /0, 2n]

As identidades na proposi¢do 5.2.10 — iv) mostram que as fungdes seno e co-seno sdo fungdes cujas
imagens se repetem a cada intervalo de comprimento 2m. Fungdes com esse tipo de comportamento siao
chamadas de fungoes periodicas, de periodo 2w. Assim, ter uma boa familiaridade com essas fungdes, no
intervalo /0, 2rt/, é essencial e suficiente para a compreensdao de seus comportamentos em todo os seus

dominios de definicao.

Proposic¢io 5.2.13.

i) senx > (), paratodo x € /0, i/, e sen x < 0, paratodo x € /x, 27w/,
.. T n
ii) cosx > (), para todo xe/0, E[U ] > 2n] e cos x < (0, para todo

T 3n
xe |—, —/.
]2 2[
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Demonstracao.

i) Sexe 0, % /, o resultado € uma conseqiiéncia direta do Lema 5.2.6. —i). Sex € ] % 7 [, entdo 0 < x

<

1
Nk

%. Logo, cos(x— %) > (), pelo Lema 5.2.6 —ii). Pelo corolério 5.2.12 — i), concluimos que sen x

T
=cos(x——) > 0.
(x 2)

Para x € Jm, 2w/, temos que x - T € /0, w/, o que implica em sen (x - ©) > 0, pelo item anterior. Como sen

x =-sen (x - m), pelo corolario 5.2.12 — ii), concluimos que senx < 0.

ii) Analogamente, se x € [0, % /[, o resultado ¢ uma conseqiiéncia direta do Lema 5.2.6 — ii). Para x €
3n . n T n )
]7, 27/, entdo temos que x - Bl e /0, 3]. Logo, sen (x - 7) > (), pelo Lema 5.2.6 — i). Como cos x
3n L . . T 3n
= sen (X - 7), pelo corolério 5.2.12 — iii), concluimos que cos x > (. Finalmente, se x € ]5, 7[,
entdo temos que; x € ]%, T/oux =TTouxe Jx %t[. Sexe ]%, 7/, entdo x - % e /0, %[. Logo, cos
(x - %) > 0, pelo Lema 5.2.6 —ii). Como cos x = - sen (x - %), pelo corolério 5.2.12 — i), concluimos que

~ 3n . e
cosx<(0.Sex=m,entdocost =-1 <(.Sex e Jm, 7[, entdo temos x - T € /0, 3[. Logo, cos (x - m)

> (), pelo lema 5.2.6 — ii), € como cos x = - cos (x - 1), pelo corolario 5.2.12 — ii), concluimos que cos x < 0.

CRESCIMENTO E DECRESCIMENTO NO INTERVALO /0, 2n]

Proposic¢ao 5.2.14.

~ . . e 3n .
i) A funcao seno é crescente nos intervalos /0, 5 Je/ X 21/ e decrescente no intervalo

T 3
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i) A funcio co-seno é crescente no intervalo /m, 2m/ e decrescente no intervalo
[0, Tt].
Demonstracao.

i) Para o intervalo /0, % /, o resultado ¢ uma conseqiiéncia direta da propriedade P7 do Teorema 5.2.1.

. , . 3n . 3n 3n
Por outro lado, sejam numeros reais w, x € [ X 2r/, tais que w < x. Como w - 53 ex- B3 pertencem

ao intervalo /0, %]ew— 3771- <Xx- '%t, entdo sen w = - cos (W - 37n) < -cos (x - %C) = sen x, pelo

- . ~ , . 3n
corolario 5.2.12 — iii). Logo, sen w < sen x. Assim, a fun¢do seno € crescente no intervalo / X 2n/.

. , . T 3n . T ~
Sejam nUmeros reais w, x € [E, 7], tais que w < x. Se wx € [E’ nt/, entdo

T T . T T T N T
w - 5 ex- 5 pertencem ao intervalo /0, E]ew- 5 <Xx- E,oque implica em sen w = cos (W - E) >

cos (x - %) = sen x, pela propriedade P7 do Teorema 5.2.1 e pelo coroléario 5.2.12 —iii). Se w € [%, T/ e

T

2] ©

X = n, 0, entio W - T = /0,
2 2
x-mte 0, %], o que implica em sen w = cos (W - %) > () > -sen (x - ©) = sen x. Logo, sen w > sen x. Se

3n ~ . T
w, x € [=«, 7], entio w - W e x - T pertencem ao intervalo /0, E] e

w- T <Xx -7 Logo, sen w=-sen (w- 1) > - sen (x - ) = sen x, pela propriedade P8 do Teorema 5.2.1 e
pelo corolario 5.2.12 — ii). Conseqiientemente, sen w > sen x e temos que a fungao seno ¢ decrescente no

T 3
intervalo [ —, — /.
[ 7 ]

PN , . . 3n N
ii) Sejam numeros reais w, x € [m, 21/, tais que w < x. Se w, x € [T, 7], entdo w- Tt € x - T pertencem

. T . T T
ao intervalo /0, E]ew—rc <x-T, 0 que implica em cos w = - cos (W - E) <-cos (x - 5) = cos x, pela
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propriedade P8 do Teorema 5.2.1 e pelo Corolério 5.2.12 —ii). Se w € [m, 377t] exe ]%c, 2/, entdo w -

nte [0, %] e X - 3775 e /0, %],oqueimplicaemcosw=—cos (w-m) <0 <sen (x - %t):cosx.

3 .
Logo, cos w < cos x. Se w, x € [%t, 21/, entdo w - 37“- ex- 7n pertencem ao intervalo /0, %] e

w - i <x- 3715 Logo, cos w = sen (w - %‘) <sen (X - 37“) = cos x, pela Propriedade T7 do Teorema

5.2.1 e pelo Corolario 5.2.12 — iii). Conseqiientemente, cos w < cos x, € temos que a funcdo cos ¢

crescente no intervalo /mt, 2mt/.

. , . . T ~
Sejam numeros reais w, x € [0, &/, tais que w < x. Se wx € [0, E], entdo cos w > cos x, pela

Propriedade P8 do Teorema 5.2.1. Se w € [0, %] exe ]%, 1/, entdo w - % e /0, %], o que implica em

T T N T T
cosw20>-sen(x—E)=cosx.L0go,cosw>cosx. Sew,xe[z,n],entaow—zex— 5

. T
pertencem ao intervalo /0, 3] ew-m <x-Tm Logo, cosw=-cos (w-m) <-cos (x-T) = cosx, pela

Propriedade P8 do teorema 5.2.1 e pelo corolario 5.2.12 — ii). Conseqiientemente, cos w < cos x € temos

que a fungdo seno ¢ decrescente no intervalo /0, it/.

A partir dos resultados obtidos, podemos concluir que os graficos das fungdes seno e co-seno sdo como

mostram as figuras a seguir.

Fungdo seno
-~

9

25m 27 ~1.5m %XO:SVO 0.5 1.5m n 2.5
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

Determine os dominios maximos e esboce os graficos das fungdes dadas.

a) f(x) =3sen x
A partir do dominio da fungdo seno, temos que Dy = R. O gréfico pode ser visto na figura a seguir.
3ty

1

2,57 21 -1,5m = —0,57 (s] 0,57 1,57 14 2.5

b) f{x) = cos (x - % )
A partir do dominio da fungdo co-seno, temos que Dy = R. O grafico de f'serd o grafico da fungdo co-seno,

transladado horizontalmente (no eixo ox) 5 unidades para a direita e pode ser visto na proxima figura.
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2,57 27 -1.57 —7 —0,5m, 0 0,57 T 1.57 27 2.5

¢) f(x) =-sen (x + 3)

A partir do dominio da fun¢do seno, temos que Dy = R. O grafico de f sera o grafico da fungdo seno,
transladado horizontalmente (no eixo ox) 3 unidades para a esquerda, acrescido de uma rotacao de 180°

em torno do eixo ox e pode ser visto na figura a seguir.

2.5 ) -1,5w —7 —0,5m (] 0,57 T 1,57 2.5

d) f{x) = cos (x - 37“) -2
A partir do dominio da fungdo co-seno, temos que Dy = R. O grafico de f'serd o grafico da fungdo co-seno,
transladado horizontalmente (no eixo ox) 37n unidades para a direita e transladado também verticalmente

(no eixo oy) 2 unidades para baixo, e pode ser visto na proxima figura.
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3ty
2
1
0 x

2,51 27 —1,51 —T —0,51 0 0,51 T 1,51 27 2.5

=]

e) f(x) =sen (4x)

A partir do dominio da fungdo seno, temos que Dy = R. O grafico de f'pode ser visto na proxima figura.

ANAN NN NN NN,
AVAVAVEVEY RVAVEVEVAY

EXERCICIOS PROPOSTO0S 5.2.15

1) Esboce os graficos das func¢des dadas.
i) f(x) = 7sen x; ii) f(x) = - 3cos x;
n . T
iii) f(x) = sen (x + 7); iv) f(x) = cos (x - 2);

v) f(x) = sen (5x); vi) f(x) = - cos (9x);
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vii) f{x) = - sen (x + 3); viii) f(x) = cos (x - 13);

i) fl) = Ssen (x + = ); %) fx) = 15cos (x - m);

xi) f(x) = 9sen (5x); xii) f(x) = - 11cos (7x);

xiii) f{x) = sen (x + 3) + 11; xiv) f(x) = cos (x - 13) - 9;
xvii) f(x) = - 8sen (x - % )-3; xviii) f(x) = 5cos (x - 1) - 2;

EQUAGOES TRIGONOMETRICAS

As solugdes de muitos problemas praticos que envolvem angulos sdo obtidas a partir da resolucdo de
equacdes trigonométricas. Nesta se¢do, vamos consideraremos o problema de resolver tais equagdes.
Trataremos somente da resolugdo de trés tipos de equagdes trigonométricas, envolvendo as fungdes seno e

CO-S€no.

Lema 5.2.16. Valem as seguintes afirmagoes.

i) sen x = () se, ¢ somente se, x = kT, para todo inteiro £;

.. T 3n o

ii) senx =/ (senx = - ]) se, e somente se, x = 35 + 2km (x = B3 + 2km), para todo inteiro £;
2k +1 .

iii) cos x = 0 se, e somente se, x = %n , para todo inteiro £;

iv) cosx = [ (cos x = - [) se, e somente se, x = 2k (x = (2k + 1)m), para todo inteiro k.

Demonstracao. Deixaremos a verificagdo desses resultados a cargo do leitor.

Lema 5.2.17. Valem as seguintes afirmacdes.

i) sena = sen b se, e somente se, a =b + 2knoua =-b + (2k+ 1)t , para todo inteiro £;

ii) cos a = cos b se, e somente se, a =b + 2kn oua =-b+ 2km , para todo inteiro k;
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i) sena=cosbse,esomentese,a=b+&;Uﬂ: oua=—b+L2+1)

T, para todo

inteiro k.
Demonstracao.

i)Sea=>b+2knroua=-b+ (2k + 1)r, para todo inteiro k, entdo sen a = sen b, pelas identidades em P4
do Teorema 5.2.1 no item i), da Proposi¢cao 5.2.4 e pelo Lema 5.2.16 — i) e iv). Por outro lado, se sen a =

sen b, entdo cos’a = cos’h, pelo Lema 5.2.2, o que implica em |cosa|=|cosb|, isto &, cosa =cosb ou

cosa =-cosb. Se cosa =cosh, entdo sen (a - b) =sena cos b-senb cosa = 0, isto &, sen (a - b) = 0.

Pelo Lema 5.2.16 — i), concluimos que a = b + [m, para algum inteiro /. Mas, cos a = cos (b + It) = cos b
cos (Im), o que implica em cos (In) = I. Logo, [ = 2k, para algum inteiro k, pelo Lema 5.2.16 — iv).
Conseqilientemente, a = b + 2km, para algum inteiro k. Se cosa =—cosb, entdo sen (a + b) = sen a cos b
+ sen b cos a = 0, isto &, sen (a + b) = (. Pelo Lema 5.2.16 — i), concluimos que a = - b + Irt, para algum
inteiro /. Mas cos @ = cos (- b + It) = cos b cos (Ir), o que implica em cos (Im) = - 1. Logo, [ = 2k + 1,

para algum inteiro &, pelo Lema 5.2.16 — iv). Conseqilientemente, a = - b + (2k+1)r, para algum inteiro k.

ii) A expressdo cos a = cos b ¢ equivalente a sen (a + %) =sen (b + %), pela Proposicao 5.2.10 — i).

Pela conclusdo do primeiro caso, concluimos que a + % =b+ % + 2knoua + % =-(b+ %) + 2k +

1)m, para todo inteiro k. Resolvendo essas duas ultimas expressdes, obtemos a = b + 2kmoua =-b +

2km, para todo inteiro k.

[ ~ , . L c o~
iii) Finalmente, a expressao sen a = cos b ¢ equivalente a sen a = sen (b + 5 ), pela Proposigao 5.2.10 —

i). Pela conclusao do primeiro caso, concluimos que @ = b + % + 2kmoua=-(b+ % )+ 2k + r,

(4k+1)

para todo inteiro k. Resolvendo essas duas tltimas expressoes, obtemos a = b + T oua=-b+

Mn , para todo inteiro k.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS
RESOLVA AS EQUACOES.
a) sen (IIx + 5715) =0
Sm Sn o
Como sen (11x + 7) =0 < Ilx+ 2 = kn , para todo inteiro k&
< 1lx =- 5715 + km , paratodo inteiro k < x = (_57—;7k}! , para todo inteiro £,
] . ~ . -5+7k . o
concluimos que o conjunto solucdo ¢ o conjunto / k € um inteiro qualquer
3n J2
b) cos 5x+ —)=—
) cos (. : ) 5
Como cos LA —2 , entdo
4 2
3n T it T 3n T o
cos (5x + 7) =cosz & Ox + > = 7 + 2kn ou S5x + > =- ) + 2km , para todo inteiro k <

& x= —5+ 8k ou x = —7+8k , para todo inteiro k.
20 20

: . . -5+8k -7+8k e
Logo, o conjunto solugdo ¢ o conjunto 30 ou 50 / k € um inteiro qualquer

c¢)sen (2x+ 1) =-cos (3x-5)

Como

sen(2x +1)=-cos(3x-5) & -sen(2x+1)=cos(3x-5) < sen(-2x-1) =cos (3x-5) &

(4k+1)
2

= (-2x-1)=(3x-5)+@n ou (-2x-1)=-(3x-5) + T, para todo inteiro k

(4k+1)

(Fh+l) =4 Gk+D
5 10

& -5xt+ 4= =6+ T, para todo inteiro k.
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Logo, o conjunto solug@o € o conjunto {i _ @kt l)n ou 6+ 4k + l)n /" k é um inteiro qualquer}.
EXERCICIOS PROPOSTOS 5.2.18
1. Resolva as equacgoes a seguir.
; .. 3n
i) sen (3x + ) = 0; u)cos(Zx—7)=—1;
1 3n J2
jii) sen (4x - ) = —; iv)cos (5x + —) = —;
iii) sen (4x - 1) 5 ) €Os (. > ) 5
3n . 3n
v) sen (6x - ) = sen (x + 7); vi) cos (11x+ 1) = cos (9x - 7);
vii) sen (4x - 7) = cos (5x - T); viii) sen (2x - 3) = - sen (x + % );
ix) cos (I11x+ 3) = - cos (9x - §); x) sen (7x + 4) =-cos (3x - 5).

5.2.2 FUNGAO TANGENTE E CO-TANGENTE

Defini¢ao 5.2.19. Definimos as funcdes tangentes e co-tangente, denotadas pelos simbolos
tg:DycR—>R, x> y=tgx,
cotg: Doy TR = R, x> y =cotgx,

respectivamente, como as fungdes trigonométricas cujas regras de correspondéncias e seus dominios sao

dados por

sen x
tgx = , para todo x € Dy,

COsS X
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emque Dy ={xe R|cosx#0!={xe R|x# @n , para todo £ inteiro/,
e
cotg x = cosx , para todo x € Dcotg,

s€n x

emque Deoig = {x € R | senx #0}} = {xe R|x# kn , paratodo k inteiro/.

A interpretacdo das fungdes tangente e co-tangente, em diagramas de Venn, podem ser vistas como

mostra a figura a seguir.

Dy ou D oig

Os gréficos das fungdes tangente e cotangente sdo como nas proximas figuras.

Fungéo tangente

Any

[sv]

2,5 27 —1,5m T —0,5m

=3
o
in
El
£l
in
El
E
ta
in
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D

L )4

Fungldo co-tangente
r

ra

[=]
i kS

Os resultados que seguem sdo conseqiiéncias diretas das aplicagdes das Propriedades P2, P3, P4 e PS5 do
Teorema 5.2.1, das identidades da Proposicao 5.2.4 e das Proposi¢does 5.2.8, 5.2.10 e 5.2.12, nas

defini¢cdes das fungdes tangentes e co-tangente. Deixaremos as suas demonstragdo a cargo do leitor.

Proposi¢ao 5.2.20. Valem as seguintes afirmacdes.
i) tg (- x) = - tg x, para todo nimero real x € Di,.

ii) cotg (- x) = - cotg x, para todo numero real x € Dcoyg.

Proposicao 5.2.21. Valem as seguintes afirmacdes.

tgattgh

i t + b=
) glat?) I¥tgatgh

, quaisquer que sejam os nimeros reais a, b € Dg.

ii) cotg (@ * b cotgacotghb ¥/

, quaisquer que sejam O0s numeros reais
cotga*tgh

a, be Dcotg-

Proposicao 5.2.22. Para todo niimero real x € Dy, temos:

i)tg(x+%)=-cotgx; i)tg(x + ) =tgx;

iii) tg (x + 37n)=-cotgx; iv)tg(%-x)Ztgx;
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vtg(m-x) =-tgx; vi)tg(%t-x):cotgx;
vii)tg(x-%)Z-tgx; viii) tg (x - ) = tg x;

ix) tg (x - %t) = - cotg x.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Determine os dominios méximos e esboce os graficos das fungdes dadas.

a) f(x) = 7tg x

(2k+1)

A partir do dominio da funcdo tangente, temos que Dy = {x € R | x # T, para todo k inteiro}. O

grafico pode ser visto na figura a seguir.

ra

=

[=]
s

>
2.5 T —1,5m T —0,57m o] 0,5 T 1,51 T 2.5

T
=

|
]

|
L

T
b) f(x) = cotg (x - Z)
A partir do dominio da fungdo co-tangente, temos que Dy = {x € R | x — % # km , para todo k inteiro} =
{x e R|x# % + km, para todo k inteiro}. O grafico de f serd o grafico da fungdo co-tangente,

transladado horizontalmente (no eixo ox) ” unidades para a direita e pode ser visto na figura a seguir.
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L )4

[ ) L]
L4
e

i

0
2,51 =27 =1.5n -7 =057 \0 0,51 T 1,5n 2n 2,5

Q) flx) =-tg(x+7)

T, para todo £ inteiro}

(2k+1)
2

A partir do dominio da fungdo tangente, temos que Dy={xe€ R |x + 7 #

={xeR|x#-7+

(2k2+ D, para todo k inteiro}. O grafico de f'serd o grafico da fungdo tangente

transladado horizontalmente (no eixo ox) 7 unidades para a esquerda, acrescido de uma rotacdo de 180°

em torno do eixo ox, e pode ser visto na figura a seguir.

3ty

2
\ |

0 R
2.5 —2m

-1.51 -7 —0,57 (] 0,571 T 1,5m 21 2,5

d)f(x)=c0tg(x-%)+2

A partir do dominio da fungdo co-tangente, temos que Dy = {x € R | x — % # km , para todo £ inteiro} =

{xe R|x# % + km , para todo k inteiro/}. O grafico de f'sera o grafico da funcdo co-tangente,
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transladado horizontalmente (no eixo ox) 3 unidades para a direita e transladado também verticalmente

(no eixo oy) 2 unidades para cima, e pode ser visto na figura a seguir.

2,57 27 -1.57m -7 0,51 o] 0,51 b 1,51 2m 2.5

e) f(x) =tg (3x)

A partir do dominio da funcdo tangente, temos que Dy = {x € R | 3x # (2k+1)

T, para todo £ inteiro} =

2k +1)

IxeR|x# T , para todo k inteiro}. O gréafico de f'pode ser visto na figura a seguir.

=

o
o

2,51 T -1.51 T -0, 57 o] 0,57 It 1,51 Tt 2.5
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EXERCICIOS PROPOSTOS 5.2.23

1) Para todo numero real x € Dy, determine.

i) cotg (x + 7%); ii) cotg (x + 1); iii) cotg (x + 37n);

. T . 3n

iv) cotg (3 -X); v) cotg (Tt - x); vi) cotg (7 - Xx);
.. T . 3n

vii) cotg (x - 5 ); viii) cotg (x - T); ix) cotg (x - > ).

2) Determine os dominios maximos e esboce os graficos das fungdes dadas.

i ) = Ttg i) fix) = - 3cotg i) fi) =t (x + )
i) f(x) = cotg (x - ~): V) f() = tg (5); vi) fix) = - cotg (9);

vii) fx) = - 1g (x + 5); viii) f{x) = cotg (x - 13); i) fl) = - St (e + )
x) f{(x) = 15cotg (x - T ); xi) f(x) = 9tg (5x); xii) f(x) = - 11cotg (7x);
xiii) flx) = tg (x + 3) + 11; xiv) flx) = cotg (x - 13)- 9;  xvii) f{(x) = - Stg (x - % )-3

xviii) f(x) = Scotg (x - ) — 2.

5.2.3 FUNGOES SECANTE E CO-SECANTE

Definicao 5.2.24.. Definimos as funcées secante e co-secante, denotadas pelos simbolos

sec: Deec €T R = R, x> y =secx,

cosec: Deosee € R — R, x> y = cosec x,

respectivamente, como as fungdes trigonométricas cujas regras de correspondéncias e seus dominios sao

dados por
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em que Dy = {x € R| cosx # 0} (= Dy)

(&

em que Deosec = {x € R | sen x # 0} (= Deotg)-

Os dois resultados que seguem s3o conseqiiéncias diretas do Lema 5.2.2.

demonstragdes a cargo do leitor.

Proposicao 5.2.25. Valem as seguintes afirmacdes.

cosec x =

[

@

I‘Q

, para todo x € Dy,

, para todo x € Dcosec,

i) 1+ tg’x = sec’x, para todo nimero real x € Dsec (= Dyg);

ii) 1+ cotg’x = cosec’x, para todo x € Deosec (= Deotg)-

Proposicao 5.2.26. Valem as seguintes afirmacdes.

i) sec x <—1 ou sec x > [, para todo nimero real x € Dse:

ii) cosecx < —/ ou cosecx =/, paratodo x € Deosec.

Deixaremos as suas

As interpretagdes das funcdes secante e co-secante, em diagramas de Venn, podem ser vistas como

mostram as figuras que a seguir.

R

DSCC ou DCOSCC

X

I- o0, =1[ U ]1,+oof

y=secx

[
L

. ou
y =cosec x
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Os graficos das funcdes secante e co-secante s3o como nas proximas figuras

FUNCAO SECANTE

Fungdo secante

4y

[

2,5m 21 -1,57

—0,51 ol

Lo

0,51 T 1,571 27 2,

FUNCAO CO-SECANTE

Aly

Fungdo co-secante

2,571 27 -1,5m

g M

EXERCICIOS RESOLVIDOS

Determine os dominios maximos e esboce os graficos das fun¢des dadas.

a) f(x) = 2sec x

A partir do dominio da fun¢do secante, temos que Dy = {x € R | x #

grafico pode ser visto na figura a seguir.

(2k+1)
2

181

T, para todo £ inteiro}. Seu
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b) f(x) = cosec (x - % )
A partir do dominio da fungdo co-secante, temos que Dy = {x € X | x — % # km , para todo £ inteiro} = {x
eER|x# % + km , para todo k inteiro}. O grafico de f'serd o grafico da funcdo co-secante, transladado

horizontalmente (no eixo ox) 5 unidades para a direita, e pode ser visto na figura a seguir.

2.5m =27 -1,5n —7T -0,51 ) 0,57 T 1.5 27 2.5

¢) f{x) =-sec (x+3)

T, para todo k inteiro}! =

A partir do dominio da fungio secante, temos que Dy = {x € R | x + 3 # (2k2+ &

(2k + 1)

Ixe R|x#-3+ 7, para todo k inteiro}. O grafico de f sera o grafico da fun¢do secante

transladado horizontalmente (no eixo ox) 3 unidades para a esquerda, acrescido de uma rotacdo de 180°

em torno do eixo ox, e pode ser visto na figura a seguir.
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2571 -1.5m —0,5m

d) f{x) = cosec (x - %C) -1

0,51 2n

A partir do dominio da funcdo co-secante, temos que Dy = {x € R | x — 3771: # km , para todo £ inteiro} =

{xe R|x# %E + km, para todo k inteiro}. O grafico de f serd o grafico da funcdo co-secante,

. . it . . . .
transladado horizontalmente (no eixo ox) B3 unidades para a direita e transladado também verticalmente

(no eixo oy) I unidades para baixo, e pode ser visto na figura a seguir.

ra

[

2,51 -1,5n -0,5m

e) f(x) = sec (4x)

0,57
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A partir do dominio da fungdo secante, temos que Dy = {x € R | 4x #

L;Un , para todo £ inteiro} = {x

(k+1)

eER|x# T , para todo k inteiro}. O gréfico de f pode ser visto na figura a seguir.

JUVUURUVUUL
i

]

—0,57 0 0,51

VAN

EXERCICIOS PROPOSTOS 5.2.27

1) Para todo nimero real x € D, determine:

i) sec (- x); ii) sec (x + %); iii) sec (x + m); iv) sec (x + 37n); V) sec (% - X);
. . 3n T . 3n
vi) sec (T - x); vii) sec (7 -X);  Viii) sec (x - 5); ix) sec (x - m); X) sec (x - 7).

2) Para todo niimero real x € D gsec, determine:

i) cosec (- x); ii) cosec (x + %); iii) cosec (x + m); iv) cosec (x + 37“);
T . .. 3n T
v) cosec (- 5 X); Vi) cosec (T - x); vii) cosec ( 5 X); viii) cosec (X - 5 );

ix) cosec (x - T); X) cosec (X - 3775).
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3) Determine os dominios maximos e esboce os graficos das funcoes dadas.

i) fix) = 7sec x; ii) fx) = - 3cosec x; iii) f(x) = sec (x + 37“ );
iv) /) = cosee (x - ©): W) fx) = sec (53); vi) f{x) = - cosec (9);

vid) f{x) = - sec (x + 5); viii) f{x) = cosec (x - 13); ix) f{x) = - 8sec (x + % );
x) f(x) = 15cosec (x - T ); xi) f(x) = 9sec (5x); xii) f{x) = - 11cosec (7x);

xiii) f(x) =sec (x +3) + 11;  xiv) f(x) =cosec (x-13)-9;  xvii) f(x) = - 8sec (x - %) -3

xviii) f(x) = 5cosec (x - 1w ) — 2.

5.3 REFERENCIAS ELETRONICAS

Para referéncias de Fung¢des, sugerimos que o leitor consulte os seguintes enderegos eletronicos.
1. http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/

1.1. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

1.2.

Relagdes Trigonométricas: http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/trigonom/trigonometria.htm
Fungdes Trigonométricas Circulares: http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/trigonom/trigo07.htm

Fungdes Trigonométricas Inversas: http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/trigonom/trigo08.htm
2. http://www.fund198.utba.br/

2.1. TRIGONOMETRIA
Relacdes Trigonométricas: http://www.fund198.ufba.br/trigon.htm
Funcdes, Equacdes Trigonométricas e Exercicios: http://www.fund198.ufba.br/trigon.htm e

http://www.cepa.if.usp.br/e-calculo/
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Capitulo 6

CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXO0S

Os niimeros complexos apareceram no século XVI ao longo das descobertas de procedimentos gerais para resolucao de
equacdes algébricas de terceiro e quarto grau. No século XIX, aparece a representacao geométrica dos niimeros
complexos, motivada pela necessidade em Geometria, Topografia e Fisica, de se trabalhar com o conceito de vetor no
plano. Os numeros complexos passam a ser aplicados em varias areas do conhecimento humano, dentro e fora da
Matematica. O que veremos a seguir ¢ apenas uma introducao aos Numeros Complexos e o tema sera aprofundado nas

proximas disciplinas, quando convier.
6.1 INTRODUGAO. UMA REFLEXAO SOBRE A SUA EXISTENCIA

oA . 2 - . , . , .
Sabemos que o polindmio quadratico: P(x) = x° + I nao possui raizes no conjunto dos numeros reais R,

. , ~ , . 2 ~ . , . . ~
isto ¢, a equacdo algébrica x” + / = 0 ndo possui raizes em R. Consideremos a seguinte questao:

Existe um conjunto numérico S, contendo o conjunto dos nimeros reais & e
herdando as propriedades algébricas 1 — 9, relativas as operacoes binarias de
adicido e multiplicacio de %, tal que o polinomio P = P(x) possua a0 menos uma

raiz?

Vocé ja deve ter discutido esta questio no modulo I, mas antes de dar
continuidade ao seu estudo, reflita novamente a questao acima.
Para respondermos a esta questdo, fagamos a seguinte analise.

Se tal conjunto numérico § existe, entdo este possui um numero, que denotaremos pelo simbolo 7, tal que

P(i) =0, isto é, i’ + 1 = 0.
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o 2
Conseqiientemente, i* = - /.

Como o conjunto § herda as mesmas propriedades algébricas, das operacdes de adigdo e multiplicacdo de

R, entdo — i = (- 1) i, 0 que implica em (- i)’ =- 1.
Estamos em condigdes de enunciar trés resultados importantes.

Resultado 1. Em §, i e — i sdo as unicas raizes do polinomio P = P(x).
Prova. Suponhamos que j seja uma outra raiz, em S, do polindmio P = P(x). Entdo,
PG)=j7+1=0 = jf=i(E=-1) = j-F=0 = (-DG+i)=0=

= j-i=0 ou j+i=0= j=i ou j=-i.

Resultado 2. O conjunto S contém todos os niimeros da forma x = a + bi, onde a e b sdo numeros reais.

Prova. Evidente.

Resultado 3. Em § a seguinte relagdo de igualdade vale: a+bi=c+di < a=c e b=d.

Prova. E evidente que a dire¢do < ¢ verdadeira. Por outro lado, se a + bi = ¢ + di , entdo

, 0 que ¢ um absurdo, pois i ¢ R.

(@a—c)+(b-d)i=0 = (b—d)i=(c—a).Seb#d, entﬁoiZZ

Logo,b=d = a-c=0 = a=c.
Isto nos sugere os seguintes questionamentos.
Consideremos o subconjunto de § : R+ Ri={x|x=a + bi,ondea, be K }.

i) R + R i é um subconjunto numérico de .5, contendo R e herdando as propriedades algébricas 1 — 9 de R,

tal que o polindmio quadratico P = P(x) possua ao menos uma raiz?

ii) em § existem subconjuntos numéricos, contendo R e herdando as propriedades algébricas 1 — 9 de R,
tais que, em cada um desses subconjuntos numéricos, o polindmio quadratico P = P(x) possua a0 menos

uma raiz?
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iii) em § existe um menor subconjunto numérico, contendo R e herdando as propriedades algébricas 1 — 9

de R, tal que o polindmio quadratico P = P(x) possua ao menos uma raiz?

Analisemos tais questoes.

Seja {S; }ca > €M que A € um conjunto de indices, a familia de todos os subconjuntos numéricos de 5,

contendo R e herdando as propriedades algébricas 1 — 9 de R, tal que, para cada indice 1 €4, o

polindmio quadratico P = P(x) possua ao menos uma raiz em S, . Tomemos o subconjunto
C=MeaSy-

Vamos mostrar que o conjunto C também pertence a essa familia. De fato, observemos que:
i) R < C; a soma de elementos de C estd em C; o produto de elementos de C esta em C;
ii) o conjunto C possui um unico elemento zero;

iii) para todo elemento de C, o seu simétrico aditivo estd em C;

iv) o conjunto C possui uma Unica unidade multiplicativa;
V) para todo elemento nao nulo de C, o seu inverso multiplicativo esta em C;
vi) as propriedades 1 — 9 de R, sdo validas em C, pois sdo validas em S.

Além disso, temos também:

viii) R+RicC.

Estes resultados sugerem que investiguemos os efeitos das operacdes binarias de adig¢io e

multiplicacio, de ., sobre o conjunto R + R i.

Resultado 4. (Adi¢do em R + R i) Sejam os nimerosx=a +bi, y=ct+di, z=e+fi de R+ R i, com

a, b, ¢, d, e e fnumeros reais. Entdo, a soma x + y ¢ um nimero de R + R i, a saber:

x+y=(a+c)+(b+di.

Além disso, as seguintes propriedades da adi¢ao sobre R + R i, estdo verificadas:

Dx+y)tz=x+(+2);
Dxty=y+x



e . . ,
I EaD « UFMS f.; Trigonometria e Numeros Complexos 189
<

3) o nimero 0 = 0 +0i ¢ o elemento zero de R + R i, isto ¢, x + 0 = 0 + x = x, para todo xe R +R i;
4) para todo numero x = a+ bi, o nimero (—x) = (—a) + ( —b)i é o simétrico aditivo de x, isto

&x+(—-x)=(-x) +x=0.

Demonstracio. Deixaremos a demonstragdo a cargo do leitor.

Resultado 5. (Multiplicagdo em R + R i) Sejam niimeros x =a + bi , yv=ctdi, z=e+fide R+

Ricomonde a, b, ¢, d, e e fnimeros reais. Entdo, o produto xy ¢ um numero de R + R i, a saber:
xy = (ac - bd) + (ad + bc)i.
Além disso, as seguintes propriedades estdo verificadas:

5) (xy)z = x(yz);
6) xy = yx;
7) o numero / = [ +0i ¢ o elemento neutro da multiplicaciao de R + R i, isto ¢, Ix =xI = x, para

todoxe R+ Ri;

. : , 1 a -b .
8) para de todo numero x = a+ bi # 0, o nimero — = ( 3 2) + ( > )i, € o inverso
X a”+b a“ +b
N S 1 1
multiplicativo de x, isto ¢, x— = —-x=1;
X x

Nx+yz=xz+yz e x(y+z)=xy+axz.
Demonstracio. Deixaremos a demonstragao a cargo do leitor.
Os resultados 2, 4 e S permitem-nos obter as conclusoes a seguir.
Resultado 6. O conjunto R+ Ri= {x | x =a + bi, onde a e b sdo numeros de R } ¢ um “subconjunto

numérico de S, contendo R e herdando as propriedades algébricas

1 - 9 de R, tal que o polindmio P(x) =x’ + I possui a0 menos uma raiz. Além disso, R + R i é o menor
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subconjunto numérico possuindo essa propriedade. Neste caso,
C=R+Ri.

Demonstracio. Deixaremos a demonstragao a cargo do leitor.

6.2 CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

A reflexdo acima permite-nos conjeturar sobre uma apresentacdo do conjunto numérico C, que responda
satisfatoriamente as questdes levantadas. Assim, utilizando o Sistema de Coordenadas Cartesianas Oxy,

consideraremos a apresentacao do conjunto numérico C, como segue abaixo:
Nota: A sigla SCC Oxy significard Sistema de Coordenadas Cartesianas Oxy.
Defini¢ao 6.2.1. Seja o conjunto C =R XR = {(a,b) | onde a e b sdo nimeros de R }.

Definicao 6.2.2. (Conceito de igualdade em C): (a,b) = (c,d) se, e somente se,a=c ¢ b=d.

Definicio 6.2.3. (Operacdes binarias de adicao e multiplicacdo em C)
Operacio de adicdo em C: (a,b) + (c,d) = (a + ¢, b + d).

Operacio de multiplicagdo em C: (a,b)-(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Notacdo para a multiplica¢do: Omitiremos o ponto na multiplicagdo e escreveremos x-y (= xy).
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Proposicao 6.2.4. (Propriedades da adicdo e da multiplicacio em () Quaisquer que sejam 0s

elementos de C; x=(a, b), y=(c,d) e z= (e f),coma, b, ¢, d, e e fnumeros reais, tem-se que

DEx+y tz=x+(+2z);
x+y=ytx
3) o elemento 0 = (0,0) é o zero de C, isto é, x + 0 = 0 + x = x, para todo elemento x em C;

4) o elemento (—x) = ( —a,—b) ¢ o simétrico aditivo (unico) de todo elemento x = (a,b), isto €,

X+ (=x)=(-x) +x=0;

S) )z =x(yz);
6) xy = yx;
7) o elemento / = (1,0) é a unidade multiplicativa de C, isto é, Ix =x[ = x;

a

1
8) o elemento — = ( ) € o inverso multiplicativo (inico) de todo elemento x =

X a’+b? d’ +b’

(a,b) # 0, isto ¢, x-l = l-xZI;
X X

9 (x+yzz=xz+yz e x(y +z)=xy+xz

Demonstracio. Deixaremos a demonstragdo a cargo do leitor.

Além disso, o subconjunto R X{0} = {(a,0) | onde a percorre R } ¢ uma copia algébrica de R, em C, pela
identifica¢do a “=" (a,0).

Definindo i = (0,1), temos que i ¢ R x{0} (= R) e a partir de um calculo direto podemos mostrar que

P=-(1,0=-1

Finalmente, todo elemento x = (a,b) pode ser representado de maneira uinica na forma

(a,b) = (a,0) + (b,0) (0,1).
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Simbolicamente, podemos concluir que C =R x{0} + R x{0} (0,1), isto é, C =R+ R i.
Demonstracao. Deixaremos a demonstragao a cargo do leitor.

A partir de agora, denominaremos os elementos do sistema numérico (C, +, -) de numeros complexos.

6.2.1 INTERPRETAGAO GEOMETRICA DOS NUMEROS COMPLEXO0S

A propria construgdo e definicdo dos numeros complexos nos sugere uma maneira muito facil de
interpreta-los geometricamente, a saber: todo nimero complexo z = (a, b) = a + bi pode ser identificado
como um ponto Z(a,b) do SCC Oxy, cuja abscissa ¢ dada pelo valor a ¢ a ordenada pelo valor b, como

mostra a figura a seguir.

A
y
Z(a,b
: (a,b)
[ x:
a

6.2.2 0 COMPLEXO CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

Defini¢do 6.2.5. Dado um niimero complexo z = a + bi, definimos a parte real de 7 ¢ a parte imagindria
de z, denotadas, respectivamente, pelos simbolos Re(z) e Im(z), como sendo os numeros reais dados por

Re(z) =a e Im(z) =b. Assim, para todo nimero complexo z, z = Re(z) + Im(z)i .
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Defini¢ao 6.2.6.. Dado um nmimero complexo z = a + bi, definimos o seu complexo conjugado, denotado
pelo simbolo z, como sendo o nimero complexo dado por z = a—bi = a+( —b)i.

A interpretagdo geométrica, no SCC Oxy, do complexo conjugado de um niimero complexo, pode ser

visto na figura a seguir.

Z(a,b) =a + bi

v

Z(a,-b) =a- bi

Proposi¢ao 6.2.7. Quaisquer que sejam os nimeros complexos w e z, entdo

i) z=Re(z)+ Im(z)i;

z+z

i) Re(z) = ==

z—z

i) Im(z) = ==

) wtz=w+z;

V) m_/zzv_vf;

()

,sez#0;

SR
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vii) Re(z)) +(Im(z)) =zz.
Demonstracao. Deixaremos essas demonstragdes a cargo do leitor.
Determine Re (2+l ) e Im(2+l ).
+5i 3+5i

PR . & _ . 2_ ] 2_ ]
Como 2Hi_ 2o 3200 ]2 ]312 ZL—E',entﬁo Re( ! )=— ¢ Im¢( L )=——3.

3+51 3+5i3-5  3+5 34 34 3+5i 34 3+ 5 34
EXERCICIOS PROPOSTOS 6.2.8
1) Determine:

. 1 . 2-i (1+i)° , 2-i

i) Re(— ); ii) Im ; iii) Re ; w) Im(—— );

) (2+i) ) (3+4i) ) Re( 3+2i) ) (4+3i)

v) Sez =0 + bi, b # 0, determine: Re (z°), Im (z') e Im(iz).
z

2) Sejam z =2+ 3i e w=4 - 3i. Expresse os numeros complexos 7 a seguir na forma z =a +bi.
5z
w

i) 27+ Zw; ii) Im (W’ )+iRe (W’ ); iii)

6.2.3 VALOR ABSOLUTO DE UM NUMERO COMPLEXO

A interpretacdo geométrica dos niimeros complexos também nos sugere definir um conceito andlogo ao

de valor absoluto de um niimero real.



® e . o
I EaD « UFMS % Trigonometria e Numeros Complexos  REK)

D

Definicdo 6.2.9. Dado um niimero complexo z = a+ bi, definimos o valor absoluto de z, denotado pelo

simbolo |z , como sendo o nimero real dado por

|Z| =a’+b’.

A interpretacdo geométrica do valor absoluto de um niimero complexo, pode ser visto na figura a seguir.

A Z(a,b)|| = Vd’ +Ig2

\ 4

Proposi¢ao 6.2.10. Quaisquer que sejam os nimeros complexos w e z, temos que:

1) [w|=0. Além disso,

w| =0 se, e somente se, w = 0,

4) |W+Z|S|w|+ z

5) [[wl—|2]| < w2

Demonstragio. Deixaremos as demonstragdes a cargo do leitor.

Defini¢do 6.2.11. Sejam w e z nimeros complexos quaisquer. Definimos a distdncia entre w e z, como

sendo o niumero real dado p0r|w— z| .
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EXERCICIO RESOLVIDO

1. Determine

3+5i

2+i| _ 2w _ Pl el _NPer _
3451 3+5i s PBes] J3is? 34

EXERCICIOS PROPOSTOS 6.2.12

[

4

z

1) Demonstre que quaisquer que sejam os numeros complexos w e z, 7 # 0, entio:

1+4i
4+

-1
2) Determine: i) |z|’; ii) : iii) Z_I ,paraz#-1.
z+

6.2.4 FORMA POLAR DE UM NUMERQO COMPLEXQ

A partir das definicdes da trigonometria plana, a representacdo geométrica de um nimero complexo z

permite identificar um angulo 6, compreendido entre o segmento Oz e o eixo das abscissas Ox.

Definicdo 6.2.13. Dado um niimero complexo z = a+bi # 0, chamamos de argumento do niimero
complexo z, ¢ denotamos pelo simbolo arg (z), qualquer um dos éangulos 6 que o segmento Oz forma
com o semi-eixo positivo Ox. Todo nimero complexoz # 0possui uma infinidade de argumentos.

Quaisquer dois argumentos de z diferem entre si por um multiplo de 2. Assim,

arg (z7) =0 =06, +2kn,com 0 < 0, < 2r, paraalgum k € Z.

O angulo 6, também ¢ um argumento de z e ¢ chamado de valor principal do argumento ou argumento

principal de 7. O valor do argumento de z satisfaz as condi¢des



L

L

I EaD » UFMS %@ Trigonometria e Nameros Complexos 197

D

sen® =L e cosO = a

a’+b’ Na’ +b? .

Tomando s = va’ +b° , entdo podemos escrever z =s (sen ® +1icos 0), denominada de forma polar do

numero complexo z.

No SCC Oxy, o argumento de um nimero complexo z pode ser interpretado como a medida angular de
um arco de vértice na origem O, com raio inicial sobre o eixo Ox e o raio final sobre o segmento Oz,

como mostra a figura a seguir.

v

Lema 6.2.14. (Igualdade de complexos na forma polar) Consideremos dois nimeros complexos na
forma polar w =r (cos @ +isen @) e z=s (cos 0 +i sen 6), em que r e s sdo seus valores absolutos e ¢ e

0 sdo seus argumentos. Entdo, w = z se, e somente se,

r=s e cos @ =cos 9 e sen @ = sen 0.

Demonstracio.

Se w = z, entdo

r= \/(rcos(p)z +(seng) =wl=|7= \/(scose)z +(ssen® ) =s.

Assim, temos que cos @ +isen @ =cos O +isen 0. Logo,cos® =cosO esen @ =senH.
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Reciprocamente, se » =5, cos @ =cos8 e sen @ =sen 0, etemos que w = z.

Corolario 6.2.15. Consideremos dois nimeros complexos na forma polar w =r (cos @ +isen ©) e z==s
(cos O +1isen 6), em que 7 e s sdo seus valores absolutos e @ e 0 sdo seus argumentos. Entdo, w =z se, e
somente se, ¥ =s € @ =0 + 2km, para algum niimero inteiro .

Demonstragio. Deixaremos a demonstracao a cargo do leitor.

Lema 6.2.16. (Multiplicacio de complexos na forma polar) Consideremos dois niimeros complexos
w=r(cos@ +isen@) ez =s(cosO +isenB), em que r e s sao seus valores absolutos e ¢ e 0 sdo seus
argumentos. Entédo

w-z=rs[cos (¢p+0)+isen (p+0)

Demonstracgao. De fato,
wz = [r(cos @ +isen®)/[s (cosO +isenB)]
=rs (cos @ +isen @)(cos O +isen0)
=rs [(cos @ cos O -sen @ sen ) + i(sen ¢ cos O + cos @ sen 6)/

=rs/[cos(@+0)+isen(p+0).

Corolario 6.2.17. (Quociente de complexos na forma polar) Consideremos dois niimeros complexos w
=r(cos@ +isen@)ez=us(cosB +isenB) 0, emqueressdo seus valores absolutos e ¢ e 0 sdo seus

argumentos. Entao

[cos (¢ -0) +isen (p-0)]

SRS
Yv | N

Demonstragao. Deixaremos a demonstragdo a cargo do leitor.

EXERCICICOS RESOLVIDOS

1) Determine o valor absoluto, um valor do argumento e o valor principal do argumento, dos

seguintes nimeros complexos.
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a) = 1-5i

2-3i

1-5i 1+ 5i 1+51 2+3i —13+13i .
Como = = = =—]+i,

2-3  2-3 2-3i 2+3i 2+%
entdo o valor absoluto de z é r = /(=1)’ +1° = V2. Como —I+i éum niimero complexo do segundo

quadrante do SCC Oxy, entdo

I 2 -1 2 3m 3m
sen= — =— ecos0=—=—— & (0="— +2kn ou 06=- — + 2k+Dm
J2o2 J2 2 (9= g e
3n 3n 3n o
e (0= i + 2knt ou 0 =- i + 2kn )= 0 = i + 2km, para algum inteiro k.
Assim, um valor do argumento de z é 6 = 37n + 2km, para algum inteiro k. Seu valor principal ¢
3n
90 =7.

b)z=i(1+,/3 i)

Observemos que i’(]+\/3_i) = (-i)(1+\/3_i) = \/3_—1', entdo o valor absoluto de z ¢

r= \/(\/g )’ +(=1)° = 2.Como \/3_ —i ¢ um nimero complexo do quarto quadrante do SCC Oxy, entao

sen 0 = _1L e cos6=£ < (0= 1 + 2km ou 0 =- 1 + 2k+1)r)
2 2 6 6
e (6= % + 2kt ou 0 =- % +2kn) & 0= % + 2km, para algum inteiro k.
Assim, um valor do argumento de z ¢ 0 = % + 2km, para algum inteiro k. Seu valor principal ¢

o, =11
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1+\/§i
J3—i

2) Usando a forma polar, mostre que

Se w = I+./3 i, entdo W=2 ¢ argw) = n? + 2km, para algum inteiro k. Da mesma forma, se z =

w

z

=M=1 e

\/3_ —1, entdao |z| =2 earg(z) = % + 2Im, para inteiros k e /. Assim, | |
zZ

arg(g) = arg(w) — arg(z) = (% ; %) + 2(k-Dm = —37“ + 2(k— m = (% - 2m )+ 2(k— =

o |8

+ 2(k—1 + 1), para algum inteiro k—/ + 1.

]+\/§i
J3—i

=1

. . T . . o
Como | i |: 1 e arg(i) = 5 + mm, para algum inteiro m, temos entao

EXERCICIOS PROPOSTOS 6.2.18

1) Determine o valor principal do argumento dos seguintes niimeros complexos:

i) =3y i) 3+3i; i) -3 iv) 4

2) Determine um valor de arg (7).

e 1
ii)

)2
I1+iJ3 2+2i

3) Usando a forma polar, mostre as identidades a seguir.

D) i(1+iN3xN3+i)=2-i2{35 i) 25’ =1-2i
+1
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6.3 POTENCIA DE UM NUMERO COMPLEXO

6.3.1 EXPOENTE NATURAL

Definicdo 6.2.19. Dado um numero complexo z, z # 0 e z # I, e n um inteiro positivo. Definimos a
poténcia de base 7 e expoente n, como sendo o numero complexo, denotado pelo simbolo z”, dado por

Z'=zX..Xz.
%,—/

nvezes

Proposicao 6.2.20. Quaisquer que sejam os nimeros complexos w e z (# () e # 1) e inteiros positivos m e

n, temos
i) W =W
i) =
iii)  (wz)" =w'Z".

Demonstracio. A demonstragdo ¢ a mesma da Proposi¢do 1.4.2.

Corolario 6.2.21. Verifique que se n ¢ um inteiro positivo, entdo

n

ii) (K) =Y se z # 0;

Demonstracao. Deixaremos a demonstracao a cargo do leitor.

Proposicao 6.2.22. Seja z, z # (), um niimero complexo na forma polar z = s(cos0 +isen6 ), em que s ¢

seu valor absoluto e 0 ¢ o seu argumento. Entdo a poténcia de k-ésima ordem de z ¢ dada por

F=s [cos(kB) + i sen(kB)].

Demonstracio. Trata-se de uma conseqiiéncia direta da Proposicao 6.2.14.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Determine (/+i)*

Como [/ +i= \/E(cos % +isen %)’ entao

(1+1) = V2" (cos (36><%) +isen (36><%)) = V2" (cos (9m) + i sen (9m) =- 2

EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Determine: i) (/3 -i)’; i) (—1+i); i) (1+i3)".

6.3.2 EXPOENTE INTEIRO

Definiciio 6.2.24. Seja um niimero complexo z, z # 0 e z # I, € n um inteiro. Definimos a poténcia de

base 7 e expoente n como sendo o niimero complexo, denotado pelo simbolo z”, dado por

n

z", sen> 0,
n

z =491, sen=0,
1
—, sen<o.

z

Observacao 6.2.25. Na definicao de poténcia de base z e expoente inteiro n, fazemos um abuso de

notagdo tomando o mesmo simbolo z”, ja definido anteriormente para expoentes naturais.

Proposi¢ao 6.2.26. Quaisquer que sejam os numeros complexos w e z (# 0 € # 1) e inteiros m € n, temos

. +

i) w" =
ii) ") =w""
iii) wz)" =w'z";

Demonstraciao. A demonstracao ¢ a mesma da Proposicao 1.4.8.
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Corolario 6.2.27. Quaisquer que sejam os nimeros complexos w e z (# 0 e # 1) e um inteiro n, entao
i) (Wﬁl )n :(Wn )—1 :w—n;
ii) (M)Z—])n — Wn (Zn )—1 :wnz—n )

Demonstracio. Deixaremos a demonstragdo a cargo do leitor.

Proposicao 6.2.28. Seja z, z # (), um nimero complexo na forma polar z = s(cos0 +isen6 ), em que s €

seu valor absoluto e 0 ¢ o seu argumento. Entdo, a poténcia de k-ésima ordem de 1/z ¢ dada por

Lk ik[cos (—kB ) +isen (—k0O )].

z N

Demonstragio. Trata-se de uma conseqiiéncia direta do Corolario 6.2.15.

EXERCICIO RESOLVIDO
1. Determine (/+i)”

A partir do ultimo exemplo, temos

(1+i)7 =2 (cos (- 7><%) + i sen (- 7><%)) = V2 (cos (- 2m + “Z) +isen (- 21 + %)) ~

- \/3_7(005 % + i sen %) = \/5_7 [%) = \/3_8 (1+i).

EXERCICIOS PROPOSTOS 6.2.29

1) Determine:
D) (N3-i)7;
i) (—1+i)7;

iii) (1+i/3)7".
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6.3.3 RAIZES N-EZIMAS DE UM NUMERQ COMPLEXO

Definicao 6.2.30. Dado um niimero inteiro positivo # € um numero complexo z, dizemos que um nimero

complexo w é uma raiz n-ésima de 7 se w"=z.

Neste caso, denotaremos tal raiz pelo simbolo 8z =w.

Proposicao 6.2.31. Todo nimero complexo z possui exatamente n raizes n-ésimas distintas, w,,...,w

n—12
para todo inteiro positivo n. Neste caso, se z = s (sen 6 + i cos 6) é a sua forma polar, entdo suas raizes

n-ésimas sao dadas por

. %/;[cos[g-i_zlm)+isen(0+2knj],(k=0, Lon-l)
n n

Demonstracao.

Se w = r(sen @ +icos @) ¢ uma raiz n-ésima de z, entdo

w'= /" [cos(n@) + i sen(kq)] =z =s(sen O +icosB).
. 0 2km o . .
Assim, r=4s ¢ ¢ = —+——, para algum inteiro k, pelo Corolario 6.2.15. Como existem # arcos @
n o n

. . ) 6 0 ~
distintos, no intervalo semi aberto [—,— + 2k7c|:, a saber: para k = 0, I, ... ,n — 1, as fungdes seno ¢ co-
non

seno sdo periodicas de periodo 2w e todos outros os arcos ¢ diferem desses arcos por um multiplo de 2n

rd, quando & percorre o conjunto dos inteiros Z, concluimos que

- %[005(9”

n

kn)+isen(e+2kn):|,para algumke {0, 1, ... . n—1}

n

Reciprocamente, se z = s(sen O + i cos 0), entdo definindo os distintos nimeros complexos {wy/},
ke {01,...,n—1}, conforme no enunciado da Proposi¢do, ¢ evidente que (w,)" =z, para todo

ke {01,...,n—1}, pela Proposi¢cdo 6.2.22.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Determine todos os valores das seguintes raizes e indique os pontos correspondentes no plano

complexo.
a)z=I1+i

) T, . T ~ , ~
Como [ +i=+/2 (cos 7 + i sen ” ), entdo as raizes quadradas de z sdo

T/ +2kn T/ +2kn
wk=\/\/§ COSAT +isenAT , parak =0, I.

senﬁzsen(nJrE):-senE:— ! I—Q e
8 8 8 2
cos&=cos(n+£)=—c0s£=— ! 1+£ .
8 8 8 2 2
Logo,
wy =42 ! ]+£ +1 1 ]—Q
2 2 2
e
wy = 42 i(H@]H l(]—@).
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A visualizagdo geométrica, no plano complexo, dessas raizes sao mostradas na figura a seguir.

1 w, =42 \/é(l+€]+i\/é(]—€)

.

v

2) Determine as solucdes da equacdo z° —(/+i)z=0

Como z° —(I+i)z=0 & z(z'-(I+i)=0 < z=0 ou z° =1+i, entdo suas raizes sdo

z=0 ou z= 42| \/1(1£J+1\/1(1+£) ou z=-42 \/1(1£J+1\/i(1+£] .
2 2 2 2 2 2 2 2

EXERCICIOS PROPOSTOS 6.2.32

1) Determine todos os valores das seguintes raizes e marque os pontos correspondentes no plano

complexo.

i) i; i) =i iii) N—4; iv) NI1—iV3; v i-1; vi) i ;

vii) =i, wii) Y1+i ; iv{-1;, V-1, xp¥-1; xip)¥1.
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2) Determine e marque no plano complexo as solu¢des das seguintes equagoes.

iz =27, i) z' +527 =36, iii) z' —(1+4i)z° +4i=0.

6.4 REFERENCIAS ELETRONICAS

Para referéncias de Numeros Complexos, sugerimos que o leitor consulte os seguintes enderegos
eletronicos.

1. http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/
1.1. ENSINO MEDIO

Numeros Complexos: http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/medio.htm
1.2. ENSINO SUPERIOR

Numeros Complexos: http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/vcomplex/vc01.htm
1.3. ENSINO SUPERIOR

Conjunto de Pontos no Plano Complexo:
1.http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/vcomplex/vc02.htm

2. http://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_complexo

6.5 REFERENCIAS

1. Hazzan, S.; lezzi, G. - Fundamentos de Matematica Elementar: Conjuntos ¢ Fung¢des - vol. 1, Atual

Editora.

2. lezzi, G.; Dolce, O.; Murakami, C. - Fundamentos de Matematica Elementar: Logaritmos - vol. 2,

Atual Editora.

3. Fundamentos de Matemadtica Elementar: Trigonometria - vol. 3, Atual Editora.
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4. Hazzan, S.; lezzi, G. - Fundamentos de Matematica Elementar: Complexos, Polindmios - vol. 6, Atual

Editora.

5. lezzi, G., Murakami C.; Machado, N. J. - Fundamentos de Matematica Elementar: Limites, Derivadas e

Nocdes de Integral — vol. 8, Atual editora.
8. Caraga, B. J., Conceitos Fundamentais da Matematica, Livraria Sa da Costa Ed., Lisboa, 1984.
9. Colec¢ao do Professor de Matematica. Sociedade Brasileira de Matematica — SBM.

10. REVISTA DO PROFESSOR DE MATEMATICA. Publicacdo quadrimestral da SBM - Sociedade

Brasileira de Matematica. Rio de Janeiro.

6.6 SITES ELETRONICOS PARA COMPLEMENTAGAQ
1. http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/alegria/livros/livros.htm
2. http://www.fund198.ufba.br/apos_cnf/bibli.pdf

3. http://www.fund198.ufba.br/expo/bibli.pdf
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