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PREFACIO

Pressupde-se que os estudantes dominem conhecimentos e habi-
lidades tipicas que serdo desenvolvidas em disciplinas de cursos de gra-
duacio ao ingressar na universidade. Conhecimentos prévios como: ni-
meros reais, fun- ¢des reais e trigonometria, que serao necessirios para
o desenvolvimento dos conceitos que serdo trabalhados na disciplina de
Célculo Diferencial e Integral (CDI). Todavia, nossa experiéncia em sala
de aula tem mostrado que isso nio é a realidade de nossos estudantes.
Muitos alunos chegaram na universidade sem dominar estes conceitos.

Este livro busca contribuir, nesse sentido, ao abordar tépicos de
matematica bésica que fazem parte da disciplina de Introducio ao Cal-
culo, que é oferecida a estudantes de diversos cursos, como: Matema-
tica, Fisica, Engenharias, entre outros. Esta disciplina tem o objetivo
de preparar esses estudantes ingressantes para a disciplina de CDI. A
constituicao desse livro teve origem em notas de aulas produzidas por
professores do INMA, que ministraram a disciplina de Introducio ao
Célculo (Rachidi e Burigato), para académicos do Curso de Matematica
- Licenciatura em 2019. Momento em que buscamos escrever os conte-
udos que seriam trabalhados na ementa desta disciplina e disponibilizar
antecipadamente em um ambiente de aprendizagem para os alunos estu-
darem ao longo do semestre. Isso permitiu que eles pudessem estudar os
conceitos que seriam trabalhados antes da aula e, assim, se concentrarem
mais nas explicacdes do professor durante os encontros em sala de aula.
Com isso, as questdes e duvidas surgidas durante esses momentos iam
complementando os contetidos do material disponibilizado. Essa abor-
dagem foi bem recebida pelos estudantes e os resultados das avaliacdes
foram muito bons, para a maioria dos alunos.



Diante disso, essas notas de aula foram retomadas em um projeto
de pesquisa em que buscamos identificar os contetidos propostos pela
ementa da disciplina de Introducio ao Célculo oferecido pela Universi-
dade Federal de Mato Grosso do Sul. A partir disso, realizamos um estu-
do tedrico sobre o ensino e aprendizagem desses conceitos, com foco na
sua importincia no desenvolvimento dos conceitos envolvidos no CDI.
Bem como, em pesquisas que versam sobre o tema. Durante seu desen-
volvimento, esse material foi sendo utilizado por membros desse projeto
em suas disciplinas, culminando, ao final, na producio deste livro e de

artigos.

Assim, esse material foi sendo modificado ao longo dessas experi-
éncias, em que buscamos fazer uma proposta didatica para a disciplina de
Introducio ao Cilculo. Nossa intencio foi elaborar um texto que tratasse
de ntimeros reais e de funcdes, sem o cariter de ser uma "revisio" do En-
sino Médio. Mas que trabalhasse aspectos desses dois conceitos que sio
importantes para os estudantes ao lidarem, por exemplo, com o conceito
de limite de uma funcio real, ou seja, j4 com uma abordagem prépria
para o ensino universitirio. Ao longo destes anos pudemos comprovar a
importancia desses conceitos para o estudo das disciplinas subsequentes
de CDI. Além disso, levamos em considera¢do que no curso de Mate-
matica - Licenciatura, caso da disciplina que trabalhamos, esses contet-
dos aqui apresentados serdo objeto de trabalho desses estudantes como
futuros professores. Por este motivo, acreditamos que estes contetidos
precisam ser tratados com a profundidade e o rigor necessérios a fim
de possibilitar-lhes as melhores escolhas ja no inicio do curso, ou seja,
a0 ingressarem na universidade. Mas também almejamos que pudessem
contribuir com estudantes de outros cursos.

O conteddo da disciplina "Introducio ao Célculo" centra-se es-
sencialmente no conjunto dos nimeros reais, nas func¢des e na trigono-

metria. Embora esses contetidos estejam presentes em varios niveis do



ensino fundamental e médio, o objetivo aqui é dar a esses contetidos uma
forma mais adequada, com um aprofundamento dos conceitos e a utili-
zacio dos métodos de raciocinio matematico, necessarios aos estudos da
matematica na universidade. Tal abordagem constitui nio apenas uma
base fundamental para a compreensdo de outros contetidos envolvidos
no célculo diferencial e integral, mas também para a prépria matematica

e sua presenca no meio socioeconémico.

Deixamos nossos sinceros agradecimentos aos estudantes des-
sa disciplina pelos comentdrios frutiferos, que ajudaram a melhorar o
material inicial ao longo desses dois anos. Aos editores, pelo incentivo,
inclusive as modificacdes ora apresentadas, nosso reconhecimento. Um
agradecimento especial ao Prof. Leandro de Lima e a académica Mariah
Souza, pela leitura cuidadosa que fizeram do nosso manuscrito, resultan-
do em muitas observacdes e sugestdes que trouxeram valiosas melhorias
para este livro. Agradecemos também a Lohayne Sousa, redatora da Edi-

tora UFMS, pelos comentarios e sugestdes.

Antecipadamente ji agradecemos aos leitores e deixamos um
convite para nos enviar observacdes e sugestdes para melhorarmos este

livro.

Por fim, esperamos que vocé estudante da UFMS possa se bene-

ficiar desse material.

Os autores
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INTRODUGAO

Este livro destina-se aos estudantes da disciplina de Introducio
ao Célculo. Tem o objetivo de contribuir com o estudo e com apren-
dizagem desses alunos preparando-os para as disciplinas de Célculo I
e de Calculo II. Daremos as definicbes e propriedades fundamentais
para a disciplina de Introducio ao Cilculo, conforme a ementa, além
disso buscamos aprofundar algumas propriedades importantes para o
Cilculo Diferencial e Integral.

O presente material, que nio tem a pretensido de substituir o
contetdo coberto nos ensinos fundamental e médio, tampouco ser um
compéndio no assunto. Buscamos elaborar um texto que contribuisse
para o melhor desenvolvimento da disciplina que inicia o estudo do
Célculo I. Em particular, tornar mais suave (menos traumatizante) a
transicio do ensino médio para o primeiro semestre do curso em que
esta disciplina se faz presente. Para isso, focamos no resumo das aulas
e na resolucio de exercicios, em vez do desenvolvimento formal da
teoria. Foi também a maneira que entendemos ser mais eficaz de dar

nossa contribui¢io para o ensino junto a esse publico.

Apresentamos, entdo, o conteudo a ser desenvolvido, em par-
ticular, a ementa da disciplina Introducio ao Cilculo, que é a nossa
preocupacio basica. O objetivo é que este livro se torne um material de
estudo para os alunos. Assim, para cada capitulo, oferecemos exemplos
de aplicacdo dos resultados dos temas apresentados e propomos ques-
toes sobre o conhecimento desenvolvido no capitulo e também alguns
exercicios. Por outro lado, os exercicios resolvidos propostos buscam
esclarecer aos estudantes varios pon- tos metodoldgicos importantes
sobre os métodos de resoluc¢io e também de aplicacdo das propriedades.

Além de propor uma familiaridade com os termos e notacdes utilizadas

14



no ensino superior. Esta abordagem ajudard o aluno na restituicio, de
modo organizado, do conhecimento e dos conteudos desta disciplina.
Permitindo que ele compreenda melhor as defini¢des, os teoremas e as
aplicacdes dos conceitos trabalhados. E assim, o encadeamento 1égico

que é a base do trabalho cientifico matemaitico.

Podemos dizer que o conteido do manuscrito estd focado em
trés temas: Conjunto dos numeros reais, generalidades sobre as fun-
cdes e fung¢des usuais, trigonometria, bem como fung¢des trigonométri-
cas. De forma precisa, organizamos esse material da seguinte forma: no
Capitulo 1 trazemos uma breve introducio a linguagem de conjuntos
numéricos, que é necessaria para nos expressarmos formalmente e cor-
retamente em matematica. Os Capitulos 2 e 3, sdo destinados ao estudo
do conjunto dos Nimeros Reais, e também aos seus subconjuntos, com
especial atenc¢io para os conjuntos dos nimeros racionais e irracionais.
Os virios tipos de intervalos sdo apresentados buscando familiarizar o
estudante com a representacio especial desses conjuntos. Fazemos um
estudo detalhado das equacdes e inequacdes que se resolvem por meio
das propriedades de numeros reais e também do médulo de um nu-
mero real. Buscando evidenciar as relacoes e as representacoes desses

conceitos que serdo importantes no CDI.

No Capitulo 4, apresentamos o plano cartesiano retomando
alguns aspetos necessarios para trabalharmos nos préximos capitulos
com as representacdes graficas das func¢des. Enfatizando no trabalho
de observacio dessa representacdo juntamente com a representacio

algébrica.

No Capitulo 5, trazemos o conceito de Funcio, que é essencial
para as préximas disciplinas e também para a compreensio dos proé-
ximos capitulos, no caso, o estudo das func¢des elementares. Fazemos

um estudo das funcdes e de suas propriedades de modo geral: dominio

15



e imagem, representacdes grificas, crescimento e decrescimento, etc.
Nos Capitulos 6, 7, 8, e 9 tratamos detalhadamente das funcoes ele-
mentares: func¢do afim, fun¢do quadritica, funcdes polinomiais e racio-

nais, e, de modo geral, as opera¢des com as funcdes e a funcio inversa.

Nos Capitulo 10 e 11 sdo trabalhadas as func¢des exponencial
e logaritmica. Nos Capitulo 12 e 13 estudamos as propriedades fun-
damentais da trigonometria, que serdo importantes para o estudo das
funcoes trigonométricas que serio tratadas no Capitulo 14.

Além disso, uma lista de exercicios resolvidos, com solucdes pa-
drdo, acompanha os capitulos. Virias solucdes vém com notas e regras
uteis. Para cada capitulo, escolhemos um nimero reduzido de exerci-

cios significativos com solucdes padrdo para:

- [lustrar a importancia de usar as propriedades fundamentais
do capitulo; - Permitir a aquisi¢io de métodos de raciocinio matemati-

co, em particular os de anilise matematica;

- Desenvolver no estudante a habilidade de completar etapas
importantes para se chegar a resposta correta, para isso foram omitidos

alguns passos da soluc¢io de alguns exercicios.

Gostariamos de salientar que quase todas as curvas, tabelas, gra-
ficos e quadros foram elaborados pelos autores. Quando necessario in-

dicaremos as fontes.

A dltima parte é dedicada a alguns apéndices, cujos temas estdo
relacionados tanto ao desenvolvimento do conteudo desses capitulos,
como ao trabalho com aspetos necessirios ao desenvolvimento do ra-
ciocinio matemadtico. Trazemos também algumas orientacdes para os
estudantes buscando favorecer o estudo com as diversas linguagens e o
modo de encadeamento légico, préprio desta drea.

16
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COMO USAR ESTE LIVRO?

Este livro destina-se principalmente aos estudantes do primeiro semes-
tre do curso que contém a disciplina de CDI. Consideramos, portanto,
que é importante dar-lhes alguns conselhos bésicos para seu uso. Isso
lhes permitird obter o maximo beneficio tanto para validar as provas
desta disciplina, como para abordar com mais serenidade as disciplinas
de CDI.

1. Para as aulas. Para cada capitulo é muito importante de: - Conhecer

bem a definic¢do de cada conceito.

- Estudar as propriedades do capitulo, e também os diferentes tipos
de raciocinio utilizados para estabelecer cada uma dessas propriedades.

- Entender melhor a ilustracio de cada propriedade nos exemplos de

aplicacdo.

- Compreender as diferentes formas de raciocinio utilizadas nos exem-

plos.
2. Para os exercicios. Para validar cada disciplina matematica, o aluno

deve passar por provas escritas. Cada prova envolve exercicios e pro-
blemas. A resolucio de exercicios e problemas requer atividades suces-

sivas por parte do aluno, que por vezes se sobrepdem, nomeadamente:

Passo 1: Uma boa leitura do texto do exercicio, que permite compre-
ender e interpretar melhor a informacio resultante das hipéteses, bem
como a(s) pergunta(s) formulada(s). Esta etapa é importante para con-

figurar o método adequado para responder as perguntas.

Etapa 2: O processo de pesquisa e investigacio para responder as ques-
toes do exercicio. Durante este processo, temos que relacionar os conhe-

cimentos adquiridos, as técnicas e as ferramentas adequadas para conse-
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guirmos produzir uma demonstracio correta. Para isso, a aquisicao das
definicdes e o trabalho sobre as propriedades e os exemplos, contribui-
rao de forma importante para o desenvolvimento de tais provas.

Passo 3: Escreva bem a solu¢io do exercicio ou problema, pois a boa
redacio é uma forma de comunicacio que possibilita convencer do seu
bom dominio do contetdo da disciplina.

As etapas anteriores representam uma atividade matematica, que ne-
cessariamente levard o aluno a adocio de diferentes formas de racioci-
nio e demonstracdes.

3. Reforcar o trabalho de raciocinio e demonstracao. O aluno que
chega do ensino médio, serd confrontado nesta disciplina matematica,
com o raciocinio matematico e a demonstra¢io. Percebemos que para
a maioria dos alunos isso é novidade para eles. No Anexo 1, achamos
util apresentar algumas formas de raciocinio e provas matematicas en-
contradas neste livro. Esta iniciativa visa conscientizar os alunos sobre
o trabalho matematico exigido na universidade. Em geral, os diferen-
tes tipos de raciocinio e demonstracio que podem ser implementados
em cada parte do programa e em cada nivel sio: Raciocinio dedutivo;
Raciocinio por disjuncio de caso; Raciocinio pelo absurdo; Raciocinio

por contra-exemplo; Raciocinio indutivo.
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CAPITULO1
Conjunto dos Numeros

—| Objetivos I

Este capitulo trata dos conjuntos numéricos, e das propriedades
desses conjuntos. Mais precisamente, estruturamos a
apresentacio da linguagem (geral) de conjuntos como:
pertinéncia entre elemento e conjunto; conjunto unitério,
vazio e universo; subconjuntos; reuniio; intersec¢do; diferenca
e complementar. Os simbolos matematicos desempenham um
papel muito importante. Assim, neste capitulo, apresentamos
as diferentes notagdes uteis para o célculo. O objetivo é de
desenvolver as ferramentas necessirios para a disciplina de
Introducio ao Cilculo, e de maneira geral, os instrumentos
utilizando a linguagem de conjuntos como representacio de

situacoes e conceitos matematicos.

1.1 Definicdo e notacdes

Este parigrafo trata de definicdes e notacdes usuais de conjun-

tos. Nos concentramos sobre o conjunto dos nimeros reais.

Conjunto e relacio de pertinéncia. Observe antes de tudo que a no-

¢3o de conjunto, assim como a no¢io do elemento e da relacio de per-
tinéncia entre elemento e conjunto sio conceitos naturais. Em geral,
um conjunto é intuitivamente uma cole¢io de objetos, chamados de

elementos do conjunto.
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Definicao 1.1 Um conjunto E € uma cole¢do de objetos, que constituem os
elementos do conjunto. Em outras palavras, um conjunto E € uma colecdo de
objetos e os objetos do conjunto E sdo chamados de elementos. O niimero de

elementos do conjunto pode ser finito ou infinito.

Representacao de conjunto. Em geral, para descrever um conjunto,

usamos chaves, dentro das quais escrevemos os elementos do conjun-
to. Isto é, um par de chaves usadas para delimitar palavras ou simbolos
pode descrever um conjunto. Temos véarias maneiras de especificar um

conjunto:

1. Listar entre chaves os elementos ou alguns elementos do con-

junto;

2. Escrever a propriedade que caracteriza os elementos do con-

junto.

As vezes, um conjunto pode ser descrito com as duas formas anterio-
res. Por outro lado, podem existir duas propriedades equivalentes que
descrevem o mesmo conjunto. Portanto, podemos usar uma ou outra,
dependendo do contexto mais simples ou mais adequado.

Por exemplo, se E for o conjunto dos nimeros naturais menor ou

igual a 6, podemos escrever o conjunto E listando seus elementos, como:
E=1{1,2,3,4,5,6}.
Podemos também escrever o conjunto E, usando uma propriedade, como:
E = {n, tal que n seja um nimero natural menor ou igual a 6},
ou

E = {n, tal que n seja um nimero natural com n <6},
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Mas dependendo do caso, pode-se simplesmente colocar, dentro das
chaves, a lista dos elementos do conjunto, por exemplo, no caso de um
conjunto E com um ntimero finito de elementos ¢ , ..., ¢ , onde n é um

inteiro positivo, escrevemos:

No caso de um conjunto, cujos elementos verificam uma determinada

propriedade I, escrevemos:
E={z,T(x)} ou B ={z; I'(z)} ou E = {z|I'(2)},

que designa o conjunto de elementos x de modo que a propriedade I

seja verificada para x.

Existe também conjuntos com numeros infinitos de elementos,

por exemplo:

N=1{0,1,2,...}, Q= { Nameros racionais} e R = { Ntumneros reais}

Para dizer que um elemento pertence ou nao pertence a um con-

junto E, adotamos nota¢des matematicas simples.

Notacio 1.1 Pertence (€) e Nio Pertence ().

I- Para dizer que x é um elemento de E usamos a notacdo: x € E (1é-se: x

pertence ao conjunto E). Significa que o objeto x € elemento do conjunto E.

2- Se um elemento y ndo pertence a E nés escrevemos: y & E (lé-se: Y ndo

pertence ao conjunto E).
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Exemplo 1.1 Seja o conjunto E = {1,2,3, 4}. Assim, temos:
1. O niimero x = 2 € um elemento do conjunto E: 2 € E.

2.0 niimero x = 0 ndo € um elemento do conjunto E: 0 ¢ E.

Exemplo 1.2 1. O conjunto E = {2, 4, 6, 7, 9} € um conjunto finito cujos ele-

mentos sdo 2,4,6,7,9.

2. O conjunto cujos elementos sdo os niimeros inteiros pares maiores ou iguais

a 8, pode ser escrito da seguinte forma:

E=1{8,10,12, ...} ; E={2n; n >4} ; E={m; m =2n onde n > 4}.

Com o exemplo, podemos observar que a representacido de
um conjunto nio é Unica. E algumas vezes a propriedade que ca-
racteriza o conjunto envolve a relacdo de pertinéncia, por exemplo:
E = {2n; n € N}, onde N é o0 = conjunto dos nimeros naturais.

O conjunto vazio.

Definicao 1.2 Um conjunto que ndo contém elementos ¢ chamado de conjun-

to vazio e € denotado por ().

Isto é, um conjunto vazio é um conjunto desprovido de elementos, e

ele é denotado também por: () = {}. Por exemplo, os conjuntos:

E={neN, n+1=0}ouF={neR, 2>+1=0},

23



sdo conjuntos vazios. Outro exemplo, seja 2N* o conjunto dos nimeros

naturais pares maiores do que zero, e seja 0 seguinte conjunto:

E = {n € 2N*, com n {mpar }.

Como um nudmero inteiro diferente de zero nio pode ser a0 mesmo
tempo par e impar, entio o conjunto E é o conjunto vazio, isto é, E = ().

Conjuntos Especiais Fundamentais.

Para a Introducio ao Calculo, bem como para os Célculo I e Il, e
para Anilise Real, precisamos usar virios conjuntos clissicos, que sio
conjuntos numéricos representados por letras especiais. Estes conjun-

tos, sio subconjuntos dos nimeros reais bem conhecidos, como:

1. O conjunto dos nimeros naturais é denotado por: N= {0, 1, 2, 3, 4, ...}.

2. O conjunto dos numeros naturais pares denotado por:

2N ={0,2,4,...} ou 2N = {2n, n€ N} ou 2N = {m; m = 2n onde n > 0}.

3. O conjunto dos numeros naturais impares denotado por:
2N+1={1,3,5,..}ou2N+1={2n+1,neN} ou

2N+1 ={m; m=2n+ 1 onde n>0}.

4. O conjunto dos nimeros inteiros, ou seja, formado pelo conjunto
dos nimeros inteiros que sdo positivos ou nulos, e pelo conjunto dos

numeros inteiros que sao negativos ou nulo, denotado por:

Z={.,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ..}
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5. O conjunto 2nZ dos numeros que sio multiplos de 2m:
217 ={..., —6m, —4m, —2m, 0, 27, 4m, 67...} = {2k7, k € Z}.

6. O conjunto dos niimeros racionais, ou seja, ntimeros escritos da for-
p

ma — onde p, ¢ €Z com q+#0, denotado por:
q

Q= {g; onde p, ¢ €7 com ¢ # 0}.
7. O conjunto dos ntimeros reais: IR.

Temos também outras notacoes relacionadas aos conjuntos nu-
méricos reais tais como: o conjuntos dos ndmeros nio nulos; o con-
juntos dos nimeros positivos e o conjuntos dos nimeros negativos.
Seja E um dos conjuntos clissicos: N, Z, Q ou R. Assim, para denotar
o conjunto de numeros reais ndo nulo do conjunto E, adotamos a se-

guinte notagao.

Notacao 1.2 Notacao E*; Ao escrever um conjunto com E com o exponente
" isso significa que excluimos o niimero 0 do conjunto E, isto € o uso do

asterisco * indica que estamos considerando o conjunto E sem o zero.
Por exemplo:

1.N*=1{1, 2, 3, ...} € 0 conjunto N do qual, o niimero 0 foi excluido. Isto ¢, N*
€ 0 conjunto dos niimeros naturais sem o zero e x € N* significa que x € um
niimero natural ndo nulo.

2. R* € 0 conjunto R do qual o niimero 0 foi excluido.

Para denotar o conjunto dos niumeros positivos ou nulos do
conjunto E, adotamos a seguinte notacao.

Notacio 1.3 Notacio E*: Quando escrevemos E*, isso significa que conside-

ramos apenas os niimeros positivos e o zero desse conjunto de E. Por exemplo:
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1. Z* denota o conjunto dos nimeros inteiros positivos ou nulo. Isto ¢,

7' =10, 1,2, 3, ...} € conjunto dos niimeros inteiros ndo negativos.
2. R* denota o conjunto dos niimeros reais positivos ou nulo.

E para o conjunto dos niimeros negativos ou nulos do conjunto
E, adotamos a seguinte notacio.

Notacio 1.4 Notacao E-: Quando escrevemos E’, isso significa que conside-

ramos apenas os niimeros negativos e o zero desse conjunto de E. Por exemplo:
1. Z denota o conjunto dos niimeros inteiros negativos e o zero. Isto

77 =A..., =3, -2, -1, 0} € conjunto dos niimeros inteiros negativos.

2. R™ denota o conjunto dos niimeros reais negativos e o zero.

As vezes podemos combinar as notacdes E* com Et ou E”. Por
exemplo:

Notacao 1.5 Notacao E%: Quando escrevemos E%, isso significa que consi-
deramos apenas os niimeros positivos desse conjunto de E que sdo ndo nulos.
Por exemplo:

1. Q¥ denota o conjunto dos niimeros racionais positivos ndo nulos.
2. R denota o conjunto dos niimeros reais positivos ndo nulos.

De maneira semelhante, para os numeros negativos nio nulos,

também usamos a notacio:

Notacio 1.6 Notaciao E*: Quando escrevemos E¥, isso significa que consi-
deramos apenas os niimeros negativos desse conjunto de E que sdo diferente

de 0. Assim, por exemplo:

QF denota o conjunto dos niimeros racionais negativos diferente de 0.

R* denota o conjunto dos niimeros reais negativos diferente de 0.
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1.2 Inclusio e Subconjuntos

Neste paragrafo, apresentaremos as operagdes usuais entre os

conjuntos. Essas operac¢des sio fundamentais para o restante deste curso.

Relacio de Inclusio e Subconjuntos.

Definicao 1.3 : Subconjunto. Sejam dois conjuntos E e F. Se todos os elemen-
tos do conjunto F sdo elementos do conjunto E, dizemos que F ¢ um subcon-
junto do conjunto E. Em outras palavras, se todo elemento do conjunto F for
também elemento do conjunto E, entdo F serd um subconjunto de E.

Isto é, quando todo elemento de um conjunto F é também ele-
mento de um conjunto E, dizemos que F estd incluido (ou contido) em
E. Neste caso F é chamado um subconjunto de E. A nota¢io matemadtica

comumente usada para dizer que: F é um subconjunto de E é a seguinte.

Notacéo 1.7 "estd incluido ou contido” ou C. Para dizer que F ¢ um subcon-

junto de E usamos a notacdo: F C E.

O simbolo C significa que o conjunto F estd incluido ou contido em E, o que

equivale a dizer que F € um subconjunto de E.

Exemplo 1.3 Para os dois conjuntos a seguir E = {n e N, 0 <n <14} ¢
F={neN,1<n <10}, temos que ' C E, pois todo niimero inteiro entre

1 e 10 também estd entre 0 e 14.

Exemplo 1.4 Para os conjuntos E = {x € R, 2> —4 =0} e I' = {2}, te-
mos que F'C F, pois E = {-2, 2}.

Em cilculo estamos interessados nos subconjuntos de R dos nu-
meros reais. Como por exemplo, o conjunto N dos niimeros naturais,
o conjunto Z dos nimeros inteiros e o conjunto Q dos nimeros ra-
cionais. Temos a propriedade de inclusio bem conhecida, entre esses

conjuntos:
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Proposicao 1.1 Para os conjuntos N, Z, Q e R, temos as seguintes inclusdes:
NCcZcQcCR.

Temos a seguinte proposicdo bésica.
Proposicio 1.2 Seja o conjunto E. Entdo, temos: E C E e ) C E.

Embora a Proposicio 1.2 seja elementar, ela serd usada posterior-
mente, para estabelecer outras propriedades. Por outro lado, ela é muito

util em vdrias dreas de Matematica, especialmente em probabilidade.

Conjuntos Iguais.

Definicao 1.4 Conjuntos iguais. Dois conjuntos )y e Ey serdo iguais, e
escrevemos Iy = Fy, se Iy e LUy tiverem elementos idénticos. Em outras pala-
vras, os dois conjuntos /1 e F)y sdo iguais se todos os elementos de I} forem

elementos de I3 e todos os elementos de Iy forem elementos de .

Proposicao 1.3 Dados dois conjuntos I21 e Es. Entdo temos:
FE, = FE, < FE,CFEy e E5C El.

Em outras palavras, Iy = 5 equivale a dizer que IV1 € um subconjunto de
E5 e By ¢ um subconjunto de Fy, isto €, temos V1 = s se, e somente se, todo
elemento de IV ¢ elemento de )y e todo elemento de Fo, ¢ elemento de ;.

Prova. = Se F; = F; entdo E ¢ F)> tem elementos idénticos. Assim,
a Proposicio 1.2 implicaque )y C By = Ey e Fy C Fy = E1.En-
tdo, temos F/1 C Fy e Fy C Fi.

<=Sel; C Ey e 5 C Ey. Ainclusio Iy C Esimplica que todos
os elementos de F'j sio elementos de F5. Também, a inclusio £y C F}
implica que todos os elementos de F sio elementos de £. Entdo, se-

gundo a Definicio 1.4 da igualdade de dois conjuntos, deduzimos que
E, = FE; C.Q.D!

' c.Q.D.significa "Como se Queria Demonstrar”e é usada no final de demonstracdes matematicas
quando se chega ao resultado pretendido
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Assim, para mostrar que dois conjuntos A e B sdo iguais basta mostrar
que:

re F s xekE,.

Por exemplo, sejam os conjuntos &7 = {1, 3,5,7,9} e Eo - {2n +
1,0 < n< 4}. Ambos os conjuntos consistem em nimeros naturais que

s20 menores ou iguais a 9, entdo eles sio iguais, e escrevemos, E, = E,.

Propriedades da Inclusio.

A relacdo de inclusio tem algumas propriedades que sio tteis, para a
Introducio ao Célculo, como para Anilise Real. Utilizando as Propo-
sicoes 1.2 e 1.3, podemos deduzir que a relacio de inclusio possui as
seguintes propriedades:

1. Reflexiva: Para todo conjunto A temos A C A, isto é, todo

conjunto é subconjunto de si préprio.

2. Anti-simétrica: Dados dois conjuntos A, B. Se

BCAeAC B,entaio A = B.

3. Transitiva: Dados os conjuntos A, B e C. Se

ACBeBCC,entiocACC.

Observacao 1.1 Propriedade anti-simétrica: Esta propriedade ¢ ligada a
Proposicdo 1.3, na verdade ela contém, nela embutida, a condicdo de igualdade
entre conjuntos. Esta propriedade ¢ constantemente usada nos raciocinios ma-
temdticos quando se deseja mostrar que dois conjuntos sdo iguais, mostra-se

que duas inclusoes ocorrem.

Observacao 1.2 Propriedade Transitiva: A propriedade transitiva € fun-
damental no raciocinio dedutivo, e usada, por exemplo, em logica. Isto ¢, esta
propriedade € a base do raciocinio dedutivo, sob a forma que classicamente se

chama de silogismo.
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1.3 Operacoes entre conjuntos

Considerando um conjunto F, que chamaremos de conjunto

universo, podemos fazer operacdes com os subconjuntos de E.

Interseccio de conjuntos.

Definicao 1.5 Dados dois conjuntos Iy e E)s. A intersecdo de Fy com s,
denotada 21 N Es (16-se "E interseccao Ey"), € o conjunto dos elementos que

pertencem a Iy e também a s, e escrevemos:
E1NEy = {x, tais que x € )y e x € E}.

Por exemplo, sejam os conjuntos F; = {5, 7, 10, 13} e E5 = {5, 11, 13,
19, 23}. A intersecdo de F)y e 5 é dada por:

By N By = {5, 13}.

Quando a interseccdo de dois conjuntos £ e 5 é o conjunto vazio, isto
é, E1 N By = 0, dizemos que E e E sdo conjuntos disjuntos.

Proposicao 1.4 As seguintes propriedades da interseccdo dadas a seguir sdo vd-

lidas para quaisquer conjuntos A, B, C' e I, subconjuntos de um conjunto F.
1. Propriedade associativa: AN (BNC) = (ANB)NC.
2. Propriedade comutativa: AN B = BN A.
3.AND =10
4 ANBCAeANBCB.
5.8%F C AeF C B,entioFF C AN B,
6.SACBeFNACFNB.

7.AN B = Ase, esomentese, A C B.
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Para provar as propriedades anteriores utilizamos a igualdade
de conjuntos (propriedade anti-simétrica da inclusio) e a defini¢do de
interseccio. A prova detalhada dessas propriedades serd fornecida na
lista de exercicios (Veja o Paragrafo 1.5). Aqui daremos os pequenos

detalhos sobre essas propriedades:

a) A Propriedade 1 permite operar com mais de dois conjuntos (a defi-
nicdo de interseccdo se refere somente a dois conjuntos), basta operar

de dois em dois.

b) A Propriedade 2, como a adi¢io de nimeros reais, a ordem dos con-

juntos nio altera a interseccao.

¢) Com a Propriedade 3, se um elemento x pertencer ao conjunto A N 0, ele
deve pertencer simultaneamente a A e ao §). Como o conjunto vazio

nio tem elementos, também nio havers elementos em A N (.

d) Para a Propriedade 4, se © € AN DB, entio 2 é um elemento de A e

também de B. Logo, temos a inclusio de A N B em A e também em B.

Uniio de conjuntos.

Definicao 1.6 Unido de conjuntos. Dados dois conjuntos 1 e . A unido
de E e Ey, denotada E1U Es, ¢ o conjunto de elementos que pertencem a

ou EQ, e escrevemos.

Ey U Ey ={x, tais que x € Ey oux € Ey}.

Por exemplo, sejam os conjuntos £y = {5,7, 10, 13} e B = {5, 11,
13,19, 23}. A unido de E; e E é dada por:

E\UE,=15,7,10,11,13,19, 23}.

Proposicao 1.5 As seguintes propriedades da interseccdo a seguir sdo vdlidas

para quaisquer conjuntos A, B e C, subconjuntos de um conjunto E.
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1. Propriedade associativa: AU (BUC) = (AUB)UC,
2. Propriedade comutativa: A U B = B U A.
3.AUD = A

4 ACAUB

5.AU B = B se, e somente se, A C B.

Para provar as propriedades anteriores utilizamos a igualdade
de conjuntos (propriedade anti-simétrica da inclusio) e a defini¢do da
unido. A prova detalhada dessas propriedades serd fornecida na lista
de exercicios. Aqui daremos pequenos detalhos sobre a provas dessas

propriedades:

a) A Propriedade 1 permite operar mais de dois conjuntos (a definicio da

unifo se refere somente a dois conjuntos), basta operar de dois em dois.

b) A Propriedade 2, como a adi¢io de nimeros reais, a ordem dos con-

juntos nio altera a unido.

c) Com a Propriedade 3, se um elemento x pertencer ao conjunto A U 0), ele
deve pertencer simultaneamente a A ou ao (). Como o conjunto vazio

nio tem elementos, entdo o elemento x pertence a A.

d) Paraa Propriedade 4, se x € A, entio = é um elemento de AU B, ou
seja, ¢ € Aouz € B.Logo, temos a inclusiode A C AU B.

Diferenca de conjuntos.

Definicéo 1.7 Diferenca de dois conjuntos. Dados dois conjuntos Fy e )9, A
diferenca de E)y e s, denotada Ey . Es, € 0 conjunto de elementos que per-

tencem a Iy privado dos elementos que pertencem a L, e escrevemos:

Ey N\ By ={z, tais que x € Ey ex #y para todo y € Es}
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Isto é, a diferenca dos conjuntos Iy e V5 é o conjunto dos ele-

mentos de £/ que ndo pertencem a £, ou seja,

EiNEy={z, taisquexz € Ey e x ¢ Eb},

Por exemplo, sejam os conjuntos ] = Re sy = {2, 5}. A dife-
renca V1 N\ By de Ey e 5 é dada por:

EiNE;,=R~{2,5}={z€R, comz #2, x #5}

Também, sejam os conjuntos £y = R e Ey = 27Z. A diferen-
ca ' \ Eyde Ey e Es é dada por:

Ey N\ By =R\ 27Z ={x € R, com x # 2kn para todo k € Z}

Outro exemplo, Q \ Z é o conjunto dos numeros racionais que
ndo sdo inteiros.

Observacao 1.3 Note que os conjuntos Iy \ Ey e Ey \ 4 ndo sdo ne-
cessariamente iguais.

Complementar de um conjunto.

Definicio 1.8 Complementar de um conjunto. Dados dois conjuntos Iy
e 5 tal que E5 C E). O complemento de E5 em Ey € o conjunto Fy ~\ E,
denotado porE% ou E, que consiste nos elementos que pertencem a F1, mas
ndo pertencem a F;

ng =FEy N\ By = {x, tais que x € Ey e x #y para todo y € Ey}

Isto é, o complementar de 5 em relacdo a um conjunto £, é o
conjunto dado por:

ng :El\EQZ{Z'EEl,.TgéEQ}'

Quando F é o conjunto universo, denotamos o complementar
de I’ C E por F¢, assim:
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Fe=0E={recE x¢F}

Por exemplo, sejam os conjuntos Ei =R e E, = {0}, entdo
Ey = {0} C By =R. O complementar de (2 = E; \ E, de E, = {0} em
E; = R é dado por:

C[g)} =R~ {0} =R",

Outro exemplo, sejam os conjuntos £y = R e Fy = 27Z,
entio Iy C E; = R. O complementar de (? = E; \ E, de Fy em F
é dado por:

Cgf:El\EQZR\Qﬂ'Z:{.’L’GR, com z # 2km para todo k € Z}

Observacio 1.4 Podemos observar que z € F° se, e somente se,x ¢ F. Tam-
bém,x ¢ F° se, e somente se,x € F. Assim, temos ' N F¢ = (). Conse-

quentemente, para o conjunto universo F, temos()° = E e E¢ = ().

Proposicio 1.6 Para A e B dois subconjuntos de um conjunto E, temos as

seguintes propriedades:
1.(A) =4
2ANB=AnNDB"
3. Leis de De Morgan:
(ANB)*=A°UB® e (AUB)* = A°N B°,
4. A C B se, e somente se, B¢ C A°.

5. AN B = (), entao B C A°

Para provar esta propriedade utilizamos a igualdade de conjun-
tos, isto é, propriedade anti-simétrica da inclusdo, e as definicdes de

complementar, uniio e interseccio.
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Algumas dessas propriedades serdo tratadas na lista de exerci-
cios resolvidos (veja o pardgrafo 1.5). A prova dos outros é deixada

como exercicio.

Conjunto das partes de um conjunto.

Definicdo 1.9 O conjunto das partes de um conjunto. Seja I/ um conjun-
to ndo vazio. Seja () o conjunto cujos elementos sdo os subconjuntos de
E (ou partes de E). Isto ¢, temos A € Q(E) equivale a A C E. Dizemos
que $(E) € o conjunto dos partes de . Isto é, o conjunto das partes de IV ¢ o

conjunto formado por todos os subconjuntos do conjunto .

O conjunto dos partes o( £), contém pelo menos os dois con-
juntos I e ().

Observacao 1.5 O conjunto das partes que nos interessa € o dos niimeros
reais. Jd demos alguns desses subconjuntos de niimeros reais, como: N, Z, Q) 2N,
R™... No Capitulo 3, construiremos outros conjuntos de niimeros que sdo im-

portantes para o estudo de funcoes, assim que para os Cdlculos I e Il em geral.
1.4 Conclusio.

Neste capitulo estudamos as propriedades dos conjuntos numé-
ricos, os topicos trabalhados foram:

1. Conjuntos e Elementos: relacio de pertinéncia e representa-

¢ao de conjuntos;

2. Inclusio e Subconjuntos: propriedades da inclusio e subcon-
juntos; especiais de [R;

3. Operacdes entre Conjuntos: Unido, Interseccio, Diferenca e

Propriedades dessas Operacdes;

4. Complementar de um Conjunto: relacio com a inclusio e

propriedades;
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5. Cardinalidade de um conjunto: nimero de elementos de um

conjunto;

6. Conjunto das Partes de um Conjunto: conjunto formado por

todos os seus subconjuntos.

O estudo dos conjuntos numéricos representa em geral uma lin-
guagem essencial na constru¢io dos conceitos matematicos. Aqui es-
tamos interessados apenas em conjuntos numeéricos, que sio formados

por numeros reais.

1.5 Exercicios

Escrevendo um conjunto.

Exercicio 1.1 Seja A o conjunto dos niimeros naturais menores que 7. Escre-

va o conjunto A de duas maneiras diferentes.

Solucio. O conjunto A pode ser escrito sobre uma da seguinte forma:
A=1{0,1,2,3,4,5,6} ou A={n e N;0 <n <6}

Exercicio 1.2 Listar entre chaves os elementos dos conjuntos:
1. Dos niimeros naturais miltiplos de 5.

2. Dos niimeros naturais estritamente maiores do que 5 e estritamente

menores do que 30 e que sejam divisiveis por 3.
3.A={zeR tal que 2> —4 =0 ou 2z —1=11}

4. B ={n €N tal que n € divistvel por 8}
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Solucao.

1. Os primeiros nimeros multiplos de 5 sio: 0, 5, 10, 15, 20,..... Em
geral, qualquer numero multiplo natural de 5 pode ser escrito como: 5
k com k um ntimero natural. Logo, o conjunto dos nimeros naturais
multiplos de 5 é dado por:

E ={n=>5k tal que k € N} ou £ = {n € N tal que n = 5k, onde k € N}.

2. Os numeros naturais estritamente maiores do que 5 e estritamente
menores do que 30 e que sejam divisiveis por 3, sio os nimeros natu-
rais estritamente maiores do que 5 e estritamente menores do que 30
e que sejam multiplos de 3. Entdo, esses nimeros sido dados por: 6, 9,
12, 15, 18, 21, 24, 27.

3.Sex € A entio x verifica pelo menos uma das seguintes equacdes:

22 —4=00u2zx—1=11, isto é, 2 =4 ou 2z = 12.

Logo, pela primeira equagio temos = = 2 ou x = —2, e pela segunda

equacio temos z = 6. Entdo, o conjunto A é dado por: A = {2, 2, 6},

4. Os primeiros nimeros divisiveis por 3 s30:0, 3,6, 9, 12, .... Em geral,
qualquer ntimero natural divisivel por 3 pode ser escrito como: 3k com
k um nimero natural. Logo, o conjunto dos ntimeros naturais divisi-
veis por 3 é dado por: B = {n = 3ktalquek € N}ouB = {n € Ntal
quen = 3k, ondek € N}.

Exercicio 1.3 Uma experiéncia aleatéria

1.Um jogador joga um dado de 6 faces uma inica vez, qual € o conjunto E dos

resultados desta experiéncia aleatoria?

2. Um jogador joga um dado de 6 faces duas vezes, qual € o conjunto F dos

resultados desta experiéncia aleatéria?
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Solucao.

1. Se o jogador joga um dado de 6 faces uma unica vez, o conjunto E dos

resultados desta experiéncia aleatéria é dado por:

E={1,2,3,4,5,6} ou E={neN;1<n<6}

2. Se o jogador joga um dado de 6 faces duas vezes, qual é o conjunto

E dos resultados desta experiéncia aleatéria, é formado pelas duplas:

F={(1,1),(1,2), ) (1,6): (2,1), (2,2), .., (2,6); ...; (6,1), (6,2), ..., (6,6)}

De maneira mais simples, podemos escrever o conjunto F sobre a forma:

F={(n,m); onden,meNcoml<n<6el<m<G6}.

Inclusio, Unido e diferenca de conjuntos.

Exercicio 1.4 Inclusao.

1. Determinar todos os possiveis conjuntos E que satisfazem simultaneamente

as duas condicdes:

Ec{0,1,2,3,4,5,6} ¢{0,1,2} C E.

2. Sejam os conjuntos A =10, 1,2, 3,4, 5,6} e B=1{0,3,5,7 ,9}. Listar os
conjuntos E tais que: ¥ C A e E C B.

Solucio.

1. Os conjuntos F tais que &/ C {1,2,3,4,5,6} e {0,1,2} C £ sio dados

por:
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E={0,1,2}, E={0,1,2,3}, E={0,1,2,3,4},

E=1{0,1,2,3,4,5} ¢ E={0,1,2,3,4,5,6}

2. Os conjuntos FE tais que £ C Ae ¥ C B sio dados por:

E=0, E={0}, E={3}, E={5}, {03}, {0,5}, {3,5} e {0,3,5}

Observaciao 1.6 Pode observar que os conjuntos I tais que F2 C A e
E' C Bsao os subconjuntos da intersecio A N B =1{0,3,5}.

Exercicio 1.5 Pertence - Inclusdo. Seja B = {3,4,5, {2}, {3, 6}}, classifique

cada sentenca em verdadeiro ou falso:

DA{2teB, 2){3,6}cB, 3)4eB, 4){{2},{3,6}} CB,
5) Bc {3,4,5}, 6){{2}}c B, 7){3,6}eB, 8)2¢B.

Solucio.

1. Afirmacao Verdadeira. Por que o conjunto {2} é considerado um
elemento de B.

2. Afirmacao Falsa. Aqui o conjunto {3,6} é um elemento de B, mas

nio é um subconjunto de B, por que 6 ¢ B.
3. Afirmacio Verdadeira. Por que 4 é um elemento de B.

4. Afirmacao Verdadeira. Como {2} e {3,6} sdo elementos de B, en-
tao {{2}, {3,6}} CB.

5. Afirmacio Falsa. Por que o elemento {2} ndo pertence a {3, 4, 5}.

6. Afirmacio Verdadeira. Aqui o conjunto {2} é um elemento de B e
{{2}} é o subconjuto de B formado pelo elemento {2}.
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7. Afirmacao Verdadeira. Por que o conjunto {3,6} é um elemento
de B,

8. Afirmacio Verdadeira. Observamos que o conjunto {2} é um ele-

mento de B, mas nio é o caso do nuimero 2.

Exercicio 1.6 Inclusdo

Sejam A={0,1,2,3,B={3,4,56/¢eC={0,1,2,3,4,56,7,8.Dé as
diferentes inclusdes entre os conjuntos A, B, C.

Solucio.

Podemos ver que ACCeBCC.

Exercicio 1.7 Construir subconjuntos A, B e C de N que satisfacam simul-

taneamente as condicdes:
C1) ACB,

C2) CCB,
c3)anc=10

Solucdo. Seja o conjunto B=1{0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10}. Para os

conjuntos:
A=10,1,2,3,4eC=1{7,8,9, 10},
Podemos observar que:
ACB,CC Bcontudo ANC=0).

Exercicio 1.8 Sejam A e B dois conjuntos.
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1. Indicar as condicbes que devem satisfazer os conjuntos A e B para

que se verifique AU B = B.

2. Indicar as condices que devem satisfazer os conjuntos A e B para
que se verifique AN B=B.

Solucao.

1. Sejam dois conjuntos A e B. Seja x € A U B, entdo x € A ou xE€ B.
Assim, se AU B =B temos que x € B. Logo, temos: A C B. Reciproca-
mente, se AC Bentiose AUB=B.

2. Sejam dois conjuntos A e B. Seja x € AN B, entdo x€ Ae x€ B. Assim,
se AM B = Btemos que x € A. Logo, temos: BC A. Reciprocamente, se
BC Aentaose AN B=8B.

Exercicio 1.9 Sejam A, Be Ctrés conjuntos tais que AC Be AC C. Provar

que
ACBNC

Solucio. Seja x € A, como A C Bentio x € B, também pelo fato
que A C C temos x € C. Portanto, se x € A entdo x€ Be x € C,
assim x&€ BM C. Logo, temos A€ BN C.

Exercicio 1.10 Unido e intersecdo de conjuntos

Sejam E={n€N, n>4 e F={n€EN, n< 12}. Dé os seguintes

conjuntos:
1.EUF

2.ENF.
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Solucdo. Podemos escrever os conjuntos E e F sobre a forma:
E={4,5,..,12,13,14, ..} e F={0, 1,2, 3,4, .., 12}.
Logo, temos:
1.EUF=1{0,1,2,3,4,..,}=N.

2.ENF=44,.,12} ={n€N; 4<n< 12}.

Exercicio 1.11 A diferenca de dois conjuntos e o complementar de um con-

junto
Sejam E={n€N, n>4} e F = {n €N, n< 12}. Dé os seguintes conjuntos:
1.ENF

2. F\E.

Solucio. Podemos escrever os conjuntos E e F sobre a forma:
E=1{4,5,..,12,13,14,..}e F=1{0,1,2,3,4, .., 12}.
Logo, obtemos:
1.ENF={13,14, ..} ={nEN; n> 13}
2.FNE=1{0,1,2,3}.

Complementar de um conjunto.

Exercicio 1.12 O conjunto das partes de um conjunto

Seja E = {1, 2, 3}. Listar todos os subconjuntos de E.

42



Solucdo. O conjuntos das partes do conjunto E é formado pelos sub-
conjuntos de E:

p(E) = {0) {1}; {2}; {3}; {1) 2) }; {1; 3}; {2; 3}; {17 2; 3}}

Exercicio 1.13 Complementar, unido e intersecdo

Sejam A=1{1,2,3,4,7},B=14,5,6,7,8te C=1{1,2,3,4,5,6,
7,8, 9, 10}. Estabelecer as seguintes propriedades, relacionadas a unido, a
intersecdo e ao complementar.

1L.LE = (C4) n (CE).
2. C(CAOB) =(CAUCE.
Solucao.
1.Como AUB=1{1,2,3,4,5,6,7, 8 temos:
Cet®) = {9, 10}.

Por outro lado, como EA {5,6,8,9, IO}e[]B—{I 2, 3,9, 10}, logo
temos:

4NnC8 ={9,10}
Em conclusio, temos:
CoMP) = CANCE = {9,10}.
2. Como AN B = {4, 7} temos:

CU™ = {1, 2, 3,5,6,8,9, 10}.

Por outro lado, como CA {5,6,8,9, IO}eCB {1,2, 3,9, 10}, assim
obtemos:

Auls=1{1, 2 3,5,6,8,9, 10}.
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Observacao 1.7 As perguntas do Exercicio 13 sdo propriedades gerais sobre
os conjuntos. Nesse exercicio estamos trabalhando com a igualdade de conjun-

tos. Entdo, vamos aplicar frequentemente a seguinte regra:

Conjuntos iguais. Dois conjuntos E1 e Ez serdo iguais, e escrevemos E1= Ez,
se E1 e E2 tiverem elementos idénticos. Em outras palavras, os dois conjuntos
E1 e E2 sdo iguais se todos os elementos de E1 forem elementos de E2 e todos
os elementos de E1 forem elementos de E1. Em outras palavras, temos: E1 = E2
S ECEzeE2CEL

Exercicio 1.14 A diferenca de dois conjuntos

Sejam E={n€7Z, n>-3} e F= {n€7Z, n<2}. Dé os seguintes con-
juntos:

LENF e FNE e 2.0 e CF.
Solucao.

1. Podemos escrever os conjuntos E e F sobre as seguintes formas:
E=1{3,-2,-1,0,1,2,..,12,13,14, .} e F={.., -4,-3,-2,-1,0, 1, 2}.
Assim, temos:

ENF=1{3,4.1={n€7Z,n>3le
FNE=4{..,-6,-5-4,}={n€7Z, n< -4}
2. Para os complementares temos:

Cl=1.,-6,-5-4}={n€Z n<—4}, e[} =13,4,..} = (n€Z n>3}

Exercicio 1.15 Considere os conjuntos A = {0,1,2,3, 4} e B= {2,4,6,8}.

Determine os conjuntos a seguir:
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1. Diferenca de A e B: A B.
2. Diferenca simétrica de A e B: A\ B= (AN B) U(B\ A).
3.(AUB) (BN A).

Solucao.

1. A diferenca A\ Bé dada por: AN\ B=1{0, 1,3}.

2.Como B\ A ={6,8 e AN B={0, 1, 3}, a diferenca simétrica
de A e Bé dada por:

AAB=(A~B)U(B\ A)=1{0,1,3,6,8}.
3.Como AUB=1{0,1,2,3,4,6,8te AN B={2,4}, temos:

(AUB)\(BNA)=1{0,1,3,6, 8}.

Exercicio 116 Considere os conjuntos A= {0, 1, 3,5,7} e B=12,4, 5,6, 8}. Consi-
derando A e B como subconjuntos num universo U{n €N tal que 0 < n< 9},

determine os seguintes conjuntos:

1. Complementar da diferenca de A e B: (A B)..

2. Complementa da interseccdo de A e B:(AM B)-.

3. Complementa da unido de A e B:(AU B)-.

4. Complementar da diferenca simétrica de A e B: (A /\ B).
Solucio. O universo é dado por: U=1{0, 1, 2, ..., 9}.
1. Como AN B= {0, 1, 3, 7}, entdo temos:

(ANB)=1{2,4,5,6,8, 9}
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2. Como AnB = {5}, entdo temos:
(ANB)¥=10,1,2,3,4,6,7,8,9%.
3.Como AUB=1{0,1,2,3,4,5,6,7, 8}, entio temos:
(AU B) = {9}.

4. Aqui temos AN B=10,1,3,7} e B\ A= 1{2, 4, 8}, assim deduzimos:
AN B={0,1,2,3,4,7,8). Logo, obtemos:

(AN B)=1{5,6,9}.

Algumas Propriedades sobre os Conjuntos.

Exercicio 1.17 Algumas propriedades da unido e intersecdo
Sejam E, F dois conjuntos. Demonstre as seguintes afirmagoes:

1.Se F C E entdo EU F = E. Deduza os seguintes conjuntos: EU E
e EUD.

2.Se FC E entdo EN F = F. Deduza os seguintes conjuntos: EN E
eEN(

Solucao.

1. Seja F C E. Pela definicéo da inclusio, se x € E entdo x € FU E, logo
temos a inclusdo EC FU E. Agora, pela defini¢do da unido, se x € F U E,
entdio x € FC Ee x € E, logo temos a inclusio FUECE. Em con-

clusio, temos a igualdade FU E = E.

Como E C E, deduzimos que EU E = E. Também, como () C E, temos
PUE=E.
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2. Seja F C E. Pela definic¢do da inclusdo se x € FC E entdo x€ FN E,
logo temos a inclusdo F C FN E. Agora, pela definicio da intersecio,
se x€ FNE, entio x € FC E, logo temos a inclusio FN EC F. Em

conclusio, temos a igualdade FNE=F.

Como E C E, deduzimos que EN E = E. Também, como 0 CE,
temos )N E=10.

Exercicio 1.18 Propriedade da unido

Sejam A, B e C trés conjuntos. Provar as seguintes propriedades, rela-

cionadas a unido.
1. AU A = A(Propriedade do idempotente).
2. AU B = BU A (Propriedade de comutatividade).
3AUDN=A (Propriedade do elemento neutro).

4. AU(BUC) = (AU B)U C(Propriedade de associatividade).

Solucao.

1. Vamos aplicar a primeira propriedade do Exercicio 1.17.
Como AC AaPropriedade 1 do Exercicio 1.17 temos AU A= A (Proprie-
dade do idempotente).

2. Seja x € AU Bentio temos x € A ou x € B. Assim, temos x € Bou x
€ A, logo temos x € BU A. Assim, temos AU BC BU A. Da mesma
maneira, se x € BU A temos x € AU B, assim BUACAUB.
Em conclusio, temos AU B= BU A (Propriedade de comutatividade).
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3. Também vamos aplicar a primeira propriedade do Exercicio 1.17.
Como ) C A a Propriedade 1 do Exercicio 1.17 temos JU A = A

(Propriedade do elemento neutro).

4, SejaxEAU(BUC) entdo temos x € A ou x € BU C. As-
sim, temos x € A ou x € B ou x € C, logo temos x € AU B ou
x€ C logo x€ (AU B U C Assim, temos AU (BUC) C(AUB U C
Da mesma maneira, se x € (AU B) U C temos x € AU (BU QO),
assim (AU B) U CC AU (BU (€. Em conclusio, temos
AU (BUC) = (AU B) U C (Propriedade de associatividade)

Exercicio 1.19 Propriedades da intersecdio
Sejam A, B e C trés conjuntos. Provar as propriedades da intersecdo:
1. AN A = A(Propriedade idempotente).
2. AN B= BN A(Propriedade comutativa).
3. AN(BNC)=(ANB)N C(Propriedade de associatividade).
4,Se AC E temos AN E = A (Propriedade do elemento neutro).
Solucio.

1. Vamos aplicar a segunda propriedade do Exercicio 1.17. Como A C
A a Propriedade 2 do Exercicio 1.17 temos A M A = A (Propriedade do
idempotente).

2.Sejax©AM Bentdo temos x € A e x € B. Assim, temos xE B
e x € A, logo temos x € BM A. Assim, temos A M B C BM A. Da mesma
maneira,se x € BN Atemosx € AN B,assim BN AC AN B.Em
conclusio, temos A N B = BN A (Propriedade de comutatividade).
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3. Seja x € AN (BN C) entdo temos x € A e x € BN C. Assim, te-
mos x € Aex € Bex € C, logo temos x € AN Bex € C, logo x
€ (AN B) N C. Assim, temos AN (BN C) C (AN B) N C. Da mes-
ma maneira, se x € (AN B) N C temos x € A N (BN C),
assim (AN B N CCAN BN C. Em conclusio, temos
AU(BUC) = (AU B) U C (Propriedade de associatividade).

4. Vamos aplicar a segunda propriedade do Exercicio 1.17. Como A C E
a Propriedade 2 do Exercicio 1.17 temos AN E = A (Propriedade do

elemento neutro).

Exercicio 1.20 Unido e intersecdo

Sejam A, B e C trés conjuntos. Provar as propriedades relacionadas a

unido e intersecdo.

1.LAN(BUC)=(AN B)U (AN C) (Distributiva da intersecdo em

relacdo a unido).

2AU(ANB) = A.

3.AN(AUB) = A.
Solucio.

1. Sejax € AN (BUC) entdo temos x € A e x € BUC. Assim, temos x €
Ae[x€Boux€(Cl,logotemos [xEAexE B]ou[xE AexE Cl. Entdo,
temos x € ANBoux€ ANC,isto é, x€ (AN B)U(ANC). Logo, temos
AN(BUQC) C(ANB)U (AN C). Da mesma maneira, se x € (AN B) U
(ANQ), temos [x€EAex€ Bl ou[x€ Aex€ Cl,ouequivalentemente
x € Ae[x€ Boux€ Cl. Logo, deduzimos que x € AN (BU C), assim
ANB UMNCCANBU C. Em conclusio, temos
AN(BUC) = (AN B)U (AN CO) (Distributiva da intersecio em relacio

1 unido).
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2. Vamos aplicar a segunda propriedade do Exercicio 1.17. Como
ANBC E = AaPropriedade 2 do Exercicio 1.17 temos AU (AN B) = A.

3) Também, vamos aplicar a segunda propriedade do Exercicio
1.17. Como A C E = AU B a Propriedade 2 do Exercicio 1.17 temos
AN(AUB) = A.
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CAPITULO 2

O Conjunto dos NUumeros Reais: Axiomas
e Estrutura Algébrica

—| Objetivos I

Neste capitulo apresentamos uma construgio
axiomatica do conjunto dos nimeros reais. Mais precisamente,
estruturamos a apresenta¢io do conjunto dos numeros reais e

de seus subconjuntos notaveis.

2.1 Preliminares

O estudo do conjunto dos numeros reais R e o estudo dos con-
juntos N, Z e (Q, comecou no Ensino Fundamental e se alastrou no En-
sino Médio. Foram estudadas as operac¢des de adicdo, de multiplicacio,
de subtracio e de divisio em N, Z e (), e e m seguida em R. A partir dai

as "ferramentas" de trabalho siao os nimeros reais.

Na verdade, no Ensino Fundamental e Ensino Médio foi utiliza-
do o fato de R ter uma "estrutura” (também chamada estrutura algébri-
ca), que é obtida em um conjunto equipado com operacdes de adicio e
de multiplicacio, mas estas operacdes tém determinadas propriedades.
A construcio formal de R nos permitiria definir as opera¢des e provar
todas as propriedades; no entanto, esta constru¢do nio serd feita nes-
te momento, como dissemos anteriormente. Assim, vamos considerar
conhecidos o conjunto R e suas operacdes e vamos apresentar algumas
propriedades como um conjunto de axiomas!. A partir dai, provare-
mos outros resultados importantes para a compreensio do conjunto R.

! Axioma: S3o afirmacdes que admitimos verdadeiras, sem demonstraczo.
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Neste capitulo estudaremos a estrutura algébrica do conjunto
dos nimeros reais, ndo sé como uma ferramenta ttil na construcio de
outros conceitos matematicos, mas como um objeto matematico pré-
prio. O conhecimento do conjunto dos ndimeros reais é de extrema
importancia no estudo dos Célculo I e II, juntamente com as funcdes,

nosso objeto de estudo dos préximos capitulos.

2.2 Os conjuntos N, Z e QQ

Os primeiros conjuntos numéricos conhecidos pela humani-
dade sdo os chamados inteiros positivos ou naturais. Temos entdo o

conjunto:
N={0, 1,2, 3, ...}.

Até hoje, o conjunto dos nimeros naturais é apresentado com
um aspecto natural que é baseado no senso comum e uma espécie de
conceito intuitivo de recursio, que é uma propriedade intrinseca dos
numeros naturais, que nio é outro seno a propriedade do sucessor.
Assim, como cada nimero natural n de N tem um sucessor n + 1, pode-

mos facilmente nos convencer de que N é um conjunto infinito.

Dados dois nimeros naturais n e m, sabemos como definir a adi-
¢do e a multiplicacdo desses nimeros. Podemos sempre definir a adi¢iao
m + n e a multiplicacdo m.n desses dois numeros, que também sio nu-
meros naturais. Assim, o conjunto de nimeros naturais é fechado para
ambas as operacdes de adicio e de multiplicacio. Em outras palavras,

adicio e multiplicacio em N sdo operacdes que tém seu resultado em N.

Por outro lado, o resultado de uma subtracio de dois nimeros
naturais nem sempre é um numero natural, por exemplo, 7-2 =5€ N
mas 2-7 ¢ N. Dai a necessidade de criar um novo conjunto de nimeros
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que contenha N e no qual a operacio de subtracio de dois nimeros

naturais ainda seja possivel.

Os nuimeros -1, -2, -3,... sio chamados nimeros inteiros nega-
tivos. A uniio do conjunto dos nimeros naturais com os inteiros ne-

gativos define o conjunto dos niimeros inteiros que sio denotados por
Z=1...,-4,-3,-2,-1,0,1,3,4, ..}
Temos, claro, a seguinte inclusio:
N C Z.

Também, o resultado de uma divisdo de dois niimeros inteiros nem

4 , . - 12 —12 _
sempre é um numero inteiro, por exemplo, 7 =3 € Z e = = -3 € Z,
mas I ¢ Z. Dai a necessidade de criar um novo conjunto de niimeros
que contenha Z e no qual a operacio de divisio de dois niimeros intei-

ros ainda seja possivel.

Os nuimeros da forma, onde P estao em Z,comq # 0, sio chama-

dos de fracdes e formam o conjunto dos niimeros racionais. Denota-se:

Q={§7p7q627q#0}-

Assim, na apresentacio do conjunto dos nimeros racionais usa-
mos o conjunto dos inteiros Z e introduzimos, uma simbologia que
é a da fracdo, que por sua vez precisa de uma informacio adicional: a
equivaléncia. Duas fracdes sio ditas equivalentes ou iguais de acordo
com o seguinte:

b

m
- =— & pn=qgm.
qg n

neste caso, dizemos que representam o mesmo nuimero racio-
nal. Por exemplo, temos:
2 4 10 14
576 1
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Assim, as 4 fracdes representam o mesmo ndimero racional.

Em geral, adotamos a convencido de que as fracoes de denomi-
nador 1 representam o inteiro que é igual ao numerador dessa fracio.
Entdo, o conjunto de nimeros racionais Q contém nimeros inteiros Z.

Temos, claro, as seguintes inclusoes:

NCZcQ

Assim, as quatro operac¢des elementares adi¢io, subtracio, mul-
tiplicacio e divisio podem se estender ao conjunto Q dos nimeros ra-

cionais, que é fechado para essas operacdes.

Terminamos com duas observacdes elementares simples, que
sdo0 muito importantes para o futuro, principalmente durante os cél-

culos com os quocientes.

Observacio: Sobre a inclusio N € Z C Q. Essa inclusio
mostra que qualquer inteiro é também um ndmero racional. Assim,
qualquer inteiro n € Z pode ser representado por uma fracio da se-

. n .
guinte forma: n = T especialmente:
1

0
l=Ze-=0
191

Outra observacio sobre a regra dos sinais com fracoes

o . . m
Observacao: Fracoes e regras dos sinais Seja a = ; €Q,

m —m —m m
9= — = — = —— _
n —n n —n
Assim, qualquer fracdo admite um escrito com um denomina-

dor positivo, isto &,

se b >0,

Sl RS
SiE

-ﬁ seb <0
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Esta dltima observacio é importante para estudar o relaciona-

mento de ordem e comparacio em Q.

2.3 Propriedades gerais de Q

Primeiro, temos um importante subconjunto de Q, que é o con-

junto dos numeros decimais definido por:

Definicao 2.1 Conjunto dos numeros decimais. Um subconjunto im-

portante de Q € o conjunto D dos niimeros decimais:
D={reqQ, talquer:%., onde p € Z, k € N}.

Isto ¢, todo niimero da forma r = 1.% , onde p € Z ¢ equivalente a

uma fragdo 10 decimal.

Por exemplo, temos:

=0, 5¢é um numero decimal. =

glo—x

2.4 = 34 = 0,34 é um ndmero decimal.

3.1 = 0,33333..... ndo é um ntimero decimal. Mas essa é uma

representacio na forma decimal de %

Podemos dizer que o conjunto dos niimeros decimais, consiste

em numeros racionais que podem ser escritos da seguinte maneira:

—|—n1n2...ns, dldgdk ou — ning...Ng, dldg...dk,

onde os numeros ni, No,..., N, di, da, ..., dj estio em N. Assim,
na escrita decimal de um nimero do conjunto D, hd um ntmero finito

de digitos apés a virgula.
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Por exemplo, temos a escrita decimal dos seguintes nimeros racionais:

1.%:%:0734

2.5 =10,33333.....
3.1 = 17,57 142857 142857 ...

A escrita decimal e a escrita fraciondria de um ntmero racional

sdo equi- valentes no seguinte sentido:

Proposicao 2.1 Um niimero € racional se, e somente se, admite uma escrita

decimal periddica finita ou infinita.

A demonstracio desta proposta exige muito esforco de compu-
tacdo e de técnicas. Damos abaixo um exemplo que ilustra a passagem

da escrita decimal para fraciondria.

Por exemplo, seja o niimero r = 7,2121...21.... Mostrar que o

numero r é racional. Multiplicando por 100 de ambos aos lados de
r= 7, 2121...21... temos:
)

100r = 100 x (7,2121...21...),

100r = 721,21...21... = 721 + 0, 21 ... 21...,

Comor = 7,2121...21..., vamos subtrair nos dois membros. Subtraindo
r de100r e 7,2121...21... do segundo membro, obtemos:

100r —r=72140,21...21... —7,2121..21... =721 — 7 = T14.

Entdo, nés deduzimos que o ndimero r é a solucio da equacio:
714

99r = T714. Assim, o numero r é um numero racional dado por: r = 99

Observaciao. O método anterior é aplicado para mudar um ndmero es-
crito na forma decimal para a forma fraciondria. Pode ser adaptado para
outras casas decimais como: 7, 35.21.21.21.... ou 11, 735.214.214.214.....
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2.4 Operacdes sobre Q
2.4.1 Adiciao e multiplicacio em Q.

As opera¢des com numeros racionais sio as usuais, denomina-
das de adi¢do e multiplicacio, ficando subentendidas as operagdes in-
versas definidas a partir destas, que sdo a subtracio e a divisio. O que
supostamente sio conhecidas sdo as operacdes com nimeros inteiros,
por isso apenas apresentamos as defini¢cdes de adicio e multiplicacio
de fracdes e enunciamos logo em seguida as propriedades basicas. As
provas dessas propriedades sio baseadas nas propriedades dos nime-
ros inteiros e nas seguintes defini¢des de adicio e multiplicacdo dos
numeros racionais escritos na forma fraciondria.

s ) m P, -
Definicao 2.2 Sejam a = EI eb = g dois elementos de Q. Definimos a

.. T m P . , .
adi¢do e a multiplicacdo de a = — e b= = como o seguinte niimero racional:
n q

aip M _matnp L mp _mp
noq ng n g ng

A definicio 2.2 mostra que a adicio e a multiplicacio de nime-
ros racionais é obtida a partir da adicio e da multiplicacio de nimeros
inteiros. Assim, as propriedades da adi¢io e da multiplicacido dos ni-
meros inteiros podem ser transferidas para os niimeros racionais, ou
seja: Associatividade; Comutatividade; Existéncia do Elemento Neutro
da Adicdo; Existéncia de Oposto para a Adi¢do; Existéncia do Elemento
Neutro da Multiplicacio e Existéncia de Inverso para a Multiplicacio.
De fato, podemos deduzir que a adicio e a multiplicagdo dos nime-
ros racionais, possuem as seguintes propriedades, que tém por objeti-
vo completar a apresentacio do conjunto dos nimeros reais e que sdo
uteis no estudo das expressdes algébricas.
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m

. s ) P k.. Co
Proposicao 2.2 Sejam a = 7 b= e c= —trés niimeros racionais, isto ¢,
sdo elementos de Q, entdo sdo vdlidas as propriedades a seguir:

1. Comutatividade da adicdo: a+ b= b+ a.
2. Associatividade da adicio: a+ (b+¢)=(a+b)+c
3. Existéncia de elemento neutro da adicido: a+ 0= a.

4. Existéncia de Oposto: Existe a em Q satisfazendo a relacdo a +
(-a) = 0, 0 niimero (-a) chama-se o oposto do niimero a ou o simétrico

do niimero a.

5. Comutatividade da multiplicacao: a.b= b.a.

6. Associatividade da multiplicac¢io: a(b.c) = (a.b).c.

7. Existéncia de elemento neutro da multiplicac¢ao: a.1 = a.

8. Existéncia de Inverso: Se a+# 0, existe um tinico niimero d em Q

satisfazendo a relacdo a.d = 1, o niimero d € o inverso de a e denotado
1

d=-oud=a""'.

a

9. Distributividade: a.(b+ ¢) = a.b + ac

Prova. Sejam a =

D m ko, . .
E, b= F ec= z trés numeros racionais.

Comutatividade da adicdo em Q. Pela definicio 2.2 temos que
m

] pn -+ . TR .
a+b= g +o= [% A comutatividade da multiplicacio e da adi-
¢do em Z, entio nos permitem deduzir que:
pn+mq gm+np

qan ng

a+b= =b+a.

m
noq
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Associatividade da adicdo em Q. Pela definicio 2.2 temos que
Eamy kb _pitmg

k -
+ — De novo, pala defini¢do 2.2 temos:
q n S qn S

m + m k n +mq)s + qnk
(atb)+e=22TT0 7 (pn +ma)s + gk .
qn s qns
Usando a associatividade da multiplicacio, da adicgo e a distributivida-
de em Z, assim como a defini¢io 2.2 deduzimos que:

(a+b)+c:§+(%+§):a+(b+6).

Existéncia de elemento neutro da adicio em Q. Como 0 € Z temos

0= % Com as propriedades da multiplicacio e da adicio em Z, temos:

0 px1 x 0
(Z+OZE+—:}$:E:(L
q 1 px1 q
Existéncia de oposto. Sejaa; = —L, pela defini¢io 2.2 temos:
q
wta=ly2_P=2_0_,
7 q a  q
Assim, a1 = _T é o oposto de a = 5, que é denotado por
ag =—a=—2
q

Comutatividade da multiplicacio: Pela definicdo 2.2 e a comutati-
vidade da multiplicacdo em Z, temos:

pm __pm __mp

¢n  gn  ng

mp
s

Entao, a.b = b.a.

Associatividade da multiplicacao: Pela definicio 2.2 temos:

(@.b).c=(

pm .k _pmk (pm)k p(m.k)
gn’s qn's  (¢gn)k  n(gs)’

E com associatividade da multiplica¢do em Z, deduzimos que:

(a.b).c = (pm).k _ p-(m-k) _pm E)

(gn).k  n(¢gs) q n's
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Entio, (a.b).c = a(b.c). C.Q.D.

Existéncia de elemento neutro da multiplicacdo. Como 1 = %, a

definicio 2.2 implica que:

por que 1 é o elemento neutro em Z.

Existéncia de Inverso: Seja a = 2 # 0. Seja d = ]%, como ] = g
para todo d # 0 em em Z, a definicdo 2.2 e mostra que:
a.d — pq_r4a -1
X

Assim, d = % é o tnico nimero em (Q satisfazendo 2 relacio a.d = 1.

Entio, o nimero d é o inverso de a, que é denotado pord = — ou d = a™ ",
a

Distributividade. Pela definicio 2.2, temos que:

p m k p ms + nk ms + nk ms + pnk
abre =Lk _p _w )_p pnk)
qg'n s q ns qns qns

Assim, deduzimos que
k k k
(bt )= PmsEenk) pm pk) _pmo p R,
qns qn qs qgn S

+

Q_I'E

C.Q.D.

Proposi¢do 2.3 Seja o = L # 0 um niimero racional ndo nulo. Entdo, o

inverso de a € dado por:

1 1
al=-=-=11=-1%
a t p p
De fato, nds temos:
pa_prq_r9_ - _,
qp 49p pgq
. 4 1 q
Assim, temosa "~ = — = =
a p
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As propriedades da proposi¢io precedente conferem ao conjun-
to de numeros racionais uma estrutura algébrica interessante, que é
conhecida como CORPO. De maneira mais precisa, temos que:

Teorema 2.1 O conjunto dos niimeros QQ dos niimeros racionais, equipado
com a adicdo e multiplicacdo ¢ um Corpo Comutativo e Unitario, e
escrevemos, (Q, +, .) € um corpo comutativo e unitdrio.

Porque a terminologia comutativo e unitdrio?

Observacio. Dizemos que (Q, +, .) é um corpo comutativo e unitério,
pois satisfaz as condi¢des:

+ Comutativo: porque a multiplicacio é comutativa, isto é, a.b = b.a
para todo a, bem Q.

Unitario: porque o nimero 1 é um elemento neutro da multipli-
cacio, isto é, 1.a = a para todo a em Q.

2.4.2 Relacio de ordem sobre Q.

Lembre-se que existe uma ordem em Z, para comparar dois nu-
meros inteiros. Isto é, para n, m em Z nés definimos um relacionamen-
to < (menor ou igual):

n<m<m-—néeN.

ou em outras palavras, n < m < m —n > 0. Esta relacdo de or-
dem em Z também se estende a nuimeros racionais Q. Vamos intro-
duzir uma relacio de ordem em Q, e estabelecer que essa relacio tem

propriedades semelhantes as estudadas em Z.

Qual dos dois ntimeros é o maior: 2—79 ou %?
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Quaisquer que sejam as respostas, estas questdes nos levantam
a outra questio: E possivel determinar a ordem em Q fazendo apenas
operacoes entre inteiros relativos, isto é, sem usar a divisao? A resposta
é simples, basta criar um denominador comum. Por exemplo:

20_20x9 281 87 _37TxT_29 29 37
7 7Tx9 63°9 9x7 63 7% g

A ordem em Q pode ser facilmente definida fazendo este cilculo. Sejam
a C . , . ~ I
7¢7 dois numeros de Q, onde os denominatores b e d sio positivos.

b
Entao, temos:

ad ¢ be

a J—
b bdd  bd

Como temos o mesmo denominador comum positivo bd, entdo para
c

7 basta comparar os dois nu-

comparar os dois nimeros racionais 7 ¢
, ad be
meradores ad e bc dos nimeros — ¢ —.
bd — bd

a

b

c .. .
e dois niimeros de Q, onde os denominadores
~ o e f a ., .
b e d sao positivos. Diremos que — € menor ou igual a

C

d

Definicio 2.3 Sejam
e escrevemos & < &,
b~ d

se tem-se ad < be. Equivalentemente, podemos escrever:

a _c
— < = < be.
b_d<:>ad_bc

Como sabemos que qualquer fracio pode ser escrita com um deno-
minador positivo, a suposicio dos denominadores positivos nio é

restritiva.

Como para as operagdes de adicio e multiplicacio, a definicio
2.5 mostra que as propriedades da relacio de ordem dos inteiros pos-
sibilitam obter as seguintes propriedades da relacio de ordem de nu-

meros racionais.

Proposicio 2.4 Sejama, [ ¢V deQ, onde os denominadores b ¢ d sio
positivos. Entdo, a relacdo de ordem tem as seguintes propriedades:

1. Reflexiva: o < «
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2. Anti-simétrica: sea < 8 e B < aentdoa = 3

3. Transitiva: sea < e B < yentdoa < 7y

4. Tricotomia: Dados o, Btem-sea < 3 ou S < a ou = f3
Prova. Todas as fracdes possuem denominadores positivos.

A relacio < é reflexiva, de fato, seja a = - com 71 > 0. Se
m
B = n> 0, com mn = nm temos que mn < nm. Entao a < a.

A relacio < é anti-simétrica. Sejam o= 7;’—: ef= f—]), com
n>0ep>0sea < 3temos que mg < npesef < aentdonp < mg,
o que implica que np = mgq. Assim, deduzimos:

m p mg—np
a—f=—-—Lt="2 T
noq ng

0.

Entio, a = 3.
- , .. . , k
A relagio < é transitiva. Sejam o = % 8= g ey=-comn > 0,
p>0,s5>0.Sea < Btemosmg < npesef < yentdo ps < kg, o que

implica que que mqg — np < 0 e ps — kq < 0. Entdo, temos:

qg(ms—nk) = gms—qgnk = gms—nps+nps—ngk = (gm—np)s+(ps—qgk)n <0,

porserg > 0, n>0,s>0emqg—np <0, ps— kg <0, As-

sim, temos ms — nk < 0 e deduzimos: o < 7.

C.Q.D.

Assim, como as precedentes propriedades dizemos que o con-
junto dos nimeros racionais é um corpo comutativo bem ordena-
do, e denotado por (Q, +, ., <)

Observacao. Por que a palavra "bem ordenado"? "bem ordenado" sig-

nifica que podemos comparar quaisquer dois nimeros racionais.
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2.4.3 Quais sio as motivacdes para a insuficiéncia de numeros
racionais?

Em outras palavras, quais sio as motivacdes para a criacio de R? Os gre-
gos classicos acreditavam que todas as quantidades eram expressas por
numeros racionais. Eles perceberam que isso nem sempre acontecia. Na
verdade, podemos construir nimeros que nio sio racionais. Isto é, exis-
tem nimeros que nao sao racionais, chamados de numeros irracionais.
Numeros irracionais aparecem naturalmente em figuras geométricas. Por
exemplo, o comprimento da diagonal de um quadrado de lado 1 é o nu-
mero irracional v/2.

Proposicio 2.5 O niimero V2 ndo € um niimero racional, isto &,vV2 ¢ Q.

Prova. Suponhamos que v2 € Q, isto €, \/2 pode ser escrito sobre a for-
ma v2 = £ onde p e ¢ sdo nimeros inteiros que nao tem divisor co-

mum, dizemos que p e ¢ sdo primos entre si. Assim, temos:

2 p? . 2 .2
V2 = 70 que equivale a 2¢° = p°.
A tltima expressio implica que p? é par, entdo p é par. Se p fosse impar,
isto é p = 2k +1, temos que p* =2(p*+2p)+1 = 2¢°, 0 que é impossi-
vel, porque nio existe um numero inteiro nao nulo que é par e impar.
Como p = 2stemos que

2¢° = p? = (25)% = 45% 0 que equivale a ¢* = 2s?

Com o mesmo raciocinio, também percebemos que g é par, isto
é, ¢=2r.Entdo, 2 é um divisor comum dos numeros p e g. Como
p e qsdo primos entre si, temos entdo uma contradi¢io. Em conclusio,

o nuimero v?2 nio é um ndmero racional, isto é, V2 ¢ Q. C.Q.D.

Lembra-se que a raiz quadrada de um nimero real a é um nimero
Unico e nio negativo r que, quando multiplicado por si préprio, se iguala a
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a,isto é,7 X 7 = a. Todo numero real ndo negativo possui uma tnica raiz

quadrada nio negativa, a qual é denotada pelos simbolos:
r= \/a = a%‘

Podemos dizer que encontramos nimeros que nio podem ser
representados na forma 2, ¢ # 0, p, ¢ € Z, tais como V2, V3, m. Es-
ses numeros formam o conjunto dos nimeros irracionais. Da uniio
do conjunto dos nimeros racionais com o conjunto dos nimeros
irracionais resulta o conjunto dos nimeros reais, como veremos a

seguir.

2.5 0 conjunto dos numeros reais R
2.5.1 Definicdo axiomatica dos numeros reais

Em geral, apresentaremos o conjunto dos ndmeros reais R
como sendo o conjunto dos nimeros identificados com os pontos da
reta numérica. Esta forma se deve ao fato de que os ntimeros racio-
nais sio identificados de forma simples como pontos da reta numérica,
usando os conhecimentos da Geometria Plana. No entanto, o conjunto
de inteiros Z é matematicamente construido a partir dos nimeros na-
turais N, entdo o conjunto Q é construido a partir dos inteiros, por um

método matematico algébrico.

A construcio do conjunto dos nimeros reais é extremamente
técnica e pode ser realizada com uso de virios métodos. Assim, essa
construc¢io nio pode fugir do escopo de um curso bésico de cilculo. A
seguir apresentamos a construcio axiomatica, do conjunto dos niime-

ros reais, bem como suas defini¢des e propriedades.

Observacio 2.1 Axioma: E uma afirmagdo que admitimos verdadeira, sem

demonstracdo.
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No conjunto dos nimeros reais introduzimos duas operacdes,
chamadas de adi¢do e multiplica¢io, que representam uma extensiao
natural das operacdes de adicio e multiplicacio de Q. Essas operacoes

satisfazem os axiomas a seguir:

Definiciao axiomatica dos nimeros reais R. As operacdes de adicio

e multiplicacio de R satisfazem os seguintes axiomas:

AXIOMA de Fechamento: Sejam «a, b € R, existe um, e somente um,
numero real denotado por a + b, chamado de soma, e existe um, e
somente um, nimero real, denotado por ab (ou a x b, ou a.b), chamado
de produto.

AXIOMA 1. Associatividade da adicdo: Se g, b, c € R, entdo
a+ (b+c) = (a+b)+c.

AXIOMA 2. Comutatividade da adicao: Se a, b€ R, entido a+b = b+a.

AXIOMA 3. Existéncia de elemento neutro da adiciao: Existem 0
em R tais que a +0 = g, para qualquer a € R. O 0 (zero) é elemento

neutro da adicao.

AXIOMA 4. Existéncia do elemento oposto ou simétrico: Todo a

em R, tem um simétrico, denotado por -q, tal que a + (-a) = 0.

AXIOMA 5. Associatividade da multiplicacio: Se g, b, c€ R, entio
a.(b.c) = (a.b).c.

AXIOMA 6. Comutatividade da multiplicacdo: Se g, b € R, entdo
ab=ba.

AXIOMA 7. Existéncia de elemento neutro da multiplicacio:
Existe 1 em R tal que a.1 = g, para qualquer a€ R. O 1 é elemento neu-

tro da multiplicacao.
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AXIOMA 8. Existéncia do elemento inverso: Todo a# 0 em R, tem

um inverso, denotado por 1 oua~!, tal que a. 1 =1(ouaat=1).
a a
AXIOMA 9. Distributividade: Se g, b, c€ R, entio a.(b+c) = a.b + a.c.

Com estes axiomas as operacdes de adicio e multiplicacio defi-
nem em R uma estrutura de "corpo comutativo".

Observacao 2.2 Vimos nos pardgrafos 3 e 4 que os Axiomas precedentes
sdo propriedades verificadas pelo conjunto dos niimeros racionais Q, porque
a adi¢do e a multiplicacdo em Q sdo definidas a partir da adicdo e da multi-

plicacdo dos niimeros inteiros.

Observacio 2.3 Os quatro axiomas 1-4 referem-se a operacdo adi¢do; os
quatro seguintes 5-8, a operacdo multiplicacdo. O iltimo axioma 9 relaciona
as duas operacdes; lembre que este axioma também ¢ conhecido como "distri-
butividade", ou seja, "colocar em evidéncia"

E quanto as outras duas operacdes conhecidas em R, ou seja, a
subtracdo e o quociente de dois nimeros reais? Esses casos sio resolvi-
dos, a partir da adicio e da multiplicacdo de R. Assim, podemos definir
as operacoes de subtracio e de divisdo em R. A subtracio é definida da

seguinte forma:

Definicao 2.4 Subtracio. Na verdade, a subtracdo € a operacdo inversa da
adicdo, que consiste em "subtrair’ em vez de "adicionar”. A subtracdo € defini-

da usando a adicdo e o simétrico, da seguinte maneira:
a-b=a+(-b), para todos a, be em R.
E o quociente de dois nimeros reais é definida por:

Definicao 2.5 Quociente. A divisdo € a operacdo inversa da multiplicagdo,
que consiste em "dividir" ao invés de "multiplicar”. A divisdo ¢ definida usan-

do a multiplicacdo e o inverso, da seguinte maneira:
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=ab™, paraa, b#0 em R.

A definicio 2.1 da soma e do produto dos quocientes dos numeros ra-
cionais também se estende aos quocientes dos nimeros reais.

Definicao 2.6 Sejam o = % e = 2, comb>0ed>0, dois niimeros de

a C
R. Definimos a adicdo e a multiplicacio de @ = + e 8 = = como sendo o

b d

seguinte niimero real:
+ﬁ_a+c_ad+bc B_ac_ac
CTPEYTYT T d ST d T b

Vamos estender algumas propriedades dos niimeros racionais

para dar as primeiras propriedades dos numeros reais.
Proposicao 2.6

1) O zero, elemento neutro da adicdo, ¢ tinico.

2) O oposto de um niimero real € iinico.

3) Vale a lei do cancelamento para a adicdo, isto ¢,

Sex+t=y+tentdox=y
4) Vale a lei do cancelamento para a multiplicacdo, isto ¢,
Sex.t=y.t ondet# Oentdox=y

5) O elemento 1, o elemento neutro da multiplicacdo, € iinico.

6) O inverso de cada niimero real ndo-nulo ¢ tinico.

7) Se x.y = 0 entdo x = 0 ou y = 0.

8) Para todo x € R temos -(-x) = x.

9) Para todo x € R, com x # 0, temos (x™')~" = x.
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10) Para todo x, y € R, temos -(x + y) = —x — y.
11) Para todo x, y € R, temos - (x.y) = (-x).y = x(-y).

Para a provar as propriedades da Proposicio 2.6, todos os pro-
cedimentos de resolucio sao semelhantes aos realizados com os nime-
ros racionais, e se originam nos axiomas ou propriedades dos nimeros

reais.

2.5.2 Propriedade dos niumeros reais

Para todo ntiimero real a O sabemos que:
ad=axa,d®=axaxa.
—— —_———
2 vezes 3 vezes
De maneira geral, para todo nimero real a e todo ndmero natu-
ral n, o namero a" é definido da seguinte maneira:

Definicao 2.7 Poténcia. Para todo a€ R, com a# 0, e todo n€ N:

®=1e a"=axax..xa se n>1.
—_——

n vezes

Dos axiomas dos niimeros reais, varias propriedades usuais sao
conhecidas. Assim, com os axiomas de R, temos as seguintes proprie-
dades

Proposicao 2.7 Identidades notaveis. Sejam a, b niimeros reais. Entdo:
1. (a+ b)? = a® + 2ab + b2
2.(a-b)2=a?-2ab+ b2
3.a2-=(a+b).(a-D).

Prova. Sejam g, bem R.
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1) Pela definico 2.7 temos que (a + b)2 = (a + b). (a + b). Com a aplica-

¢io do Axioma 7 da distributividade duas vezes sucessivamente, temos:
(a+b)2=(a+ D). (a+b) =ala+ b) + bla+ b) = a.a+a.b+b.a+b.b,

e usando a definicdo 2.7 e o Axioma 2 da comutatividade dedu-

zimos que:
(a+b)2= a2+ ab+ab + b? = a® + 2ab + 2.

2) Pela definicdo 2.7 temos que (a - b)2 = (a - b). (a - b). Com a
aplicacdo do Axioma 7 da distributividade duas vezes sucessivamente,
temos:

(a-b)2=(a-b).(a-b)=ala-b) —bla-b)=aa-ab-ba+(-b).(-b),

e usando as regras de sinal, a definicdo 2.7 e o Axioma 2 da comutati-

vidade deduzimos que:
(a-b)2=a?-ab-ab+ b? = a2-2ab+ b2.
3) Aplicacio do Axioma 7 da distributividade temos:
(a+b). (a-b) =ala—b) + bla—b) = a.a- a.b+b.a+b.(-D),

e usando as regras de sinal, a definicdo 2.7 e o Axioma 2 da comutativi-
dade deduzimos que (a+b). (a-b) = a2 - a.b+a.b- b2 = a2 — P2,

C.Q.D.

As técnicas de demonstracio da proposi¢do anterior também

permitem estabelecer as seguintes identidades:
1. (a+b)3 = a3 +3a2b +3ab2+b3.
2. (a-b)3 = a3- 3a2b +3ab?-b3.

3.83-B=(a-b)(a®+ab+ ). =
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As demonstracdes das identidades notdveis 1) e 2) sdo feitas

também por meio de cilculos direto usando a Defini¢do 2.7:
(a+b3=(a+b).(a+b2e(a-b3=(a-b).(a- b2

Em seguida, o uso das identidades notaveis 1) e 2) da Proposicio 2.7,
bem como os axiomas da comutatividade, da associatividade e da dis-

tributividade, possibilitam a obtencio do resultado.

De fato, as identidades notaveis da Proposicio 2.7 e as identidades pre-

cedentes sio parte das férmulas mais gerais.

Observacao 2.4 Para todo niimero inteiro n > 4, podemos provar as impor-

tantes identidades:
1(a+b)" = a™+na" *b+n(n—1)a" 26>+ ...+ n(n—1)a*" 2 +nab™ ' +b".

2 (a—b)"=a"—na""'b+n(n—1)a" 2 + ... +n(n — 1)(=1)"2a?" 21
n(_l)n—labn—l + (_1)nbn‘

n no__ n—1 n—2 n—372 2 pn—3 n—2 n—1
3)a" =" =(a—b)(a" +a" b+ a" TV + .+ @t + a0

paranz22.

As precedentes identidades sio frequentemente encontrada em
diferentes capitulos do Calculo, como por exemplo, no capitulo sobre

o estudo de sequéncias geométricas.

As expressdes das identidades notaveis sdo relacionadas as po-
ténciais, sendo que as poténciais de ordem superior possuem as seguin-

tes propriedades:

Proposicio 2.8 Propriedades do Poténcial. Sejam a, b niimeros reais.

Entao:
1. Para todo niimero natural m > 0 e n > 0, temos a™.a" = a™™"

2. Para todo niimero natural m > 0 e n 20, temos (a™)" = a'™.
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3. Para todo ntimero natural n > 1 temos (a.b)" = a™.b".

4. Seb # 0, para todo niimero natural n> 0, temos(%)" = (Z_"

Prova. Sejam g, bem Re m>0n>0emN.

0+0

1) Se m = n =0, pela definicio 2.7 temos a’.a” = "™ = " = 1. Também,

sem = 0 e se n > 1 pela definigdo 2.7, temos a°.a™ = 1.a" ¢ a®" = a”,

04" = q". Suponha que m > 1 n > 1, entdo pela defin-

assim a’.a” = a
¢io 2.7 temos:,

a™.a" =(axax..xa)axXax..xa),

m vezes n vezes

e pelo Axioma 3 de associatividade, deduzimos que:

a"ad'"=axax..xa=a""
N——

m-+n vezes

2) Sem = 0 ou n = (), pela definicio 2.7 temos (a’)" = a"" ou (a™)* = a™",

Entdo, deduzimos que: (1)" =a’ =1 ou (")’ =a™’ =a’ =1,

(@"=(axax..xa)"=(axaX..xa)x..x(@xaxX..xa),
—_————

m vezes m vezes m vezes

e pelo Axioma 3 de associatividade, deduzimos que:
(@™)"=axax..xa=am""
m.n vezes
3) Se n= 0, pela definicio 2.7 temos a’.t° = (a.b)” = 1. Suponha que n> 1,
entio pela defin¢io 2.7 e a combinacio do Axioma 2 da comutatividade
e do Axioma 3 da associatividade, deduzimos o resultado:

(ab)"=abxabx..xab=aXax..Xxabxbx..xb=a"b"

n vezes n vezes n vezes

4) Suponhab # 0 e seja um nimero natural 7 > 0. Se n = 0, pela defini-

af

@0 27temos(4)" = 1 e %5 = 1 = Lassim ()" = ’;—z = 1Sen>1,

pelas definicoes 2.6 e 2.7, e a combinacio do Axioma 2 da comutativi-
dade e do Axioma 3 da associatividade, temos:
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axaXxX..Xa
N— —

n vezes

a a a a
()= XX —=— =
b b b bXxbx..xb b

n vezes n vezes

Se a # 0, para todo numero natural n > 0, usamos a se-

guinte notagio (a)" = (;)" =a". Assim, podemos escrever:

a a” 1 1 —
(z)" =&m=a" X5 =4d"b
C.Q.D.

Proposicao 2.9 Propriedades da raiz quadrada. Sejam a, b niimeros

reais. Entdo:
1. Se a > 0 temos (v/a)? = a.
2. Se a>0temosVa? = a.

3.a >0 e b>0,temos Vab = \a.Vb.

Prova.
1) Seja a > 0 e 7 = \/a, entdo, pela definicio 2.7 temos r x r = r? = q,
entio (vVa)* = a.
2) Sejama >0er = Va?, como
r? = (\/a_Q)2 =a?,

deduzimos que a raiz quadrada r = Va? de a*é igual a a, isto é, Va? = a.

3) Sejam Se a>0,b>0ecr =+ab,r,=+/a.v/b. Temos que
2 \/_2
ri =VvVab = abe

2 = (Vavb)? = \/62.\/52 = a.b.

Assim, 1 = Va.b e ry = \/a.Vv/bsio raizes quadradas de a.b. Como a raiz
quadrada de a.b é dnica, deduzimos que Va.b = va.Vb. C.Q.D.
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Temos que ter muito cuidado com o problema da raiz quadrada.
Para o caso a < 0, a expressio (Va2) ser4 discutida no préximo Capitulo.
Agora, o que acontece com as identidades da Proposicio 2.8, quando
m, nsdo inteiros? Veremos mais adiante que as propriedades da Propo-
sicdo 2.8 permanecem vilidas para os nimeros inteiros.

2.5.3 Consideracoes finais

A - Definicio axoiomatica de R e sua estrutura de corpo. A defi-
nicdo axiomadtica dos nimeros reais é uma maneira usual e mais sim-
ples de apresentar as definicdes e propriedades referentes ao conjunto
dos nuimeros reais R. Por outro lado, as propriedades das precedentes
proposi¢des conferem ao conjunto dos nimeros reais uma estrutura
algébrica interessante, que é conhecida como: Corpo. De maneira mais
precisa, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.2 O conjunto R dos niimeros reais, munido da operacdo de adi-

¢do e da multiplicacdo € um Corpo Comutativo e Unitario, e escrevemos
(R, +,.).

Observacao 2.5 Porque as palavras comutativo e unitdrio?

a) Comutativo: porque a multiplicacdo € comutativa, isto é, a.b = b.a para todo
abemR.

b) Unitdrio: porque o niimero 1 € o elemento neutro da multiplicacdo, isto é,

la=a para todo a em R.

A terminologia do corpo comutativo e unitdrio € mais geral. A teoria do corpo ¢

uma drea importante da matemdtica, que tem vdrias aplicacdes tedricas e prdticas.

. . . p 1 . .
B - Racionalizar os quocientes. Para o nimero T O denominador é

irracional. Seja a > 0 um ndmero real, temos, que:
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L 1 Vi_ Vi _\a

TV VE TV e

. , 1 a . .
Assim, o nimero 7= % tem um denominador sem raiz quadrada. De
maneira semelhante, por exemplo, temos que:

1 1 n,f\/zi a—0b a—b

a+ﬁ:a+ﬂxa7\/57(a+\/5).(a—\/§)7 a2—b’

- . ~Vb
paratodo a, b€ Rcomb > 0 e a® # b. Entdo, o quociente iﬂ :/b_ tem um

denominador sem raiz quadrada.

Esta técnica chamada de racionalizacio, é muito util em célculos
numéricos, especialmente aqueles relacionados ao Calculo Diferencial

e Integral.

C - Operacodes com numeros irracionais. Como ji sabemos, o con-
junto R dos niimeros reais; compde-se de nimeros racionais e irracio-
nais. Lembre-se que um ntimero irracional é aquele que nio é racional,
ou seja: dado um nimero real, ele sé tem duas possibilidades: o nimero
é racional ou o nimero é irracional, e este "ou" é exclusivo [No vo-
cabuldrio matematico o "ou" exclusivo indica que uma possibilidade
exclui a outra, isto é, se satisfaz a primeira possibilidade nao pode satis-

fazer a segunda e vice-versa].

Com o conjunto dos nimeros racionais, sabemos que quando
operamos nimeros racionais (com as operacdes adi¢io, multiplicacio,
subtracdo, divisio) o resultado é ainda um ntimero racional (as ope-
racdes sdo fechadas em Q). De modo geral, isto ndo acontece com os
ndmeros irracionais. Isto é, a adi¢io e a multiplicacio de dois nimeros
irracionais pode ser um numero racional ou um numero irracional,
por exemplo, sabemos que v/2 é um ndmero irracional, mas:

V2+(—V2)=0€QeV2xV2=2€Q.

No entanto, temos alguns resultados de fechamento do conjun-

to dos ntimeros irracionais.
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Proposicao 2.10 1. A soma de um niimero racional e um niimero irracional

¢ um niimero irracional.

2.0 produto de um niimero racional ndo-nulo por um niimero irracio-

nal € um niimero irracional.
3. O oposto de um niimero irracional € um niimero irracional.

4. Para todo niimero inteiro primo positivo p, tem-se que \/D € um

numero irracional.

Observacao 2.6 Conhecendo niimeros irracionais, e as propriedades da
Proposicao 2.10 podemos "produzir" niimeros irracionais. Escolha por exem-
plo o niimero irracional, V2; para cada niimero racional a # 0, teremos os
irracionais a + v/2 e a.\/2. Isto significa que, para cada niimero irracional

escolhido, podemos construir uma infinidade de outros irracionais.

D - Relacio de ordem em QQ e de ordem em R. Lembre-se que te-
mos uma relacio de ordem em Z, que também se estende aos nimeros
racionais Q. A relacio de ordem em Q foi realizada a partir das opera-
¢Oes sobre os numeros racionais e a comparacio dos numeradores, que
sdo numeros inteiros. A relacio de ordem em Z e Q é baseada sobre a
comparacio de dois ntimeros a e b, em ambos os conjuntos, trata-se de

comparar b- aa0. Assim, para ae bem Z e Q, podemos observar que:

a<b&s0<b—a.

Com a precedente relacio é possivel determinar a ordem em R

fazendo apenas a operacio de subtracdo e comparar o resultado com 0.

No préximo capitulo, vamos definir da mesma maneira a rela-
¢do de ordem em R e estudar varias propriedades em R.
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2.6 Exercicios

Exercicio 2.1 Numeros racionais. Efetue os seguintes cdlculos:

1 3 5 4 6 277 55
A=—_2  pB=2_2x2 —52x 125 x —~ — 22
54 373 %7 O=h T xIBxgEoo

Solucao. As regras de cilculo das fracdes e das poténcias nos permitem ter:

_ 1ix4 _ 3x5 _ 29
¢ A=FT — 5T o

e B0 _24_5x1_2u_1

3 21 3xT7 21 21°

002572X53X§%75X11:27711:

52 5 5

1=

Exercicio 2.2 Numeros racionais
1) Seja o niimero r= 7, 202 202 ... 202.... Mostrar que o niimero r € racional.
2) Seja o niimero r = 2,427 27... 27.... Mostrar que o niimero r € racional.

Solucdo. A Proposicio 2.1 afirma que qualquer numero que tenha
uma escrita decimal periédica é um ndmero racional. Como os niime-
ros deste exercicio tiverem uma escrita decimal periddica, usaremos o

método utilizado no exemplo apresentado na Proposicio 2.1.
1) Para o ntimero r =7, 202 202 ... 202..., temos:

1000 x r- r=7202, 202...202... -7, 202 202 ... 202....

7195

Logo, obtemos 10007 - r = 7195, e assim deduzimos que r = 999

2) Para o nimero r= 2,427 27 ... 27..., temos:

1000 x r - 10r = 2427, 27... 27... - 24,27 27 ... 27 ...

Logo, obtemos 10007 - 107 = 2403 deduzimos que r = 2949003

Exercicio 2.3 Determine a fracdo geratriz de cada dizima periédica.
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(1) 0,777...., (2) —1,222., (3) 3,25555...,

(4) —16,2323...., (5) 4,18282...., (6) —2,516516....

Solucdo. Ao aplicar o método do exercicio anterior, obtemos os se-

guintes

(1)0,777.... = g (2) —1,222... = 7%7 (3) 3,25555... = %,
1607 4141 2514

4)—-16,2323.... = ——— 4,18282.... = —, —2,516516.... = ———.

(4) —16,2323 5o (54,1828 g0 (6)—2,516516 599

Exercicio 2.4 Classifique cada um dos nimeros a seguir em racional ou

irracional.
16 15 5 9
1) — 2) —— 4) —3:= Z.
M3 @ -5 ®VE @ -3 6
3 52 2
© -2 MV eV @2 a2
Solucio. Os seguintes niimeros reais sio nimero racionais:
Lo 59 3052
5’ 11’ 9" 4 g8 9’

Os seguintes niimeros reais s3o nimero irracionais:

V3, VB, VT, 72.

Exercicio 2.5 Numeros naturais, inteiros, racionais e irracio-

nais. Observe o conjunto A e responda:

—14 21 24
A={—— —, 2,v16, —
(== 7/“"/_7 12
1) Quais elementos sdo niimeros naturais?

2) Quais elementos sdo niimeros inteiros?
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3) Quais elementos sdo niimeros racionais?

4) Quais elementos sdo niimeros irracionais?

Solucio.
. . = , .21 24
1) Os seguintes ndmeros sao nimeros naturais: - V16, -,
. , = , . —-14 21 24
2) Os seguintes nimeros sio niimeros inteiros: - 7 V16 3o
. , = , . . —14 21 24
3) Osseguintes nimeros sio nimeros racionais:—-, —, v16, 7.

4) Os seguintes numeros sio nimeros irracionais: , V2.
Exercicio 2.6 Numeros irracionais.

Sabemos que /3 ¢ irracional.

1) Mostrar que os niimeros 2 + V3, 2v/3 sdo irracionais.

2) Seja r um niimero racional. Mostre que r + /3 ¢ irracional.

Solucido. Aqui aplicamos um raciocinio pelo absurdo. 1) Supo-
nha que 2++v3 é um numero racional, entio temos 2+v/3 = %, onde
P, p € Zeq€E Z" Logo, temos V3 = £ — 2 = 22 € Q, ou seja, V3 é um
ntmero racional. O que é uma contradi¢do. Assim, 2 + v/3 é o ndmero

real irracional.

De maneira semelhante, suponha que 2v/3 ¢ um nimero racional, entio
temos 2v3 = £ onde p € N e ¢ € Z™. Logo, temos v3 = £ € Q, ou seja,
V3 é um ntmero racional. O que é uma contradicdo. Assim, 2v/3 é o
ndmero real irracional.

2) Suponha que  + v/3 é um ndimero racional, entio temos r + V3 = £,
ondepeNegqe Z*.Logo,temosﬁzgfr:% €Q, ouseja,\/géum
ntimero racional. O que é uma contradi¢do. Assim, r + v/3 é o ndmero

real irracional.
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De maneira semelhante, podemos provar que rv/3 é um ndmero
real irracional.

Assim, a partir do nimero irracional v3, podemos construir um

numero infinito de nimeros irracionais.

Exercicio 2.7 Sabemos que T € um niimero irracional. Mostre que os niime-
ros 3+ T e 3w sdo irracionais.

Solucio. Aqui também aplicamos um raciocinio pelo absurdo.

Suponha que 3 + 7 € um ndmero racional, entdo temos 3 + 7 = £,

onde p € Z e g€ Z" Logo, temos 7 =5 —3="2"2€Q,, ou seja, 7 é
um numero racional. O que é uma contradicio. Assim, 3+  é um nd-

mero real irracional.

De maneira semelhante, suponha que 37 é um ndmero racional,
entdo temos 37 = £ onde p € Z e q € Z". Logo, temos T = £ eQou
seja, T é um numero racional. O que é uma contradicio. Assim, 3m é

um ndmero real irracional.

Com os exercicios 2.6 e 2.7, podemos concluir que de maneira geral, a
partir de um nimero irracional qualquer, podemos construir um nu-
mero infinito de nimeros irracionais.

Exercicio 2.8 Seja x e y dois nimeros racionais distintos, tais como v/=

e /¥ sdo irracionais.

1) Consideramos os dois niimeros reais Vi + \/y e\r— \/ﬂ Mostre que o
produto deles € racional e a sua soma € irracional.

2) Mostre com exemplos, que \/Z.\/y pode ser um niimero racional ou um
numero irracional.
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Solucao.
1) Temos
(Vi) (Vi—/B) = VT —/5" =2—y € Q e (VI+/5)+(Vi—/5) = 2v/7 ¢ Q.

Logo, o produto de vz + /¥ e V& — \/y é racional e a soma de vz + /¥ e
VT — \/J é irracional.

2) Sex =4ex =09 temos 7.,/y =2x3=06 € Q, assim o produto
V.\/Y é racional.

Sex=4ex =3temos Vi.y/j=2x3=6¢Q, assim o produto
VT.\/y é irracional.

Exercicio 2.9 Numeros racionais e irracionais. Quaisquer que sejam
o racional e x e o irracional y. Para cada uma das afirmacdes abaixo assinale
com V, quando Verdadeira e com F quando for Falsa. Tente encontrar justi-

ficativa para cada uma dessas afirmacoes:
1) x+ 2y € um niimero racional.
2) x - y+ V2 ¢ um niimero irracional.
3) y.y € um niimero irracional.
4) x+ y € um niimero irracional.
5 x+ y € um niimero racional.
Solucdo.

1) x 4 2y é racional. Falsa. De fato, se z + 2y = £ ¢ um ndmero racio-

xz

nal, temos y = 2. — 3 € Q, o que é impossivel

2) z—y+v2 é um ndmero irracional. Falsa, se y=+V2, temos

T—y+v2=2€Q.
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3) yy é um ntmero irracional. Falsa, se v =+v2, temos

yy=v2/2=2€Q,

4) x + y é um ndmero irracional. Verdadeira, de fato, se v +y = § é
um ndimero racional, temos y = ¢ — = € Q, o que é impossivel.

5)  + y é um nimero racional. Falsa, por que seguinte 4), z + y é um

numero irracional.

Exercicio 2.10 Sejam a e b dois niimeros irracionais. Prove que, se a + b €
um niimero racional, entdo a — b € um niimero irracional.

Solucao.

Suponhamos que a - b fosse racional, ousejaz = a — b € Q. Como por
hipétese a + bé racional, temos que (a + b) + (¢ — b) = 2a € Q, 0 que é uma
contradicio, ja que 2 € Q e a € R — Q, pela afirmacio 2 da Proposicio
2.10, temos 2a € R — Q. Logo, o niimero real a — b é irracional.

Exercicio 2.11 Distributividade. Usando a distributividade, efetuar os

seguintes cdlculos:
1. A =5(2v5 - 5v2)..
2. B =2(2v2 - 6).
3.C = (2v/5 + 5v/2)V/10.
4.D = (V2 - /3)(2v5 - 3V6).
5.E=(1+V3)(V2+1)
6. F = (3v2+V3)(2v3 — V2).
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Solucao. Aplicando a distributividade, temos:
1. A=+5(2V5 - 5v2) = 10 — 5v/10.
2. B=+2(2v2—-V6) =412 =4 —2/3.
3. C = (25 + 5v2)V10 = 10v2 — 41/5.
4. D= (V2 —3)(2v/5 — 3v6) = 2¢/10 — 21/15 — 6+/3 + 9/2.
5 E=(14+V3)(V2+1)=1+v2+V3+6.
6. F=(3v2+3)(2v3 - v2) = 5V6.

Exercicio 2.12 Produtos notaveis Seja um niimero real a . Provar que:
l.(a—2)(a+2) =a®—4.
2.3+ a)?=a’>+6a+9.
3.(a—5)? = a® — 10a + 25.

Solucio. Aplicando as identidades notéveis, temos:
1.(a—2)(a+2) =a®—2a+ a®> + 2a = a® — 4.
2.3+0a)2=3+2x3xa+a®>=a’>+6a+9.

3.(a—5)?=d>-2x5xa+5%=a®>—10a + 25.

Exercicio 2.13 Produtos notaveis. Usando os produtos notdveis, efetuar

os seguintes cdlculos:

L.A=(V3- VB)(V3+ V).
2.B=(V2-VI(WI+ V).
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3.C = (V2+V3)2

4.D = (2V5 +V/3)2

5.Sejam a, bE€R, b >0, E = (a+ vb)>.

6. F = (a — v/b)?, para todo a, b € R, com b > 0.
Solucio. Aplicando as identidades notaveis, temos:

1A= (V3-VB)(V3+vB) =v3 - V5 = 2.
B=(VZ-V3(V2+V3) =v2 -3 = -1
.C=(V2+V3)?=5+2V6.
- D= (2v5+V3)? =23 +4V15.

.Sejam a, b e R, b> 0, E = (a + VD)2 = a® + 2a\/b + b.

A W N

6. Para todo a, b € R, com b > 0, temos H = (a — v/b)? = a® — 2av/b+ b.

Exercicio 2.14 Poténcia e raiz quadrada. Seja o niimero real a > 0.
Provar que:

1.(Va)™ =a".
2. (Va2) = a™.

Solucdo. 1) Se n, m > 0, sabemos que (a™)" = a™, Logo, temos

(Vo = (Va')" =a",

2) Se n, m >0, sabemos que (a™)" = a™" e Vb* = b, para todo b> 0. Logo,

temos vVa2" = (y/a")? = a", por que a” > 0. =
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Exercicio 2.15 Raiz quadrada. Sejam os niimeros reaisa>0 e b> 0.

1. Provar que:\@ = %}
2. Deduzir que \/% = %

Solucao.

1) Sabemos que Va x b = v/a x Vb, para qualquer nimeros reais a, b> 0.

b / 1 1

1= \/; =4/bx 7= Vb x \/;
11

Logo, temos: ﬁ v

2) Sabemos que va x b = /a x Vb, para qualquer nimeros reais a, b > 0,

et

Aplicando \/% = %, deduzimos: % = \/7?

Logo, temos:

temos:

Exercicio 2.16 Raiz quadrada e quocientes. Provar que:

{1 _ _5-v2
5+v2 23
5 1 _ 542
"5—2 23

Solucdo. Aqui vamos aplicar a identidade notavel (¢ — b)(a +b) = a® — V%,

1) Temos:

11 X57\/5 52 _5—2
54V2 54+V2 5-v2 (5+V2)x(5-v2) 23

1) De maneira semelhante, temos:

1 1 5+v2 5+V2 5+V2

5-vV2 5-v2 5+v3 (-2 x(+v2) 23
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Exercicio 2.17 Raiz quadrada e quocientes. Sejam os niimeros reais a > 0
e b> 0. Provar que:

_ a®>-b
La+vb= =
_ a®-b
2.a—ﬁ—a+\/g.

Solucio. Aqui vamos aplicar a identidade notével (@ — b)(a +b) = a* - b%,

1) Temos:

a+\/5=(1,+ﬁxa7\/l—)_(a+\/5)(a*\/5) a®>—=b

N a—vb Ca-Vb

1) De maneira semelhante, temos:

_ a+vb (a—Vb)(a+vb) a®—b
a—Vb=a \/}_)Xa-&-ﬂ_ > =T

Aplicac¢des. Com uma computacio semelhante, temos:

B 5-v2  (6-v2)(5+v2) 23
5+\@75+\/§><57\/§7 =73 =57

e
- S 54v2  (5+v2)(5—-v2) 23
5-v2=5 \/EX5+\/§_ 5+4v2 5442

Observacao 2.7 Essas manipulacdes sdo importantes quando lidamos com
algumas situacoes que aparecem na disciplina de Calculo.
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CAPITULO 3

Propriedades de ordem em R e suas
aplicacoes

—| Objetivos I

Trataremos aqui da relacio de ordem em R, particular-
mente, das propriedades de ordem, de valor absoluto e dos sub-

conjuntos importantes de R, tais como os intervalos numéricos.

3.1 Preliminares

Lembre-se que geometricamente, o conjunto dos nimeros reais
pode ser visto como uma reta, através de uma correspondéncia entre

os nuimeros reais e os pontos da reta:

Em outras palavras, os nimeros reais podem ser representados

por pontos sobre uma reta, na qual:
(1) A direcdo positiva (a direita) é indicada por uma flecha;

(2) Escolhemos um ponto de referéncia arbitrario, O, denominado ori-

gem da reta, que corresponde ao nimero real 0;
(3) Dada qualquer unidade (conveniente) de medida, temos que:

a. cada nimero positivo x é representado pelo ponto da reta que

estd a x unidades de distancia a direita, da origem O;
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b. cada ndmero negativo -x é representado pelo ponto sobre a
reta que estd a x unidades de distancia, a esquerda, da origem O. Assim,
todo nuimero real é representado por um ponto sobre a reta, e todo
ponto M sobre a reta corresponde a um Gnico nimero real. O nimero
real associado ao ponto M é chamado coordenada de M.

Definicao 3.1 A reta € chamada reta dos ndameros reais, ou simples-

mente reta real.

Em geral, identificamos o ponto com sua coordenada e pensa-
mos em um ndmero como um ponto na reta real.

A utilizacdo da reta para expressar o conjunto R, que significa
que a cada numero real associamos um tunico ponto da reta e a cada
ponto da reta associamos um tnico nimero real, é largamente utiliza-
do em todas as séries do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Mas,
como acabamos de lembrar, com este modelo, os niimeros reais nio
estdo colocados aleatoriamente sobre a reta: é preciso definir um ponto
que seri associado ao zero e uma unidade, que serd o 1, como ja sabe-
mos. A partir disso os nimeros reais podem ser associados aos pon-
tos, seguindo uma certa ordem. Isto significa que, dados quaisquer
dois numeros reais, sabemos "qual vem antes", ou, em lingua-
gem mais adequada, “qual é o menor". Ji sabemos como localizar
os numeros racionais na reta; os pontos que "sobram" apds a identi-
ficacdo dos racionais serdo "preenchidos" pelos irracionais. Assim, os
ndameros reais estao dispostos na reta da esquerda para a direita,
do menor para o maior, como acontecia para os outros conjuntos
numéricos. Esta "ordem" é que vamos estabelecer formalmente agora.
Isto serd feito com um cuidado especial: queremos que esta ordem per-

maneca a mesma que estabelecemos para os numeros racionais.

Para tanto, vamos tomar como axioma a existéncia de um de-
terminado subconjunto de R (o conjunto dos nimeros positivos) que

88



goza de determinadas propriedades em relacio as operagdes; a partir
deste axioma, definiremos uma relacio de ordem em R: a conhecida
relacdo "menor do que ou igual a”, e denotada por <

3.20rdem em R
3.210rdem e comparacio em R

Axioma 3.1 Axioma de ordem. No conjunto dos niimeros reais, existe
um subconjunto denominado de conjunto dos niimeros positivos, tal que, as

seguintes condicdes sdo satisfeitas:

(1) Dado um niimero real x, entdo teremos exatamente uma das trés possibi-

lidades (ou alternativas):

oux=0, ou x épositivo ou -x épositivo;
(2) A soma de dois niimeros positivos € positivo: Se a>0e b> 0 entdo a+b> 0
(3) O produto de dois niimeros positivos € positivo: Se a> 0 e b> 0 entdo a.b > 0.
Definicao 3.2 Um niimero real a € negativo se, e somente se, -a € positivo.

Observamos que o axioma de ordem expressa a comparacio de
um numero real x com 0 ou -x com 0. No entanto, surge a questdo da
comparacio de dois nimeros reais a e b entre eles, em outras palavras,
comparar dois niimeros reais a e b é descobrir qual é o maior (ou o

menor) ou se sdo iguais).
Definicao 3.3 Comparacio de dois niumeros reais

(1) Dizer que o niimero a € menor do que niimero b, denotado por a < b, equi-
vale a dizer que a — b< 0, ou equivalentemente: Dizer que o niimero b € maior
do que niimero a, denotado por b > a, equivale a dizer que b- a > 0.
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(2) Dizer que o niimero a € igual ao niimero b, denotado por a = b, equivale

a dizer que a - b=0.

As duas relacdes < e > definem uma ordem entre os nimeros reais e sao
chamadas desigualdades estritas. Também, podemos usar desigual-

dades ndo estritas, da seguinte maneira:

(a) Dizer que o nimero a é menor ou igual ao nimero b, denotado por
a< b, equivale a dizer que a— b<0.

(b) Dizer que o numero b é maior ou igual a0 nimero q, denotado por

b > a, equivale a dizer que b- a2 0.

O simbolo < significa que a < bou a = b, e da mesma forma o simbolo >

significa que b>aoua="b.

Também, as duas relacoes < e > definem uma ordem entre os nimeros

reais e sio chamadas desigualdades nao estritas.
Observacio 3.1 Simbolicamente, escrevemos:

1. a € estritamente menor do que b, se, e somente se,b — a € R* se, e

somente se, a< b.

2. a € estritamente maior do que b se, e somente se,a — b € R™ so-

mente se, a > b.
3. a é menor do que ou igual a b se, e somente se,a< boua="b.
4. a € maior do que ou igual a b se, e somente se, a>boua="b.

Observacao 3.2 Dado um ndmero real a, somente uma das trés afir-
macdes ocorre: ele é positivo (@ € RT), ele é negativo (—a € RY ), ou ele é

zero, esta conclusio jé era verdadeira para os nimeros racionais.

Regra Pratica. Conforme ao Axioma de ordem, comparar dois nime-
ros reais a e b equivale ao estudo do sinal de a - b, isto é:
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(a) Se a- b> 0, entdo isso indica que a > b,
(b) Se a - b < 0, entdo isso indica que a < b,
(c) Se a- b=0, entdo isso indica que a = b.

Em outras palavras, o axioma de ordem garante que uma e somente
uma das afirmacdes ocorra:

(a) b- aé positivo, ou seja, a < b,
(b) b- a é negativo, ou seja, — (b— a) = a - b é positivo, entdo b < a
(c) Se a- b=0, 0ouseja, a=b.

Por exemplo, comparar os seguintes nimeros:
27 17

(1) a gebZE, 2)c=2V3ed=m (3)g=a’*+b*eh=2ab.

Indicacao: Use para esses dois nimeros irracionais, as seguintes apro-
ximacdes v/3 = 1,7320 e m = 3, 1416.

27 17
Solucio. (1) Comoa = = eb= 3 s30 nimeros racionais, podemos usar as

propriedades de ordem em Q. Assim, com m=27x3=8len=5x17 =85,

temos que:
27 17 81 8 4
)
“ 5 31 B 10
. 27 17
Comom —n = 81 — 85 = —4 < (0 deduzimos que a = 7 < b= 3
. . . , 27 17
Outro método, usando a escrita decimal dos nimerosa = — e b = 5 te-

mos que a = % =54eb= 1?7 = 5,6666..., assim:
a—b=>54—5,6666... = —0,2666... <0

Como a - b < 0 podemos concluir que a < b.

(2) Como ¢ 22 2v/3 =2 x 1,7320 = 3,464 ¢ d = 7 = 3,1416,, temos:

c—d=2V3— 73464 — 3,1416 = 0, 323.
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Assim, ¢—d = 3,464 —3,1416 = 0,323 > 0 entio 2V/3 > 7, isto &,
c=2/3>d=m.

(3) Sejam g = a® + b* e h = 2ab, onde a e b sio nimeros reais. Usando
a identidade notavel (a — b)? = a® — 2ab + V?, temos:

g—h=a®+b*—2ab=a*>—2ab+b* = (a —b)>
Como g — h = (a — b)? > 0, deduzimos que g = a* + b* > h = 2ab.

Os exemplos anteriores mostram que os nimeros reais a e b po-

dem ser expressdes algébricas.

Exemplo 3.1 Encontre um niimero racional ¢ e um niimero irracional d tais
que a< c< bea<d<b, para os niimeros reais a e b dados, coma<b:

1300 27
La=T5 ¢b=7%
1 1
2.a= @ eb= —9
51 6
Solucido. (1) Usando a escrita decimal dos niimeros a e b temos que
a = 1300 3,125 e b= 27 3,375. Como 1 = 3, 14159... temos que a- < Oe
416 . 8 1300 27
b - 7> 0, assim deduzimos que:a = Tg <Tb=73
(2) Também, usando a escrita decimal nimeros a e b temos que
1 1
a = rilo =3,13725.. e b = Eg = 3,1666666.... Como T = 3, 14159... temos que
9]

. . 160 19
a—m<0eb—m>0 aSSlmdedummosque:a:T<w<b:€‘

Proposicao 3.1 A relacdo de ordem < satisfaz as seguintes propriedades:
1. Relexiva. a < a, para todo niimero real a.
2. Anti-simétrica. a< b e b< a, entdo a = b, para todos niimeros Reais a, b.

3. Transitiva. a< b e b< ¢, entdo a< ¢, para todos niimeros reais a, b e c.
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Observacao 3.3 As trés condicbes da Proposicdo 3.1 caracterizam uma re-
lagdo de ordem em qualquer conjunto. Assim, a relacdo R ¢ uma relacdo de
ordem em R. Além disso, como dois niimeros reais sempre sdo compardveis
pela relacdo <, dizemos que esta ordem € total. A estrutura de corpo e a ordem

total <, fazem de R um corpo totalmente ordenado.

Assim, usando o axioma de ordem, e a Observacio 3.3 anterior,

temos a seguinte propriedade:

Proposicao 3.2 Sejam dois niimeros reais a e b, entdo, temos:
a<boub<aoua=h.

3.2.2 Ordem e as operacdes em R

A relacdo de ordem em R e a operacio de adicio dos nimeros

reais estio relacionadas pelas seguintes propriedades.
Proposicao 3.3 Ordem e adigao. Sejam a, b, c e d quatro niimeros reais.
Entdo, temos:

(1) Se a< b, entdo a + ¢ < b+ c. Em outras palavras, adicionar o mesmo nii-

mero a cada membro de uma inequacdo ndo altera o sinal da desigualdade.

(2) Se a< b, entdo a- c< b - c. Em outras palavras, subtrair o mesmo niimero

a cada membro de uma inequagdo ndo altera o sinal da desigualdade.
(3)Sea<besec<d entdoa+c<b+d.

Prova. (1) Sejam q, be ctal que a< bentdo a— b<0. Vamos comparar
a+ ce b+ ¢. Usando a associatividade da adicio e a distributividade, temos:

(a+0)-(b+c)=a+c-b-c=a-b<O.

Assim, deduzimos que a+ c< b+ c.
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(2) Sejam a, be ctal que a< bentdo a- b<0. Vamos comparar a—ce b- c.

Usando a associatividade da adicdo e a distributividade, temos:
(a-0)-(b-c)=a-c-b+c=a-b<0O.
Assim, deduzimos que a- c<b-c

(3) Sejam a, b, ¢, dtal que a< be c< d, entdo a-b< 0 e c- d < 0. Vamos
comparar a + ce b+ ¢. Usando a associatividade da adicio e a distribu-

tividade, temos:
(a+¢)-(b+d)=a+c-b-d=(a-b) +(c-d)<0.
Assim, deduzimos que a + c< b + d.

C.Q.D.

As desigualdades da Proposicio 3.3 expressam as relacdes de
compatibilidade da adicio com a relacio de ordem em R. Quanto a
compatibilidade do relacionamento de ordem em R e a multiplicacio,

temos a seguinte proposicao:

Proposicido 3.4 Ordem e multiplicacéo. Sejam q, b, ¢ e d quatro niime-

ros reais. Entdo, temos:
(1)Seasbec>0, entdo ac< b.c.

Ewm outras palavras, multiplicar cada membro de uma desigualdade pelo mes-

mo niimero estritamente positivo, ndo altera o sinal da desigualdade.
(2)Seas<bec<0,entdo ac>b.c.

Em outras palavras, multiplicar cada membro de uma desigualdade pelo mes-
mo niimero estritamente negativo, muda o sinal de desigualdade.

(3) Se a, b, c e d sdo niimeros reais positivos tais que a< b e c< d, entdo
ac<bd.
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Em outras palavras, as desigualdades podem ser preservadas pela multipli-

cagdo membro para membro, quando a, b, ¢ e d sdo niimeros reais positivos.

Prova. (1) Sejam a, be ¢ > 0 tais que a < be ¢ > 0. Vamos comparar a.ce
b.c. Como a - b<0, usando a distributividade e as regras dos sinais, temos:

a.c- b.c(a-b).c<O.
Assim, deduzimos que a.c< b.c.

(2) Sejam a, be ¢ > 0 tais que a < b e ¢ < 0. Vamos comparar a.c e b.c.

Como a - b< 0, usando a distributividade e as regras dos sinais, temos:
ac-bc(a-b).c20.
Assim, deduzimos que a.c 2 b.c ou de maneira equivalente b.c < a.c.

(3) Sejam q, b, c e d sdo reais positivos tais que a< be c< d. Vamos com-
parar a.ce b.d. Como a- b<0 e c- d<0, usando a distributividade e as

regras dos sinais, temos:

a.c—bc+bc—bd=(a—0b).ct+b(c—d)<O0.
Assim, deduzimos que a.c< b.d ou de maneira equivalente b.c2 a.d. C.Q.D.

As desigualdades da Proposicio 3.4 expressam as relacdes de
compatibilidade da multiplicacdo com a relagdo de ordem em R. Quan-
to a compatibilidade do relacionamento de ordem em R e a divisdo,

temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.5 Ordem e divisao. Sejam q, b, ¢ e d quatro niimeros reais.
Entio, temos:
(1)Seas<becs0, entiol <

C
Em outras palavras, dividir cada membro de uma desigualdade pelo mesmo

Qo

niimero estritamente positivo, ndo altera o sinal da desigualdade.

95



b

(Z)Seasbec<0,entdo%z =

Em outras palavras, dividir cada membro de uma desigualdade pelo mesmo

niimero estritamente negativo altera o sinal da desigualdade.

Prova. A prova é idéntica a da Proposicio 3.4. Apenas observar que

a b

_—axi Z
“c

. 1
=bx %, e substitua cpor a -
c ’ c

C.Q.D.

As Proposicdes 3.3, 3.4 e 3.5 sdo importante para o cilculo, por
exemplo, na resolucio das inequacdes de 1° grau e de uma classe de
inequacodes de 2° grau, no estudo de variacoes das funcdes usuais e no

estudo das sequéncias numéricas.

3.2.3 Ordem e propriedades de desigualdades usuais em R
3.2.4 Comparacio de g, a? ¢ @

Nesta subsecio aplicamos as regras de compatibilidade da mul-

tiplicacdo com a relacio de ordem em R.

Proposicao 3.6 Seja a um niimero real estritamente positivo. Entdo, temos:
(1) Sea>1, temosa® >a®>>a > 1.
(2)Sea <1, temosa® <a?<a<1.
Paraa=0oua=1 temosa=a%=a.

Prova. (1) Sejaa> 1, com c= a > 0 a desigualdade (1) da Proposicio 3.4
implica que:

axa>1xa=da>a.
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Assim, temos a2 > a > 1. De novo, com ¢ = a > 0 a desigualdade (1) da

Proposicio 3.4 implica que:
adxa>axa=ad>d.
Assim, temos a?>a2>a>1.
(2) Sejaa< 1, com c= a> 0a desigualdade (1) da Proposicdo 3.4 implica que:

axa<lxa=ad<a.

Assim, temos a2 < a < 1. De novo, com ¢ = a > 0 a desigualdade (1) da

Proposicio 3.4 implica que:
a?xa<axa=a <d

Em conclusio, temos a3 < a2 <a < 1. E com uma simples verificacio,

temos que a=a?=a3 paraa=0oua=1.

C.Q.D.

Por exemplo, seja x um numero real tal que 3 < x < 4. Seja

a =4 — x. Compare os numeros a, a? e a3.

Solucio. Como 3 < x< 4 entdo com a multiplicacio dos termos dessa
desigualdade por -1 temos -4 < -x<—3. Assim, a adi¢do de 4 aos termos

dessa Ultima desigualdade implica:

0<a<l, istoé 0<4—a<I1.

Como 0 < a <1, a aplicacdo da precedente Proposicio 3.6, implica que

0<a®<a®<a<l, istoé 0<(d—z)}<@d-20?<4-2<1

A Proposicio 3.6 é importante para o cilculo, por exemplo, no

estudo de funcdes usuais e no estudo das sequéncias numeéricas.
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3.2.5 Desigualdades com quadrados, raizes quadradas, cubos e inverso

O contetdo desta subsec¢do é importante para a disciplina de cél-
culo, para o estudo das variacdes das funcdes e outros topicos da andlise
real.

Proposicio 3.7 Comparacio de poténcias e de raiz quadrada de

reais positivos. Sejam a e b dois niimeros reais positivos, entdo:
(1) Se a < b temos a? < b2.

Em outras palavras, dois niimeros positivos sdo ordenados na mesma ordem
que seus quadrados.

(2) Se a < b temos a3 < 13.

Em outras palavras, dois niimeros positivos sdo ordenados na mesma ordem

que seus cubos.
(3) Se 0 < a<btemos/a <o.

Em outras palavras, dois niimeros positivos e suas raizes quadradas sdo orde-
nados na mesma ordem.

Prova. Sejam a e b dois niimeros reais positivos tais que a < b. Sejam
c=aed=bassimc=asd=b. Entdo, aplicando a regra(3) da Proposicdo 3.4:

a.c<bd< aa<bbea® <bi
Assim, deduzimos que a2 < b2

(2) Sejam a e b dois niimeros reais positivos tais que a < b. A precedente
propriedade (1) implica que a? < b2. Sejam c=ae d=bassim c=a<d=b.
Aplicamos de novo a regra (3) da Proposicio 3.4:

Ae<bPdeada<bPbeadd <’
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Assim, deduzimos que a3 < 13.

(3) Sejam a e b dois niimeros reais positivos tais que a < b. Vamos compa-
rar a e vb. Com a identidade notével (a - b). (a + b) = a2 - 12, temos que:

(Va—vVb).(vVa+vh) = va® - Vb =a—b.

Se a= b, entio (vVa — vb).(va+vb) = 0,como va + Vb # 0, deduzimos que
Va — Vb= 0. Assim, temos que ya = V5.

Se a # b, entdo (va— Vb).(va++vb) =0, como va+vb#0ea—b<0de-
duzimos que va — vb < 0. Assim, temos que v/a < V5.

Em conclusio, se 0 < a < btemos va < vb.

C.Q.D.

A propriedade (3) permitira estudar as variacdes da funcio de

raiz quadrada usual (consulte o Capitulo 5).

No caso dos numeros negativos a Proposicdo 3.7 toma a seguin-
te forma.

Proposicio 3.8 Comparaciao de poténcias de reais negativos.

Sejam a e b dois numeros reais negativos, entdo:
(1) Se a< b< 0temos a2 > V2.

Em outras palavras, dois niimeros negativos NAO sdo ordenados na mesma
ordem que seus quadrados.

(2) Se a< b< 0temos a3 < 3.

Em outras palavras, dois niimeros negativos sdo ordenados NA mesma ordem

que seus cubos.

Prova. (1) Se a < b < 0, aplicagdo da regra (2) da Proposicio 3.4 com
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¢=-1<0, deduzimos que -a > -b > 0. Agora, aplicacdo da regra (1) da

Proposicio 3.7 implica que:
(—a)? > (—=b)* & a® > b
(2) Se a< b< 0, aplicacio da regra (2) da Proposicio 3.4 com c=-1 <0,
p 2 P

deduzimos que -a > -b > 0. Agora, aplicacio da regra (2) da Proposi¢io

3.7 implica que
(—a)® > (=b)® & —a® > b
Assim, com a aplicacio da regra (2) da Proposi¢do 3.4 com c= -1 <0,

deduzimos que a3 < 13,

C.Q.D.

As Proposicdes 3.7 e 3.8 serdo usadas durante o estudo de varia-

cdes das funcdes usuais.

Proposicdo 3.9 Comparacio de inversos dos reais. Sejam a e b dois

numeros reais, entdo:
1 1
(1)Seb>a>0 temos= > 7
a

Em outras palavras, dois niimeros estritamente positivos sdo ordenados na

ordem inversa de seus inversos.

1 1
(2)Seasb<0temosaa > 7

Em outras palavras, dois niimeros estritamente negativos sido ordenados na

ordem inversa de seus inversos.

Prova. (1) Sejam a > 0, b > 0 tais que b> a, assim temos b- a > 0. Vamos

comparar os dois nimeros - e 7 temos: a
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Se a = b deduzimos £ — L — =4 _ (b—a)l =0, Como ab # 0 temos
a b ab ab
que a-b=0,assim a="b.
Sea#bentﬁol—l:bia':(b—a)i>0 orqueb—a>0eab>0
a b ab ab »porq :
1 1
Assim, deduzimos que -~ > 7

(2) Sejam a < 0, b < O tais que a < b, assim temos a - b< 0. Vamos com-
parar os dois numeros 1 e %temos:

1 1 b—a
a b ab
Sea=1b deduzimosl—%: b_ba = (b—a)l = 0. Como ab # 0 temos
a a a
quea-b=0,assima=b.
Sea#bentéoalfl:b_a:(bfa,)i>0,porqueb—a>0eab>0.
a ab ab

C.Q.D.

3.3 Valor Absoluto e Distancia

3.3.1 Distancia entre dois numeros reais e valor absoluto
Definicio 3.4 Distancia entre dois numeros reais

A distancia entre dois niimeros reais x e y € a diferenca entre 0 maior e 0 me-
nor. Esta distancia ¢ denotada por |x - y | ou |y - x|, e lé-se valor absoluto
de y menos x.

Exemplo 3.2 Distancia entre dois nameros reais

1. O ntimero real |3 - 5| € a distancia entre os niimeros reais x =3 e y=>5.

Como x < y, isto €, 3 < 5 essa distancia € igual a|3 - 5| = |5 - 3| = 2.

2.0 niimero real |-2 -3| € a distancia entre os niimeros reais x=—2 e y = 3.

Como x =2 < y =3 essa distancia ¢ igual a |3 - (-2)| = |3 + 2| = 5.
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Interpretacio grafica de |x - y|. Em uma linha de origem O gradu-
ada, seja M o ponto de abscissa x e N o ponto de abscissa y. Entdo, o
ndmero real |x - y| representa a distancia MN entre os pontos M e N,

isto é, MN = |y - x].
Por exemplo:

- Para os pontos O e M com as respectivas abcissas 0 e 2, temos OM =
12 -0|=2,

- Para os pontos O e N com as respectivas abcissas O e -3, temos ON

- Para os pontos Me N que possuem respectivas abcissas 2 e -3, temos
MN=|2-(-3)| = 5.

Temos a seguinte ilustracio grafica:

OM =2

MN =5
3.3.2 Valor absoluto ou médulo

A ideia do valor absoluto ou médulo de um ntimero real é a mes-
ma que ja foi considerada no Ensino Médio: utilizando o modelo da reta,
o mé6dulo de um ntiimero real é a distancia desse nimero (do ponto asso-

ciado a este nimero) até a origem (o ponto associado ao zero).

Definicao 3.5 Na expressdo |x — y| se consideramos y = O temos o niimero

real |x — yl = |x - 0| = | x|, e definimos:

r se x>0
|| =
—z se x<0.
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Dizemos que o niimero real | x| é o valor absoluto do nimero x.

Por exemplo, (1) Seja x = 5, como 5 é um numero positivo, te-

mos |5] = 5.

(2) Seja x = -3, como -3 é um ndimero negativo, temos |-3| =

(=(=3)) = 3.

Proposicao 3.10 Sejam x, y dois niimeros de R. Entdo, temos os seguintes

propriedades:

(1) |xl = 0 é equivalente a x = 0.

(2) [-x [ = |«l.

(3) Ixl = |yl € equivalente a x = y ou x = -y.
(4) |x + yl < |xl+[yl.

(5)lx - yl < [xl+1yl

Prova.(1) Se x=0entio |0 =0=-0=0. Se |[x| =0 entido x=-x=0

assim temos que x = 0.

(2) Seja x € R temos

—xr se —x>0 z se x>0
=l = & |- al =
r se —ux<0. —x se x<0.

Assim, deduzimos que |-x | = |x].

(3) Sejam x, y em R, Se x = y entdo |x| = [y]. Se x = -, seguinte a pre-

cedente regra (2), deduzimos que |x| = | - y| = |yl.

Agora, suponha que |x| = |y|. Como
rz se >0 y se y>0
|z = elyl =
—x se z<0. —y se y<O0.
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Assim, se |x| = |yl deduzimos que: x = y ou x = —y.

(4) Sejam x, y em R. Pela definicdo de | x|, temos:

r se r>0
|z| = =z <|zle —z <zl
—x se <0

Da mesma forma, nds temos:

y<hle-y<hyl

Assim, pela compatibilidade da adicio com a relacio de ordem, isto é,

a propriedade (3) da Proposicio 3.3, temos que:
-x-y<|xl + [yl e x+ y<[xl+]yl.
Como

r+y se v+y=>0
[z +yl =
—x—y se z+y<0

deduzimos que: |x + yl < |x| + [yl.
(4) Sejam x, y em R. Pelas precedentes propriedades (2)-(3), temos:
lx =yl =[x+ (=) < |xl + [ =y,
Como | - yl| = |yl concluimos que |x - yl < |x| + [yl.
C.Q.D.

Observacao 3.4 As propriedades que acabamos de ver desempenham um
papel muito importante nos proximos capitulos, no estudo das inequagoes.
Também serdo bastante uteis nas disciplinas de Cdlculos I e Il e na Andlise
real em geral. Podemos observar que para provd-las, usaremos basicamente a

definigdo, e consideramos as duas possibilidades: x > 0 ou x < 0.
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Observacao 3.5 A propriedade |x| = | — x| nos diz que um niimero real x e seu
oposto(-x), quando considerados como pontos na reta, sdo equidistantes da origem.
Este fato jd acontecia com os niimeros inteiros. Tambeém nos diz que a distancia
entre dois niimeros reais a e b, quando considerados como pontos na reta, pode ser

expressa como |a- bl ou como |b- al, uma vez queb—a=—(a-b).
Exemplo 3.3 Resolva as equacdes:

(Dlx-51=2, @Ix+7l=5, 3)I2x-3|=7, 4)|x+3|=-2.

Solucdo. (1) Se |x —5| = 2 entdo, a propriedade 3 da Proposi¢io 3.10
implica que:

Entio, temos que:
x=2+5=7 ou x=-2+5=3.
Assim, as solucdes da equacio |x — 5| = 2 sio x=7 ou x = 3.

(2) Se |2x — 3| = 7 entdo, a propriedade 3 da Proposicio 3.10 implica
que:

2x-3=7 ou 2x-3=-7.
Entido, temos que:
2x=74+3=10 ou 2x=-7+3=-4.

Assim, com a divisdo por 2, deduzimos que as solucdes da equacdo [2x— 3| =7
sdo x=50u x = —2.

(3) Se |x+ 7| = 5 entdo, a propriedade 3 da Proposicio 3.10 implica que:

x+7=5 ou x+7=-5.
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Assim, as solucdes da equacio |x + 7| = 5 sio x= -2 ou x = —12.

(4) Se |x+3| = -2 entdo temos |x+3|= -2 < 0. O que é impossivel porque
lal> 0, para todo nimero real a. Assim a equacio |x + 3| = —2 ndo possui
solucio.

Proposicao 3.11 Sejam x, y dois niimeros de R. Entdo, temos as seguintes
propriedades:

(1) Va2 = |z].

@) |z.y| = |z|.ly|.

1 1
(3) Sey #0, temos: |-| = —.
y oyl
(4) Sey # 0, temos: |§|_@
y |yl

Prova. (1) Sabemos que para a > 0 temos v/a2 = a. Assim, temos que:
Se x>0 temos v12 = z,

Se x < 0 temos v2? = /(—2)2 = —z, por que -x > 0.

Entéo, concluimos que:

r se x>0

Va? = = Va2 = z].

—x se x<0.

(2) Sejam x, y dois ntimeros de R.
se > 0e y >0 entdo temos |z.y| =z.y = |z].|y],
se £ >0e y <0 entdo temos |z.y| = —z.y = z.(—y) = |z|.]y|,
se x <0e y >0 entdo temos |r.y| = —z.y = (—x).y = |z|.]y],

se £ <0e y <0 entdo temos |z.y| =2y = (—2).(—y) = |z|.]y|.
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Assim, temos que|x.y| = |x].|yl.

(3) Sejam y um nimero de R, com y #0. Como y.% = % = 1, aprece-

dente propriedade implica que:

1 1
ly.—| = ly|.|-| = 1.
y y

1 1
Assim, temos|—| = —.
vl
(4) Como % = x.i, a aplicacdo das precedentes propriedades (2) e (3),
implica que:
x 1 1 1 |z
=l =le—| = ||| = [z].— = =
vl 1yl

Assim, concluimos que]i‘ = % C.Q.D.

De maneira geral, temos a seguinte proposicio.

Proposicao 3.12 Sejam x, y dois niimeros de R e n > 0 um nitmero natural.

Entdo, temos os seguintes propriedades:
("] = l2[",
@ |zyl" =[] [y]".

(3) Sey # 0, entdo, temos:

A prova dessa proposicio é baseada sobre o método de inducio.

Exemplo 3.4 Seja a um real positivo. Efetuar o que se pede:
(1) V (=), Deduzir v/ (=5)%,

(2) (=a)’|. Deduzir 1(=2)?|.
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(3) ()", Deduzir!(=3)".
Solucio. Usando as propriedades da Proposicio 3.12, temos:

(1) Como a > 0 entdo \/(—a)? = |—a| = a (Propriedade 1, Proposicio
3.12). Assim, deduzimos que v/(—5)? = 5.,

(2) Como a > 0 a Propriedade 2 da precedente Proposicdo 3.12 implica

que |(—=a)3| = | - al?> = a3. Assim, deduzimos que |(-2)3| = 23.

4
(3) Como a > 0 a Propriedade 4. ‘ (%a)ﬂ = \‘—1)1\4 = (11—4. Assim, dedu-
zimos que|(}2)4| = 2% = 1_16'

3.4 Intervalos Numéricos

Além dos subconjuntos dos nimeros reais que ji consideramos
nos precedentes capitulos N, 2N, Z, 2nZ, Q e I (0s numeros irracionais),
existem outros subconjuntos de R que sdo uteis para o estudo das fun-
coes. Esses conjuntos sio chamados intervalos numéricos, e eles sio

construidos usando desigualdades dos niimeros reais.

Os intervalos, que sio subconjuntos do conjunto de nimeros
reais, pos- suem uma notac¢io especial. Listamos a seguir estes subcon-

juntos especiais.

3.4.1 Desigualdade e intervalos notaveis

Sejam g, b em R com a <b. Temos, os seguintes intervalos limitados:
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Intervalo Defimicao denominacgao

la; b {reR;a<z<b} Intervalo aberto, os extremos a e

b néo pertencem ao intervalo.

[a; b] {reR;a<z<b} Intervalo fechado, os extremos a e

b pertencem ao intervalo.

[a; b {reR;a<z<b} Intervalo fechado no extremo a e

aberto no extremo b.

Ja; b] {zreR;a<z<b} Intervalo aberto no extremo a e

fechado no extremo b.

Além dos intervalos limitados, temos os seguintes intervalos ilimita-

dos, nos quais -oo significa menos infinitos e +oo significa mais infinito:

Intervalo Defimicao denominacao

[a; +oo] {zr eR; z > a} Intervalo fechado a es-
querda, ilimitado a direita
e 0 extremo a pertence ao

intervalo.

la; +o0] {zr eR;z>a} Intervalo aberto, ilimitado a
direita e o extremo a nao
pertence ao intervalo.

] — o0; B] {z e R; x < b} Intervalo fechado a direita,

ilimitado a esquerda e o ex-
tremo b pertence ao inter-

valo.

] —o0; b {zr eR;z < b} Intervalo aberto, ilimitado a
esquerda e o extremo b nao

pertence ao intervalo.

] — 00, +oof R O conjunto dos ndmeros re-

ais é um intervalo ilimitado

a direita e a esquerda.
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Usando a representacio geométrica da reta dos nimeros reais,
também podemos fornecer uma representacio grafica dos precedentes
intervalos de R. Isto é, sejam a, b dois niimeros reais, os intervalos li-
mitados [a, b], ]a, b], [a, b[ e ]a, b[ podem ser representados geometri-
camente sobre a reta dos nimeros reais. Sio dados do seguinte modo:

1) A representacio geométrica do intervalo fechado [a, b] é dada por:

Iy i
| TTTTTTTTT

—00 a b +00

2) A representacio geométrica do intervalo aberto a esquerda e fecha-

do a direita ]a, b] é dada por:

—00 a b “+00

3) A representacio geométrica do intervalo aberto a direita e fechado a

esquerda [a, b[ é dada por:

4) A representacio geométrica do intervalo aberto ]a, b[ é dada por:ab

J11) )] i
7 ////L

b +00

[ —

|
g
S

Para os intervalos ilimitados ]—oo, b], ]—oc0, b[, ]a, +oo[ e [a, +oo[, te-
mos também as seguintes representacdes geométricas sobre a reta dos

numeros reais.
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1) A representacio geométrica do intervalo ilimitado a direita e fecha-

do a esquerda [a, +oo[ é dada por:

[
o a +00
2) A representacio geométrica do intervalo ilimitado a direita e aberto
a esquerda ]a,+oo[ é dada por: +oo

/)] )] ] /)] )] ]
J TrrrrrrrrrTry /
a

—00
3) A representacio geométrica do intervalo ilimitado a esquerda e fe-
chado a direita ] —oo, b] é dada por:

+00

4) A representacio geométrica do intervalo ilimitado a esquerda e

aberto a direita | —oo, b[ é dada por:

/ Ty, il
T T T
—00 b —+00

Exemplo 3.5 Escrever cada intervalo, usando as duas terminologias ante-
riores, e os represente graficamente:

ML={xeR;7<x<1lleL={xeR;7<x<11}.
2Q)LE={xeR;-4<x<0}el={xeR;-4<x<0}
Solucao.

(1) O intervalo I é escrito sobre a forma: [; = [7, 11], e sua forma geo-

métrica é dada por:




Para o intervalo I, temos a escrita sobre a forma: I, =]7, 11], e sua for-

ma geométrica é dada por:

—00 7

(2) O intervalo I é escrito sobre a forma: I3 =]-4, 0[, e sua forma geo-

métrica é dada por:

lssy i
VT
—00 —4 0 +00
Para o intervalo I, temos a escrita sobre a forma: I, =] — 4, 0], e sua
forma geométrica é dada por:
lypss00007071010
V777 777777
—00 4 0 +00

Damos aqui uma caracteriza¢io dos intervalos de R. A prova

dessa proposicio estd fora do objetivo deste texto.

Proposicao 3.13 Seja [ uma parte de R. As duas afirmacées a seguir sdo
equivalentes:

(1) I € um intervalo de R,
(2) Para todos os niimeros a, b em I, temos [a; b] estd incluido em L

Observacao 3.6 Note que um intervalo € chamado "aberto" quando ndo con-

tém seus extremos e € chamado "fechado" quando contém seus extremos.

Observacio 3.7 E importante saber que os simbolos +oco e -co ndo represen-
tam niimeros. A notacdo x € [a, +oo[, € para expressar que x € um niimero
real maior ou igual a a. Da mesma forma, ao escrevendo x €] - co, al, signi-

fica que x € um niimero real menor ou igual a a.
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3.4.2 Desigualdade |x — a| < r (a e r fixo, r > 0)

Desigualdade, intervalos e valor absoluto estdo ligados de vérias
maneiras. As ligacdes sio importantes para o estudo de conceitos do

calculo diferencial e integral tais como: limite, continuidade e deriva-
das.

Sejam x um nuimero real e m > 0 um real estritamente positivo.
A desigualdade |x| < m significa que a distincia do nimero x ao 0 é
menor que m, ou seja, X pertence ao conjunto {x € R, —-m < x < m}, isto
é, x €] — m, m[. Assim, temos a seguinte proposicio.

Proposicao 3.14 Sejam x um niimero real em um real estritamente positivo.

Para um x real as trés seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

VI A
—00 —m m +0o0

A Proposicio 3.14 é usada na resolucio de inequa¢des com valor abso-
luto, sem passar pela representacio grafica.

Por exemplo, resolva as inequacdes:
(D lx=51<2, @) Ix+7l<5 , (3)|2x-3|<7.

Solucdo. (1) Se |x 5| < 2 entdo, a propriedade 2 da Proposi¢io 3.14
mostra que:

-2<x—-5<2entdo, temosque: —2+5<x<2+5assim3<x<7.

Assim, o conjunto das solucdes da inequacio |x — 5| < 2 é o intervalo
13, 71.

(2) Se |x + 7| < 5 entdo, a propriedade 2 da Proposi¢do 3.14 implica que:

-5 < x+ 7 <5 entdo, temos que: =5 -7 < x< 5 -7 assim, -12 < x < =2.
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Assim, o conjunto das solucdes da inequacio |x + 7| < 5 é o intervalo
[-12,-2].

(3) Se |2x — 3| < 7 entio, a propriedade 2 da Proposicio 3.14 implica
que:

-7 < 2x-3 < 7 entdo, temos que: =743 < 2x < 7+3 assim, —4 < 2x < 10.

Assim, com a divisdo por 2, o conjunto das solucdes da inequagio |2x-
3| <7 é ointervalo ] -2, 5[.

Proposicao 3.15 Sejam a um niimero real e € > 0 um real. Para um real x as

duas afirmacdes sdo equivalentes:

(1) |x-al <&

(2) a- €< x<a+ € equivale.

(3) x pertence ao intervalo la - €; a + €.

Prova: (1) = (2): A desigualdade |x - a| < € significa que a distancia do

numero x a0 nimero a é menor a <, ouseja, a—€<x<a+¢

(2) = (3): a— €< x < a+€eentio deduzimos que x pertence ao con-

junto {xe R,a—€<x<a+¢€},istoé, x€la—-¢€;a+€[.

(3)=>(1): Se x€la—-¢; a + €[ entdo temos que a - €< x < a + €, 0 que implica

que a distancia do nimero x ao nimero a é menor a €, isto &, |x-al <€

C.Q.D.
Entdo podemos escrever que:

Ix—al<€sa-c<x<a+csS xcla-Ga+<l.
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A representacio grafica deste tipo de intervalo é dada por: a + e +o0

lysrs74 i
|EARRRRRRRRRRRRREI

—00 a—e€ a—+€ +00

Estas equivaléncias sio importantes para o estudo de certas desi-

gualdades, bem como para as formulacdes das definicdes e das proprie-
dades de limites e continuidade de funcdes, e também para a limitacao

e para a aproximacio dos nimeros reais.

3.5 Consideracoes finais

O conjunto de axiomas e propriedades dos nimeros reais que
acabamos de estudar visa esclarecer a origem de vérias regras conhe-
cidas consideradas na educac¢io bdsica, tais como: a regra dos signos
para se multiplicar, a regra para inverter fracdes, as regras para "mul-
tiplicar"as desigualdades etc. A origem de todas essas "regras” estd nos
axiomas e nas defini¢cbes que acabamos de estudar. As regras sio, na
verdade, teoremas que podem ser provados por meio de axiomas e de-
finicoes. Eles nio foram "inventados", mas deduzidos de um grande

conjunto de propriedades.

Também, os axiomas e propriedades dos niimeros reais, sio im-

portante para:

1. A aproximacio dos niimeros reais com nimeros racionais ou

decimais.
2. A resolucio das equacdes e inequacdes.
3. O estudo dos sinais das funcdes afins.

Por outro lado, o conjunto de axiomas e propriedades dos ni-
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meros reais que acabamos de estudar sdo a base do estudo das funcoes

reais, e de maneira geral para o estudo dos Célculos I e II.

3.6 Exercicios

Exercicio 3.1 Utilizando o simbolo < (menor que), ordene os seguintes nii-

meros.

23 16 16 8
. .15 2. =2 2. 2
ik V3 L5 V2 s T F

Solucio. Usando a regra de comparar a diferenca a - b com o nimero

0, temos
23

16
20 ’

16 8
2< —<1,56< = 3
<\/_<11<,<5<\/_<9

Exercicio 3.2 Sejam a e b dois niimeros reais tais que a < b. Compare os

niimeros a, b com & + b.
Solucido. Comparando ath com a e com b, usando as diferencas
a— a+bcomb_ @+ temos:
a+b a-0 a+b b-—a
— = <0eb— = 0.
“T 2 ¢ 2 2
Logo, deduzimos:
a+b
a < < b.

Exercicio 3.3 Sejam a e b dois niimeros reais. Compare os niimeros a? + b?
e(a+ b2
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Solucéo. Sabemos que (a + b)? = a2 + 2ab + b2. Comparando a2 + b2 e

(a + b)2, usando as diferencas (a + b)2 - (a2 + b?), temos:
(a+ b)2- (a + b?) = 2ab.
Assim, temos os seguintes casos:
a-Sea>0eb>0entio (a+ b)2> a2 + 12,
b-Sea<0eb<0entio (a+ b)2>a?+ b2
c-Sea>0eb<0Oentio (a+ b)?2<a?+ 12,

d-Sea<0Oeb>0entio (a+ b)2<a?+ b2

Exercicio 3.4 Dados dois niimeros reais a> 0 e b > 0. Provar que:
a+b>2Vab.
Deduzir que para qualquer niimero real x > 0, nds temos:
T+ —-2>2

P

Solucido. Como a > 0 e b > 0 temos (va — V) = va’ — 2/avh + V&',

Logo, deduzimos:

(Va—Vb)?=a—2Vab+b>0.

Assim, temos: a + b > 2v/ab. Considerando.q = z e b = l, deduzimos que:
T

1 1
a+b=c+—-—2>24/z X —-=2.
x x

> 2.

Logo, obtemos:

T+

SHE

117



Exercicio 3.5 Seja x € um real tal que —1< x < 2. Seja B=-2x - 3. Dar uma

limitacdo do niimero B.

Solucio. Multiplicando os membros da desigualdade —1 < x < 2 por 2,
obtemos: -2 < 2x < 4. Com a adicdo de 3, temos: —2+3 < 2x+3 < 4+3,
isto é,1<2x+ 3 <7. Agora, multiplicando a desigualdade 1 <2x+ 3 <7

por -1, deduzimos que:

-7<B=-2x-3<-1.

Exercicio 3.6 Escrever cada intervalo a seguir usando colchetes e represente-

os graficamente:
L={xeR;2<x<8}, L={xeR;2<x<8le={xc R;2<x<8}.
L={xeR;-5<x<-3}, L={xe R;-5<x<-3}el={xe R;-5<x<-3}.

Solucao. As representacdes dos intervalos [, j = 1, ..., 6, usando os

colchetes sio dadas por:

L=1[2,8],L=]2,8],=1(2,8[,L=]-5,-3[, =] - 5,-3], = [-5,-3[.

As representacdes geométricas dos intervalos I, j = 1, ..., 6, sio dadas

abaixo.

A representacio geométrica do intervalo fechado I, = [2, 8] é dada por:

[ ]
f ]
—00 -2 8 +00

A representacio geométrica do intervalo aberto a esquerda e fechado a
direita I, =]2, 8] é dada por:
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A representacio geométrica do intervalo aberto a direita e fechado a
esquerda L= [2, 8[ é dada por:

[ [
7 7 7 7 [
—00 2 8 400

A representacio geométrica do intervalo aberto I, =]-5, -3[ é dada por:

Ly / / 7l
[

J 7 7 7
—00 =5 -3 +00
A representacio geométrica do intervalo aberto a esquerda e fechado a
direita I =] — 5, 3] é dada por:
]

1
] ]
—00 -5 -3 +00

A representacio geométrica do intervalo aberto a direita e fechado a
esquerda [ = [-5, -3[ é dada por:
L [

{ !
—00 =5 -3 +00

Podemos observar que as representacdes geométricas dos intervalos I,
=12,8],=1[2,8[eL=]-5,-3], L = [-5, =3[, sio semelhantes.

Exercicio 3.7 Para cada item, determine A U B:
1.A=[2,5[eB=[0,3].
22A={xeR,-1<x<4}eB={xe R,0< x<6}.
3.A=[5,10[ e B=]4, 8[.

4. A={xcR1<x<2}eB={xc R, -1<x<2}.

Solucio. Para a reunido A UB, temos:
1.SeA=[2,5[eB=[0, 3] temos, AUB= [0, 5[.

2.SeA={xc R,—1<x<4}eB={xc R,0<x<6}temos, AUB=[-1,6].
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3.Se A=[5,10[ e B=]4, 8[ temos, AU B =]4, 10[.

4.Se A={xc R,1<x<2}eB={xc R —1<x<2}temos, AUB=[-1,2].

Exercicio 3.8 Para cada item, determine AN B:
1.A=[-2,2]eB=[-3,1].
2A={xeR,3<x<9eB={xeR,1<x<5}
3.A=]2,8] e B=]3,10].

4, A={xe R -3<x<-1}eB={xe R, -5<x<-3}.

Solucio. Para a intersecdo AN B, temos:

1.A=[-2,2]e B=[-3,1] temos, ANB=[-2, 1].
2.A={xeR,3<x<9%eB={xe R, 1<x<5}temos, ANB=[3,5][.
3. A=]2,8] e B=]3,10] temos, AN B=]3, 8].

4. A={xeR,-3<x<-1}eB={x€ R, -5<x< -3} temos, AN B={3}.

Exercicio 3.9 Sejam os conjuntos:
A={xcR,-1<x<3},B={xc R,-3<x<5},C={xc R, x>2}.
1. Escrever cada intervalo A, B e C usando os colchetes.

2. Represente-o graficamente.

3. Determine os conjuntos: AN B, AN C, C\ BeC4.
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Solucio.
1. Usando os colchetes temos:

A={xeR -1<x<3}=]-1,3],B={xe R,-3<x <5} =[-3, 5]
eC={xc R, x22}=[2,4+00[

2. As representacdes graficas dos conjuntos A, B e C sdo dadas abaixo.

O conjunto A é um intervalo aberto a esquerda e fechado a direi-
ta A =]-1, 3], e sua representa¢io geométrica é dada por:

1 1

] ]
—00 —1 3 +00

O conjunto B = [-3, 5[ é um intervalo fechado, e sua representacio

geométrica é dada por:

—00 _3

O conjunto C = [2,+0o[ é um intervalo ilimitado a direita e fechado a
esquerda, e sua representacio geométrica é dada por:

[ /1]
7
2

—00

3. Os conjuntos ANB, ANC, C\B e (% sio dados por:

ANB=]-1,3],ANC=12,3],C\ B=]5,+00[ (4 = [-3, 1]U]3, 5[.

Exercicio 3.10 Operacoes com intervalos Sejam os conjuntos:
A={xe R, -2<x<6},B={xe R, x>0}, C={xe R, -1 < x<5}.
Escrever o seguintes conjuntos usando os colchetes.

1. Encontrar o conjunto AU B.

2. Encontrar o conjunto AN C.
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3. Encontrar o conjunto A\ B.
4. Encontrar o conjunto CS.

5. Encontrar o conjunto AN BNC.

Solucao. Usando os colchetes temos:

AUB=]-2,+00[, AN C=]-1, 5], A\B=]-2, 0[, C§ =]-2,-1[U]5, 6]
e ANBNC=[0,5].

Exercicio 3.11 Intervalos

Determine r >0 de modo que 14 — 1, 4 + r[C]2, 5[.

(Lembre-se: AC B<> A subconjunto de B.)

Solucido. Para que ]4 — r, 4 + r[C]2, 5[, o nimero real r tem a verificar
a - seguinte desigualdade

2<4-r<4+r1<5.
Logo, temos:
O<r<4-2=2e0<r<5-4=1.

Logo, temos 0 < r< 1. Assim, por exemplo parar = temos] %, g[C]Q, 5[

Exercicio 3.12 Resolva as equagdes:

[x-15|=7,|x+9|=7,|2x-7| = 10.
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Solucdo. Aqui usamos a seguinte regra:
lal| =b<>a=boua=-b,

para todos os niimeros reais a e b com b20. Assim, aplicando a prece-

dente regra vai permitir resolver as equacdes anteriores.
Para a equacio |x — 15| = 7, temos
|x — 15| = 7 logo, temos x— 15 =7 ou x — 15 = -7.
Assim, as solucdes da equacio |x — 15| = 7 sio dados por x = 22 ou x = 8.
Para a equagio |x + 9| = 7, temos:
|x + 9] = 7 logo, temos x + 9=7ou x + 9 = -7.

Assim, as solucdes da equacio |x+9| = 7 sio dados por x = =2 ou x = —16.

Para a equacio |2x — 7| = 10, temos:

[2x - 7| = 10 logo, temos 2x — 7 = 10 ou 2x — 7 = —10.

Assim, as solucdes da equacido [2x-7| = 10 sio dados por
_ 17 —_3
xr = D) ouxr = D)

Exercicio 3.13 Resolva as inequagoes:
[x-15|/<7,]lx+9l<7,|2x-7| < 10.
Aqui usamos a seguinte regra:
lal < b= -b<a<b,
para todos os numeros reais a e bcom b > 0.
Para a inequacio |x — 15| < 7, temos:

|x - 15| < 7 logo, temos =7 < x — 15 < 7.
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Assim, temos 8 < x < 22. Entio, as solucdes da inequacio |x-15|<7 sio

os numero reais que pertencem ao intervalo 18, 22[.
Para a inequacio |x + 9| < 7, temos:
|x + 9| < 7 logo, temos - 7 < x + 9 < 7.

Assim, as solucdes da inequacdo |x+9| < 7 sdo os niimero reais que
pertencem ao intervalo ] — 16,~2[.

Para a inequacio |2x — 7| < 10, temos:

|2x - 7] < 10 logo, temos — 10 < 2x — 7 < 10.

Assim, as solucdes da inequacio [2x = 7| < 10 sdo sdo os nimero reais
3 17[

que pertencem ao intervalo| — 5y
Exercicio 3.14 Sejam x, y dois niimeros reais.
1. Mostre que |x| = max{x, —x}..
2. Mostre que:

T+y+|r—yl

max{z,y} = 5

3. Mostre que
min{z, y} = Hy—flf—yl

Solucio. 1- Seja x € R, sabemos que:
|x| =xsex>0elx| =xsex<O.

Para max{x,—x}, temos o dois seguintes casos:
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a- Se x > 0 temos max{x,—x} = x,
b- Se x < 0 temos max{x,—x} = —x. Logo, deduzimos que:
|x| = max{x,—x}.

2- Sejam x e y dois niimeros reais. Se x > y temos |x — y| = x — y, logo

x+y +|x—y| = x+y +x—y = 2x, e de outro lado, max{x, y} = x. Entdo,

catytlr—yl _ 22 . _ ime
temos: = E—A = SF = 1 = max{x, y}, assim:
rtytlr—yl 2o
max{zr,yt = —"F— "= "+

2 2

Se x < y temos |x—y| = y—x, logo x+y+|x—y| = x+y+y-x = 2y, e de outro
lado, maxix, y} = y. Entdo, temos: %ﬁf—?ﬂ - 2731 =y = max{z,y}
assim deduzimos:

Tyt le—yl

max{z,y} = 5

3- Sejam x e Seja y dois nimeros reais. Se x > y temos |x—y| = x—y, logo

x+y—|x—yl = x+ y+ y —x = 2y, e de outro lado, min{x, y} = y. Entdo,

zHy—lz—y| _
2

. 2y 0 — i im:
temos: 3 =y = min{xz, y}, assim:

T+y—|z—y

min{z,y} = 5

Se x < y temos |x—y| = y-x, logo x+y—|x—y| = x+y+x—y = 2x, e de outro
lado, min{x, y} = x. Entdo, ternos:”“’y_f‘”ﬂ_y| = % = 2 = min{z, y}, assim

deduzimos:

min{z, g} = W

Exercicio 3.15 Inequacdes e Intervalos

Expresse cada um dos conjuntos em notacdo de intervalo.

1.A={xc R, 4x-3 < 6x+2}
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2.B={xc R, |x| <2}
3.C={xe R, 2x-3| <7}
Solucio. 1- Para o conjunto A, temos:
4x-3<6x+2=-3-2<6x—4xo0useja—>5<2x,

logo, temos x > —g. Assim, em notacdes de intervalo o conjunto A

tomou a seguinte forma:
A={x€ R, 4x—3 < 6x+2} =] —g,+oo[.
2- Para o conjunto B, temos:
[x|<2&-2<x<2,
Assim, em notacdes de intervalo o conjunto B tomou a seguinte forma:
B={xc R, |x| <2} =]-2,2[.
3- Para o conjunto C, temos:
[2x-3| <74 -7 <2x-3 <7 ouseja—4<2x< 10,

logo, temos -2 < x < 5. Assim, em notacdes de intervalo o conjunto C

tomou a seguinte forma:

C={xcR,|2x-3| <7} =] -2,5][.
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CAPITULO 4
Produto Cartesiano e Plano Cartesiano

—| Objetivos I

Neste capitulo, apresentamos os conceitos de produ-
to cartesiano de conjuntos e de plano cartesiano, que sdo dois
conceitos importantes da matematica. Em particular, esses dois
conceitos desempenham um papel fundamental no estudo das
funcoes e sua representacio grifica no Cilculo. Também ilus-

tramos esses dois conceitos com exemplos bésicos muito tteis.

4.1 Produto Cartesiano
4.1.1 Motivacoes

Motivacio 1: Numeros de telefone da Turma. Seja [ o conjunto dos
alunos da Turma. Quais, dentre, os alunos da turma tém o nimero de
telefone do outro aluno? A maneira mais clara de apresentar a resposta
esperada é em forma de uma tabela de dupla entrada, onde para cada
dupla, x € I e y € I é verificado se, e somente se, x tiver o numero do
telefone de y. Observe que, inversamente o aluno y ndo tem neces-
sariamente o numero de telefone do aluno x, portanto, a ordem entre x
e y é importante. O conjunto dos alunos que tém o nimero de telefone
do outro é formado pelo par ordenado (x, y), que é um subconjunto do
conjunto de todas as duplas, denotado por Ix [, isto é:

IxI={(x,y) |xele y€D.
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Motivacio 2: Uma experiéncia aleatéria. Um jogador tem um dado
de 6 faces numerado de 1 a 6 e uma moeda com ambos os lados marca-
dos com Cara (P) e coroa (F).

1) O jogador joga primeiro o dado e depois a moeda e observa os resul-
tados. Qual é o conjunto E dos resultados desta experiéncia aleatéria?
Os resultados sio apresentados em uma tabela cujas entradas sio du-
plas (x, y), onde x € {1, 2, 3, 4, 5, 6} e y € {P, F}. Assim, escrevemos o
conjunto dos resultados:

E= {(x;y)lxe{ly 2’1 3: 4; 5; 6} eyE{P; F}}:
ou seja,

(4, P); (4, F); (5, P); (5, F); (6, P); (6, F)}.

E escrevemos:
E={1;2)3;415)6}X{P;F}

2) O jogador joga primeiro a moeda e depois o dado. Qual é o conjunto
E dos resultados desta experiéncia aleatéria? Os resultados sio apresen-
tados em uma tabela cujas entradas sdo duplas (x, y), onde x€ {P, F} e y

€11,2,3,4,5,6). Assim, o conjunto dos resultados é:
E= {(X,y);xe{P,F} e_ye{lrzy 3; 4; 5; 6}} y
ou seja,

(F, 1); (F, 2); (F, 3); (F, 4); (F, 5); (F, 6)}.

E escrevemos:

E={P,F}x{1,2,3,4,5,6}.
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Com as duas situacdes anteriores, conseguimos a partir de dois
conjuntos E e F, a construcio de um novo conjunto, denotado E x F,
cujos elementos sio "pares ordenados” formados por elementos de E e
de F, isto é, todos os possiveis pares de nimeros de modo que o primei-
ro seja elemento de E e o segundo seja elemento de F. Assim, observa-

mos que a ordem entre x e y nas duplas (x, y) é importante.

Devemos, portanto, distinguir as duplas e os pares, ou seja, par-

tes de dois elementos. Isto é:
1. Para dupla (x, y) a ordem é importante.

2. Para uma parte {x, y} de dois elementos x, y a ordem nio é

importante.

Observacao 4.1 Conjuntos de pares ordenados sdo tteis para descrever vd-
rias situacbes em matemdtica e em outras dreas. Por exemplo, a construcdo dos

grdficos de funcdes ou da descri¢do de curvas no plano.

4.1.2 Definiciao

Definicio 4.1 Sejam E e F dois conjuntos dados. O produto cartesiano
dos conjuntos E e F, denotado por Ex F, € o conjunto que possui um elemento,
chamado par ordenado (x, y), onde xc Ee y€ F.

Convencao. Para todos os x, X' em E e todos os y, ' em F, considera-

mos a convengao:

(x,p=(x,y)Ex=xey=y.
Jy Y y=)y (4.1)

Sejam E e F dois conjuntos cujo produto cartesiano E x F é apre-
sentado em forma de tabela. Para cada dupla (x, y) do produto cartesia-

no E x F, dizemos que:
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+  xéaabscissa do par (x, y),
+ yéaordenada do par (x, y).

Em outras palavras, em um par ordenado (x, y), x é a primeira coorde-

nada e y é a segunda coordenada

Observacao 4.2 Dados os conjuntos E e F, o produto cartesiano de E por Fé
o0 conjunto:

ExF={(x,y),xcEey€cF}

A expressdo x € E e y € F deve ser entendida no sentido de "x percorre E e y
percorre F'. Isto mostra que usamos todos os elementos de E e todos os elemen-

tos de F, construindo todos os possiveis pares ordenados.

Exemplo 4.1 Os resultados de uma prova escrita € uma tabela com duas

entradas:

e naordenada y, os notas dos alunos,

«  na abscissa x, os nomes dos alunos.

A tabela € formada por um par (aluno, nota), isto ¢, pelo produto cartesiano

do conjunto E dos alunos e pelo conjunto das notas F, isto ¢:
ExF={(x,y)xéoaluno e yéanotadoaluno x}.

Observacao 4.3 Quando os conjuntos E e F sdo iguais, isto €, E= F, o produ-
to cartesiano E x F = E x E também ¢ denotado por E x E = EZ, ou seja:

E*={(x, y), x€Eey€cE}.

Usando a Observacio 4.3 e os exemplos anteriores, podemos deduzir a

seguinte proposicao.
Proposicao 4.1 Sejam E e F dois conjuntos, ndo vazios, tais que E# F, entdo:

ExF#F xE.
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Observacao 4.4 Quando um dos conjuntos de um produto cartesiano € o

conjunto vazio, temos
ExO=0xF=0,

porque o conjunto vazio nio tem elementos, assim nio podemos cons-

truir pares ordenados.

4.2 Produto Cartesiano e Plano Cartesiano
4.2.1 Produto cartesiano de conjuntos numéricos

Sejam E e F dois subconjuntos dos nimeros reais. O produto
cartesiano E x F dos dois conjuntos E e F é formado pelo par (x, y),

onde xc Ee yc F,isto é:
ExF={(x,y)l xcEe ycF}.

Também, temos a convencio de que para todos os x, x' em E e todos os

3, y' em F temos:

(x,)=(,y)Ex=xey=y.
) Yy y=) (4.2)

Exemplo 4.2 Sejam os intervalos = [-1, 5] e [, =]1, 7] o produto

cartesiano de [ e I, é dado por:
L xL={(x,y),xeleyech}.
Escrevemos:
IixI, = [-1,5]x]1, 7).

Exemplo 4.3 Sejam os dois conjuntos numeéricos A = {-5,0, 2, 3,5} e [ =

[-2, 5] o produto cartesiano de A e I ¢ dado por:

AxI={(x,y),xcAey€cD.
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Escrevemos:
AxI1=1{-5,0,2,3,5}x[-2,5].

Definicao 4.2 Seja E = R o conjunto dos niimeros reais, o produto carte-
siano E x E ¢ definido por:

R xR = {(x, ), onde x, y € R}.
Em geral, usamos também a notacdo:

RZ=RxR.

Pergunta: Sabemos que geometricamente, o conjunto dos numeros
reais pode ser visto como uma reta, através de uma correspondéncia
entre os numeros reais e os pontos da reta. Agora a pergunta é o se-
guinte: Como podemos conseguir uma representa¢iao geométrica do
produto cartesiano R? = R x R? Como podemos visualizar o produto
cartesiano do conjunto dos niimeros reais?

4.2.2 Plano cartesiano

Para conseguir uma representacio geométrica dos elementos do
produto cartesiano R? = R x R, e também uma visualizacio geométrica
do produto cartesiano dos conjuntos dos nimeros reais vamos proce-
der da seguinte forma.

Os elementos do produto cartesiano R? = R x R pode ser visto
como os pontos de um plano, através de uma correspondéncia entre os
elementos (x, y) de R? e os pontos de um plano. Em outras palavras, os
elementos (x, y) podem ser representados por pontos de plano, onde
no qual:
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1. Escolhe-se, no plano, uma reta como sendo o eixo x, ou eixo das
abscissas. Toma-se sobre essa reta um ponto de referéncia arbi-
trario, O, denominado origem da reta que corresponde ao nime-

ro real 0, e dada uma unidade de comprimento (+1) tal que a:

a. cada ndmero a positivo é representado por um ponto da reta

n_n

que estd a "a" unidades de distancia a direita, da origem O;

b. cada numero a negativo é representado por um ponto sobre
areta que estd a "(-a)" unidades de distancia, a esquerda, da
origem O.

2. Tomamos agora uma segunda reta no plano, passando também
por O e perpendicular a primeira reta, isto é, o eixo z. Esta segunda
reta serd o eixo y, ou eixo das ordenadas, e tomamos uma unidade

de comprimento (+1) sobre o eixo y, tal que a:

a. cada nimero b positivo é representado por um ponto da
reta que estd a b unidades de distancia acima da origem O;

b. cada nimero b negativo é representado por um ponto sobre a

reta que estd a (-b) unidades de distancia abaixo da origem O.
Assim, temos a seguinte defini¢o.

Definicao 4.3 O plano equipado com a origem O, 0 eixo x e 0 eixo y, e
as unidades desses eixos € chamado de plano cartesiano, cuja representacdo

grdfica € dado por:
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Definicao 4.4 Cada elemento (a, b) pode ser representado por um ponto M
do plano cartesiano e todo ponto M do plano cartesiano corresponde a um
iinico elemento (a, b). Os niimeros reais a e b associados ao ponto Mé chamado
de coordenadas do ponto M:

a € a abscissa do ponto M e bé a ordenada do ponto M.

4
3 M (ab)
b
2
1
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 a4 5
-1
—2
-3
—4

Notacdes. Se M é um ponto do plano cartesiano de abscissa a e de or-
denada b escrevemos:

M(a, b).
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Se pensarmos num par ordenado (x, y) como a posicio de um
objeto no plano, entio quando um ponto localizado em (x, y) estard na
posicio dada (a, b), podemos dizer que as coordenadas de (x, y) coin-
cidirem com as coordenadas (a, b). Assim, estamos em acordo com a

convencio anterior, temos a definicio:

Definicao 4.5 Dois pares ordenados (x, y) e (a,b) sdo iguais se e somente se
x=aey=h.

Exemplo 4.4 Para o ponto A de abscissa -2 e ordenada 3, escrevemos:
A(=2, 3). Para o ponto B de abscissa 3 e ordenada -3, escrevemos: B (3, -3).

Representacio grafica de um ponto. Consideramos o ponto
M (a, b) e para representar este ponto no plano cartesiano, procedemos
da seguinte forma:

+  Pelo ponto a tracamos uma reta paralela ao eixo y,
+  Pelo ponto b do eixo y tracamos uma reta auxiliar tracejada
paralela ao eixo x,

O ponto da interseccio das duas retas é o ponto M (a, b).

Exemplo 4.5 Sejam os quatros pontos do plano cartesiano dados por:
A(_zy 3); B(3,—3), M(Z) 1)) N(_4)_2)-

As representacdes dos pontos A, B, M e N sdo dadas plano cartesiano a seguir.
Y

4
A(-2,3
e ( ,)3

M2, 1)

0(0,0)

JLICED)




4.3 Uma descricao detalhada do plano cartesiano
O plano cartesiano é definido com a origem O e dois eixos:
« O eixo x,
. O eixo y,
+ As unidades desses eixos

Quando desenhamos esses eixos, o plano fica dividido em qua-
tro regides denominadas quadrantes, numerados no sentido anti-ho-

rario:

2° Quadrante 2 1° Quadrante
1
0(0,0)
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 58
-1
3° Quadrante -2 4° Quadrante

Sejam M(a, b) um ponto do plano cartesiano:

1) Sea>0eb>0,entdo o ponto M(a, b) é localizado no 1° qua-

drante.

2)Sea<0eb>0,entio o ponto M(a, b) é localizado no 2° qua-

drante.

3)Sea<0eb<0,entio o ponto M(a, b) é localizado no 3° qua-

drante.

4)Se a>0e b<0,entio o ponto M(a, b) é localizado no 4° qua-

drante.
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No caso que a = 0 ou b = 0, temos as seguintes casos:

1)Se a=0e b=0,entdo o ponto M(0, 0) é o ponto origem do

plano cartesiano.
2) Se a#0e b= 0, entdo o ponto M(a, 0) pertence ao eixo (Ox).

3)Se a=0e b+#0, entdo o ponto M(0, b) pertence ao eixo (Oy).

4.4 Bissetrizes do plano cartesiano

Ao definir a existéncia de quadrantes, convencionamos também
a existéncia de bissetrizes, que sdo retas que cortam os quadrantes exa-
tamente na metade (45°).

Definicao 4.6 As duas bissetrizes, sdo chamadas:
1. A bissetriz dos Quadrantes Pares (2° e 4°)
2. A bissetriz dos Quadrantes Impares (1° e 3°).

Em outras palavras, as bissetrizes do plano cartesiano sio as re-

tas que dividem ao meio os quadrantes, vamos vé-las.

Bissetriz da 1° e 3° Quadrantes | Bissetriz da 2° e 4° Quadrantes

Y
44/

Bissetriz do 1° e 2
3

4 -3 -2 -1 0 12 3 4
-1
2 -2

7 Quadraiptes
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A bissetriz dos 1° e 3° Quadrantes e chamada 12 bissetriz.
A bissetriz dos 2° e 4° Quadrantes e chamada 22 bissetriz

1. Bissetriz dos Quadrantes Impares: Todo ponto que
pertence a bissetriz dos quadrantes impares tem a abscissa
(valor de y) igual 2 ordenada (valor de x). Assim sendo, cha-
mando x de g, teremos que um ponto pertencente a bissetriz

dos quadrantes impares é: M(aq, a).

2. Bissetriz dos Quadrantes Pares: Todo ponto que perten-
ce a bissetriz dos quadrantes pares tem a abscissa (valor de
x) oposta a ordenada (valor de y). Chamando x de q, tere-
mos que um ponto pertencente a bissetriz dos quadrantes
pares é: P(a, -a).

Estes serdo os conceitos bésico e fundamentais sobre o plano
cartesiano e sobre ponto no plano cartesiano. Eles serdo bases para o
estudo de vérios assuntos, como, por exemplo, fun¢des, construcdes de
representacdes graficas e formas geométricas planas. Saber usar o pla-
no cartesiano e definir pontos nele é extremamente importante para
entender varios ramos da matemadtica, principalmente aqueles que ne-

cessitam de uma interpretacio geométrica.

4.5 Simétrico de um ponto

Definicao 4.7 Dois pontos A e A' sdo simétricos em relacdo a uma reta (D),
quando sdo equidistantes da reta (D), isto é, A0 = OA’ e estdo situados sobre

a mesma perpendicular a (D).

Reta: (D)
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Simétrico de um ponto em relacdo ao eixo x. No exemplo a seguir,
temos o ponto A(2,3) e seu simétrico A'(2,-3) em relacio ao eixo x.

4+

A (2,3)
3,

A’ (2,-3)

Através desse exemplo, perceba que os pontos tém a mesma abs-

cissa e as suas ordenadas sdo simétricas. De maneira geral, temos:
O simétrico do ponto A(a, b) em relacio ao eixo x é o ponto A'(a, b)

Simétrico de um ponto em relacio ao eixo y. No exemplo a seguir,
temos o ponto A(2, 3) e seu simétrico A"(-2, 3) em relagdo ao eixo y.

[

4
A” (-2, 3) A (2,3
0 (2,3)
2
1
4 13 2 1 2 3 4 5 6
1

Através desse exemplo, perceba que os pontos tém a mesma or-
denada e a sua abscissa é simétrica. De maneira geral temos:
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O simétrico do ponto A(a, b) em relacio ao eixo y é o ponto
A"(-a, b)

Simétrico de um ponto em relacdo a primeira bissetriz. No
exemplo a seguir, temos o ponto A(2, 3) e seu simétrico B(3,2) em re-
lacdo a primeira bissetriz, isto é, temos o ponto A(2, 3) e seu simétrico
B(3,2) em relacio areta y = x.

1= (2,3
3 )
2 )
B =(3,2)
1
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
—1

Através desse exemplo, perceba que a abscissa e a ordenada do
ponto A(2,3) e seu simétrico B(3,2) em relacdo a reta y = x, sdo troca-
das. De maneira geral temos:

O simétrico do ponto A(a, b) em relacdo areta y = xé o ponto B(b, a)

Simétrico de um ponto em relacio a segunda bissetriz. No exem-
plo a seguir, temos o ponto A(2, 3) e seu simétrico ((-3, 2) em rela¢io
a segunda bissetriz, ou seja, em relacio a reta y = -x.

4
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Com esse exemplo, perceba que a abscissa e a ordenada do pon-
to C = (-3,-2) sdo negativas e a abscissa e a ordenadas ao trocadas em
relacio ao ponto A = (2,3). De maneira geral temos:

O simétrico do ponto A(a, b) em relacio areta y = —x é o ponto B(-b, -a)

Simétrico de um ponto em relacio ao origem. No exemplo a se-
guir, temos o ponto A(2, 3) e seu simétrico D(-2, —3) em relacio a
origem, ou seja, em relacio ao ponto 0(0,0).

4

3 A (2,3)

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

D (-2,-3)

Com esse exemplo, perceba que a abscissa e a ordenada do ponto
D = (-2,-3) sdo negativas em relacdo a abscissa e a ordenadas do ponto
A =(2,3). De maneira geral temos:

O simétrico do ponto A(a, b) em relagio a origem é o ponto D(-q, -b)

4.6 Exercicios

Exercicio 4.1 Localize os pares ordenados no plano cartesiano:

A(—sf 2); B(S; 3)r C(Or —3),- D("4: '2-5): E(—4: 0) € F(3; —4)-
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Solucio. Os pares ordenados estdo encontrados no plano cartesiano:

Exercicio 4.2 Em quais quadrantes estdo localizados os pontos:
(_27_4)7 (81 3); (8)_9)) (_9; 3); (0; 6); (7; O)
Solucio.

1.Como x=-2<0e y=-4<0,entdo o ponto (-2,-4) esté lo-

calizado no 3° quadrante.

2.Como x =8 >e y=3 >0 o ponto (8, 3) estd localizado no 1°

quadrante.

3.Como x=8>0e y=-9 <0 o ponto (8,-9) esta localizado no

4° quadrante.

4,Comoex=-9<0y=3>0o0ponto (-9, 3) estd localizado no

2° quadrante.

5.Como e x=0y=6> 0o ponto (0, 6) estd localizado no eixo
(0y).

6.Como e x=7 >0 y=0o0 ponto (7, 0) estd localizado no eixo

(Ox).
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Exercicio 4.3 Dé as coordenadas dos pontos em negrito localizados no plano
de cartesiano:

4
B
o¢ 3 °
o 2
1 o4
.G
5 3 1 2 3 4 5¢
-1
o el o
of | 3
-4 o’
-5

Soluciao. As coordenadas sio:
A(2; 1); B (4} 3)) C (_31 3)1 D(_4;_2)) E (4;_2)1
F (_4; 2)} G(ZJ O)J H(O}_Z); I(_27_3)1](3;_4)~

Exercicio 4.4 No sistema de coordenadas a seguir estdo marcados os pontos
A, B, C, D e E. Determine as coordenadas dos simetricos desses pontos em
relacdo ao eixo x.

o

e 4
c (24 A4 3)
3
B (1, 2)
2 °
1
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
—1
-2 E (3, -3)
D(-3,-4) 3 *
° —4
B}

Solucio. As coordenadas dos pontos simétricos, dos pontos A, B, C, De
E, em relacio ao eixo X, sio:
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1. As coordenadas do ponto simétrico A’ do ponto A(4, 3) sdo
dados por A'(4,-3).

2. As coordenadas do ponto simétrico B do ponto B(1, 2) sdo
dados por B(1,-2).

3. As coordenadas do ponto simétrico C do ponto C(-2, 4) sio
dados por C(-2,-4).

4. As coordenadas do ponto simétrico D' do ponto D(-3,—4) sdo
dados por D(-3, 4).

5. As coordenadas do ponto simétrico E do ponto E(3,-3) sdo
dados por E(3, 3).

Exercicio 4.5 No sistema de coordenadas a seguir estdo marcados os pontos
A, B, C, D e E. Determine as coordenadas dos simétricos desses pontos em

relacdo ao eixo y.

A (3,3)
3 °
B (-3, 2)
1 C(2,0)
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
1 (0,-2)
1 D (4,-3)
-3 °
E (-2, -4)

Solucio. Com a leitura gréfica, as coordenadas dos pontos simétricos,

dos pontos A, B, C, D, E e F, em relacio ao eixo y, sio:
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1. As coordenadas do ponto simétrico A” do ponto A(3, 3) sio dados
por A"(-3, 3).

2. As coordenadas do ponto simétrico B’ do ponto B(-3, 2) sdo dados
por B'(3, 2).

3. As coordenadas do ponto simétrico C" do ponto ((2, 0) sdo dados
por C'(-2,0).

4. As coordenadas do ponto simétrico D" do ponto D(4,-3) sdo dados
por D'(—-4,-3).

5. As coordenadas do ponto simétrico E’ do ponto E(-2,-4) sio dados
por E'(2,-4).

6. As coordenadas do ponto simétrico F’ do ponto F(0,~2) sio dados
por F'(0,-2).

Exercicio 4.6 Para os mesmos pontos do Exercicio anterior, determine o

simétrico deles em relacdo as retas:
y=xey=-x.
Solucio.

A. As coordenadas dos pontos simétricos, dos pontos A, B, C, D, Ee F,

em rela¢do ao eixo y = x, sdo dados:

1. As coordenadas do ponto simétrico A; do ponto A(3, 3), em relacio
a0 eixo y = x, sdo dados por A;(3, 3).

2. As coordenadas do ponto simétrico By do ponto B(-3, 2), em relacdo

a0 eixo y = x, sdo dados por By(2,-3).

3. As coordenadas do ponto simétrico C; do ponto ((2, 0), em relacio

a0 eixo y = x, sdo dados por Cy(0, 2).
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4. As coordenadas do ponto simétrico Dy do ponto D(4,-3), em relacio

a0 eixo y = x, sdo dados por D;(-3, 4).

5. As coordenadas do ponto simétrico E; do ponto E(-2,-4), em relacio
a0 eixo y = x, sdo dados por Ej(-4,-2).

6. As coordenadas do ponto simétrico F; do ponto F(0,-2), em relacio

a0 eixo y = x, sdo dados por Fi(-2, 0).

B. As coordenadas dos pontos simétricos, dos pontos A, B, C, D, Ee F,

em relacio ao eixo y = —x, sio dados:

1. As coordenadas do ponto simétrico A, do ponto A(3, 3), em relagio

a0 eixo y = —x, sio dados por A(-3,-3).

2. As coordenadas do ponto simétrico B, do ponto B(-3, 2), em relacio
a0 eixo y = —x, sio dados por By(-2, 3).

3. As coordenadas do ponto simétrico C, do ponto C(2, 0) sio dados
por C5(0,-2).

4. As coordinadas do ponto simétrico D, do ponto D(4,-3) sio dados
por Dy(3,-4).

5. As coordenadas do ponto simétrico E; do ponto E(-2,—4), em rela-

¢l0 ao eixo y = —x, sdo dados por E,(4, 2).

6. As coordenadas do ponto simétrico F, do ponto F(0,-2), em relagio

a0 eixo y = —x, sio dados por F,(2, 0).

Exercicio 4.7 Determine o valor do niimero real k de modo que:
1. O ponto M(-2, k + 1) pertenca ao eixo das abscissas.

2. O ponto N(k+4,-2) pertenca ao eixo das ordenadas.
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Solucao.

1. O ponto M(-2, k+1) pertence ao eixo das abscissas se sua ordenada
k+1 e nula,isto &, k+ 1 = 0. Logo, temos k = —1. Assim, o ponto
M(=2, k + 1) pertence ao eixo das abscissas para k = —1.

2. O ponto M(k+4,-2) pertence ao eixo das ordenadas se sua absscissa
k+4 enula,isto &, k+ 4 =0.Logo, temos k = —4. Assim, o ponto M(k
+ 4,-2) pertenca ao eixo das ordenadas se, e somente, se k = —4.

Exercicio 4.8 Determine o valor do niimero real k de modo que:
1. O ponto N(k +4, —2) pertenca a bissetriz do quadrantes.
2.0 ponto P(k + 2, —4) pertenca a bissetriz do quadrantes.
Solucao.

1. O ponto N(k+4,-2) pertence as bissetrizes dos quadrantes se

N(k+4,-2) pertence a primeira bissetriz ou a segunda bissetriz.

(a) Se o ponto N(k+4,-2) pertence a primeira bissetriz, entdo sua
abscissa e sua ordenada sio iguais, isto é, k+4 = -2, logo temos
k = —6. Assim, o ponto N(k + 4,—2) pertence a primeira bissetriz
para k= —6.

(b) Se o ponto N(k+4,-2) pertence a segunda bissetriz, entdo sua
abscissa x = k + 4 e sdo ordenada y = -2 sdo tais que y = —x; isto
é, -2 =—(k + 4), logo temos k = —2. Assim, o ponto N(k + 4,-2)
pertence a segunda bissetriz para k = 2.

2. O ponto P(k+2,-4) pertenca as bissetrizes dos quadrantes se

P(k+2,-4) pertence a primeira bissetriz ou a segunda bissetriz.
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(a) Se o ponto P(k+2,—4) pertence a primeira bissetriz, entdo sua
abscissa e sua ordenada sua iguais, isto é, k + 2 = —4, logo k = —6.
Assim, o ponto Pk + 2,—4) pertence a primeira bissetriz para k = —6.

(b) Se o ponto P(k+2,-4) pertence a segunda bissetriz, entdo sua
abscissa x = k + 2 e sua ordenada y = —4 sio tais que y = —x, isto
é, -4 = —(k + 2), logo temos k = 2. Assim, o ponto P(k + 2,—4)

pertence a segunda bissetriz para, k = 2.

Exercicio 4.9 Determine o valor do n'umero real k de modo que:
1. O ponto S(2k — 3,-1) pertenca a bissetriz dos quadrantes pares.
2. O ponto R(2 - 3k, 7) pertenca a bissetriz dos quadrantes impares.
Solucio.

1. Se o ponto S(2k —3,-1) pertence a bissetriz dos quadrantes pares,
entdo o ponto S(2k — 3,~1) pertence a a segunda bissetriz. Assim, a
abscissa x = 2k—3 e a ordenada y = —1 do ponto S(2k-3,~1) sdo tais que
y=-xisto & —1=—(2k-3),logo temos k = 2. Assim, o ponto S(2k —
3,~1) pertence a bissetriz dos quadrantes pares para k = 2.

2. Se o ponto R(2-3k, 7) pertence a bissetriz dos quadrantes impares,
entio ele pertence a primeira bissetriz. Assim, sua abscissa e sua orde-
nada sua iguais, isto &,2 — 3k =7,logo k= 3. Assim, o ponto R(2 — 3k,

7) pertence 2 bissetriz dos quadrantes impares para k = 3.
Exercicio 4.10 Dado o ponto P(2,-3), determine as coordenadas:
1. Do ponto Py, sim’etrico de P em relacdo ao eixo das abscissas.

2. Do ponto Py, sim’etrico de P em relacdo ao eixo das ordenadas.

3. Do ponto P, sim’etrico de P em relacdo a origem.
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Solucio. 1. Sejam M(a, b) e N(c, d) dois pontos do plano cartesiano.
Sabemos que M(aq, b) e N(c, d) s 30 simétricos em relacdo ao eixo das
abscissas se, e somente se,

a=ceb=—d.

Assim, o simétrico Pj(a, b) do ponto P(2,-3) em relacio ao eixo das

abscissas, e dado por:
a=2eb=-(-3)=3.

Entdo, o simétrico do ponto P(2,-3) em rela¢do ao eixo das abscissas,
é o ponto P;(2, 3).

2. Sejam M(a, b) e N(c, d) dois pontos do plano cartesiano. Sabemos que
M(a, b) e N(c, d) sio simétricos em relacio ao eixo das ordenadas se, e

somente se,
a=-ceb=d.

Assim, o simétrico P,(a, b) do ponto P(2,-3) em relacdo ao eixo das
ordenadas, e dado por:

a=-2eb=-3.

Entio, o simétrico do ponto P(2,-3) em rela¢do ao eixo das abscissas, é

o ponto Py(-2,-3).

3. Sejam M(a, b) e N(c, d) dois pontos do plano cartesiano. Sabemos que
M(a, b) e N(c, d) sao simétricos em relagdo a origem se, e somente se,

a=-ceb=-d.

Assim, o simétrico Ps(a, b) do ponto P(2,-3) em relacdo 2 origem,é

dado por:

a=-2eb=-(-3)=3.
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Entdo, o simétrico do ponto P(2,-3) em relacdo 2 origem, é o ponto
P3(-2, 3).

Exercicio 4.11 Dado o ponto (-4, 2), determine as coordenadas:

1. Do ponto Qy, simétrico de Q em rela¢do a bissetriz do 1° e 3° qua-

drantes.

2. Do ponto Q,, simétrico de Q em rela¢do a bissetriz do 2° e 4° qua-

drantes.

Solucdo. 1. Sejam M(a, b) e N(c, d) dois pontos do plano cartesiano.
Sabemos que se M(a, b) e N(c, d) s3o simétricos em relacdo 2 bissetriz
do 1° e 3° quadrantes, entdo eles sio simétricos em rela¢io a primeira
bissetriz. Assim, se M(a, b) e N(c, d) é o simétrico de M(a, b) em relacio

a primeira bissetriz, temos:
c=bed=a.

Assim, as coordenadas do ponto Q(c, d) simétrico de Q(—4, 2) em rela-

¢3o a bissetriz do 1° e 3° quadrantes, sdo dadas por:
c=2ed=-4,
isto ¢, o ponto Q; é dado por Q;(2,—4).

2. Sejam M(a, b) e N(c, d) dois pontos do plano cartesiano. Sabemos
que se M(a, b) e N(c, d) sdo simétricos em relacdo a bissetriz do 2° e 4°
quadrantes, entdo, eles sio simétricos em relacio a segunda bissetriz.
Assim, se M(a, b) e N(c, d) é o simétrico de M(a, b) em relacio a segunda

bissetriz, temos:
c=-bed=-a.

Assim, as cordenadas do ponto Q(¢, d) simétrico de Q(-4, 2) em relagdo

a bissetriz do 2° e 4° quadrantes, sdo dadas por:
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C=—2€d=_(_4):4;
isto ¢, o ponto Q, é dado por Qy(-2, 4).

Exercicio 4.12 Dados os pontos Q(-4, 2), P(2,-3) e R(4, 3). Determine as
coordenadas dos pontos simétricos dos pontos Q, P e R em relacdo a origem.

Solucdo. Sejam M(a, b) e N(c, d) dois pontos do plano cartesiano. Sabe-
mos que se M(a, b) e N(c, d) sdo simétricos em relacio a origem, entio:

c=-aed=-b.
Assim, temos:

1. As cordenadas do ponto Q(c, d) sim étrico de Q(-4, 2) em rela-

¢do a origem, sio dadas por:
c=—(-4)=4ed=-2,
isto é, o ponto Q; é dado por Q;(4,-2).

2. As cordenadas do ponto P;(c, d) simétrico de P(2,-3) em relacio

a origem, sdo dadas por:
c=-2ed=-(-3)=3,
isto é, o ponto P; é dado por ponto Py(-2, 3).

3. As cordenadas do ponto R;(c, d) simétrico de R(4, 3) em relacio

a origem, sdo dadas por:
c=-4ed=-3,

isto ¢, o ponto R é dado por R;(-4,-3).
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CAPITULO 5
Introducao as Funcoes Reais com
Valores Reais

—| Objetivos I

Neste capitulo estudamos o conceito de funcio, e suas
propriedades. Mais precisamente, primeiro apresentamos um
exemplo pratico para introduzir e motivar o conceito de funcio.
Em seguida, estamos interessados em passar do exemplo pratico
dessa atividade para a linguagem matemadtica de func¢io. Tam-
bém daremos uma defini¢do do conceito geral de funcio e algu-
mas propriedades gerais que sdo importantes para a Introduc¢io

ao Cilculo e, mais amplamente, para o ensino de matematica.

5.1 Preliminares

O conceito de func¢do é um dos conceitos mais importantes da
matemaitica. Ele estd presente em varios conceitos da matematica, bem
como em outras disciplinas das ciéncias exatas e aplicadas. Os concei-
tos trabalhados nos cap itulos 1, 2, 3 e 4 serdo amplamente utilizados

em nosso estudo das funcdes na disciplina de Introducio ao Célculo.

Historicamente, a ideia de funcio apareceu na forma de uma tabela
de valores numéricos, como uma relacio entre dois conjuntos finitos. A
partir do século XVII o estudo matemitico do conceito de fun¢do comeca
a ganhar importancia, gracas ao trabalho e esforco de varios matematicos
de renome como: Descartes, Leibniz, Johann Bernoullj, .... € por volta de
1750 por Leonhard Euler que deu a primeira defini¢io rigorosa da nogio

de funcio, sistematizando também o uso da notacio fx).
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Hoje, todo o cilculo diferencial e integral desenvolvido por Isaac
Newton e Leibniz no século XVII e aperfeicoado ao longo dos séculos
por vérios matematicos, principalmente por Auguste Cauchy por volta

de 1820, gira em

torno de dois conceitos fundamentais: o conceito de funcio e o
conceito de limite.

Neste capitulo, introduzimos o conceito de funcio a partir da
modelagem matematica de um exemplo pratico. Entio, estamos inte-
ressados na transicio da modelagem matematica deste exemplo pratico

para a linguagem

matemdtica funcional. A seguir, daremos uma defini¢cio mate-
matica rigorosa do conceito geral do conceito de funcio. E também,
apresentamos algumas propriedades gerais, que sio importantes para a
Introducio ao Célculo e, de forma mais ampla, para o ensino da mate-

matica do Calculo I e I, e da anilise matematica em geral.

5.2 Modelo pratico e linguagem de funcio
5.2.1 Modelo de Atividade Pratica: Curva de temperatura

Um aparelho possibilitou elevar a temperatura de uma sala, con-
tinuamente de 6 horas até 24 horas. Os pontos marcados em negrito na

curva indicam leituras exatas (veja a curva de temperatura).
1. a) Dé a temperatura as 8h00 e as 14h00.
b) A que horas a temperatura é (aproximadamente) 3°C?
c) A que horas a temperatura é (aproximadamente) -2° C?

d) A que horas a temperatura é (aproximadamente) 4°C?
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2. a) Em que faixa(s) de horas a temperatura estd aumentando?

b) Em que faixa(s) de horas a temperatura esta diminuindo?

3.a) A que horas a temperatura é maxima?

b) A que horas a temperatura é minima?

¢) Quais s 30 as temperaturas extremas?

4. a) Em que intervalo de tempo a temperatura é maior ou igual

a6°C?

b) Em qual(s) intervalo(s) a temperatura é negativa?

Eixo de temperatura

funcional

=N o U1 Oy =T 00

Curva de temperatura

2468 10’,12 1416 18 20 2\2\2)4

Eixo das horas

5.2.2 Modelagem Matematica: Da atividade pratica a linguagem

Agora vamos apresentar a modelagem matematica do exemplo

temperatura.

anterior. Nosso objetivo é de introduzir a linguagem basica relaciona-

da com a nocdo de funcio, através do modelo matematico da curva de

Por um lado, o objetivo é modelar matematicamente as per-

guntas e respostas anteriores, relacionando com a situacio da curva de

temperatura. Por outro lado, é uma questdo de familiarizar os alunos
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com a linguagem matematica ligada a nocio de funcio, através da cur-

va de temperatura, em que a temperatura é considerado uma funcio.

1- Definicio de funcio e definicio de Dominio.

A partir da curva de temperatura, podemos deduzir dois concei-
tos matematicos importantes, a saber: a nocio de funcéo ligada a curva

de temperatura e a no¢do do dominio de uma funcgo.

Temperatura em fungao de tempo | Formulagao Matematica

A temperatura depende da | A temperatura é representada como uma
hora: fungao:

f B f(l)7
T :h— T(h).
em que z representa a hora e f(x) é a

Isto é, a temperatura é em fun- | temperatura.

¢ao da hora do dia.

A temperatura foi medida entre | O intervalo [6,24] é chamado de domi-
6h e 24h. nio de defini¢ao da fungao f, e é notado
Nota: fora deste periodo de | D(f) = [6,24].

tempo nao sabemos a tempera- | A funcao f assume valores reais, dizemos

tura. que R é contradominio de definicao de f.

A funcio temperatura f ndo estd definida fora de [6, 24], isto
é, se x ndo estiver neste intervalo, entdo flx) ndo faz sentido ou no
existe. Por outro lado, como o contradominio de uma funcio f (funcio
de temperatura) é o conjunto R (a temperatura pode ser positiva ou

negativa), dizemos que fé uma funcao real.

Além disso, o dominio da funcio f(isto &, [6, 24]) é também um
subconjunto de R, isto é, D(f) C R, dizemos que f é uma funcéo real
de variavel real. Funcoes, como estd serdo objeto de estudo de Intro-

ducdo ao Cilculo, e em geral dos Calculos I e II.
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Observacao 5.1 Frequentemente, mas nem sempre, a regra que define y
= f(x) como funcdo de x ¢ dada por uma expressao analitica. No entanto, a
Sfungdo pode estar perfeitamente definida sem que tenhamos uma “férmula”

explicita, o que € o caso da funcdo da temperatura.

Observacao 5.2 Pelo fato do elemento f(x) (temperatura) estar associado
a x (hora), escrevemos também “y = f(x)”. Esta € a notacdo mais utilizada de

fungdo, apesar de ndo indicar os conjuntos.

Observacao 5.3 O nimero x € [6, 24] (temperatura) € chamado “varidvel
independente” e o niimero y = f(x) € R ¢ chamado "varidvel dependente’.

2- Imagem e Antecedente.

De acordo com a Observacio 5.3, o ntimero x ("variavel inde-
)

pendente”) e o nimero y = f{x) (“varidvel dependente”) tém papéis im-

portantes para a funcido f. Assim, é necessirio dar-lhes uma denomi-

nacio adequada, que ser4 ttil para o futuro.

Temperatura em funcao de tempo | Formulagao Matemética

A temperatura as 8h é —4°C. Com a fungao f escrevemos:

A temperatura as 18h é de 7°C. | f: 8 — f(8) = —4 ou f(8) = —4
f:18+— f(18) =T ou f(18) =7,
Dizemos que:

A imagem de 8 por f é igual a —4,
A imagem de 18 por f é igual a 7.

A temperatura as 8h é —4°C. Diz-se também que:
A temperatura as 18h é de 7°C. | 8 é o antecedente de -4,

18 é o antecedente de 7.

O contradominio da funcio f (fun¢do temperatura), denotado
por C(f), é o conjunto:
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C(f) = {fix), xe[6,24]} = {y € R, y = f(x), para algum x € [6, 24]}.

Por outro lado, a expressio “f(x) é a imagem de x” significa que
flx) é a imagem do elemento x, pela funcdo f. O contradominio é for-
mado pelas imagens f(x), onde x € D(f).

Observacao 5.4 Para caracterizar uma funcdo ndo basta conhecer somente
a lei que a cada elemento do dominio associa um elemento no contradominio.
E preciso, além disso, estar claro quais sdo estes conjuntos, isto é: 0 Dominio
e o Contradominio.

3- Antecedentes e equacdes.

O grifico, que é o “retrato” da funcio temperatura f, permite res-
ponder as perguntas: A que horas a temperatura é (aproximadamente)
3°C? =2°C? 4°C?” Ou o equivalente a resolver equacdes definidas pela
funcio fdo tipo f(x) = k, onde k = 3, -2 ou 4. Para nossa modelizacio

matemadtica, a situacio é apresentada da seguinte forma

Temperatura em funcao de tempo | Formulagao Matematica

A temperatura é de 3°C as 14h | Os antecedentes de 3 sdo 14 e 20.

e 20h, ou seja: T(h) = 3°C | Também é dito que a Equagao f(z) = 3
quando h = 14h ou h = 20h. admite solugbes x = 14 ou x = 20.

A temperatura é de cerca de | Os antecedentes de —2 sao 6, 11 e 20.
—2°C as 6h, 11h e 20h, ou seja: | Também dizemos que a Equagao f(z) =
T(h) = —2°C quando h = 6h, h | —2 tem para solugdes x = 6, x = 11 ou
= 11h ou h = 24h. T =24.

Observacao 5.5 Usando o processo matemdtico, podemos dizer que resolve-
mos graficamente as duas equacdes f(x) = 3 e f(x) = -2.
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4- Antecedentes e inequacoes.

Também, o grifico que é o retrato da funcio temperatura f, per-
mite responder as perguntas: "Em que intervalo de tempo a tempera-
tura é maior ou igual a 6°C?"ou "Em que intervalo de tempo a tempera-
tura é negativa?", ou que equivale a resolver inequacdes definidas pela
funcdo fdo tipo flx) > k ou f{x) < k. Para nossa modelizacio matemati-

ca, a situacdo é apresentada da seguinte forma.

Temperatura em fungao de tempo | Formulagao Matematica

1) A temperatura é maior ou | 1) A Inequagao f(z) > 6 tem para so-
igual as 6°C entre ds 16h e as 19h. | lugoes x tais que 16 < z < 19.

2) A temperatura é negativa en- | 2) A Inequacdo f(z) < 0 tem para
tre 6h e 12h e entre as 22h e as | solugbes x tais que 6 < z < 12 ou
24h. 22 <x <24

Observacao 5.6 Usando o processo matemdtico, podemos dizer que resolve-

mos graficamente as duas inequacdes flx) > 6 e f(x) < 0.

5- Variacoes da funcio temperatura.

Para as variacdes da temperatura, o grifico da funcio tempe-
ratura permite visualizar melhor o comportamento da funcio f; seu
crescimento ou diminui¢io. Usando a nossa modelizacio matematica,
a descricio matemdtica do crescimento ou diminui¢do da temperatura

é descrita como segue.

Temperatura em funcao de tempo Formulagao Matemadtica

A temperatura estd crescendo entre 8h | A fungdo f é crescente no inter-
e 18h, ou seja, se por exemplo hy = 10h | valo [8, 18], isto é, se 8 < z; <
e hy = 14h entéo T'(hy) < T'(hy). zy < 18, entdo temos f(z;) <
De maneira geral, se 8 < hy < hy <18, | f(z2).

temos T'(hy) < T'(hs).
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Assim, investigamos graficamente o crescimento da funcio

temperatura num determinado subconjunto de [6, 24].

Temperatura em fungao de tempo Formulagao Matematica

A temperatura estd decrescendo entre | A funcdo f é decrescente no in-
6h e 8h, ou seja, se por exemplo hy = | tervalo [6, 8], isto é,

6h30 e hy = 7h, entdao T'(hy) > T'(hs). Se 6 < x1 < 29 < 8 entao temos
De maneira geral, se 6 < hy < hy < 8, | f(z1) > f(z2).

temos T'(hy) > T'(hy)

Também, investigamos graficamente o decrescimento da fun-

¢io temperature num determinado subconjunto de [6, 24].

Observacao 5.7 Podemos notar que:
1. As variagdes de temperatura entre 6h e 24h foram descritas (graficamente).

2. Estudamos (graficamente) as variacdes da funcdo f no intervalo [6, 24]

6- Extremos: o Maximo.

O que é extremo? Extremo é uma palavra de origem latina
"extremus”, e que significa 0 ponto mais distante ou o limite. Muitas
vezes a matematica € utilizada para tratar problemas reais, existem varias
ferramentas para detectar os pontos extremos. No grafico da funcio de

temperatura, temos pontos extremos baixos e pontos extremos altos.

No gréfico anterior da funcdo de temperatura podemos ver que
o ponto mais alto é o ponto de abscissa x = 18, este ponto é designado

por maximo.
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Temperatura em fungao de tempo

Formulagao Matemética

A temperatura méxima é de 7°C é
atingido as 18h, ou seja. T'(18) = 7C
e para qualquer hora h entre 6h e 24h
temos T'(h) < 7°C.

A fungéo f admite um méaximo igual
a 7, que é atingido as xg = 18, isto
é, f(zg) = f(18) = T e para todos
em [6; 24] temos f(x) < 7.

De fato, no grifico da func¢io temperatura, podemos observar

um ponto mais alto de abscissa em x = 18, que em matematica chama-

mos de maximo absoluto.

Observacao 5.8 Na verdade, o mdximo absoluto de uma funcdo f quando

existe, representa o valor mdximo do conjunto imagem Im(f) da funcao f.

7- Extremos: o Minimo.

Também, no grafico anterior da funcio de temperatura pode-

mos ver que o ponto mais baixo é o ponto de abscissa x = 8, este ponto

é designado por minimo.

Temperatura em fungao de tempo

Formulagao Matemdtica

A temperatura minima é de —4°C é
atingida as 8 horas. T'(8) = —4° C e
para qualquer hora h entre 6h e 24h
temos T'(h) > —4°C.

As temperaturas —4°C e 7°C sdo
as temperaturas extremas entre Gh
e 24h.

A fungao f admite um minimo igual
a —4, que é alcancado em xy = 8,
ou seja, f(xo) = f(8) =
todos x em [6; 24] temos f(z) > —4.

O méaximo e o minimo da fungédo f

—4 e para

no intervalo [6; 24] sdo chamados de

extremos de f em [6; 24].

De fato, no grifico da funcio temperatura, temos um ponto

mais baixo de abscissa x = 8, que em matemadtica chamamos de mini-

mo absoluto.
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Observacao 5.9 Na verdade, 0 minimo absoluto de uma funcdo f

quando existe, representa o valor minimo do conjunto imagem Im(f) da fun-

cdo f.

Extremos absolutos e Extremos relativos. No entanto, existem ou-
tras funcdes que admitem outros pontos onde a funcio atinge o que
se denomina minimo relativo (ou local) ou maximo relativo (ou

local). A distincio entre extremos absolutos e relativos é simples:

a) Um extremo absoluto, ndo é mais que o local onde a funcio atinge
o ponto mais alto ou o ponto mais baixo. Como no caso do grafico
da temperatura onde podemos ver que o ponto mais alto é o ponto
de absissa x = 18, este ponto é designado por maximo absoluto. Em
contrapartida, o ponto representa o ponto mais baixo de abscissa x = 8,

designado por minimo absoluto.

b) Por outro lado, para outros pontos onde a funcio atinge um minimo
local (quando eles existem), onde a funcio atinge um minimo local, por
exemplo, o ponto é o mais baixo naquela "vizinhanca” (ou intervalo),
assim sendo, recebe o nome de minimo relativo. Quanto ao ponto que
é o mais alto junto dos seus vizinhos e assim sendo recebe o nome de

maximo relativo.

Uma funcio pode ter virios mdximos e minimos relativos, no
entanto, s6 pode ter um maximo absoluto e um minimo absoluto. E a
caracterizacio dos extremos serd estudada de uma forma muito rigoro-
sa usando o conceito de derivada no Calculo L.

8- Quadro de varia¢des. Uma quadro de varia¢io da fun¢io tempera-

tura T permite resumir seu comportamento, em seu dominio [0; 24].
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Isso permite destacar os intervalos de [0; 24] em que T é estritamente
crescente, os intervalos em que T é estritamente decrescente, usando
setas inclinadas para cima ou para baixo, bem como os pontos em que

a funcio temperatura T admite miximos e minimos relativos.

Temperatura em funcao de | Representacao do quadro de variagoes da tam-
tempo peratura 7’

Variagbes na leitura da h 6 8 18 24
temperatura podem ser -2 7

formuladas usando o se- || T'(h) . e .

guinte quadro: —4 -2

A representacio da quadro de varia¢des da funcio de tempera-
tura T, facilita, entre outras coisas, a andlise de perspectivas de tempe-
ratura. Esta representacio, permite visualizar melhor o comportamen-

to da funcio, seu crescimento e seus maximos e minimos.

Também, para a formulacio Matematica, utiliza-se um quadro
de variacio da funcio para sintetizar o seu comportamento, no seu
dominio [0; 24]. Isso permite destacar os intervalos de [0; 24] onde f
é estritamente crescente, e os intervalos onde f ¢ estritamente decres-
cente, usando setas inclinadas para cima ou para baixo, bem como os

pontos onde a fun¢io fadmite maximos e minimos relativos.

Formulagao Matemadtica Representagao do quadro de variagoes da fungao
/
Quadro de variagdo de f:
é o quadro que resume z 6 8 18 24
de forma ’sintética’certas -2 7
propriedades da funcao f. || f(%) \ / \
—4 -2
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Em relacio ao estudo do quadro de variacio de uma funcio real
fde variavel x, de dominio D(f), podemos afirmar que com este quadro
podemos visualizar a monotonia da funcdo f nos intervalos I, em
que I C D(f). Assim, podemos estudar o sentido da variacio de uma
funcio através do quadro de variacio que a representa ou com o recur-
so ao célculo diferencial. Por vezes, utiliza-se um quadro de variacio da
funcio para sintetizar o seu comportamento, no seu dominio, explici-
tando neste os intervalos onde é estritamente crescente, os intervalos
onde é estritamente decrescente, através de, respetivamente, setas in-
clinadas para cima ou para baixo, bem como os pontos onde a funcio

admite maximos e minimos relativos.

Em Calculo, uma funcio f: E - R, onde E subconhjunto de R,
é mondtona quando ela preserva ou inverte a relagio de ordem <. In-
tuitivamente, a representacio grafica de uma funcio monétona em um
intervalo é uma curva que constantemente “sobe” ou constantemente
“desce”. Se este aspecto grafico é imediatamente revelador, nio é, con-
tudo, a inica forma em que a propriedade da monotonia se revela: uma
funcio monotoénica é uma fun¢io que tem sempre o mesmo efeito na

relacao de ordem:

- Para uma funcdo crescente, a ordem que existe entre duas varidveis
x1 e x2, encontra-se na ordem das suas imagens f{x;) e f{x,): falamos de

uma funcio crescente.

- Para uma funcio decrescente, a ordem das imagens f{x;) e fx,) é in-
vertida em relacio a ordem dos antecedentes x; e x,: falamos de uma
funcio decrescente.

De forma rigorosa, uma fungio f: E — R, onde E subconhjunto
de R, é chamada de monétona quando ela preserva ou inverte a relacio

de ordem &, isto é,
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- Quando f preserva a relacio de ordem < temos: x; < x, implica que

fx1) € flx,). Assim, a funcio fé chamada de funcio crescente.

- Quando finverte a relacio de ordem < temos: x; < x, implica que flx;)
> flxy), ou flx,) < flx;). Assim, a funcio fé chamada de funcio decres-

cente.

Quando a relacio de ordem < é substituida por <, dizemos que
a funcio f é estritamente mondtona, em muitos contextos, isso fica

implicito.

9- Tabela de valores e curva da funcao temperatura.

Os conjuntos de pares ordenados sdo uteis para descrever vdrias
situacdes em Matemadtica e em outras dreas; assim é importante de sa-
ber como construir graficos de fung¢des a partir de um numero finito
de pares ordenados, da descri¢io de curvas no plano, ou de como pro-
curar a temperatura em fun¢io de tempo ou uma rua no mapa de uma
cidade. No caso da curva de temperatura a tabela dos pares ordenados

(h, T), é usada para a construcio da curva de temperatura da atividade:

Temperatura em funcao de | Tabela de valores da temperatura 7'

tempo

A curva de temperatura foi | Por outro lado, a curva de T é ob-
dada em um grafico, onde | tida juntando os pontos (h,T) em
a hora é lida no eixo hori- | negrito, correspondendo aos registros

zontal graduado e a tempe- | exatos, dados pela seguinte tabela:
h| 6|8 |10|12]14|16[18 19|20 |22 24
T|-2|-4|-2[0]14]6|7]6|3|0]|-2

ratura no eixo vertical gra-

duado, do plano cartesiano.

Além disso, ambos os eixos

sao perpendiculares.
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Podemos notar que cada coluna nesta tabela de temperature re-
presenta um ponto em negrito na curva de temperatura T, que estd
associado a uma leitura exata.

A situacdo anterior, da tabela de valores da func¢do temperatura
T, pode ser modelada matematicamente para a funcéo f, associado a
funcio de temeratur T, da seguinte forma:

Formulagao Matematica Tabela de valores da fungao f

A curva da fungao f é dese-
nhada no plano cartesiano. | A construgdo da curva da fungao f é obtida
Essa curva, denotada por | juntando os pontos (z;, f(x;)), correspon-

Cy, é o conjunto de pontos | dendo aos pontos dados pela seguinte tabela:
T [ 8 | 1012|1416 181920 22| 24
fa)y|—2|-a[—2[ofal6|7]6]3]0]-2

M(z, y), onde a equagao da

curva é y = f(z).

Isto é, a construcao da curva Cyda funcao f¢é obtida unindo pontos bem
escolhidos de abscissas x; dos quais f{x;) foi calculado. Dai o interesse
de considerar uma tabela de valores. Assim, podemos notar que cada
coluna nesta tabela representa um ponto em negrito na curva, que esti

associado a uma leitura exata.

De maneira geral, a tabela de valores é importante para con-
seguir (com ldpis e papel) o esboco do grifico da funcio f, que é uma
representacdo da funcdo por desenho ou figura geométrica, mediante a
associacdo, um a um, dos pares ordenados de nimeros reais com pon-
tos de um plano, usando um sistema de eixos coordenados (como foi

feito para nimeros reais e pontos de uma reta).
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5.3 Definicao de uma Funcao

5.3.1 Definicido de uma funcio

Definicao 5.1 Sejam D e F subconjuntos de R. Uma funcio:
f:D->FCR,

¢ uma Lei ou Regra que a cada elemento de D faz corresponder um iinico
elemento de F.

O conjunto D € chamado dominio de f e ¢ denotado por D(f).
F ¢ chamado de contradominio de f

Observacao 5.10 Em outras palavras, como visto acima com a atividade de
temperatura, uma funcdo f de uma varidvel real € um mecanismo que, a um
numero real x, chamado de varidvel, associa um tinico niimero real construido
a partir de x, denotado f(x).

Por exemplo, sejam D = {1, 2, 3,5, 6,7} e f: D— N uma lei de-
finida por:

flx) = 2x + 1, para todo x€ D.

1. fé uma funcio: Seja n€ D, o nimero f{n) = a é Gnico, isto &, se

fin)=aefln)=btemos a=2n+1eb=2n+1,assima=b=2n+1
Entio, temos que f ¢é uma funcio.

2. O dominio de fé{1,2,3,4,5,6,7}.

3. O contradominio de fé N.

Outro exemplo, sejam D =Ne f: D — N uma lei definida por:

flx) = 2x + 1, para todo x€ D.
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1. fé uma funcio: Seja n e D, o nimero f{n) = a é Unico, isto &, se

fin)=aefln)=btemos a=2n+1eb=2n+1,assima=b=2n+1
Entio, temos que f¢é uma funcao.
2.0 dominio de fé D=N.
3. O contradominio de fé N.
5.3.2 Definicoes: Imagem e Conjunto Imagem

Daremos aqui algumas defini¢cdes e propriedades relacionadas
ao conceito de funcio.

Definicio 5.2 Imagem de uma funcéo. Sejam E e F dois subconjuntos
deR e f: E— F uma funcdo.

1. Dado x € E, 0 elemento f(x) € F ¢ chamado de valor da funcdo no
ponto x ou de imagem de x por f.

2. O conjunto de todos os valores assumidos pela funcdo f € chamado
conjunto imagem de f e denotado por Im(f).

Por exemplo, sejam E = {1, 2, 3, 4, 5}, F = Z e funcio:
f:E->F,

definida pela regra: a cada elemento x de E faz corresponder o do-

bro mais um. Entdo: a regra que define f¢é flx) = 2x + 1; assim temos:
1. Aimagem do elemento 1é 3,de2é5,de3é7,de4é9ede5é11;
2. O dominio de fé D(f) = E;

3. O conjunto imagem de f¢é Im(f) = {3,5,7, 9, 11}.
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Exemplo 5.1 Sejam D = {1, 2, 3,5, 6,7} e f: D> R uma lei definida por:
flx) =2x + 1, para todo x € D.
1. f € uma funcdo: a imagem de n€ D € o niimero fin) = 2n + 1,
2.0 dominio de fé{1, 2, 3,4,5,6,7}.

3. O conjunto imagem de f ¢ Im(f) = {3, 5,7, 9, 11, 13, 15}, que € 0
conjunto dos niimerosimpares entre 3 e 15.

Exemplo 5.2 Sejam D = N e f: D — R uma lei definida por:
fx) =2x+ 1, para todo x€ D.
1. f é uma funcdo: a imagem de n€ D € o niimero fin) =2n+ 1,
2.0 dominio de fé D =N.

3. O conjunto imagem de f ¢ Im(f) = 2N + 1, que € o conjunto dos

niimeros impares.

Exemplo 5.3 Seja a funcdo f :R - R definida por
fx) =2,
1. f € uma fungdo: a imagem de x € R € o niimero real f{x) = x2,
2.0 dominiode fé D =R.

3. O conjunto imagem de f ¢ Im(f) = [0,+o0[, que € o conjunto dos

niimeros positivos ou nulos.

Quando trabalhamos com subconjuntos de R, é usual caracte-
rizar a func¢io apenas pela regra ou formula que a define. Neste caso,
entende-se que o dominio de f é o conjunto de todos os nimeros reais

para os quais a funcio estd definida.
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5.3.3 Representacio Grafica de uma Funcao

Para entender, pelo menos de maneira qualitativa, a dependén-
cia de uma funcio f{x) em relacdo a sua variével x, podemos represen-
tar a func¢do no plano cartesiano, via o seu grafico. O grifico permite
extrair a informacio essencial contida na funcio, de maneira intuitiva,
geométrica. Para uma funcio f com dominio D(f), esbogar o gréfico de

f consiste em tracar todos os pontos do plano cartesiano da forma (x,
flx)), onde x € D(f).

Definicao 5.3 Representacio grafica de uma funcio. Seja f: D -» R
uma fungdo, onde D C R. A Representacdo grdfica da funcdo f € o conjunto
de todos os pontos (x, y) do plano cartesiano, onde a abscissa x pertence ao
dominio D da funcdo f e a ordenada y € dada por:

y=fx).
A expressdo y = flx) € chamada equacdo da curva da funcdo f.

Como fazer o grafico de uma funcéo. Construaimos uma tabela de
valores de f, da seguinte maneira:

1. Dando valores para abscissas xi, X, ..., Xm obtemos os valores
correspondantes flx;), flx,), ..., f{x,). Dai temos o que chama-
mos de tabela de valores:

x 1 Ty || ol T

S@) | ) | flo) | -] ]| f(am)

Cada par ordenado (x;, f{x;)) representa um ponto A{x;, y;) da
curva da funcio f.

2. A construcao da curva Csé obtida unindo todos os pontos da

tabela dos valores.

Observacao 5.11 De modo geral, para construir o grdfico de uma fungcdo
com ldpis e papel, ndo basta encontrarmos alguns pontos dando alguns valores
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para a varidvel independente. No préximo capitulo estudaremos as funcdes
elementares e faremos o esboco de seus grdficos utilizando as propriedades destas
fungdes. Também, o conhecimento dos grdficos das funcbes elementares € impor-
tante. Por outro lado, um outro processo de construgdo de grdficos € a utilizacdo de

programas computacionais especificamente criados para este fim.

Exemplo 5.4 Seja a fungao f: R —» R definida por f(x) = 2x + 1. Considerar
a seguinte tabela de valores:

T -1 0 0.5 1 1.5
flx)y| -1 | 1 2 3 4

Unindo os pontos da tabela dos valores escolhidos, isto ¢, A(-1,-1), B(0, 1),
0.5,2), D(1, 3) e E(1.5, 4), conseguimos a construgdo da curva Cy da fungdo f:

<3l

Observamos que a curva representativa da fun¢io f{x) = 2x+1 é
uma linha reta, por que os pontos A(-1,-1), B(0, 1), C(0.5, 2), D(1, 3) e
E(1.5, 4), estdo alinhados. De fato, no capitulo sobre as funcdes usuais,
veremos que, para as func¢des do tipo flx) = ax + b a curva representa-
tiva é uma linha reta. E, neste caso, precisamos apenas de dois pontos
para desenhar sua curva representativa, ou seja, na tabela de valores

estaremos satisfeitos com apenas dois valores
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Exemplo 5.5 Seja a funcdo f :R - R definida por:
fx) =2

Considerar a seguinte tabela de valores:

| 2| -1]o0]1
f@)| 4 | 1 Jo]1]4

Unindo os pontos da tabela dos valores escolhidos, isto ¢, (-2, 4), (-1, 1), (O,
0), (1, 1), (2, 4) conseguimos a construcdo da curva Cy da funcdo f:
5
4

3

5.4 Exercicios

Exercicio 5.1 Linguagem: Imagem e antecedente. Seja f uma funcao.
A frase ™5 ¢ a imagem de 4 pela funcdo [equivale a expressdo matemdtica

f(4)=-5".

A frase -5 € o antecedente de 4 pela funcdo fequivale a expressdo matemdti-
ca’f(4) =-5".

Da mesma maneira, traduzir simbolicamente por uma igualdade as seguintes

frases:
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1.2 ¢ a imagem de O pela fungao f
2. Um antecedente pela funcdo h de-3 € 5.
3. As imagens de -3 e 5 por g sdo zero
4.- 4 é um antecedente de 2 pela funcdo u.
5.46 ¢ a imagem de 12 pela funcdo v.
6. Um antecedente pela funcdo w de -8 ¢ 17.
Solucao.
1. Para”2 é aimagem de O pela funcio f’ escrevemos: f{0) = 2

2. Para”Um antecedente pela funcdo h de -3 é 5” escrevemos:
h(5) = -3.

3. Para "As imagens de -3 e 5 por g sdo zero” escrevemos:
g(-3)=0eg(5)=0.

4. Para - 4 é um antecedente de 2 pela funcio u" escrevemos:
u(-4) = 2.

5. Para "46 é a imagem de 12 pela funcdo v’ escrevemos:
v(12) = 46.

6. Para”Um antecedente pela funcio wde -8 é 17” escrevemos:
w(17) = -8.

Exercicio 5.2 Dominio, imagem e antecedente. Seja fa funcio de-

finida por flx) = 2.
1. Qual € 0 dominio da fungdo f?

2. Calcular as imagens por f dos reais 0; 2; - 4.
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3.

4.

5.

Verifique se 4 tem dois antecedentes por f.
Por que - 4 ndo ¢ a imagem de qualquer niimero real?

L p . s 8 :
Quais sdo os niimeros reais que tém ~ por imagem por f?

Solucio. Seja fa funcio definida por Ax) = 2x%.

1.

O dominio da funcio fé Dy= R, de fato, para todo niimero
real x, podemos calcular x?, logo a imagem flx) = 2x? existe.
Em outra palavras, todo numero real x possui uma imagem

pela funcio f.

As imagens dos reais 0; 2 e - 4 sdo dadas por: fl0) =2 x0? = 0;
f2)=2x22=8efl-4) =2 x(-4)* = 32.

Os antecedentes de 4 por f sdo tais que flx) = 2x* = 4, assim,
temos x* = 2. Entdo, os antecedentes de 4 sio — V2eV2

Como f(x) = 2x* > 0, para todo x em R, entdo o ntimero - 4

ndo é a imagem de qualquer nimero real, pela funcio f.

. , 8 . =
Seja x um ndmero real que tem — por imagem por f, entio

2 _ W5

Ax) = 2x* = —=. Assim, temos x* = %, elogo x =% =22 ou

N

Exercicio 5.3 Imagen, antecedente e equacoes. Seja f a funcdo defini-
da em R por f(x) = x* - 5x.

1. Fatorar f(x).

2. Caleule f0); A1); A2); f3); ﬂ%).

3. Determine por cdlculo os antecedentes de 0.
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Solucio. Seja fa funcio definida em R por f{x) = x* — 5x.
1. 1. A fatorizacio de flx) é dada por flx) = ¥* — 5x = x(x - 5).

2. 2. Os numeros fl0); A(1); A2); A3) 'ﬂi ) sdo dados por:
£0) = 0x(0-5) 0ﬂ1_1x15——4ﬂ2_2x25) -6;
f(3 = 3x(3-5) = -6; f(4 =% ——5)=—x(—§) Logo, obtemos

44
ﬂg) =-5

3. Seja x um antecedente de 0, entdo flx) = ¥ - 5x = x(x— 5) = 0.
Logo, os antecedentes que verificam as equacdes sio x = 0

ou x - 5 = 0. Entdo, os antecedentes de 0 sio x = 0 ou x = 5.

Exercicio 5.4 Leitura grafica. A curva abaixo ¢ a curva representativa
de uma funcao f.

-5

Corrija os erros na tabela de valores:

Solucio. Seguinte o grafico da funcio f, os valores exatos da tabela:

x| 2| —1] of o05] 1
f@ | -1 4] of 2] 35

Exercicio 5.5 Leitura grafica. Seja a funcdo f: [-4, 2] - R definida por:
1

flz) = —ZxQ + 3.
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1. Completar a seguinte tabela de valores

T —4 -3 -2 0 1 2
1)

2. Determine um valor aproximado:
e paraasimagensde 1,5¢-1,5
«  para os) antecedente(s) de -0,5

Solucio. 1. A tabela de valores é dada por:

T —4 -3 -2 0
foy] -1 | 4 2 |3

—_

2
2

|

2. Os valores aproximados sio dados com uma aproximacio de
0,01. Assim:

+ Para os valores aproximados das imagens de 1,5 e -1,5 te-
mos f{1,5) =2,44 e f(-1,5) = 2, 44.

«  Para os valores aproximados do(s) antecedente(s) de -0,5
temos; x; = -3,74 e x; = 3, 74.

Exercicio 5.6 Leitura grafica. Seja f uma funcdo definida sobre R, cuja

curva representativa grdfica € dada abaixo:

-6 -5 -4 -3 =2 1 2 3 1 5 6




1. Por leitura grdfica dé as imagens f—4), f-2), fl0), A2), A3, 5),
f4), fi4,5), f5).

2. Por leitura grdfica dé os antecedentes de 2,5 e -5.

3. Dé o conjunto das abcissas dos pontos cujas ordenadas sdo maior
ou igual a 3.

4. Dé o conjunto de abscissas dos pontos da curva cuja ordenada é
estritamente menor que -2,5.

5. Faca o quadro de variagbes da funcdo f. Especifique os possiveis
extremos da funcao f.

Solucao.
1. As imagens sio dadas por:

f(_4) = O,ﬂ—Z) = _2; Zlf(o) = 1,f(2) =~ 4; 5;ﬂ31 5) = 4; 51ﬂ4) = 3; 5:
4, 5) =2, fi5) =O.

2. Para os antecedentes de 2,5 e -5, temos:
a. Os antecedentes de 2.5 sdo: = —4,5;=0,8 e~ 4, 4.
b. O antecedente de - 5 é: = 5, 8.

3. O conjunto das abcissas dos pontos cujas ordenadas sio maior ou

igual a 3 é o intervalo: ] —oo,—4, 7] U [1; %]

4. O o conjunto de abscissas dos pontos da curva cuja ordenada é estri-
tamente menor que -2,5 é o intervalo: 5, 5;+0co[

5. O quadro de varia¢des da funcio f, com os extremos é dado por:

r | —oo —2,75 2,75 +00
+00 4,75
f(@) N / N

—2,2 -0
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Exercicio 5.7 Leitura grafica. Seja f uma funcdo, cuja curva representa-

tiva € dada abaixo:

-6 -5 [-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

1. Determine as imagens de f em : 2; -2 e 0. Conforme o Exercicio 1.1,

faga uma frase para explicar essas imagens encontradas.
2. Resolva a equacdo f(x) = 2.
3. Resolva a equagdo f(x) = -2.
4. Resolva as desigualdades f(x) > 2.
5. Resolva as desigualdades f(x) < - 1.
6. Para quais valores de k a equagao f(x) = k, tem trés solucdes

7. Fagca o quadro de variacdes da funcao f. Especifique os possiveis

extremos da funcdo f.

Solucio.
1. As imagens de 2; -2 e 0 com f'sdo:

a. Temos f{2) = -3, 5, e dizemos também que 2 é o antecedente de -3,5.

177



b. Temos f-2) = 3, 2, e dizemos também que -2 é o antecedente de 3,2.
c. Temos f{0) = 0, e dizemos também que 0 é o antecedente de 0.

2. As solucdes da equacio flx) = 2s30: x; = —1;x,=-3,8 e x3=5, 2.

3. As solucdes da equacio flx) = -2 sdo: x; = 1; x, = 4,25 e x3= —4, 75.

4. O conjunto das solucdes da inequacdo flx) > 2 é o intervalo: | -3,
8;—1[U]5, 2;+0o.

5. O conjunto das solucdes da inequacdo flx) < —1 é o intervalo dado
por: | —o0;—4, 3[U]0, 5; 4, 5[.

6. A equacio flx) = k tem trés solucdes para k no intervalo ] — 4; 3, 2[.

7. O quadro de variacdes da funcio f, com os extremos é dado por:

r | —o0 —2,75 2,75 +00
3,25 +0o0

—00 —3,75

Exercicio 5.8 Sinal de uma funcio.

Seja f a funcdo definida em R por f(x) = x2— x — 2, cuja curva repre-

sentativa € dada abaixo:
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Usando a representacdo grdfica de f, responda as seguintes perguntas:

1. Resolva a equacao f(x) = 0. Verifique pelo calculo que as imagens

dessas solucdes verificam a equacdo f(x) = 0
2. Dé os intervalos de R onde a funcao f verifica f(x) > 0.
3. Dé os intervalos de R onde a fungdo f verifica f(x) < 0.
4. Deduzir o quadro dos sinais da funcdo f.
Outro metodo.

1. Verifique que para todo o real x, (x — I)(x+ 2) = X’ — x — 2. Isto ¢,
f(x) = (x—1)(x - 2), para todo o real x

2. Deduzir os sinais da funcdo f.

Solucio.

1. As solucdes graficas da equacdo flx) = 0 s3o x = -1 ou x = 2. Usando
a expressdo da funcio f temos:

f-1)=(-1)2-(-1)=2=0efl2)=22-2-2=0.
Logo, as solucdes da equacio flx) = 0sio x = -1 ou x = 2.

2. Com o grifico de f, o conjunto das solucdes da inequacio flx) > 0 é
dado por: ] — 00,~1[U]2,+00[. Usando a expressio da funcio f temos:
Ax) = (x+1)(x-2), assim, flx) >0se x+1 >0ex-2>00ux+l <0ex—2
<0, ouseja, x> 2 ou x < —1. Logo, para as solucdes x da inequacio flx)
> 0, temos x €] —o0,—1[U]2,+0o0].

3. Com o grifico de f, o conjunto das solucdes da inequacio flx) < 0 é
dado por: ]-1, 2[. Usando a expressio da funcio ftemos: Ax) = (x+1)
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(x-2), assim, flx) <0sex+1<0ex—2>00ux+1>0ex-2<0,
ou seja, x < 2 e —1 < x. Logo, para as solucdes x da inequacio flx) < 0,
temos x€] — 1, 2[.

4. Usando as respostas das questdes 2. e 3. deduzimos que os sinais da
funcio f sdo:

a. flx) =0, parax=-1oux=2.
b. flx) > 0, para x €] —oo0,—1[U]2,+00][.

c. lx) <0, paraxe] - 1, 2[.

Exercicio 5.9 Sinal de uma funcio.

Seja f a funcdo definida em R, cuja curva representativa € dada abaixo:

-5 -4 -3 =2[-1 1 2 3 4 5
-1
-2

Usando a representacdo grdfica de f, responda as seguintes perguntas:

1. Resolva a equacao f(x) = 0.
2. Dé os intervalos de R onde a fungdo f verifica f(x) > 0.
3. Dé os intervalos de R onde a fungdo f verifica f(x) < 0.

4. Deduzir os sinais da _funcdo f.
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Solucdo. Usando a representacio grafica de f:
1. As solucdes da equacio flx) = 0sdo: x;=—1,5,x%,=0,2 e x3=1, 25.

2. As os intervalos de R onde a funcio fverifica {x) >0sdo: ] - 1,5;0,2[ e
11, 25; +oo[. Assim, temos flx) > 0 para x€] — 1, 5; 0, 2[U]1, 25; +oo[.

3. As os intervalos de R onde a funcio fverifica flx) < 0 s3o: ]—o0; —1, 5[
e ]0, 2; 1, 25[. Assim, temos f{x) < 0 para x €] —oo; -1, 5[U]0, 2; 1, 25[.

4.Usando as respostas das questdes 2. e 3. deduzimos que os sinais da
funcio f'sio:

a. flx) =0, parax; =-1,5,x=0,2ex;=1, 25.
b. flx) > 0, para x€] - 1, 5; 0, 2[U]1, 25; +oo].
c. lx) <0, para x €] —o0; -1, 5[U]0, 2; 1, 25[.

E importante notar que os valores obtidos na leitura grafica, da
curva de funcdo f, sio geralmente valores aproximados.
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CAPITULO 6
Funcgoes Afins

—| Objetivos I

Neste Capitulo apresentamos as func¢des afins. Mais pre-
cisamente, daremos a definicio do conceito de funcio afim e
algumas propriedades gerais que s3o importantes para o estudo
de matematica.

6.1 Funcio constante

Definicao 6.1 Seja k um niimero real. Uma funcdo constante € toda fungdo
f:R— R definida por:

fx) =k

Isto &, uma funcdo constante € do tipo f(x) = k, que associa a qualquer niimero real

X um mesmo niimero real k.

Assim, temos as seguintes propriedades: Seja f: R — R uma funcio

constante definida por f{x) = k.
1. O dominio da fun¢do constante flx) = k, é R.

2. O conjunto imagem da funcio constante f{x) = k é o conjunto
unitario Im(f) = { k }.

Exemplo 6.1 A funcio f(x) = 3 é uma funcio constante com k = 3.
A fungdo f(x) = -2 € uma funcdo constante com k = 2.

A seguir fazemos as suas representacoes grdficas das duas funcdes constan-

tes no mesmo plano cartesiano.
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6.2 Funcao identidade
Definicdo 6.2 A funcdo identidade ¢ a funcdo f:R — R definida por:
flx) = x.

Isto €, a fungdo identidade € a funcdo que associa a qualquer niimero real x o

niimero real x.
Assim, temos as seguintes propriedades:

Proposicao 6.1 Seja f: R - R a funcdo identidade definida por fx) = x.
1. O dominio da funcdo f, € R.
2. O conjunto imagem da funcdo c f € o conjunto Im(f) = R.

3. O grdfico desta funcdo € uma reta bissetriz do primeiro e terceiro

quadrante.
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-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

6.3 Funcdes afins ou funcdes de 1° grau

As funcdes afins sao uma generalizacio das funcoes constantes e da

identidade. Elas sdo definidas da seguinte maneira:

6.3.1 Definicio geral

Definicao 6.3 Seja a# 0 e b dois niimeros reais. Uma funcdo afim (ou de
1° grau) € a fungdo f :R - R definida por:

fx)=ax+b.

Isto ¢ uma funcdo afim € do tipo f{x) = ax + b, associa a cada niimero real x o

niimero real ax + b, onde:
1. 0 niimero real a ¢ chamado de coeficiente angular.
2. 0 niimero real b € chamado de coeficiente linear.
Para as funcOes afins, temos as seguintes propriedades basicas:

Seja f: R - R uma funcio afim definida por f{x) = ax + b.
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1. O dominio da funcio fé R.
2. O conjunto imagem da funcio f¢ o conjunto Im(f) = R.
3. O grifico desta funcio é uma reta.
Por exemplo:
1. A funcdo f(x) = 2x + 3 é uma funcdo afim.
2. A funcio flx) = -3x + 2 é uma funcio afim.

Representacao grafica de uma funcio afim. Seja fa funcio afim defi-
nida por f{x) = ax + b. A representacio gréfica de fno plano cartesiano é

uma reta. Esta reta tem equacio:
y=ax+b.

Como a representacio grifica de uma funcio afim é uma reta, o
método basico para construcio dessa reta no plano cartesiano, é idéntico a
construcio das curvas de funcdes, proposta no Capitulo 5. A regra prética

¢ a seguinte:

Representacao grafica de uma funcio afim. Para representar grafica-
mente a fun¢do f(x) = ax + b, montamos uma tabela de valores onde atri-
buimos valores para x e obtemos valores para f{x) (imagem). Colocamos os
pontos (x, y) com y=f{x) no plano cartesiano e desenhamos a reta definida por

esses pontos. Por exemplo, consideramos as fun¢des afim f{x) = 2x + 3 temos:

1. Se x =0 temos fl0) = 3, assim a curva da funcio f passa pelo
ponto A(0; 3),

1. Sex=-1temos fl-1) = 1, assim a curva da funcio fpassa pelo
ponto B(-1; 1).
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Outro exemplo, para a fun¢go afim g(x) = -3x + 2 temos:

1. Se x =0 temos g(0) = 2, assim a curva da fun¢do g passa pelo
ponto C(0; 2),

1. Sex= % temos g(%) = 0, assim a curva da funcio g passa pelo

ponto D(%; 0).

y|=-3x + 2

Casos especiais: Seja f: R - R uma funcio afim definida por f{x) = ax + b.

1) Se b = 0, a fun¢do é chamada linear. Sua representacio grafica é uma
linha reta passando pela origem do plano cartesiano.
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2) Se a =0, a funcdo é constante. Sua representacdo gréfica é uma reta pa-

ralela ao eixo das abscissas.

6.3.2 Determinando os parametrosaeb

Em virios casos, somos levados a determinar as expressoes algébri-
cas das funcoes. Assim, o coeficiente linear e o coeficiente angular, podem

ser determinados de maneira gréfica ou algébrica.

Apresentamos a seguir trés métodos para determinar o coeficiente
linear e o coeficiente angular. O primeiro método, baseado no cilculo al-

gébrico, é o seguinte:

Método algébrico. Seja f: R — R uma funcdo afim definida por f{x) = ax+ b,
com a # 0. Sejam u e v dois nimeros reais, com u # v, entio temos

flu) = au+ b#fv) = av+ b. Assim, temos:

flu) = f(v) _ (au+b) — (av+b)  alu—v)

U= u—v u—v
f(u) —au = (au+b) — au

I
(=

Regra Pratica: Primeiro Método Algébrico. Seja f: R — R uma funcio
afim com f(x) = ax+b (a # 0). Sejam u e v dois nimeros reais, com u # v,
suponha que f{u) e flv) sao dados. Entdo, nds temos:

R OEY 0}

u—-v

2.0=f(u) —au

Assim, se conhecemos duas imagens f{u) e f{v), entdo podemos de-

terminar o coeficiente linear e o coeficiente angular da funcio afim f.
Exemplo 6.2 Seja f: R — R uma funcio afim com flx) = ax+b tais que:

fi4)=14ef2) = 8.
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Determine os parametros a e b.
Solucio. Vamos aplicar o primeiro método algébrico.

Como fl4) = 14 e f(2) = 8 temos u = 4 e v= 2. Aplicando o método pratico,

temos:
fw) = f) _ fA)~f@) _14-8 6

U= T 42 _472_523'

Assim, a = 3. Depois temos que:
b=flu)—au=fl4)-3=14-12=2.
Entio, temos a=3e b= 2.
Em conclusio, a expressio da funcio afim f{x) = ax + b¢é dada por:
flx) =3x+2.

Regra Pratica: Segundo Método algébrico. Seja f: R — R uma funcio

afim definida por flx) = ax + b, com a #0. Seja u um nimero real.

1. Noés temos flu+1) = a(u+1)+b = aut+a+b = autbta = flu)+a.
Este resultado pode ser interpretado da seguinte forma: cada
vez que x aumenta uma unidade, f{x) aumenta a unidades.
Esta propriedade permite definir a direcdo da reta de equa-
¢30 y = ax+b, razio pela qual o parametro a é chamado de coe-
ficiente angular de f, isto é, a = fla + u) — flu).

2. b=Ao0).

Exemplo 6.3 Seja f:R - R uma funcdo afim com f(x) = ax+b (a# 0). Suponha
que f2) = 3 e f{1) = -1. Determine os parametros a e b.

Solucio. Vamos aplicar o primeiro método algébrico.

Temos:
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f2)=f1+1)=f1)+a3=-1+a<sa=3+1=4.

Assim, temos a = 4. Além disso, como fl0) = a x 0 + b = b, esse método

implica que:
A1) =A140) = A0)+a=fl0)+4 < b= fl0) = f(1)-a=-1-4 = -5.

Assim, temos b= 0. Em conclusio, a expressio da funcio afim flx) = ax+b
é dada por:

flx) =4x-5.
O segundo método é grifico, é o seguinte::

Regra Pratica: Método grafico. Seja f: R — R uma funcio afim definida
por flx) = ax + b, com a#0. Seja a equacio da reta representativa da funcio

fcujo equagio:
(D):y=ax+b.
Dado A(x,, y4) e B(xp, y5), onde x, # x5, dois pontos da reta (D).

Entdo, nds temos:
_ Y —Ya
I —TA

a eb=ys—azxyu.

Assim, com esses valores de a e b obtemos a expressio da fungzo afim f.

Exemplo 6.4 Seja f: R - R uma funcdo afim com f{x) = ax+b. Suponho que
a reta representativa da funcdo f cujo equacdo € dada por y = ax + b, passa pelos
pontos: A(4,9) e B(7, 21).

Determine os pardmetros a e b.

Solucio. A reta representativa (D) : y = ax+bda funcio flx) = ax+b pas-
sa pelos pontos A(4, 9) e B(7, 21). Assim, temos (x4, y4) = (4,9) e (x3, yp)
= (7, 21). Ao aplicar o método anterior aos pontos A e B, o parametro

a ¢ dado por:

189



yp—ya 21—9 12
a = = = — = 4.
I —TA 7T—4 3

De outro lado, o pardmetro bé dado por: b=y, —axs=9-4x4=9-16=
—7. Assim, temos a = 4 e b= —7. Em conclusio, a expressio da funcio afim
flx) = ax + bé dada por: flx) = 4x-7.

6.4 Variacoes da funcio afim

Seja fa funcdo afim definida por flx) = ax + bcom a+0, onde x€R.
As variacdes de fdepende do sinal do coeficiente angular a. Isto é, temos a

seguinte propriedade.

Proposiciao 6.2 Variacoes da funcao afim. Seja f a funcdo afim definida
por f(x) = ax+ b com a+ 0, onde x € R. Entdo, temos:

1. Quando a> 0 a funcdo f ¢ crescente, isto €, a medida que x cresce,
f(x) também cresce. Isto é, sejam x; e x, em R, se x; < x; entdo temos

f(x1) < f(x3). O quadro de variacdes de f ¢ da seguinte forma:

T —00 +00
Sinal de a +

f(z) /

2. Quando a< 0 a _fungdo f € decrescente, isto ¢, a medida que x cresce,
f(x) decresce. Isto é, sejam x; e x, em R, se x; < x, entdo temos f(x;) >

f(x2). O quadro de variacdes de g € da seguinte forma:

x —00 +0oo

Sinal de a -

f(@) \
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Exemplo 6.5 Consideremos as fungdes afins dos exemplos a seguir.

1. Para a fungo afim f(x) = 2x + 3, o coeficiente angular a = 2 > 0,
entdo a fungdo afim f € crescente. A representacdo grdfica de f € a reta
de equagdo: y = 2x + 3, que passa pelos 1°, 2° e 3° quadrantes.

2. Paraa funcao afim g(x) = —=3x+ 2, o coeficiente angular a=—3 <0,
entdo a funcdo afim g € decrescente. A representacdo grdfica de g € a
reta de equagdo: y = —3x + 2, que passa pelos 2°, 1° e 4° quadrantes.

5
y=2x+3
A (0, 3)

6.5 Sinal de uma funcio afim

Seja fa funcio afim definida por flx) = ax + bcom a#0, onde x€R.

6.5.1Equacao ax+b=0

Antes de estudar o sinal da funcio afim f{x) = ax + b precisamos de
determinar o zero da funcio, isto é, f{x) = ax + b = 0. Para isso, temos de

resolver a equacio do primeiro grau ax + b= 0. Assim, temos:

ax+b=0& x=-b/a.
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Graficamente, isso significa que a reta de equacio y = ax + bcruza o eixo x

no ponto A de coordenada A('; ,0).
No exemplo a seguir, seja a funcio flx) = 2x + 4, temos que:
2x+4=0&x=-4/2=-2.

Assim, x = -2 é a solu¢o da equacio 2x+4 = 0, ou de maneira equivalente,
x=-2é o zero da funcio f, isto é, —2) = 0. A representacio grafica da fun-
¢do flx) = 2x + 4 é areta de equacio y = 2x + 4, que cruza o eixo x no ponto
A (%, 0) = (-2,0), assim x = '—24 = —2 é asolucdo da equacio 2x + 4 = 0.

5
//_y:2x+4

No exemplo a seguir, seja a funcio g(x) = -2x + 3, temos que:
-2x+3=0&x=-3/-2=3/2.

Assim, x = —3/2 = 1.5 é a solucdo da equacio —2x + 3 = 0, ou de maneira
equivalente, x = 1.5 é o zero da funcio g, isto ¢, g(1.5) = 0. A represen-
tacdo grifica da funcio flx) = —2x + 3 é a reta de equacio y = —2x + 3
que cruza o eixo x no ponto B ( % ,0) = (1.5, 0), assim x = % =15éa

solucio da equacdo -2x + 3 = 0.
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6.5.2 Sinal de f(x) = ax+ b

Seja fa funcio afim definida por fx) = ax + bcom a # 0, onde x€R.
Para o sinal da fun¢Zo ftemos dois casos: a >0 e a < 0.
Caso a > 0. Se f{x) > 0 temos a inequacdo ax + b > 0. Assim, com as pro-
priedades dos niimeros reais e da desigualidade temos que ax > —b, e como

a > 0 entao:

b b
r>—— & € ——,+o0l
a a

Igualmente, se f{x) < 0 temos a inequaco:
ax+b<0 < ax<-b < x<-bla & xq) -oo,—% .

O grafico a seguir ilustra os sinais da funcio afim f{x) = ax + bquando a > 0:

—0 —b 400

Podemos também resumir os sinais da fun¢do flx) = ax + b, quando

a > 0 do seguinte modo:

T —0o0

_
sinal de f(z) =azx +0b - 0 +

Também temos a seguinte regra geral para determinar os sinais de

uma funcio afim, quando a > 0.
Regra Pratica.

Se a > 0 a funcio afim flx) = ax + b é crescente, os valores de f{x)

evoluirdo de valores negativos para valores positivos, passando por zero.

Por exemplo, seja a funcio flx) = 2x + 4, temos que 2x + 4 = 0 im-
plica que x = _—ab = ;2 =-2.

O grafico a seguir ilustra os sinais da funcdo afim f{x) = 2x + 4:
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Os sinais da fun¢do flx) = 2x + 4 sdo dados como a seguir:

T —00 —2 + 00

sinal de f(z) =2z +4 - 0 +

Caso a < 0. Se f{x) > 0 temos a inequacdo ax + b > 0. Assim, com as pro-
priedades dos nimeros reais e da desigualdade temos que ax > —b, e como

a < 0 entdo:
b
r<—— & x€l—oo,——]
a a
Igualmente, como a < 0, se f{x) < 0 temos:

ax+b<0 & ax<-b & x>-bla & xe]—%,+oo[.

O grafico a seguir ilustra os sinais da funcio afim f{x) = ax + bquando a < 0:

+ + + + | - - c =

—0 —b +00

Podemos também resumir os sinais da fun¢do fx) = ax + b, quando

a < 0 como o seguinte:

T —00 -

sinal de f(z) =azx +b +

o Qo
|

Também temos a seguinte regra geral para determinar os sinais de

uma funcio afim, quando a < 0.

Regra Pratica.
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Se a < 0 a funcdo afim flx) = ax + b é decrescente, os valores de f{x)

passarao de valores positivos para valores negativos, passando por zero.

Por exemplo, seja a funcio flx) = -2x + 4, entdo temos x = '—j = '—ZZI =2
+ + + + | - - - -
—0 2 +o0

Também, os sinais da funcio f{x) podem ser dados pela seguinte
tabela:

T —00 2 + o0

sinal de f(z) = =2z +4 + 0 -

6.6 Exercicios

Exercicio 6.1 Seja a funcdo f(x) = x + 3. Seu grdfico y = x + 3 estd representado
na figura a seguir.

|
)

|
—
—
)
©w
N
ot

1. Qual o dominio da funcdo f(x)?

2. Qual o conjunto imagem da funcdo f(x)?
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Solucio.

1. Graficamente, a fun¢do f(x) = x + 3 é definida para todo nimero real x,
entdo seu dominio é dado por D(f) = R. Por outro lado, para todo x € R,
podemos calcular x + 3, logo flx) = x + 3 existe, assim D(f) = R.

2. Graficamente, o conjunto imagem da funcio f{x) = x + 3 é o conjunto
Im(f) = fR) = R. Por outro, para todo y € R, temos fly —3) = (y -3)+ 3 = y.
Logo, existe x = y — 3 tal que f{x) = y, assim o conjunto imagem é dado por
Im(f) =R

Exercicio 6.2 Seja a funcdo f(x) = x + 3.

1. Qual a coordenada do ponto onde o grdfico da funcao f(x) = x + 3 corta
0 eixo dos x?

2.Qual a coordenada do ponto onde a funcio f(x) = x+ 3 corta o eixo dos y?
Solucao.

1. Qual a coordenada do ponto onde o grafico da funcio flx) = x + 3 corta

o eixo dos x?

A raiz da funcio afim é o ponto em que ela atravessa o eixo x; isto é, 0 pon-
to em que y = 0. Isso quer dizer que, para descobrir a raiz de uma funcio
afim, basta substituir o y por 0 na expressao f(x) = ax+b, no caso, fx) = x+3.

A raiz da funcio é o ponto —b/a no eixo x. As funcdes de 1° grau tém ape-
nas uma raiz. Fazendo isso, temos: flx) = x + 3, assim se flx) = x+ 3 =0
temos x = —3. Logo, para y = 0 temos x = —3. Entdo, o grifico da funcio

corta o eixo dos x no ponto (-3,0).

2. Qual a coordenada do ponto onde a funcio f{x) = x + 3 corta o eixo dos y?
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O ponto em que a reta f(x) = ax + b corta o eixo y, acontece quando x = 0.

Assim, o gréfico onde corta o eixo dos y no ponto (0, y) onde y = b. Fa-
zendo isso, como f{x) = x + 3, temos: f0) = 0 + 3 = 3. Logo, para x = 0
temos y = 3. Entdo, o grafico da funco corta o eixo dos y no ponto (0,3).

Exercicio 6.3 Considere a funcdo f dada e responda:
1. O ponto de coordenada (2,4) pertence ao grdfico da funcdo f(x) = x+ 3?

2.0 ponto de coordenada (1,4) pertence ao grdfico da funcdo f(x) = x + 5?

Solucio.
1. O ponto de coordenada (2,1) pertence ao grafico da funcio flx) = x + 3?

Para verificar se o ponto (2,4) pertence ao gréfico da funcio
flx) = x+3, basta substituir esses valores na funcio e verificar se o resultado
da igualdade é o valor sugerido para y. Se for, o ponto pertence ao grafico.
Fazendo isso, como flx) = x + 3, temos: fl2) =2 + 3 = 5 # 4. Veja,
para x = 2 obtemos y = 5 e ndo y = 4. Assim, o ponto (2,5) pertence ao
grafico da funcio f(x) = x + 3 e o ponto (2,4) ndo pertence ao gréfico da
funcio flx).

2. O ponto de coordenada (1,4) pertence ao grafico da funcio f(x) = x + 5?
Verificando se para x = 1, o valor de y é 6. De fato, como f{x) = x+5 temos
fi1) =1+ 5 =6. Assim, o ponto (1,4) ndo pertence ao gréfico da funcio
fx)=x+5.

Exercicio 6.4 Seja a funcdo f(x) = x + 5. Fa.ca uma tabela, atribuindo valores

para x 2 0, obtendo os valores de y = f(x) correspondentes.
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O que aconteceu com os valores de y = f(x) quando os valores de x vdo se

tornando cada vez maiores?

Solucio.

Uma tabela de valores da funcio fpara valores de x > 0:

| Valordex [0 1]10]100]1000] 10000 | 100000 |
| Valor de y=f(x) | 5| 6 | 15 | 105 | 1005 | 100005 | 1000005

5

Percebemos pela tabela que conforme aumentamos os valores atri-

buidos a x, os valores de y = f{x) vdo se tornando cada vez maiores.

Exercicio 6.5 Seja a funcdo f(x) = x + 5. Fa.ca uma tabela, atribuindo valores

para x < 0, obtendo os valores de y = f(x) correspondentes.

O que aconteceu com os valores de y = f(x) quando os valores de x vdo se

tornando cada vez menores?

Solucio.

Uma tabela de valores da funcéo f para valores de x < 0:

| Valordex [0]-1]-10]-100 | -1000 | -10000 | -100000 |
| Valor de y=f(x) [ 5] 4 | -5 | -95 | 995 | 9995 | -99995 |

Percebemos pela tabela que diminuindo os valores atribuidos a x, os

valores de y = f{x) vio se tornando cada vez menores.

198



Exercicio 6.6 Considere a funcio dada por f(x) = ax+b, com a e b niimeros reais.

a) Dé valores para os niimeros a e b para que a funcdo f seja uma funcdo

constante.

b) Dé valores para os niimeros a e b para que a funcdo f seja a_funcdo
identidade.

¢) Dé valores para os niimeros a e b tais que a_funcdo f seja uma funcdo

afim (ou de 1° grau).

d) Faca a representacdo grdfica da funcdo f obtida no item c).

Solucio.
a) Para a=0temos flx) =0x x+ b= b. Assim, f¢é a fun¢do constante se a=0.

b) A funcio fé a funcio identidade se f{x) = x, para todo x. Logo, temos
fix)=ax+b=x,sea=1eb=0.

¢)-d) A funcio flx) = 2x—2 é uma funcio afim. E sua representacio gréfica

y=2x—2 é dada no grafico abaixo.

@

54321/12345
-1
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Exercicio 6.7 Esboce a representacdo grdfica das funcdes dadas por:f(x) = x+ 2

e g(x) = —2x+ 2 no mesmo plano cartesiano e determine:
a) As raizes das funcdes f e g.
b) Os intervalos em que:
(i) f(x)< Oef(x)>0,
(ii) g(x) < Oe g(x) > 0.

¢) O ponto (x, y) em que y = f(x) = g(x), e indique no plano cartesiano o
resultado obtido.

d) O intervalo em que g(x) > f(x).

Solucio.

O esboco das representacdes graficas das funcdes flx) = x + 2 e g(x) = -2x + 2:

a) As raizes das funcdes flx) = x + 2 e g(x) = —2x + 2 sdo dadas por:
fAx)=x+2=0eg(x) =-2x+ 2 =0. Logo, temos x = —2 é a raiz da funcdo
fx)=x+2ex=1éaraizde g(x) = —2x + 2.
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b) (i) O intervalo em que f{x) < 0 é o intervalo ] — oo, —2[, porque o coefi-
ciente angular de f{x) é a= 1. O intervalo em que f{x) >0 é o intervalo | - 2,
+oo[, porque o coeficiente angular de flx) éa = 1.

(ii) O intervalo em que g(x) > 0 é o intervalo ] —oo, 1[, porque o coeficiente
angular de g(x) é a=—2. O intervalo em que g(x) < 0 é o intervalo ]1, +oo[,
porque o coeficiente angular de g(x) é a = -2.

c) A abscissa do ponto (x, y) em que y = f{x) = g(x), é deduzido a partir da
resolucio da equacio flx) = g(x), isto é, x + 2 = —2x + 2, assim temos x = 0.
Logo, o ponto (x, y) em que y = flx) = g(x), é o ponto A(0, 2). O ponto
A(0, 2) é indicado no plano cartesiano acima.

d) O intervalo em que g(x) > flx) é deduzido a partir da resolucio da ine-
quagdo —2x + 2 < x + 2. Logo, temos: —3x < 0, entdo x > 0. Assim, o inter-
valo é dado por: ]0, +oo[

Exercicio 6.8 Considere a funcdo f(x) = (m-2)x+1, com m niimero real.
a) Determine m tal que a funcdo f seja crescente.
b) Determine m tal que f seja uma funcdo constante.
¢) Determine m tal que a funcdo f seja decrescente.

Solucio.

a) A funcio flx) = (m — 2)x + 1 é crescente se o coeficiente angular

a=m-2>0.Logo, f(x) = (m—2)x + 1 é crescente para m > 2.

¢) A funcio flx) = (m — 2)x + 1 é constante se o coeficiente angular
a=m-2=0.Logo, flx) =(m—2)x+ 1 édecrescente para m = 2.

¢) A funcio flx) = (m — 2)x + 1 é decrescente se o coeficiente angular

a=m-2<0.Logo, flx) = (m—2)x+ 1 é decrescente para m < 2.
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Exercicio 6.9 Determine a expressio da funcdo f{x)=ax+b cuja reta representa-
tiva € dada por:

3 A (1, 3)

Solucio.

Os pontos A(1,3) e B(-1,-1) pertencem a reta representiva da fun¢io flx) =
ax + b, assim os numeros reais a e b sio dados por:
_Ys—ya -1-3

a = =2eb=ys—axy=3-2=1.
Ip —TA —-1-1

Logo, a expressdo da funcio f{x) = ax + b, é dada por: flx) = 2x + 1.
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Exercicio 6.10 Determine a expressdo da_funcdo f(x)=ax+b cuja reta represen-

tativa € dada por:

ot

9 A (1, 2)

-5 —4 -3 —2 -1 (000)2 3 41 5

Solucio.

Os pontos O(0,0) e A(1,2) pertencem a reta representiva da funcio f(x) =
ax+b. Assim, como f{0) = ax0+b = 0 deduzimos que b= 0, logo fla) = ax.

Por outro lado, como o ponto A(1,2) pertencem a reta representiva da fun-

¢do flx) = ax,
fll)=ax1=2,istoé,a=2.
Logo, a expressio da funcio flx) = ax + b, é dada por:
fx) = 2x,

que é uma funcio linear.

Exercicio 6.11 Observando a representacdo grdfica da funcdo f, responda as se-
guintes questoes:

203



[

9 A (1, 2)

-5 -4 -3 -2 -1 (000) 2 3 4 5

a) Encontre o valor de x para o qual a f(x) = 0.
b) Encontre o intervalo de R em que a funcdo satisfaz f(x) > 0.

¢) Encontre o intervalo de R em que a fungdo satisfaz f(x) < O.

Solucio.
a) Graficamente o valor de x para o qual a f{x) = 0, é dada por x = 0.

b) Graficamente o intervalo de R em que a funcio satisfaz f{x) > 0, é cons-
tituido dos valores x que sdo abscissas dos pontos da reta (x, y) tais que y =

flx) > 0. Graficamente, esse intervalo é dado por ]0,+ool.

¢) Graficamente o intervalo de R em que a funcio satisfaz f{x) < 0, é cons-
tituido dos valores x que sdo abscissas dos pontos da reta (x, y) tais que y =

flx) < 0. Graficamente, esse intervalo é dado por ] —oo, O[.
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Exercicio 6.12 Estude a variacdo do sinal das seguintes fungdes:

a) f(z) =z +5 b) flz) = =3z +9
c) flz) =2+1 d) f(z) =2 -3
e) f(z) = 2+f f) flz) =28
g) [(z) =

Solucao.

a) Para a funcio flx) = x+5, temos a = 1 > 0, logo essa funcdo é crescente

sobre R. Por outro lado, temos:
1. ix) =x+ 5=0parax = —5.
2. flx) = x+5 > 0 para x > =5, porque o coeficiente angular a=1> 0.
3. fix) = x+5 < 0 para x < =5, porque o coeficiente angular a= 1 > 0.

b) Para a funcio f{x) = —3x + 9, o coeficiente angular é a = -3 < 0, logo essa
funcio é decrescente sobre R. Por outro lado, o sinal da funcio f¢é dado
por:

1. flx)=-3x+9=0parax=3.

2. flx) =-3x+9 >0 para x < 3, porque o coeficiente angular é
a=-3<0.

3. flx)=-3x+9 < 0para x> 3, porque o coeficiente angular é
a=-3<0.

¢) Para a funcio f(x) = 2 +%, o coeficiente angular é a = 0, logo essa funcio
é constante sobre R. Por outro lado, o sinal da funcio f¢é dado por:
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d) Para a funcio flx) = == — 3, o coeficiente angular é a = 0, logo essa

funcio é constante sobre R. Por outro lado, o sinal da funcio f¢ dado por:

f) =230,

Para as funcdes dos itens e), f) e g) podemos usar o mesmo racioci-

nio feito no casos a) e b), para estudar suas variacdes e sinais.

Exercicio 6.13 Considere a funcdo dada por f(x) = ax+ b, onde a, b sdo nitmeros

reais.

a) Determine valores para a e b da funcdo f tal que a reta dada por f seja paralela
a reta dada pela funcdo g(x) = —2x+3. Represente no mesmo plano cartesiano as

retasfe g.

b) Determine valores para a e b na funcdo f de modo que a reta dada por f passe
pelo ponto (0, %), mas tal que a reta dada pela funcdo f ndo seja coincidente com
a reta definida pela funcdo g(x) = —2x + 3. Represente no mesmo plano cartesiano

asretasde feg.

¢) Determine valores para a e b na funcdo f de modo que a reta dada por f passe
pelo ponto (0; 0), mas tal que as retas f e g ndo tenham nenhum ponto em comum.

Represente no mesmo plano cartesiano as retas fe g.

Solucio.

a) A representacdes gréficas das funcdes flx) = ax+be g(x) = —2x+3 sdo as

retas D; e D, cuja equacdes sdo dadas por,
y=ax+b,(D)ey=-2x+3(D,).

E asretas D, e D, sdo paralelas se, e somente se, seus coeficientes angulares
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sdo iguais. Assim, as retas D; e D, sdo paralelas se a = -2. Como o valor de
b pode ser qualquer, desse modo para a funcio flx) = —2x a reta y = —2x
é paralela a reta y = —2x + 3 da funcdo g(x) = —2x + 3. As representacdes

gréficas das retas D; e D, de fe gsio dadas no seguinte plano cartesiano,

y=-2 4 ly=—20+3

-5 -4 -3 -2 -1 1

b) Se a reta dada por fpassa pelo ponto (0, % ), temos f0) = % e como
f0) =ax0+ b=b,obtemos b= = Agora, se a reta dada por fn3o é coinci-
dente com a reta definida pela funcio g(x) = —2x + 3, entdo essa reta é pa-
ralela a reta dada por g Logo, as duas retas possuem o mesmo coeficiente
angular, isto ¢, a = —2. Logo, a expressdo da funcio f¢é dada por flx) = -2 x
x+3 . As representacdes graficas no mesmo plano cartesiano das retas de
fe g, sdo dadas por,
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¢) Se a reta dada por fpassa pelo ponto (0; 0), temos f{0) = 0 e como f{0) =
ax 0+ b= b, obtemos b= 0. Agora, se a reta dada por fnio tem nenhum
ponto em comum com a reta definida pela fun¢io g(x) = —2x + 3, entdo
essa reta é paralela a reta dada por g. Logo, as duas retas possuem o mesmo
coeficiente angular, isto é, a = —2. Logo, a expressdo da funcio f¢é dada por
fix) = =2 x x. As representacdes grificas no mesmo plano cartesiano das

retas de fe g, sio dadas por,

y = —21 g = —2r+3
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CAPITULO 7
Funcoes Quadraticas

—| Objetivos I

Neste Capitulo apresentamos as funcdes quadriticas,

mais precisamente, daremos algumas propriedades gerais das
funcdes quadréticas que sio importantes para o Célculo Dife-

rencial e Integral.

7.1 Funciao Quadratica: Definicdes e propriedades

Nesta secio, fornecemos as defini¢cdes bésicas das fun¢des qua-
draticas, bem como as primeiras propriedades dessas funcdes.

Definicéao 7.1 Sejam a, b e ¢ niimeros reais, com a # 0. Uma funcdo f defi-

nida por:
Ax) = ax* + bx + ¢,
€ chamada funcdo quadratica ou funcdo polinomial de grau 2.
O dominio da funcdo quadrdtica f € o conjunto R.

Os niimeros reais a, b e ¢ sdo chamados de coeficientes da funcdo qua-

dratica.
Por exemplo, sejam f, g, h e s as funcdes definidas por:

Ax) =22, g(x) = 2% =3x+1, h(x) = (x+1)(x-3) e s(x) = 2x* +x,
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sdo funcdes quadraticas. Temos:
+  Os coeficientes de fsdoa=1eb=c=0,
+  Oscoeficientes de gsioa=2,b=-3ec=1
+ Oscoeficientesde hsioa=1,b=-2e c=-3,

«  Oscoeficientes de ssioa=2,b=1ec=0,

Exemplo 7.1 Contra exemplo. Sejam u, v e w as funcoes definidas por:
u(x) = x-2, v(x) = -3+1, h(x) = (x+1)%-(x-1)? e w(x) = 2x%+ % -5,
ndo sdao _funcdes quadrdticas.

Definicao 7.2 A curva representativa de uma funcdo quadratica f(x) = ax’+
bx+c(a+ 0), € o conjunto (P) dos pontos M(x, y) do plano cartesiano tais que:
y=ax’+bx+c (P).

A curva (P) é chamada de Parabola.
De acordo com o sinal de q, a parabola (P) assume uma forma definida.

Caso a > 0. A paribola tem a seguinte forma:

a >0
4 /P,
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Em outras palavras, se o coeficiente a for positivo (a > 0), a pa-

rabola tem a concavidade voltada para cima.

Caso a < 0. A paribola tem a seguinte forma.

5 v
a <0
4

31 P

Grafico-2 —3

Em outras palavras, se o coeficiente a for negativo (a < 0), a pa-

rabola tem a concavidade voltada para baixo.

Vértice e eixo de simetria da parabola

1. O vértice da paribola é o ponto V, cujo abscissa é: xy = —Zk.
a

. b . , .
2. Aretavertical x = —5q’0u simplesmente x = xv , é 0 eixo de
a

simetria da parabola.

Em outras palavras: O grifico de uma func¢io quadratica é

uma parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo .

A interseccio do eixo de simetria com a paribola é o ponto de vértice

V da parébola.

A partir das representacdes graficas anteriores, as variacdes de

uma funcio quadritica sio as seguintes:
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Proposicao 7.1 Variagées das fungées quadrdticas. Seja a funcdo quadrdti-

ca definida por f(x) = ax? + bx + ¢, onde a, b e ¢ sdGo niimeros reais, com a # 0.

3. Sea> 0 afuncdo quadrdtica € estritamente decrescente no inter-
valo ] —oo, _ZA ] e estritamente crescente no intervalo [—22 400,
a a

4. Sea <0 afungdo quadrdtica € estritamente crescente no intervalo

] —oo, _Zk ] e estritamente decrescente no intervalo [—22 ,4ool.
a a

Consequentemente, os quadros de variacdes das fun¢des qua-
dréticas dependerido do sinal do parametro a. De fato, temos dois casos

a considerar:

Caso a > 0. O quadro toma a seguinte forma:

b

2
+00 400

f(x) AN /!

minimo

x —00 +00

Lembre-se de que "minimo” é o valor minimo obtido pela fun¢io, aqui
,s . , b

este minimo é o nimero real Axy ) = f{- oy ). Caso a < 0. O quadro toma
a

a seguinte forma:

_b
2a.

maximo

(=) / \

Lembre-se de que "maximo” é o valor maximo obtido pela fun-

¢l0, aqui este mdximo é o numero real flxy ) = fl- Z_ba ).
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7.2 As varias formas das func¢oes quadraticas

Funcoes quadraticas usam trés expressoes diferentes, cada uma
dessas expressdes permitem obter propriedades importantes dessas
funcées. Em particular, podemos provar algebricamente as variacoes
das funcdes quadriticas, e, com isso, explicar melhor (matematicamente)

as tabelas de variacdes e os graficos associados.

A seguir apresentamos as expressdes que definem as funcdes
quadriticas. Iniciamos com a expressio na forma algébrica, em seguida
na forma canoénica e depois nas formas fatoradas.

Forma Algébrica e Discriminante de uma funcao quadratica.

Definicao 7.3 Sejam a, b e ¢ niimeros reais, com a+ 0. A funcdo quadrdtica

fescrita:
Ax) = ax® + bx + ¢,
¢ chamada forma desenvolvida ou forma algébrica.

Para formular as duas outras expressdes, precisamos de um nimero
real importante a ser conhecido, o discriminante associado a funcio
quadrdtica considerada. Este ntimero real é definido da seguinte forma.

Definicio 7.4 Seja a funcdo f definida por f(x) = ax’ + bx + ¢, onde a, be ¢
sdo niimeros reais, com a # 0. O niimero real
A =1 - 4bc,

¢ chamado de discriminante da funcdo quadrdtica f(x) = ax2 +bx+c ou do

polinomio flx) = ax* + bx + ¢ de grau 2.

O discriminante de uma fun¢io quadritica é um ndmero im-
portante para o estudo de vérias propriedades dessa funcio. Vejamos

alguns exemplos:
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Exemplo 7.2 Os exemplos a seguir mostram que A pode assumir um valor
positivo, negativo ou nulo.

1) Seja a funcdo f(x) = 5x2 - 7x + 8, temos A = (=7 — 4x 5x 8= 49— 160 =
—111.

2) Seja a funcao g(x) = 8x* - 3, temos A = (0) — 4x 8 x (-3) = 96.

2) Seja a fungao g(x) = x* — 4x + 4, temos A = (-4 — 4x 1 x 4= 0.

Forma Canénica.

Seja a funcio quadriética f(x) = ax2 + bx + c onde a, b e ¢ s3o nu-

meros reais, com a # 0. Seja os seguintes dois nimeros:

b -A
Xy=-— € ==
VT 2a W 4a
Considere a expressdo a(x — xy )? + xy , entdo temos

alr —zv)’ +yy = ar?—2axyr + ard +ayy
= ar’+ 2a£x + aﬁ — b7 = dac
2a 4a? 4a
= ax2+2;w:1:+afb2— b dac
2a 4q2 4a
= ax2+b:c+ﬁf b dac
4a 4a
b — (b% — dac)
4da
b? — b2 + 4ac
4da

4
= (L.’L'Q-Fb.’L'-F%:(LLL‘?-FbLL‘-FC.
a

= ax® +br+

= ar®+bx+

Assim, temos que:
b, b —dac

f(fff):a(l’*l’v)2+yv=a($+%) i
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Em resumo, temos a seguinte propriedade:

Proposicao 7.2 Toda funcio quadrdtica f(x) = ax2+ bx + ¢, onde a, b e ¢ sdo

niimeros reais, com a # 0, pode ser escrita sobre a forma:
fx) =alx - xyv )* + xv,

onde xy = b exy= A ou equivalentemente
2a 4a

v by VP—dac b, A
.]‘(‘L)fa(‘L-i-Qa) i =alz+—)"— —.

A forma da funcio quadrética f{x) = ax? + bx + ¢ dada na Propo-
sicdo 7.2 é a segunda expressio de uma funcdo quadratica, assim temos

a seguinte defini¢do:

Definicao 7.5 Seja a funcdo quadratica f(x) = ax’+ bx + ¢, onde a, b e ¢ sdo

niimeros reais, com a # 0. A expressdo:
fx) = alx = xy)* + xv,

onde

_.b _A
Xy = 2a < xv—4a;

¢ chamada de Forma Canoénica da fun¢do quadritica f(x).

2
A expressdo f{x) = a(x + 12 )2 — b—dac

é muito util quando que-
remos fazer um esboco ripido do grifico de uma funcio quadritica,
pois permite identificar a concavidade, o vértice e o eixo de simetria.

Assim, temos:
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Proposicao 7.3 Vértice e eixo de simetria da pardbola. Seja a funcio qua-

drdtica f(x) = ax’ + bx + ¢, onde a, b e ¢ s@o niimeros reais, com a # 0.

A partir da forma canénica f(x) = a(x — xy J + xv deduzimos que:
1. O vértice da pardbola € o ponto V, cujas coordenadas sdo (xv , yv ),
2. O eixo de simetria da pardbola € a reta vertical x = — Zka’

Por exemplo, seja a funcio quadritica f{x) = x> — 6x + 5. Deter-
minar a forma canoénica da funcgo f.

Solucio. Aqui, temos a= 1, b= —6 e c= 5. Assim, temos que:

A = b —dac=16

b 6
€T = — = =
v 2 2x1
A 16
- = — 4.
v i 4x1

Assim, a forma canoénica da funcio quadritica flx) = x> — 6x + 5 é dada
por:

fx)=alx—xy )2+ yv=(x-3)2 - 4.
Deduzimos que o vértice da parabola é V (3,-4) e o eixo de simetria é x = 3.

Por outro lado, como a = 1 > 0 a pardbola tem concavidade vol-
tada para cima.

Observacio: Processo pratico para determinar a forma canénica.
Observe que a forma canonica foi obtida utilizando a fatoracio de um
quadrado da soma, ou diferenca, de dois termos, no caso completando
o quadrado. Podemos utilizar esse método para transformar uma fun-
¢3o na forma desenvolvida para forma candnica. Vejamos como fazer
com o exemplo dado anteriormente.
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A funcdo flx) = x* -6x+5 ndo é um quadrado perfeito, assim pode-
mos simplesmente reescrevé-la, mas primeiramente vamos relembrar
que o quadrado da diferenca de dois termos é (x - )’ = x* - 2.x.a + d.
Olhando para a expressdo x> —6x+5 vemos que jd temos o correspon-
dente ao x* que é primeiro termo ao quadrado, no caso x*. Precisamos
descobrir o correspondente ao segundo termo -2.x.a, para assim iden-
tificar o valor de a, para completar o quadrado. Igualando esses dois

termos teremos que:

—2ax =—-6xlogo a= -67x =3.

Assim, podemos reescrever a expressio dada como:
X¥-6x+5=(x-3)?-9+5=(x-3)%*-4

Observe que tivemos de subtrair 9 da expressio quando com-
pletamos o quadrado, pois ao fazermos o completamento inserimos o
valor (9) que nio existia na expressio inicial. Assim, a fun¢io dada na

forma canénica serd f(x) = (x — 3)* — 4.

Exemplo 7.3 Para a funcdo f(x) = 2x* + 4x — 1 temosa= 2, b=4ec= -1,

assim:
b —4 By — Y
A=1b*—4dac =24 =—= =1, - S _"_ 3
= ey T 9 CCW T TR

Assim, a forma candnica de f € dada por:
fx) =alx—xy )+ ypy=2(x+ 1)2 - 3.
Assim, temos
Ax) =2(x+1)*-3.
Deduzimos que o vértice e da pardbola é V (-1,-3) e 0 eixo de simetria éx = -1.

Por outro lado, como a = 2 > 0 a pardbola tem concavidade voltada

para cima.
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-5 -4 -3 2 A1 1 2 3 4 5

=3
V(- -3)
—4
Grafico de f(r) = 2% 4+ 41 — 1
-5

Griéfico da funcio flx) = 2x* + 4x - 1
Forma Fatorada.

Seja a funcdo quadriética flx) = ax® + bx + ¢, onde q, b e ¢ sdo nu-

meros reais, com a # 0. Com a forma canonica temos:

b A b b? — 4ac b A
R [ e R [ =1

onde A = V? — 4ac. Assim, temos:

1) Se A = b* — 4ac = 0 temos flx) =a(x+2—ba)2.

2)Se A=W —4ac>0temos f(z) =alz + 2)? — & =a[(z+ L) - 5]

4a?
Como A&, — [, /A ’ = [%} 2, assim para todo x deduzimos que:
2
b VA b+ VA -b— VA
fa)=a |+ o) - [2] - {(w e - =)

Assim, temos a seguinte proposicao :

Proposicao 7.4 Seja a funcdo quadrdtica f(x) = ax’+ bx + ¢, onde a, b e ¢ sdo
niimeros reais, com a # 0. Entdo, pode ser escrita sobre a forma:
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1. Se A =10 -4ac= 0entdo, a funcdo f pode ser escrita sobre a forma
fx)=alx+2 )
2a

2. Se A =10 -4ac> 0 entdo a funcdo f pode ser escrita sobre a forma

J@)=a|@ - 2R @ - =28)].

O resultado da proposicio anterior nos leva a terceira forma de

uma funcio quadratica.

Definicdo 7.6 Seja a funcdo quadrdtica f(x) = ax’+ bx + ¢, onde a, b e ¢ sdo

niimeros reais, com a # 0 tal que A = b>~4ac > 0. Entdo as expressdes:

1. fx) =alz+ L)%, se A=V —dac =0,

2.f(x)=a {(1 - 4;;;/5)(1. - ’b;a\/Z) , se A =02 — dac > 0.
sdo chamadas as Formas Fatoradas da funcdo quadrdtica f.

Se A = P—4ac < 0, entdo —A > 0, assim temos que: (x+ 22 )2- 4A2 > 0.
a a
Entdo, como a # 0 deduzimos:

b, A b
&) =alo+ 57~ 52 =l

Em conclusdo, uma fun¢do quadratica tem as seguintes formas:
a Forma algébrica; a Forma canoénica e a Forma fatorada. Resumimos

essas trés formas na tabela a seguir.

Forma Expressao denominacgao

Forma 1 flz) =azx’+ bz +c Forma algébrica.
. ) = afr 4 b2 _ bP—dac I

Forma 2 flz) =alz + 5) = Forma canonica.

Forma 3 f(z) =a(z+ L)% se A =b—4ac = 0. | Forma fatorada.
Forma 4 flx) = a [(z — %)(1 — 4;57;@)] , | Forma fatorada.
se A =% — dac > 0.
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Cada forma tem um uso pratico especifico para estudar as proprie-
dades das funcoes quadriticas. Em particular, veremos no préximo para-
grafo, como essas trés formas permitem entender melhor a interpretacio

geométrica das raizes da equacio de segundo grau ax2 + bx + c=0, a#0.

7.3 Estudo das variacdes das funcoes quadraticas
7.3.1 Forma canénica e varia¢des das func¢odes quadraticas.

A forma canoénica de uma funcio quadritica desempenha um

papel importante no estudo de suas variacdes. Podemos distinguir os

dois seguintes casos:

Forma canonica com: a > 0

Exemplo

f(x) =a(z—a)?*+p. Comoa >0

temos a(z — a)? + B8 > 3

Seja f(z) = 2(z — 2)? — 1. O minfmo
de f é atingido para x = 2 e é igual -1.
Assim, a funcdo quadratica f é decres-
cente no intervalo | — 0o, 2] e crescente

no intervalo [2, +00].

O minimo é f que ¢é atingido
quando a(z —a)? = 0, isto é, para

r =«

O quadro de variagoes é:

+00

Forma candnica com: a < 0

Exemplo

f(x) = a(z—a)?*+B. Comoa <0
temos a(r — a)? + B8 < B

Seja f(z) = —1(z—2)? = 1. O minfmo

¢é atingido para z = 2 e é igual -1.

O maximo é § que é atingido
quando a(z —a)? = 0, isto é, para

r=«

O quadro de variagoes é:
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7.3.2 Aplicacao da simetria da representacio grafica

Simetria da representacao grafica. Como a curva de uma funcio
quadrética é simétrica, se encontrarmos dois pontos A e B dessa cur-
va da mesma ordenada, deduzimos que o meio I do segmento AB estd
localizado no eixo de simetria. A abscissa de I é a abscissa do vértice V
da paribola.

Por exemplo, seja flx) = x*~4x+3. N6s estamos procurando, por exem-
plo, os dois pontos A e B que tém para abscissa y = 3. Para isso, resol-
vemos flx) = 3:

X—4x+3=3Ex2-4x=0=x(x-4)=0x=00ux=4

A abscissa do vértice V é, portanto, x =0+4_ 2, e aordenada de
Vé fl2) =2*—4x2 + 3 =-1. Assim, deduzimos que:

fé decrescente em ] —oo; 2] e fé crescente em [2,+00l.

. b :
Aplicacao de x = — 5, coma> 0. Seja flx) = ax2 + bx + ctal que a#0,
assim temos xy = — ZE Suponha que a > 0, entdo:
a
fé decrescente em ] —oo; xy ] e fé crescente em [xy ,+oo[

O minimo de f é atingido por x = xy e sua valor é m = f(xy). Por

outro lado, se a < 0 temos a seguinte regra pratica:

Aplicaciode x = - z—bacom a<0.Seja flx) = ax* + bx + ctal que a# 0,
assim temos xy = — Zﬁa . Suponha que a < 0, entéo:

fé crescente em ] —oo; xy | e fé decrescente em [xy ,+oo[.
O méximo de f¢ atingido por x = xy e seu valor é M = flxy).

Por exemplo, seja flx) = —x* —2x+ 3. Temos que a=—-1eb=-2 en-
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fé crescente em | —oo;—1] e fé decrescente em [—1,+o00].

O méximo de f¢ atingido por x = —1 e seu valor é M = f(-1) = 4.

7.4 Equacdes ax’+bx+c = 0 e interpretacio grafica

Definicdo 7.7 Seja uma funcdo quadrdtica f(x) = ax’ + bx + ¢, onde a, b e

¢ sdo niimeros reais, com a# 0. Todo x, € R tal que f(x)) = O ¢ chamado de:
a) Raiz do polinoémio do segundo grau ax’ + bx + ¢,
b) Solucao da equacao do segundo grau ax’+ bx + ¢ = 0.

Segundo a Proposi¢do 7.4, o sinal do discriminante A = b* - 4ac
torna possivel determinar o ndmero de solucdes da equacio ax® +bx+c = 0,

onde a é um real diferente de 0. Isto é, temos:

1. Se A =¥ - 4ac=0 entio temos ax2 + bx + c=a(x+2—ba)2=0.

Logo, obtemos x + Zk =0, e assim x, = — 22 é uma solucio
a a

(dupla) da equacio ax? + bx + c= 0.

2. Se A = P - 4dac > 0 entio temos ax’+bx+c = a

[(:r: — *bz/z)(gg — 4;;/&) = 0, isso implica que:

—b— VA
T — % =0ouz— T =0. EIltZNlO, temos:
b+ VA —b—VA
T =———— ou Ty=——(5—.

2a 2a

3) Se A = 1* — 4ac < 0 entdo, como a +# 0, temos:

. b A
f(l‘):a(’dﬁ‘%y—%

b
2a

A

E assim a equacdo nao admite solucio real.

—a {(;mu )? -

222



Proposicao 7.5 As solugdes reais da equagdo ax’ + bx + ¢ = 0, com a+ 0, sdo:

Sinal de A Solugdes reais de ax®+bx + | Nimero de solu-
c=0 coes
)
A=b—4ac=0 | zg= %% Uma solugdo
a
real dupla.

A=b—-4dac>0 |z, = % e Ty = _b;a‘/Z Duas  solugoes

reais distintas.

A = b*—4ac < 0 | Ndo tem solugdo real Zero solugao

real.

Representacdes grdficas das funcdes quadrdticas e solucdes da equacdo
ax’+bx + ¢=0.

Gragas as representacdes graficas, podemos deduzir que a in-
terseccdo da parabola com o eixo dos x (eixo das abscissas) define os
zeros da funcio (quando eles existem), isto é, os zeros da fun¢io sdo as

solucdes da equacio ax’+bx + c= 0.

Assim, ao fazermos o estudo do sinal do nimero A = b*—4ac po-
demos determinar se a equacio ax*+bx + ¢ = 0 admite, ou n3o, solucoes
reais, o que ird nos auxiliar também na construcio da representacio
grafica. Desse modo, a representacio grafica das solucdes da equacio
ax*+bx + ¢ = 0, onde a # 0, dadas na Proposicio 7.5, pode ser ilustrada

graficamente. Para isso, podemos distinguir os seguintes casos:
Casol:a>0comA>0,A=00uA<O,
Caso2:a<0comA>0,A=00ul<0.

No quadro a seguir apresentamos todas as situacdes possiveis do

casoa>0comA>0,A=00uA<O:
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a>0eA>0

a>0eA=0

a>0eA <O

Eixo delSimetria

) T

Eixo d¢ Simetfia

Eixo de Simetrj

Eixo dos =

20 Eixo dos =

Eixo dos

A pardbola intercepta o

eixo dos x em dois pon-

tos distintos.

A parabola intercepta o
eixo dos x em um tinico

ponto.

A parabola nao inter-

cepta o eixo dos z.

De mesmo modo, no quadro a seguir apresentamos todas as si-

tuacdes possiveis do caso a<0com A >0,A=00uA<0:

a<0eA>0

a<0eA=0

a<0eA<O

o/ \

Eixo dé Simetria

Iy

Eixo de Simetria

Eixo dos =

Eixo fle simetija

Eixo dos x

Eixo dos ©

A parabola intercepta o

eixo dos = em dois pon-

tos distintos.

A parabola intercepta o
eixo dos x em um tnico

ponto.

A parabola nao inter-

cepta o eixo dos z.
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7.5 Sinal das Funcoes Quadraticas

Estudar o sinal de uma funcio f: D, — R, onde D, é o dominio de

fconsiste em determinar os valores de x € D, para os quais:

Ax) =0, flx) >0, Ax) < 0.

Isto é, determinar os conjuntos:
{xEDf, f(x) = 0}, {xEDf,ﬂx) > 0}, {xEDf,ﬂx) < 0}.

Para estudar o sinal da funcio real f(x) = ax’ +bx+¢, a # 0, temos

que considerar:
1. O valor e o sinal do discriminante A,
2. O sinal do coeficiente a.

Vamos estudar o sinal das Fun¢des Quadraticas de maneira ge-
ral. Depois, por meio de alguns exemplos, veremos como funciona o

estudo do sinal dafuncio quadritica.

A)Paraa#0e A =V — 4ac> 0 temos:
2
f(w):(1<x+i> = a[( +b)27A]:a(x7x1)(x7x2),

2a) 2a |V T2 @2

onde x; = %Z e Ty = %ﬁ.

Proposicao 7.6 Seja a funcdo quadrdtica f(x) = ax’+ bx + ¢, onde a, b e ¢ sdo
niimeros reais, com a7 0. Se A = V* — 4ac > 0, suponha, para simplificar, que
X1 < Xy, onde x; e X, s@o as raizes de f{x). Entdo, o sinal da funcdo quadratica

fx) € dado por:
1. Se a > 0, entio temos:

(a) Aix) = alx — x;)(x — x3) > 0, se x€] —o0, x;[ ou x €] x5, +00[.
(b) flx) = alx — x1)(x — x;) < 0, se x E]xy, x,[
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2. Se a < 0, entdo temos:

(a) Ax) = alx— x;)(x — x2) < 0, se xE€] —o0, x;[ ou x €] x,,+00[.
(b) Ax) = alx — x;)(x — x;) >0, se x€]xy, x,[ .

Por meio de um exemplo veremos como funciona o estudo do
sinal de uma funcio quadratica fnocasoa>0e A > 0.

Exemplo 7.4 Seja a funcdo quadrdtica f(x) = x> — 2x — 3. Temos que:
e O coeficiente a € dado por:a=1> 0,

e Ouvaloresinal de A: A = b’—4ac= 16> 0, assim as raizes da funcdo
—b—VA —b+vVA _ 3
2a 2a :

quadrdtica sdo: T, = =—lexy =
Logo, o sinal da fun¢do quadritica f(x) = x* — 2x — 3 € dado por:
1. flx) = x-2x-3 = (x+1)(x=3) > 0, se x€]—00,~1[ ou x€]3,+00[.
2. flx)=x-2x-3=(x+1)(x-3)<0,sex€] -1, 3[

Agora, com esse outro exemplo, veremos como funciona o estu-

do do sinal de uma funcio quadritica fno caso a< 0, e A > 0.

Exemplo 7.5 Seja funcao quadrdtica f(x) = —=x* + 2x + 3. Temos que:
« O coeficiente a € dado por:a=—-1 <0,

«  Ouvaloresinal de A: A = b’-4ac= 16 > 0, assim as raizes da funcao
quadrdtica sdo: T, = %& =—1lexy = %Z =3

Logo, o sinal da funcdo quadratica f(x) = —x* + 2x+ 3 € dado por:
1L flx) = x-2x-3 = (x+1)(x-3) < 0, se x€]—o0,~1[ ou x€]3,+00l.

1. flx)=x*-2x-3=(x+1)(x-3)>0,sexe]-1,3[.
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B)Para a#0e A = 1? — 4ac= 0 temos:
2
f(l):a<x+£) a a{(erb)zfA}#Oparaw#f%.

2a) 2 2a’  4a?

Proposicao 7.7 Seja a funcdo quadrdtica f(x) = ax’+ bx + ¢, onde a, b e ¢ sdo
niimeros reais, com a # 0. Se A = b — 4ac = 0, o sinal da funcdo quadratica
f(x) é dado por:

1. Sea> 0, entdo temos: f(x) = a(x+ 2%)6 0, para todo real x # — z—ba )
2. Sea< 0, entdo temos: f(x) = a(x+ Z_ba ) <0, para todo real x # — z—ba .

Com o exemplo a seguir, veremos como funciona o estudo do

sinal de uma funcio quadratica fno caso a > 0,e A = 0.
Exemplo 7.6 Seja a funcdo quadrdtica f(x) = 2x> — 4x + 2. Temos que:
« O coeficiente a € dado por:a= 2> 0,
« Owvaloresinalde A: A = b?— 4ac= 16— 16 = 0, assim a raiz dupla
da funcdo quadrdtica ¢: x, = by
2a

Logo, o sinal da funcdo quadratica f(x) = 2x* — 4x + 2 € dado por:

Ax) =2¢ —4x+2=2(x~-x)* = 2(x - 1)*> 0 para todo x # 1.

C)Paraa#0e A = — 4ac < 0 temos:

f(f):a(z+%>2f%:a{(x+i)2i A

% 4—] 70

Proposicao 7.8 Seja a funcdo quadrdtica f(x) = ax’ + bx + ¢, onde a, b e ¢ sdo
niimeros reais, com a # 0. Se A = b2 — 4ac < 0, o sinal da funcdo quadrdtica
f(x) é dado por:
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1. Se a> 0, entdo temos
2
flo)=a(o+ £~ 2 =al+ 27— ] >0

2. Sea< 0, entdo temos
2
fa)=a(e+5) -5 =allz+3)" - 3] <o

Com o exemplo a seguir veremos como funciona o estudo do sinal de

uma funcio quadritica fno caso a >0,e A <O0.
Exemplo 7.7 Seja a funcio quadritica f(x) = 2x2 — 3x + 2. Temos que:
« O coeficiente a € dado por:a= 2> 0,
e Qualoresinalde A: A=V —4ac=9-16=-7<0,
Logo, o sinal da funcio quadritica f(x) = 2x2 — 3x + 2 é dado por:
f@) =22 -3c+2=ua [(w+%)2—%] =2 <x7—)2+§ >0,

para todo niimero real x.

Conforme ilustrado pelos exemplos, podemos dizer que, na pra-
tica para determinar o sinal de uma funcéo de segundo grau, existem 4

etapas a seguir:

1. Etapa 1: Observar a funcio do 2° grau e extrair dela o valor
numérico dos coeficientes q, b, e ¢. O sinal do valor numéri-

co do coeficiente a, é importante para a etapa 4.

2. Etapa 2: Calcular o valor do delta (A), ou do discriminante
da funcio do 2° grau, para determinar as raizes da func¢io

(se existem).

3. Etapa 3: Se a funcio do 2° grau possuir raizes reais (A = 0 ou

A > 0), calcular o valor numérico dessas raizes.
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4. Etapa 4: Concluir o estudo do sinal, usando a propriedade

apropriada conforme o caso:
(a)(A=0ea>0)ou(A=0ea<0),
(b)(A>0ea>0)ou(A>0ea<0),

(c)(A<Oea>0)ou(A<0ea<0).

7.6 Exercicios
Exercicio 7.1 Considere a f(x) = ax’ + bx + ¢, com a, b e ¢ niimeros reais.
Responda os itens em seguida, justificando suas respostas.

a) Dé valores para os niimeros a, b e ¢ para que a funcdo f seja uma

fungao afim (1° grau).

b) Dé valores para os niimeros a, b e ¢ para que a funcdo f seja uma

Sfuncdo quadrdtica (2° grau).

¢)  Dé valores para os niimeros a, b e ¢ para que a funcdo f seja uma

fungdo constante.

d) Dé um exemplo para os valores a, b e c tais que a funcdo f seja a

fungdo identidade.

Solucio. Considere a f{x) = ax> + bx + ¢, com q, b e c nimeros reais.

a) Para que a funciio f{x) = ax? + bx + ¢ seja uma funcdo afim, os valores dos

ndmeros reais 4, be ¢ devem ser a = 0 e b, ¢sio reais quaisquer com b7 0.

b) Para que a funcio flx) = ax* + bx + ¢ seja uma func¢do quadritica, os

valores dos niimeros reais g, b e ¢ devem ser reais quaisquer com a# 0.
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¢) Para que a funcdo f{x) = ax* + bx + ¢ seja uma funcio constante, os va-

lores dos nimeros reais a, b e c devem ser a = b= 0 e c um real qualquer.

d) Se a funcio f(x) = ax? + bx + cé a funcio identidade, entdo os valores

dos ntimeros reais 4, be c¢sio dados por: a=0,b=1ec=0

Exercicio 7.2 Determine os pontos de interseccdo da pardbola da funcdo

f(x) = 252 = 3x + 1, com o eixo das abscissas.

Solucio. No instante em que a pardbola cruza o eixo das abscissas o

valor de f(x) é igual a zero. Portanto:

Ax)=0o0useja2x’-3x+1=0.

Temos A = P — 4ac=(-3)> —4x 2 x 1 = 1, logo temos: X, = 'b"z'—a‘[A =1
ex,= 'b;—‘/ﬁ = % . Assim, os pontos de intersecio da parabola da fun-
a

cio flx) = 2x* — 3x + 1, com o eixo das abscissas sdo: A(1, 0) e B( % ,0).

Exercicio 7.3 Determine os valores de m, para que a pardbola da funcdo
f(x) = (m=2)x* =2x+6 admita dois pontos de interseccdo com o eixo das abscissas.

Solucio. No instante em que a pardbola cruza o eixo das abscissas o

valor de f{x) é igual a zero, ou seja:
flx) =0ouseja(m—2)x>-2x+6=0,

e para isso A = b — 4ac tem que ser > 0, logo,
A=(-2)-4(m-2)x6=52-24m> 0.

Entdo, a parabola da funcio flx) = (m — 2)x* — 2x + 6 admite dois

pontos de interseccio com o eixo das abscissas para todo m verifi-

cando: m < %3
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Exercicio 7.4 Considere a f(x) = a(x — xy '+ yv, com a# 0, xy e yy niime-

ros reais. Responda os itens em seguida, justificando suas respostas.

a) Dévalores para os niimeros reais a+ 0, Xy e Yy, para que a funcdo
do 2° grau dada tenha como valor mdximo 4.

b) Dé valores para os niimeros reais a# 0, xy e yy para que a funcdo

fseja decrescente em ] —oo0;—1] e crescente em [—1;+o00].

Solucio. Considere a flx) = a(x — xy )* + yv , com a # 0, xy e yy

numeros reais.

a) Para que a func¢io dada tenha um ponto de maximo devemos ter
a < 0. Como o valor mdximo é dado pela ordenada do vértice, temos
que yy = 4. Como o numero real a < 0 é qualquer, temos infinitas possi-

bilidades, como, por exemplo a fun¢io quadratica: flx) = -2(x— 1)* + 4.

b) Para que a funcio dada seja decrescente, até atingir um ponto de
minimo, e depois crescente, é preciso que a concavidade da paribola
seja voltada para cima, ou seja devemos ter a > 0. Como o valor mi-
nimo serd —1, que é dado pela ordenada do vértice, no caso o yy = —1.
Como o numero real a > 0 é qualquer, temos infinitas possibilidades.
Por exemplo: Para yy = -1, xy = -2 ea = 1, temos a funcio quadratica
fx)=(x+2)-1

Exercicio 7.5 Determine o vértice e os pontos de intersecdo dos eixos com a

pardbola definida pela funcdo quadrdtica:
fx)=x2+2

Solucio. Lembre-se de que as coordenadas do vértice V (xy , yv) da
parabola sio dadas por: xy = é—b e yv = flay).
a

231



1.Como a=1,b=0e c=2,as coordenadas do vértice V (xy , yv) da

funcio quadritica flx) sio dadas por:

xy=2t- 0 =0eyy=f0)=2.

Assim, o vértice é dado por: V (0, 2).

2. Para os pontos de interse¢io com o eixo x da pardbola da funcdo
quadritica f{x), temos:

A=V —-4ac=0"-4x1x1=-4<0,

isto é, o discriminante é um nimero negativo, desse modo, nio existe
solucdo real para a equacio flx) = x> + 2. Isso significa que a pardbola
da funcio ndo intersepta o eixo x.

Uma outra forma de verificar isso é esbocando o grafico da fun-
¢do, que serd uma paribola concava para cima com vértice no ponto

V (0, 1), ou seja, ndo intercepta o €ixo x.

3. Como fl0) = 1, entdo o ponto de intercepto da pardbola da funcio
quadritica f{x) com o eixo y é o ponto V (0, 1).

Exercicio 7.6 Determine o vértice e o eixo de simetria de cada uma das
seguintes funcdes quadrdticas:

1. flx)=(x-2)*+5.
2. flx)=2(x+2)>-7.
3 flx)=-3(x-2)-4.

Solucio. Sabemos que uma funcio quadratica f{x) = ax? + bx + ¢, com

a# 0, pode ser escrita sobre a forma candnica:
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fx) = alx = xv)* + yv,

onde xy e yy sdo as coordenadas do vértice V da pardbola. Assim, te-

mos:

Para a funcio quadritica flx) = (x — 2)> + 5, o vértice V é
dado por: V (2, 5).

Para a funcio quadratica flx) = 2(x+2)? -7, o vértice V é
dado por: V (-2, -7).

Para a fun¢io quadrética flx) = —=3(x — 2)* — 4, o vértice V é
dado por: V (2, -4).

Para o eixo de simetria de cada uma das paribolas anteriores das fun-

cdes quadriticas temos:

1.

Para a fun¢io quadrética flx) = (x — 2)> + 5, o eixo de sime-

tria é a reta de equacio x = 2.

Para a funcio quadrética f(x) = 2(x + 2)? - 7, o eixo de sime-

tria é a reta de equacio x = -2.

Para a funcio quadritica flx) = —=3(x — 2)* — 4, o eixo de si-

metria é a reta equacgio x = 2.

Exercicio 7.7 Seja a fun¢do quadratica:

1L

fx) =-3x*+ 6x+5.

Escreva a funcdo dada na forma canénica.

2. Determine o vértice da funcdo quadrdtica f(x).

3. Deduzir que o eixo de simetria € a reta de equacdo x = 2.

233



Solucio. Seja a fun¢io quadrética flx) = —3x* + 6x + 5.
1. A forma canoénica da func¢do quadratica f{x) é dada por:
Ax) =-3(x-1)*+8.

2. As coordenadas do vértice V da parabola da funcdo quadratica fx) é
dada V (1, 8).

3. O eixo de simetria da parabola da funcio quadratica f{x) é a reta de
equacio = 1.

Exercicio 7.8 Maximo de uma funcio quadratica.
Seja f a funcdo definida em R por f(x) = —3x* — 6x + 1

1. Exibir a forma candnica da funcdo quadrdtica f, sobre a forma:
f(x) = alx — x)? +M.

2. Calcule f(x)-M, e verifique se para todo real x, f(x) € menor que M.

3. Deduzir a existéncia de um mdximo de f que serd especificado, e

estudar as variacdes da funcdo quadratica f(x).

Solucio.
1. Podemos aplicar a férmula:
fAx) = alx + b ) - A onde A= - 4dac.
2a 2a’
Assim, obtemos:

Ax) ==3(x+ 1) + 4.
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Esta expressio pode ser obtida por uma manipulacio direta.

2. Podemos observar que: M = 4 e xo = —1, assim temos: flx) - M =
-3(x + 1)?, logo,

fx) —4=-3(x+1)><0<%& flx) < M =4, paratodo xe R.

3. Usando a resposta do item 2), deduzimos que M = 4 é o maximo de
£, que é atingido em xy = —1.

As variacdes da func¢do quadratica fx) = —3x* — 6x + 1 sdo dadas

no quadro de variagdes:

T —00 —1 +o0

f() / N\

Exercicio 7.9 Minimo de uma func¢io quadratica.
Seja f a funcdo definida em R por f(x) = 3x> — 6x+ 1

1. Exibir a forma candnica da funcdo quadrdtica f, sobre a forma:

f(x) = alx - x0)* + m.
2. Calcule f(x) —m, e verifique se para todo real x, f(x) € maior que m.

3. Deduzir a existéncia de um minimo de f que serd especificado, e
estudar as variacdes da funcdo quadratica f(x).
Solucao.

1. Aplicando a féormula fx) = a(x+ 2)2 - ZA ,onde A = 1 —4ac, obtemos:
a

2a

Ax) =3(x—1)*-2.

Esta expressdo pode ser obtida por uma manipulacio direta.
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2. Podemos observar que: m = -2 e x, = 1, assim temos: f{x) - m= 3(x- 1)%,

logo,
fx)+2=3(x-1)>20¢ flx) >m=-2, paratodo xe R.

3. Usando a resposta do item 2) , deduzimos que m = -2 é o valor mini-

mo de f, que é atingido em xp = 1.

As variacoes da funcio quadritica f(x) = 3x> — 6x + 1 sdo dadas

no quadro de variacdes:

Exercicio 7.10 Seja as funcoes quadrdticas:
1. flx)=(x-2)"+5.
2. flx)=2(x+2)>-7.

3. flx)=-3(x-5)-4.

Para cada uma dessa funcdes quadraticas:
1. Determinar seu minimo ou seu mdximo,

2. Estudar as variacoes.

Solucao.

1. Como (x — 2)?> > 0 temos:

Ax) = 5=(x—-2)">0, para todo xe R.
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Logo, flx) > 5, para todo x € R, assim, m = 5 é o valor minimo da funcio

fx) = (x—2)* + 5, que é atingido em x = 2.

As variacdes da funcio quadratica f{x) = (x—2)*+5 sdo dadas no

quadro de variagoes:

T —00 2 +00

+00 +00

f() N\ /!

ot

2. Como 2(x + 2)? > 0 temos:
fx) +7 =2(x+2)?20, para todo x e R.

Logo, flx) > -7, para todo x € R, assim, m = =7 é o valor minimo da
funcio flx) = 2(x + 2)? — 7, que é atingido em x, = —2.

As variacoes da func¢io quadratica flx) = 2(x + 2)* — 7 sdo dadas

no quadro de variacdes:

T —00 -2 400

f(@) \ /!

3. Como —-3(x — 5)?< 0 temos:
Ax) +4=-3(x-5)*<0, para todo x e R.

Logo, flx) < —4, para todo x € R, assim, M = —4 é o valor méaximo

da funcio flx) = —3(x — 5)? — 4, que é atingido em x, = 5.

As variacdes da funcio quadrética flx) = —=3(x - 5)* — 4 sio dadas

no quadro de variagdes:
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f(@) / .

Exercicio 7.11 (UfSCar-SP) Uma bola, ao ser chutada num tiro de meta por
um goleiro, numa partida de futebol, teve sua trajetéria descrita pela equagdo
h(t) = -2¢+ 8t(t>0), onde t € 0 tempo medido em segundo e h(t) € a altura em

metros da bola no instante t. Determine, apds o chute:
1. O instante em que a bola retornard ao solo.

2. A altura mdxima atingida pela bola.

Solucao.

1. Houve dois momentos em que a bola tocou o chio: o primeiro foi
antes de ela ser chutada e o segundo foi quando ela terminou sua traje-
téria e retornou para o chio. Em ambos os momentos a altura h(?) era

igual a zero, sendo assim:
h(t) = =2£ +8t=0, isto é, -2t(t-4)=0.

Logo, temos t = 4, ou seja, Portanto, o segundo momento em
que a bola tocou no chio foi no instante de quatro segundos.

2. A altura maxima atingida pela bola é dada pelo vértice da pardbola.

As coordenadas do seu vértice podem ser encontradas através da se-

guinte férmula: x, = — Zk ey =- % , € no caso apresentado, temos
a a

que encontrar apenas yy:

A 8 —4x(-2)x0

Yp = —7 =

4o 4x(=2) 5
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Portanto, a altura maxima atingida pela bola foi de 8 metros.
Exercicio 7.12 Estudar o sinal das seguintes funcdes:
1. flx)=x-3x-4

2. flx)=-3+2x+1

Solucio. Para estudar o sinal das fun¢oes de segundo grau vamos apli-

car as 4 etapas.

1. Para a funcdo quadratica f{x) = x> — 3x — 4, temos:

Observamos que o valor numérico de a é positivo, isto é,a = 1 > 0.

Temos que :
A=b—4ac=(-3)2-4x1x(-4)=25>0.

Como A >0, a fun¢do quadritica f(x) possui duas raizes reais e distintas:

_ —b—VA _b+VA

r=——= -1 e T2
2a ' 2a

Assim, como a >0 e A > 0, o sinal da func¢o quadratica flx) = x> —3x—4

4.

é dado por:
« flx)=0parax=-loux=4,
« flx)>0parax<-loux>4,
« flx)<Opara-1<x<4.

2. Para a funcio quadrética flx) = —3x* + 2x + 1, temos:
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Observamos que o valor numérico de a é negativo, isto é, a = -3 < 0.

Temos que:
A=V —-4ac=22-4x(-3)x1=16>0.

Como A > 0, a fun¢do quadrética f{x) possui duas raizes reais e distintas:
b+ VA 1  —b—VA

T —=, e Iy 5

, =1.
2a 3

Assim, como a<0e A >0, o sinal da fun¢do quadriética flx) = —3x*+2x+1

é dado por:
. f(x):Oparax:—%oux=1,
. ﬂx)<0parax<—%oux>1,
. f(x)>0para—%<x<1.
Exercicio 7.13 Estudar o sinal das seguintes funcoes:
1 flx)=x"+4x+4.

2. flx)=-2+4x-2

Solucao.

1. Para a funcio quadratica f(x) = x* + 4x + 4, temos:

Observamos que o valor numérico de a é positivo, isto é, a =1 > 0.

Temos que :
A=V —-4ac=42-4x1x4=0.

Como A = 0, a fun¢do quadritica f{x) possui uma raiz real (dupla):

I B
0= 35,77 2x1

=-2.
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Assim, como a> 0 e A =0, o sinal da funcio quadritica flx) = x* +4x+4
é dado por:

« flx)=0parax=-2,
« flx)>0parax>-2oux<-2,
2. Para a funcio quadrética flx) = -2x* + 4x - 2, temos:

a=-2, b=4 e c=-2.

Xo=—=— =-2.
= . . 4a ., ’
Observamos que o valor numérico de a é negativo, isto é, a = -2 < 0.

Temos que:
A=V -4<=42-4x(-2)x(-2)=0.

Como A = 0, a fun¢io quadritica f(x) possui uma raiz real (dupla):

b 1

PR TS R

Assim, como a<0e A =0, o sinal da funcio quadritica f{x) = —2x*+4x-2

é dado por:
+ Ax)=0parax=1,

« flx)<Oparax>loux<l,

Exercicio 7.14 Estudar o sinal das seguintes funcdes:
1. flx)=x"+2x+8.

2. flx)=-2x+4x-3

Solucio.

1. Para a funcdo quadritica f{x) = x* + 2x + 8, temos:
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Observamos que o valor numérico de a é positivo, isto é, a =1 > 0.

Temos que :
A=V —-4ac=22-4x1x8=-28<0.
Como A < 0, a funcdo quadratica f{x) ndo possui raizes reais:

Assim, como a >0 e A <0, o sinal da funciio quadratica f{x) = x*+2x+8

¢ dado por:
flx) > 0 para todo ntimero real x.

2. Para a funcio quadritica flx) = —2x* + 4x — 3, temos:

Observamos que o valor numérico de a é negativo, isto é, a = -2 < 0.
Temos que :

A=V —4ac=42-4x(-2)x(-3) =-8<0.

Como A < 0, a funcio quadrética f{x) ndo possui raizes reais. Assim,
como a< 0e A <0, o sinal da funcio quadritica fix) = —2x> + 4x— 3 é
dado por:

Alx) < 0 para todo numero real x.
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CAPITULO 8
Funcoes Polinomiais e Fun¢oes Racionais

—| Objetivos I

Neste capitulo vamos apresentar as funcdes polinomiais

e as funcdes racionais. Vamos revisar alguns tépicos que serido
importantes para o estudo com as funcdes polinomiais associa-

das que s3o uma generaliza¢do das funcdes do segundo grau

8.1 Funcoes Polinomiais
8.1.1 Funcdes Polinomiais: Definicdo

Chamamos de funcio polinomial qualquer funcéo f: R — R de-

finida por:
f(x) = apa™ + ap_12" ' + ...+ ayx + ao,
onde:

e day, ay ..., a, com a, # 0, sio numeros reais chamados de co-

eficientes de f,

+ né um ndmero inteiro nio negativo chamado de grau da

funcio.
O dominio é sempre o conjunto dos nimeros reais.

O grafico de uma funcio polinomial é uma curva que pode apre-

sentar pontos de maximos e minimos.

Uma funcio polinomial é a soma algébrica de fun¢des de mono-

mios, que sdo definidas por
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u(x) = ajxj onde0<j<n.

Como a, # 0, temos que o nimero # ird desempenhar um papel
importante nas propriedades dos polinémios, como adi¢io e multipli-
cacd de polindmio, bem como, no nimero de solucdes das equacdes

polinomiais P(x) = 0. Portanto, adotamos a seguinte terminologia:

Definicao 8.1 Seja a fungdo polinomial f (x) = apa™+a, 2" ' +...+ a1z +ag
ndo nula tal que a, # 0. Dizemos que a funcdo polinomial f € de grau n ou
simplesmente que o polindmio f ¢ de grau n, e escrevemos n = deg(f). Isto €,
se f € uma _funcdo polinomial ndo nula, seu grau € o maior inteiro n tal que

a, = 0. Temos por convencdo que o grau da funcdo polinomial nula € —co.

As vezes, também dizemos que n é o grau da funcio polinomial f

ou simplesmente que o polinémio ftem grau n. Por exemplo,
O polinémio flx) = 7 é de grau 0.
O polinémio g(x) = =3x + 1 é de grau 1.
O polinoémio h(x) = 5x* — 3x + 1 é de grau 2.
O polinémio s(x) = 7x* — 3x + 1 é de grau 3.
O polinémio #x) = 3 + 5x — 4x* + 3x° é de grau 5.

O grau de um polinémio é expresso através do maior expoente

natural entre os mondmios que o formam. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 8.1 Temos vdrios tipos de funcdes polindomios:

1. A funcdo polynomial fx) = k, onde k e R e k #0, € uma funcao

polinomial constante de grau 0.

2. A funcao polynomial f(x) = ax+b, com a #0, € uma funcdo poli-

nomial de grau 1.
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3. A funcdo quadratica f(x) = ax’ + bx + ¢, com a # 0, € uma funcdo
polinomial de grau 2.

4. A funcdo f(x) = x> € uma funcdo polinomial de grau 3, chamada
de fungdo ciibica.

5. A funcao f(x) = 3x° +ax* +bx’ +cx? +dx+e, onde a, b, ¢, d e e sdo

niimeros reais, € uma funcdo polinomial de grau 5.

Polinomio nulo. Dizemos que um polindémio é nulo quando todos os

seus coeficientes forem iguais a zero, isto é, P(x) = 0.

Identidade entre polinémios. Dois polindmios sdo idénticos quan-

do todos os seus coeficientes sio nimeros iguais.
Exemplo 8.2 Determine os valores de a, b e ¢ para que:
ax*+ (b+3)x+(c=7)=-2x>+6x-9

Para que esses polinémios sejam idénticos os coeficientes de mesmo grau pre-
cisam ser iguais, entdo:

a=-2,

Como b+ 3 = 6 ou seja, b= 6 — 3, logo b= 3. Tambeém, como c—7 = -9, ou
seja, c=—-9 + 7, isto ¢, c = —2.

8.1.2 Operacdes com Funcoes Polinomiais

Adicio. A soma de duas funcdes polinomiais é feita, adicionando os

termos semelhantes de mesmo grau dos polinémios.

Exemplo 8.3 Sejam as duas funcdes polinomiais:
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fx) =4 +332+7x+9eglx) =+ 2x* —5x + 3

Temos flx)+g(x) = (43 +3x* +7x+9)+(>* +2x* —5x+3). Eliminando os pa-

rénteses, temos:
flx) + g(x) =4x* + 32 + 7x+ 9 + x> + 2x2 — 5x + 3.
Adicionamos os termos de mesmo grau, obtemos:

Ax) + g(x) =5x° + 52 + 2x + 12.

Subtracio. A diferenca de dois polindmios é feita adicionando o pri-

meiro polindmio com o oposto de cada termo do segundo polindémio.
Exemplo 8.4 Sejam as duas funcdes polinomiais:
fx) =4 +3x>+7x+9eg(x) =x* +2x* - 5x+ 3

Temos flx)—-g(x) = (4x* +3x* +7x+9)—(x* +2x> —=5x+3). Eliminando os pa-
rénteses e trocando os sinais dos termos do segundo polinémio, temos:

fx) —g(x) =43+ 32+ 7x+ 9 — = 2% + 5x - 3.
Adicionamos os termos de mesmo grau, obtemos:

fx) + g(x) =38+ >+ 12x + 6.

Multiplicacio. No produto de dois polinémios:

1. Aplica-se a propriedade distributiva da multiplicacio em

relacdo a adicdo ou subtracio,

2. Adicionamos os termos de mesmo grau.
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Exemplo 8.5 Sejam as duas funcdes polinomiais:
fx) =43 +32+7x+9eglx)=x+1,
temos que f(x).g(x) = (4% + 35 + 7x + 9 x + 1).

Etapa 1 : Aplica-se a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a
adicao ou subtracdo: f(x).g(x) = (4x*+3x%+7x+9)x+(4x*+3x%+7x+9).1, logo f(x).
8(x) = (4x* + 35+ 7x2+ 9x) + (45 + 32 + 7x + 9).

Etapa 2: Eliminamos os parénteses e adicionamos os termos de mesmo grau,

obtemos:

fAx).g(x) = 4x* + 75 + 10x* + 16x + 9.

8.1.3 Divisao das funcdes polinomiais

A divisdo pode ser feita por meio de um algoritmo simples que

simula a divisio de nimeros inteiros.
Exemplo 8.6 Sejam as duas funcdes polinomiais:
f)=x+x*eglx)=x-1
Escrevemos a divisao da funcdo polinomial f(x) por g(x), sobre a forma:
fx): g(x) ou (3 + x?) : (x—1)
Assim, temos :
Dividendo: x* + x* (grau 3)
Divisor: x — 1

Para efetuar a divisdo de uma funcdo polinomial por outra, vamos adotar o

seguinte algoritmo:
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1. Divide-se o termo de maior grau do dividendo pelo termo
de maior grau do divisor:
3 4a? x
l'2
2. Multiplica-se o quociente pelo divisor:
iz —1)=2® —2?
3. Subtrai-se o resultado da multiplicacdo do dividendo (esta
subtracio é feita adicionando o oposto do produto ao divi-
dendo).

—1’3 +JI/’2

222

4. Repetem-se os passos anteriores, considerando como divi-

dendo o resultado da subtracio:

3 4a? z
-3 +a? 72 +21 +2
212
—2z% 42z
2z
—2z 42
+2

Assim, deduzimos que na divisdo da funcdo polinomial flx) = x> + x* por

g(x) = x - 1, temos:
Quociente: g(x) = x* + 2x + 2,
Resto: r(x) = +2.
Como no caso dos nilmeros inteiros, escrevemos:

Ax) = q(x)g(x) + r(x) ou sejax® + x> = (6 + 2x + 2)(x — 1) + 2
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A divisdo chega ao fim quando tem-se como resto um polindémio de grau me-

nor que o grau do divisor.

A seguir temos um teorema que é muito importante:

Teorema 8.1(Teorema do Resto):

A divisdo do polinomio P(x) pelo fator linear (x — r) € igual o niimero real

P(v), isto ¢,

P(x) = g(x)(x = 7r) + P(7).

Exemplo 8.7 Determine o valor de m de modo que a divisdo do polinomio
flx) = (m—4)x* — mx? = 3 por g(x) = x — 2 dé resto 5.

Usando o Teorema de resto, temos que flx) = q(x)( ) + f2) =
(m—4)x* — mx? — 3, deduzimos que: f2) = (m — 4) x 2° — mx22— 3=4m
— 35 =15. Logo, temos m = 10.

Pelo Teorema do Resto observamos que se r é uma raiz do po-
linomio

P(x), isto é, se P(r) = 0, entdo P é divisivel por (x — r), isto é
P(x) = Qx)(x — 7).

Este resultado é conhecido como Teorema de D’Alembert. Generali-
zando este resultado, se P(x) é divisivel pelos fatores lineares (x-r),
(x=73), ..., (x-7), entdo P também ¢ divisivel pelo produto: (x—ry).(x—
ry)...(x=n); isto é,

P(x)=(x—r).(x=12)...(x — 1)
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onde 0s nUMeros ry; r; ..., r sio todos raizes de P(x).

A divisdo de funcdes polinomiais (ou simplesmente polinémio)
é importante para a decomposicio em elementos simples das func¢des
definidas por fra¢des racionais.

8.2 Funcoes racionais
8.2.1 Definicao de uma funcao racional

Lembra-se que uma funcio polinomial é a funcio f: R — R de-
finida por:

fx) = apX" + an X"+ o+ @1 X + do,

onde ay, 4y, ..., a, com dgp # 0, sio ndmeros reais chamados coeficientes
de f, e n é um numero inteiro nio negativo, chamado de grau da fun-
c¢do. E denotamos: n = grau(f).

Definicdo 8.2 Sejam P(x) = apx" + a;x"' + ... + a,_1x + ay, (ap #0)
e Q(x) = box™ +byx™" +...4+by_1x+by, (by # 0) duas fungdes polinomiais.
Uma Fungdo Racional € a funcdo definida como o quociente de duas funcoes

polinomiais, isto é:

fx) = %, para todo x € R tal que Q(x) # 0.
Por exemplo, a funcio definida:
2x—-1
x) =
A K+ 3,

é uma funcio racional, porque ela é o quociente das seguintes funcoes

polinomiais:
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P(x) =2x-3eQ(x) =2+ 3.

X4+ 2x-1

+3x+1
racional, onde o numerador ¢ a funcio polinomial P(x) = x* + 2x— 1 e

De maneira semelhante, a funcio g(x) = , é uma funcio

o denominador é a funcdo polinomial Q(x) = x* + 3x + 1.

8.2.2 Dominio de uma funcao racional

O dominio da funcéo racional é o conjunto dos niimeros reais

excluindo aqueles tais que Q(x) # 0, isto é:
D = {x e R tal que Q(x) # 0}.

Por exemplo, Seja a funcio inversa: flx) = Loa funcio inversa é
x

uma funcio racional, que é o quociente dos polinémios:
1. P(x) = 1, o numerador,
2. Q(x) = x, o denominador.

Como Q(x) = x # 0 para x # 0, deduzimos que o dominio da

funcio inversa é:

D = {x e R tal que x # 0} =] —oco0, 0[U]0,+00[= R*.

5 ~
7 A funcao
f¢é uma funcio racional, onde o quociente é dado pelos polinémios:

Outro exemplo, seja a funcdo racional: f(x) =

1. P(x) = 5,
2.Q(x) =x-2.

Como Q(x) = x — 2 # 0 para x # 2, deduzimos que o dominio da

funcio fé:

D= {xeRtal que x # 2} = R\ {2} =] —o0, 2[U]2,+00[.
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8.3 Formas de funcdes racionais e estudo do seus sinais
8.3.1 Tipos de funcoes racionais

Sejam P(x) = apx™ + @ x® + ... + @1 X + ay, (a0 # 0) e Qx) = bpx™ +
bix™ " + ... + by_1X + by, (b # 0) duas funcdes polinomiais. Seja a funcio
racional:

Ax) = P(x) , para todo x € R tal que Q(x) # 0.

Na pratica, temos os graus n e m das funcdes polinomiais P(x)
e Q(x), respectivamente, assim a funcio racional f{x) toma a seguinte

forma:
P(x)  apr"+a 2"+ .+ a1z +ay

1) = 3@ = hem ¥ b o F bz o

A funcdo racional f{x) pode assumir um dos trés tipos de formas,
dependendo do grau da funcio polinomial do numerador e do grau da

funcio polinomial do denominador.
Tipo I: Se grau(P) > grau(Q).

Por exemplo, para grau(P) = 3 e grau(Q) = 2, temos a forma:

_7x-3x+1
fix) = xX+1

Tipo II: Se grau(P) < grau(Q).

Por exemplo, para grau(P) = 2 e grau(Q) = 5, temos a forma:

_ K+ 1
f = o5

Tipo IIL Se grau(P) = grau(Q).
Por exemplo, para grau(P) = grau(Q) = 3, temos a forma:

_ L+ 1
) = s e
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8.4 Estudo do sinal de uma funcio racional

No estudo do célculo muitas vezes precisamos fazer o estudo
do sinal de uma funcdo racional, bem como investigar intervalos de
crescimento e decrescimento da funcio e fazer a representacio grafica
dessas funcdes. Como a funcio racional pode variar muito, pois ela é
uma funcio dada pelo quociente de dois polindmios, neste material
vamos discutir alguns casos que sio comuns em alguns livros didaticos
de Célculo 1.

Plx)
Qlx) y

Fazer o estudo do sinal de uma funcio racional f{x) =

investigar:

1. Se ela admite raizes reais, isto é, determinar os nimeros re-

ais x que sio solucdes da equacdo flx) =0,

2. Estudar os intervalos em que a funcio é positiva, isto é de-
terminar o conjunto {x € R, flx) > 0}, e onde ela é negativa,

isto é, determinar o conjunto {x € R, flx) < 0}.

Para isso precisamos analisar, a0 mesmo tempo, os polino-
mios que compdem essa funcio racional. Assim, dada a funcio ra-
cional flx) = %, para todo x € R tal que Q(x) # 0, iremos:

x
Etapa 1: Investigar se a funcio fadmite raizes reais estudando se o po-
linémio do numerador admite raiz, lembrando de excluimos os pontos
em que Q(x) # 0, que sdo os pontos que nio fazem parte do dominio da
funcio racional. Depois, determinar os nimeros reais x que sio solu-

¢des da equacio P(x) = 0, para x € R tal que Q(x) # 0.

Etapa 2: Investigar os intervalos em que a funcio f é positiva e nega-
tiva estudando o sinal dos dois polindmios que compdem a funcio f,

para isso precisamos determinar os seguintes conjuntos:

{xeR, P(x) >0}, {xeR, P(x) <0}, {xe R, Q(x) > 0} e {xe R, Q(x) < 0},
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Etapa 3: Agora, como o sinal de um quociente 2 (comb+£0)éo quo-

ciente dos sinais de a e b, podemos entio deduzir os intervalos de R
P(x)

X

onde o sinal da funcio racional flx) = é positivo ou negativo.

As vezes, o sinal de f é apresentado em forma de tabela, pois

define a caracterizacio dos intervalos em que f¢é positiva ou negativa.
Vejamos alguns exemplos para compreender melhor.

Exemplo 8.8 Vamos observar o estudo do sinal da funcdo a seguir:

_4x+5
f(x)——xz_l.

Temos que x> — 1 =0 quando: * = 1 = (x— 1)(x+ 1) =0, logox =1 ou x =
—1. Assim, o dominio da fungdo racional f € todo Dy= {xeR, x#-1oux+#1}.

Etapa 1: Vamos investigar se a fun¢do admite raizes reais. Neste caso: P(x) =
4x + 5 =0 implica que x = — % Assim, como x = — % e Dy, temos que f(x)

5
=0para x=—-=.
P 4

Etapa 2: Agora vamos determinar os intervalos em que cada fungdo polino-

mial P(x) = 4x+ 5 e Q(x) = x> — 1 € positiva ou negativa.

a. Temos P(x) = 4x + 5> 0 para 4x > -5, logo x > - % Também, temos P(x)
=4x+ 5< 0 para 4x < =5, logo x < — % Assim, o sinal da fungdo polinomial
P(x) é dado por :

1. P(x) >0, para x €] —%,+oo[,
2. P(x) < 0, para x €] —oo,— %[.

b. A funcdo polinomial Q(x) = x* — 1 € uma funcdo de segundo grau, cujos
raizes sdo -1 e 1. Assim, o sinal da funcdo polinomial (x) :

1. Q(x) > 0, para x €] —oo,~1[ ou x €]1,+00[,

2.Q(x) <0, paraxe] -1, 1[.
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Etapa 3: Sinal da funcao f(x) = i’;j 15 . Temos que:

1. x) =0, para x = —

w» Ao

2. flx) > 0, para x €] _Z’_l[ ou x €]1,+ool.
3. flx) < 0, para x €] —oo,—% [ouxe]l-1,1[.

A discussdo anterior pode ser resumida na forma de uma tabela, da seguinte

forma:
T —00 —5/4 —1 1 +o0
sinal de 4x +5 - 0 + + +
sinal de % — 1 + + 0 -0 +
sinal de f(x) - 0 + I —_— +

8.5 Decomposicio em elementos simples das funcoes racionais

A decomposi¢io em elementos simples das fracdes racionais é
uma ferramenta importante para o estudo dessas funcdes, em particu-
lar para o cédlculo de integrais e a busca de funcées primitivas. Vamos
propor aqui exemplos simples de decomposicoes em elementos de fra-
cOes racionais.

Exemplo 8.9 Seja a funcdo racional f(x) = _2x=1 _ podemos escrever
—x—
q(x) #0, isto €, Q(x) = x> —x—2=(x+ 1)(x—-2) #Opara x# -1 e x # 2,

deduzimos que o dominio da funcdo f ¢:
D={xeRtalquex#-1ex#2} =R\ {-1,2}.
A funcdo racional pode tomar a forma:

1 1
f@)=—7+-=%

isto é:
1 1 1.(zx—2) 1.(z+1) (z—2)+(z+1)

it =2 @ De-2 GiD@-2 @+la-2
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Assim, deduzimos que

L1 2
z+1 -2 az-z-1

= f(x).
Assim, temos a seguinte forma da funcdo racional f:

1 1
f(x)_:lc—l-l_|—:):—27

que € chamada decomposicio em elementos simples da funcio racional.

Exemplo 8.10 Seja a funcdo racional ﬂx 22 =3x+ 4 pojemos veri-
ficar que Q(x) = x* = 3x* + 4 = (x + 1 Zf#Oparaxyé lex#2,
deduzimos que o dominio dafungdofe.

D={xeRtalquex#-1ex#2} =R\ {-1,2}.

A funcdo racional pode tomar a forma:

1 1 2
'f(x):x+1+x—2+(x—2)2'
isto ¢
LS S B o) La+1) 2
z+1 -2 (z-22  (z+D)@-2) (z+1.(z-2) (v-2)?

2v —1 n 2
(z+1)(x—2) (z—2)?

Assim, temos que:

-1 2 _ (Q-D@-2, 2Ac+l)
(r+1D(x-2) (z-2) (r+ (-2 (z+1)(z-2)
2z —1)(x —2) +2(x + 1)”

(z+1)(z —2)?

Como (2x—1)(x=2)+2(x+1) = 2x*-3x+3 e (x+1)(x=2)? = x*-3x*+4, dedu-
zimos que:
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1 N 1 N 2 (-1 —-2)+2x+1) 22?—-3z+3
r+1 -2 (2-2)2 (z+ 1)(z — 2)2 C a3 - 3244

= f(x).

Assim, temos a decomposicdo em elementos simples da fungdo racional f:

1 1 2
f(x):x+1+x—2+(x—2)2'

8.6 Exercicios

Exercicio 8.1 Sejam as funcdes polinomiais f(x) = (m—4)x*+(m?~16) x>+
(m+4)x+degx)=x-2x+x-7.

1. Determine f(x) + g(x),
2. Determine f(x) — g(x),

Solucao. Regra: A soma de duas fung¢des polinomiais é feita, adicio-

nando os termos semelhantes de mesmo grau dos polinémios.
1. Temos:
fx)+g(x) =(m=4)xF3 + (m* - 16) + (m+ 4)x+ 4+ - 22+ x—7.
Aplicando a regra vista anteriormente, obtemos:
fx) + g(x) = (m = 3)2% + (m? — 18)x* + (m+ 5)x— 3.

2. Também, aplicando a Regra: A diferenca de duas func¢des polino-
miais € feita subtraindo os termos semelhantes de mesmo grau dos po-

linébmios, obtemos:
fix) = glx) =(m=5)+ (m* — 14)2* + (m + 3)x + 11.

Exercicio 8.2 (Mack-SP) Para quais valores de m a func¢do polinomial
fx)=(m—4)x+ (m*—16)x* + (m + 4)x + 4 € de grau 2?
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Solucdo. O polinomio flx) = (m—4)x* + (m? = 16)x* + (m+ 4)x + 4 é de
grau 2 se, e somente se, o coeficiente do termo de grau 3 é zero, isto é,
m—4 = 0. Logo, o polinémio fix) = (m—4)x*+(m*~16)x*+(m+4)x+4 é de

grau 2 se, e somente se, m = 4. Assim, para m = 4, temos:
Ax) = 8x + 4.
Vemos que, neste caso, o polindmio é de grau 1.

Conclusio: nio existe m tal que o polinomio flx) = (m — 4)x* + (m?
-16)x> + (m + 4)x + 4 seja exatamente de grau 2.

Exercicio 8.3 Sabe-se que a funcdo polinomial f(x) = x* + ax’ + bx + ctem
as seguintes propriedades: (1) = 0 e fl—x) + f(x) = 0, para todo niimero real
x. Determine f(2).

Solucio. Como f{(1) = 0 temos:
fA)=1+a-b+c=0&a+b+c=-1.
Como fl-x) = —x* + ax* — bx + ce fl—x) + flx) = 0, deduzimos:
fA=x) + ix) = 2ax + 2¢ =0, para todo x € R.

Aplicando a Regra: Identidade entre polinémios. Dois polindmios
sdo idénticos quando todos os seus coef icientes sdo niimeros iguais, deduzimos

que:
2a=0e2c=0o0usejaa=c=0.

Logo, deduzimos b= —1, assim o polinomio flx) = x* +ax* +bx+cé dado

por:
)= +0x2+(-1)x+0=x—x

Assim, obtemos: f(2) = 6.
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Exercicio 8.4 Determine as constantes a e b para que o polinomio flx) =

x*+ ax® + bx® + 2x seja divisivel pelo polinomio g(x) = > + 1.

Solucio. Sabemos que a divisio pode ser feita por meio de algoritmo

simples que simula a divisio de nimeros inteiros, assim vamos aplicar

este algoritmo nesta situacio. Como flx) = g(x)Q(x) + R(x), entdo o divi-

dendo flx) = x* +ax® +bx* +2x é divisivel pelo polinomio g(x) = x> +1 se, e

somente se, R(x) = 0. Temos:

rt +axd +bz? +2z
—zt —z?
ar® +(b—1)z? +2z
—az? —azx
(b—1)z* +(2—a)x
—(b—1)a? —(b-1)
2—a)z —(b—-1)

22 4axr +b—1

Entdo, com este algoritmo, obtemos que o resto da divisdo de f{x) =

x* + ax’+bx*+2x pelo polinomio g(x) = x>+1 é dado por: R(x) = (2—a)

x—(b-1). Logo, o polinémio flx) = x* + ax’® + bx* + 2x é divisivel pelo po-

linomio g(x) = * + 1 se, e somente se, R(x) = (2 — a)x— (b— 1) =0, ou seja,

2-a=0eb-1=0.

Conclusio: o polindmio flx) = x*+ax’+bx*+2x é divisivel pelo polino-

mio g(x) = x¥* + 1 se, e somente se,a=2eb=1.

Exercicio 8.5 Em uma divisdo de polinémio, o divisor € D(x) = x*~x*+3, 0

quociente € q(x) = x+2 e o resto € R(x) = x> =9. Determine o dividendo

Solucio. O dividendo é dado por P(x) = D(x)q(x) + R(x), logo, temos:

Px)=(x-2+3)(x+2)+x*-9=x*+x-x*+3x-3.
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Exercicio 8.6 Seja a funcdo flx) =5xx__23 .
1) Justifique que f € uma funcdo racional.
2) Determine o dominio da funcdo f.

Solucdo. A funcio f é uma funcio racional, pois é o quociente dos

polinémios:
e Plx)=5x-3
e Qx)=x-2

Como Q(x) = x— 2 #0 para x # 2, deduzimos que o dominio da funcio f:
D= {xeRtal que x# 2} = R\ {2} =] —o0, 2[U]2,+00[.
Exercicio 8.7 Seja a funcdo flx) = 7¢-3x+1
+1
1) Justifique que f € uma funcdo racional.
2) Determine o dominio da funcdo f.

Solucio. A funcio f¢é uma funcio racional, pois é o quociente dos po-
lindmios:

e Plx)=7x-3x+1
e Qx)=x+1

Como Q(x) = x> + 1 # 0 para todo x € R, deduzimos que o dominio da
funcio fé:

D={xeRtalque Q(x) = x>+ 1#0} =R.
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7 -3x+1
X¥+52+10°

1) Justifique que f € uma funcdo racional.

Exercicio 8.8 Seja a funcdo f(x) =

2) Determine o dominio da funcdo f.

Solucdo. A funcio f é uma funcio racional, pois é o quociente dos
polinémios:

e Plx)=7x-3x+1
e Qx)=x*+5x2+10

Como Q(x) = x* + 5x% + 10 # 0 para todo x € R, deduzimos que o domi-
nio da funcio fé:

+ D={xeRtal que Q(x) = x* + 522 + 10 #0} = R.
Exercicio 8.9 Seja a funcdo fx) = % .
1) Justifique que f € uma funcdo racional.
2) Determine o dominio da funcdo f

Solucio. A funcio f é uma funcio racional, pois é o quociente dos

polindomios:
e Plx)=7x*-3x+1
e Qx)=x-9

Como Q(x) = x> =9 = (x — 3)(x + 3) # 0 para x # 3 e x # —3, deduzimos

que o dominio da funcio fé:

D={xeRtalque x#-3ex#3} =R\ {-3,3}
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s . ~ . 4
Exercicio 8.10 Seja a funcdo racional f(x) oD D)
- 1 1 1
1) Ve : -1 =2. .
) Verificar que G- D) G+ D G- D+ 1)

2) Deduzir que a decomposicdo em elementos simples da funcdo racional f €

dada por:

(x-1) (x+1)

3) Determine o dominio da funcdo f

Solucio. Aqui, a computacio é baseada na propriedade elementar da
soma das fracoes.

1) Usando a identidade usual 4 + ¢ %l be _ M, temos:

i od b bd

(x+1) (x—1) 2

(z—D(z+1) (@-D@+1) (z-D@+1)

1 L 1
-1 z+1 T(@-D+1)

2) Usando a Questdo 1, obtemos que:

Logo, obtemos -

2 1 1 2 2
2X 77— =2X — = —
(x —1)(z+1) z—1 z+1 z—1 z+1

deduzimos que a decomposicio em elementos simples da funcio racio-

nal f¢é dada por:
2 2 2
Jw) =2 (z—D(w+1) z-1 x+1
3) Como f(x) = ﬁ - (xf— 7y @ funcio f ¢ definida para x — 1 # 0

ex+ 1#0,assim x# 1 e x# —1. Logo, deduzimos que o dominio da

funciofé:

D={xeRtalquex#-1lex#1} =R\ {-1, 1}.
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Exercicio 8.11 Seja a fun¢ao racional flx) = TR

1) Verificar que:
ificar q ) )

f(x):xz’,,x:x(xfl)(ierl)

2) Mostrar que:
2, 1 1 2
r -1 x+1 z@-1@+1)

3) Deduzir a decomposicdo em elementos simples da fun¢do racional f.
4) Determine o dominio da fungdo f.

Solucdo. Aqui usaremos duas propriedades elementares, a saber, a

propriedade da fatoracdo e a da soma de fracoes.

1) Como x* — x = x(x? —= 1) = x(x — 1)(x + 1), deduzimos que:
2 2

@) = B zlx —1)(z+1)
2) Usando a identidade usual £ + £ — ad + be - M, duas ve-
b d bd ~ bd bd

zes seguidas, temos:
21 L 2-a 1
r x—-1 x+1 z2@-1) z+1’

assim, temos
—2+ 1 N 1 2z—a*42—z+a(x—1) 2
r x—1 x+1 z(x—1)(z+1) Ca(z—D(z+1)

3) Usando a Questdo 2, deduzimos que a decomposi¢io em elementos
simples da funcio racional f, é dada por
2 2 -2 1 1

f(x):m:”—m:a:(x—l)(x—ﬁ—l) I r+1
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-2 1 1 o . .
3) Como f(x) = — Troitopd funcio f é definida para x # 0,

x—1#0ex+ 1#£0, assier#O,x;é 1 ex+# -1. Logo, deduzimos que o
dominio da funcio fé:

D={xeRtalque x#0,x#-1ex#1} =R\ {-1,0, 1}.

, . . N . 322 —10x + 6
Exercicio 8.12 Seja a funcdo racional f(x) = o Py P
1 322 — 10z + 6

. 1 1
1) Verlfzcarque.; t oot 3= 2z -2z -3)

2) Deduzir que a decomposicdo em elementos simples da fungdo racional f ¢ dada por:
32> =10z +6 1 1 1
flz)= z(x —2)(z —3) _;+x—2+1'—3

3) Determine o dominio da funcdo f.

Solucao. Aqui usaremos duas propriedades elementares, a saber, a

propriedade da soma de fra¢des e a da distributividade de um produto.

1) Usando a identidade usual a + c_ a_d + @ = M, duas ve-
. b d bd bd bd
zesseguidas, temos:
1 1 2r — 2 1

1
z+172+173_;c(x72)+w73’

assim, temos
1 1 1 2 —1)(z—3)+a(x—2) 322—10z+6

z .7:—2+.7:—3: z(r —2)(xz —3) :m(z—Q)(x—?))'

2) Usando a Questdo 1, deduzimos que a decomposi¢io em elementos

simples da funcio racional f, é dada por

faz) = 322 — 10z + 6 _l+ 1 N 1
2z - -3) r -2 z-3
1 1 1 o ,
3) Como f(z) = ;+ p— +m,afungaofe definida para x # 0,

x—2#0ex—-3+#0,assim x#0, x# 2 e x+# 3. Logo, deduzimos que o
dominio da funcio f é:

D={xeRtalque x#0,x#2ex+#3}=R\{0,2, 3}
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CAPITULO 9
Operacoes sobre as Funcoes -
Funcao Inversa

—| Objetivos I

Tratamos aqui das propriedades das operac¢des usuais de
adicio e de multiplicacio das func¢des reais. Estudamos também
as propriedades da operacio de composicio das funcdes, bem

como as funcdes inversas e seus papéis importantes.

9.1 Operacdes usuais sobre as funcoes

Sejam D; e D, dois subconjuntos do conjunto dos numeros reais R, tal
que D; N D, # 0. Sejam f, g duas fungdes reais, isto é:

f:Di>Reg:D,->R.

Assim como podemos adicionar, subtrair, multiplicar e dividir
numeros reais, também podemos produzir novas fung¢des através de

operacdes dos nimeros reais. Essas sio produzidas como segue:

Definicao 9.1 Sejam D, e D, dois subconjuntos do conjunto dos niimeros
reais R tal que D; N D, # 0. As operacdes de adicionar, de subtrair, de multi-

plicar e de dividir das funcdes, sdo definidas como o seguinte:
1. Adicionar: (f+ g)(x) = Ax) + g(x), se xe Dy Dy,
2. Multiplicar: (f°0 g)(x) = ix) x g(x), se xe D; N D,,
3. subtrair: (f— g)(x) = flx) — g(x), se xe Dy Dy,

4, dividir: % )x) = {;((—23, se xe D;N D, com g(x) #0.
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O dominio das funcdes f+g, f—g e f.g é a intersec¢io dos domi-
nios de fe g. O dominio de f g é a interseccio dos dominios de fe g,
excluindo-se os pontos onde g(x) # 0.

Exemplo 9.1 Sejam f(x) = /T —x e g(x) = /1 — x Entdo, temos:
1. Adicionar: (f + g)(z) = f(x) + g(z) = VT —z + /1 — 1z,
2. Multiplicar: (f.9)(z) = f(z).g(x) = VT —2z./1—1x,
3. subtrair: (f — 9)(x) = f(2) = g(z) = VT —2 - VI—7z,

4. dividir (L) (2) = L = Y-

Como D(f) =] ~c0, 7] e D(f) =] oo, 11, entdo temos:
. odominiof+g f-gefgé
D(f) M D(g) =] o0, 71 —00, 1] = [1,71.
e odominio z é

D(f) N D(g)\{1} =] —o0, 71N] =00, 11\{1} =]1, 7],

O niimero x = 1 foi excluido porque g(1) = 0.

9.2 Operacao de composicao de funcoes

A operacio de composicio é uma operacio diferente das opera-
coes de adicdo, de multiplicacdo, de substracio e de divisio das funcdes.

Definicao 9.2 Sejam duas funcies f:D; - R e g: D, - R, tais que

ADy) = {fix), xe D;} CD,.
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A funcdo composta de g com f, denotada por gof, € definida por:
(g0 f)(x) = g(flx)).

O dominio de go fé o conjunto de todos os nimeros x no do-

minio de f'tais que f{x) estd no dominio da funcio g. Simbolicamente:

D(go f) = {x e D, tais que f{x) € D, = D(g)}.

Exemplo 9.2 Sejam f(z) = /= e g(x) = & — 1. Encontre gof. Temos
(g0 @) =9(f(x)) = g(Vz) = Vo -1

Como D(f) = [0,+00] e Im(f) = [0,+00[C D(g) = R, entdo dedu-

zimos que:

D(go f) = {x e D(f) tais que flx) € D(g)} = [0,+00[

9.3 Funcio inversa

O conceito de funcio inversa é importante para definir e estu-
dar ligacdes entre muitas funcdes usuais, que sio importantes para o
Cilculo Diferencial e Integral. Nessa se.c 320 introduzimos o conceito
de funcio inversa. Para isso precisamos definir os conceitos de func¢io

injetora (ou injetiva), sobrejetora (sobrejetiva) e bijetora (bijetiva).
Definicao 9.3 Uma fungdo
f :Dy— D,

chama-se injetora quando elementos diferentes em D1 sdo levados, por f, em

elementos diferentes, em D,, isto ¢, f € injetora quando:

x#xXemD; = flx)#f(x).
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Essa condicdo que pode ser escrita de forma equivalente do seguinte modo:
flx)=flx) = x=x.

Por exemplo, seja f: ]0,+co[— R definida por f{x) = 3x — 2. Mos-

tre que fé injetora. Se x # X' temos 3x # 3x, entdo
fx) =3x-2+#3x -2 =fx).
Entio, a funcio f¢é injetora.

Outro exemplo, seja g: ]0,+00[— R definida por g(x) = vx. Mos-
tre que g ¢ injetora. Se g(x) = g(x) entdo vx = VX. Assim, V&’ = V7" o

que implica que x = x. Entdo, a funcio g é injetora.

Definicao 9.4 Uma funcdo
f: D1 d Dz,

chama-se sobrejetora quando para qualquer elemento y em D, pode-se encon-
trar (pelo menos) um elemento x em D, tal que f(x) = y, isto ¢, f € sobrejetora
quando:

Para todo y € D, existe x € D, tal que y = f(x).

Por exemplo, seja f: R — R definida por flx) = 2x—3. Mostre
que f é sobrejetora. Seja y € R entio a equacio 2x—3 = y implica
que x = W3R Assim, podemos verificar que o numero x = %3 eR

satisfaz:
ﬂ-”’ZL—3) =y.

Entdo, a funcio fé sobrejetora.
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Definicao 9.5 Uma funcdo
f: D1 d Dz,

uma bijecdo (ou uma correspondéncia biunivoca) entre D; e D, quando ao

mesmo tempo € injetora e sobrejetora.

Por exemplo, seja f: R — R definida por flx) = 2x—3. Mostre
que f é sobrejetora. Seja y € R entido a equacdo 2x—3 = y implica
que x = J%; € R. Assim, podemos verificar que o nimero x = -1%3 eR
satisfaz:

F(2E3) =y,

Entio, a funcio fé sobrejetora. Se x # x' temos 2x # 2x, entdo
fx) =2x-3#2x -3 =flx).

Entdo, a funcio fé injetora. Em conclusdo, como a funcio f¢é injetora e

sobrejetora, entio f é uma bijecio.

Definicao 9.6 Seja f uma funcao bijetora cujo dominio € Dy e cujo conjunto
imagem ¢ D,. E seja g uma funcdo real com valores reais, cujo dominio é D,,

isto €,
f:Di;>D,CReg:D, >R,

A fungdo inversa g de f, cujo dominio € D, e cujo conjunto imagem € Dy, €
definida por:

goflx) = x= g[flx)] = g(y) = x, onde y = fix) € D,.

Ou equivalentemente, a funcdo inversa g da funcdo f, denotada por g = f,

tem dominio D, e seu conjunto imagem ¢ Dy, € definida por:

F'(y) = x=y=fx), para todo y € D,.
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Por exemplo, sejam f: R — R definida por fix) = 2x — 3. Mostre

que a funcio g(x) = xT+3 é a funcdo inversa da funcio f.

A funcio f¢é uma bijecdo (veja o exemplo dado anteriormente).

E temos:
go f(a)=g(fay = {OF3 202343 20,

[\V]

Assim, a funcdo g é a funcdo inversa da funcio f.

9.4 Exercicios

Exercicio 9.1 Sejam f(z) = 7 —x e g(x) = x* + 3z + 7. Encontrar

e estudar os dominios das seguintes funcoes:

f+g,f—gef-ge§

Solucio. A funcio f é definida para 7-x > 0, isto é, x < 7, ou seja o
dominio de fé] — o0, 7], isto é, D(f) =] — o0, 7]. Como a funcio g é qua-
dratica, entdo seu dominio é dado por D(g) = R. Logo, as funcdes f
+ g, f— ge f.g sdo definidas no ] — oo, 7]. Para a funcdo g(x) = x> + 3x + 7,
temos A=V —4ac=3"-4x1x7=-19<0,assim g(x) = x> + 3x+ 7 >0,
para todo x € R, porque a = 1 > 0. Entéo, a funcio % é definida para

todo x €]—o0, 7]. Assim, para todo x €]—oo, 7], as expressdes das funcdes
f+g,f-g ef.gei sao dadas por:
g
1.(f+9)x) = flx)+g@)=VT—a+2>+3c+7;
2.(f —9)@) = f(z) —g(z) = VT — 2z — (2* + 3z + 7);

3.(f.9)(x) = f(x).9(x) = (2% + 32+ T)VT — z;
fyotw o V=%
g

9@ 2 4 3+ 7
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Exercicio 9.2 Sejam g(x) = V22 =2, para x> 1 e f{x) = 3x — 7, para x € R.
Mostre que as funcdes f e g sdo injetoras.

Solucio. Lembre-se que uma funcio € injetora se:
x7#y= flx) #Ay),

ou equivalentemente,
f¥) =)= x=y.

1. O dominio da funcio g(x) = v2z — 2 é [1, +oco[. A funcio é injetora.
Portanto, sejam x € [1, +oo[ e y e [1, +oo[, se g(x) = g(y) assim vZr — 2'=
V2r=2",logo temos 2x-2 = 2y —2. Entdo, temos x = y. Assim, a funcio
g éinjetora.

2. O dominio da funcio flx) = 3x — 7 é R. A funcio é injetora. Portanto,
sejam x e y em R, se flx) = fly) temos 3x — 7 = 3y — 7. Entdo, temos
x = y. Assim, a func¢io g é injetora.

Exercicio 9.3 1) Seja g: [0,+00[— [0,+0o[ definida por g(x) = V2, Mostre

que g € sobrejetora.

2) Seja fix) = 3x — 7, para x € R. Mostre que a funcao f ¢ sobrejetora.

Solucio. Lembre-se que uma funcio f: DC R — ECR é sobrejetora se:
Para todo y € E existe x € D tal que flx) =

1. A funcio g: [0,+00[— [0,+00[ definida por g(x) = V2 é sobrejetora.

Portanto, seja y € [0,+00[ e x = —)5, entio temos:

g(x)=9(y;) 2><— ViR =y.

Assim, a funcio g(x) = v/2x é sobrejetora.
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2. A funcdo flx) = 3x— 7, para x € R, é sobrejetora. Portanto, seja y € R, se
3x-7=yentdo x = ~V;L—7 . Logo, temos:

+ 7 +7
yT):?’ yT*7— +7-T=uy.

Assim, a funcdo flx) = 3x — 7 é sobrejetora.

flx) = f(

Exercicio 9.4 1) Seja g : [0,+0co[— [0,+0o definida por g(x) = v/2x. Mos-
tre que g € uma bijecdo.

2) Seja fix) = 3x — 7, para x € R. Mostrar que a funcdo f € uma bijecdo.

Solucio. Lembre-se que uma func¢io é uma bijecio se ela é injetora e

sobrejetora.

1. A funcio g(x) = v2z de [0,+00[ em [0,+0oo] é sobre]etora Portanto,
2

sejaye [O,+oo[ex=3j,entiotemosg(z) = g(y2 ) =4/2x % ==y

Assim, a funcio g(x) = V2z é sobrejetora.

A fungio g(x) = v2z de [0,+0o[ em [0,+0o[ é injetora. Portanto, seja x,
y € [0,+00[ tais que g(x) = g(y). Entdo, temos:

V2r = /2y = \/Qx2 = \/21/2 ou seja 2r = 2y,
logo, temos x = y. Assim a funcio g é injetora.

Conclusio, a funcio g: [0,+co[— [0,+oo[ definida por g(x) =27 é uma
bijecdo.

2. A funcio flx) = 3x — 7, para x € R é uma bijecdo.

A funcio flx) = 3x-7, para x € R, é sobrejetora. Portanto, seja y € R, se
3x—7=yentéox=-vT+7.Logo,temosf(x) =f(yT+7) = 3><—VT+7—7=Y

+7 —7 = y. Assim, a funcio f(x) = 3x — 7 é sobrejetora.

A funcio é injetora. Portanto, sejam x e y em R, se f{x) = f{y) temos

3x—-7=3y-7.Entio, temos x = y. Assim, a funcio g é injetora.
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Conclusio, a funcdo flx) = 3x — 7, para x € R, é uma bijecdo.

Exercicio 9.5 Sejam g(x) = Vx e f(x) = 3x — 7. Encontrar e estudar os domi-
nios das seguintes funcdes: go f; fo g fo f; go g
Solucio. O dominio da funcdo g(x) = vx é D, = [0, +oo[ e 0 dominio da
funcio flx) =3x-7é Dr=R.

As expressdes das funcdes compostas go f; fog; fof; gogsio
dadas por:

1.90 f(z) = g(f(x)) = /f(x) = V3x =7, para 3z — 7 > 0, ou seja

> —.
2. fog(x) = fg(x)) =3g(x) = 7=3yx — 7, paraz > 0.

3. fof(x)=f(f(z)) =3f(x) —7=3Bx—7)—7=09z — 28, para todo
zeR.

4. g0 9(x) = glg(x)) = \/g(a) = V/¥/& = o1, para. todo z € [0, +oo.

-

ot

Exercicio 9.6 Sejam f: [0,+00[— [0,+00[ e g: [0,+00[— [0,+00[ definidas
por fix) = Vx e g(x) = x%. Mostre que g ¢ a funcdo inversa da funcdo f.

Solucio. A funcio f: [0,+00[— [0,+0co[ definida por flx) = Vx é uma
bijecio. Portanto, a funcio f¢é injetora, porque se f{x) = f(y), isto é, Vx
=y , temos Vz' =7 ou seja, x = y. Assim, a funcio fé injetora. Por
outro lado, seja y € [0,+00[, para x = y? temos fx) = f{2) = V¥* = y. Entio,
a funcdo f é sobrejetora. Logo, a funcio f: [0,+00[— [0,+0co[ definida

por flx) = vx é uma bijecio.

A funcio g: [0,+00[— [0,+0o[ definida por g(x) = x* é uma bi-
jecdo. Portanto, se se g(x) = g(), isto é, x> = y?, temos x> — y* = (x — y)
(x + ), como x>0 e y >0 temos x = y. Assim, a funcio g ¢ injetora.
Por outro, seja y >0, para x = vy temos g(x) = g(vy) = V4% = y. Assim, a
funcio g é sobrejetora. Logo, a funcio g: [0,+00[— [0,+00[ definida por

g(x) = x* é uma bijecdo.
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Com a composicio das funcdes, temos:

go flx) = glfln)] = [An)]? = [Vx]* = x,

fog(x) = flg(x)] = Volw) = Va? = x.

Em conclusio, a funcio g é a funcio inversa da funcio f.

Xt/

Exercicio 9.7 Sejam flx) = 3x— 7 e g(x) = +7 , para x € R. Mostre que a

fungdo g € a funcdo inversa da funcao f.
Solucio. A funcio flx) = 3x — 7, para x € R é uma bijecio.
A funcio flx) = 3x—7, para x € R, é sobrejetora. Portanto, seja y e

R, se 3x—7 = yentdo x = Y7 . Logo, temos flx) = AXE7) = 3 x ySL7—7
=9+ 7-7=y. Assim, a func¢do f{x) = 3x — 7 é sobrejetora.

A funcio é injetora. Portanto, sejam x e y em R, se flx) = f{y) temos 3x
—7=3y-7.Entio, temos x = y. Assim, a funcio g é injetora.

Conclusio, a fun¢io f(x) = 3x — 7, para x € R, é uma bijecio.

Da mesma maneira, podemos estabelecer que a funcio g(x) = ¥4,

para x € R, é uma bijecio.

Com a composicdo das funcdes, temos:

floy+7 3x—-7+7 3z

gofla) = glf(a)] = =T = L Sy,

e

x4+ 7

fog(z)= flg(z)] = 3g(x) = 7T=3x —T=z-T+7=uz.

Em conclusio, a funcio g é a funcio inversa da funcio f.

274



CAPITULO 10
Funcoes Exponenciais

—| Objetivos I

Neste capitulo, estudamos todas as fun¢des exponenciais

de base a, por meio da introducio do vocabulério relacionado
as funcdes, e a ilustra.c 20 de suas propriedades apresentando
alguns exemplos. Também iremos trabalhar com a funcio ex-

ponencial de base e.

10.1 Funcdes exponenciais
10.1.1 Motivacdes e equacao exponencial

As exponenciais sio muito importantes, pois desempenham pa-

pel fundamental em vérias aplicacdes, como por exemplo:
+  Crescimentos ou decrescimentos populacionais.

+  Decaimento radioativo associado a substancias que decaem
com o passar do tempo.

+  Cilculo dejuros, isto é, taxa fixa num tempo fixo, por exem-

plo, ano, més e dia.

Definicao 10.1 Sejam x € R, a > 1 e b 2 0. Chama-se equacdo exponencial a

equacdo que tem a incégnita no expoente, isto €,
ax=b.

Na Definicido 10.1, observamos que a poténcia é definida para
a > 0 e representa a generalizacio da poténcia de a com os inteiros na-

turais. Essa generalizacio é em detrimento da poténcia de um nimero
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negativo. Essa restricio se deve ao logaritmo de um ndmero, que se

tornou impossivel para um valor real.

A expressio f(x) = a* aparece em virias aplicacdes concretas. Por exem-
plo, considere uma substincia radioativa tal que sua massa inicial é my,
medida em gramas. A variacdo da massa, isto é, a massa varia com o
tempo, em termos do tempo em horas, segundo a seguinte férmula,

bt
m(t) = mpa”,
onde a > 1 e bsdo constantes associadas a substancia que decai.

Outra situacdo pratica, para estudar o crescimento e decres-
cimento exponencial, sio as fun¢des exponenciais. Elas servem para
modelar crescimento ou decrescimento populacionais. O modelo
matematico que deu origem a funcio exponencial é conhecido como
modelo de crescimento exponencial. De modo geral, se tivermos uma
grandeza com valor inicial, G, que cresca (por exemplo, crescimento
de uma populacio, juros compostos, dentre outros) a uma taxa igual
a k por unidade de tempo, entdo, apés um tempo t, medido na mesma

unidade de k, o valor dessa grandeza, C, serd dado por:
Ct) = Cya'onde a=1 + k.

A fim de estudar esses modelos vamos introduzir o conceito de
funcio exponencial. Observamos que virios autores preferem intro-
duzir o conceito de logaritmo antes de exponencial. Todavia, neste
texto escolhemos fazer primeiramente a apresenta.c 320 do conceito
de funcio exponencial para, em seguida, introduzirmos o conceito de

funcdo logaritmica.

276



10.2 Definicao de exponencial

Como dito antes, na defini¢do 10.1, observou-se que a poténcia
é definida para a > 0 e que se trata da generalizacio das poténcias de
a com os inteiros naturais. A func¢io exponencial é definida usando a

definicio 10.1 da seguinte maneira.

Definicao 10.2 Chamamos de funcdo exponencial de base a, a funcdo de
R em R que associa a cada x real o niimero real ax, sendo a um niimero

real,a# 1a> 0, ou:
f:R—>Rondex7- flx) = a~.
Exemplo 10.1 As seguintes funcoes, sdo fun¢es exponenciais:
1. flx) = 4x, onde a = 4.
2. flx) = ", onde a = %
3. flx) = 10%, onde a = 10.

Observacao 10.1 Sobre a exigéncia da base a> 0 e a# 1. Se a< 0 pode exis-
tir numero real x para a qual a potenaa a* ndo ¢ definida. Por exemplo,
- 5) ndo existe em R, pois (- 5) = V5, que ndo pertence a R. Para a = 1

teriamos uma funcdo constante, isto ¢, {x) = 1* = 1, para todo x € R.

Comparar as poténcias de mesma base a* e @ significa estabele-
cer qual das trés sentencas seguintes é verdadeira:

a>a&;a=a;a <.

Para examinar isto, temos que usar as propriedades da funcio
exponencial e seu comportamento. Assim, as propriedades prelimina-

res das funcées exponenciais, sdo as seguintes:
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Proposi¢do 10.1 Seja a um nitmero real positivo com a# 1. A funcdo exponen-
cial de base a definida por flx) = a*, satisfaz as seguintes propriedades, para

quaisquer x, y em R:
1. 1) = a' = a; (P1)
2. a*.@ = a*; (P2)
3. Se x < y temos a* < @ quando a > 1, (P3)
4. Se x < y temos a* > @ quando 0 < a < 1. (P4)

A Propriedade (P1) é uma consequéncia imediata das proprie-
dades de ntimeros reais. As propriedades (P2), (P3) e (P4) serdo admi-
tidas. Voltaremos a essas trés propriedades no préximo capitulo, que
trata das func¢des do logaritmo. A liga.c 3o entre as funcdes exponen-
ciais e as func¢des logaritmicas permitird esclarecer melhor as proprie-
dades anteriores, a saber, (P2), (P3) e (P4).

A segunda propriedade mostra que a funcio exponencial de base

a verifica a relacdo:

flx+y) = fx).f(9).

Observe que a funcio exponencial transforma a soma de x e y
no produto das imagens f{x) e f{y). Ou seja, a imagem da soma x + y é
o produto das imagens flx).f(y).

Proposicao 10.2 Sejam a um niimero real positivo com a # 1 e a fungdo

exponencial f(x) = a* de base a. Entdo, temos:

1. f(x) = ax # 0, para todo x em R. Isto ¢, ndo existe um niimero real
x tal que f(x) = 0;

2.f(x) = a* > 0, para todo x em R;

3.0(0)=1.
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Prova. De fato, se existe x, tal que flxy) = 0, a propriedade flx + y) =
fx).f(y) implica que:

fxo + ) = flxo).f () =0 x f(y) =0, para todo ye R.

Agora, seja x € R, como x = xo + X — Xp = Xo + ), onde y = x — X, temos:
fx) = fixo + ¥) = flxo).f (y) = 0 x fly) = 0, para todo x € R.
Assim, a fun¢do f¢ identicamente nula, o que é impossivel, pois f{1) = a> 0.

Assim, temos que f{x) = a*# 0, para todo x em R.
2.SejaxeR,comoz = § + 5 e f(§) > 0, aidentidade flx +
y) = fx).f(y) implica que:
J@) =G +3)=FG) x5 =1G)P>0
3. Seja x € R, a identidade flx + y) = flx).f (y) implica que:
Ax+0) = Ax)xA0), & f(x)°0fl0) = Ax) x Ax)(A0)-1) =0 xe R.
Como f{x) # 0 deduzimos que f{0)-1 = 0, isto ¢, f0) = 1. C.Q.D.

Assim, como f{x) = @* > 0, para todo x em R, podemos afirmar
que o contradominio de f¢ ]0,+ool.

Proposicao 10.3 Seja a # 1 com a > 0. Para a funcdo exponencial de base a

definida por f(x) = a*, temos:
1. Odominio é D(f) = R.

2. A imagem de f € o conjunto Im(f) =]0, +oo[, ou seja, Im(f) =
S(R) =10, +ool.

As propriedades (P3)-(P4) afirmam que a funcio exponencial
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deve ser mondtona injetiva (crescente quando a > 1 e decrescente
quando 0 < a < 1). Isto é, quando a > 1 a propriedade (P3) implica que
se x < y temos a* < @. Entdo, a funcio flx) = a* é crescente em R. Quando
0 < a < 1 a propriedade (P4) implica que se x < y temos a* > ¢. Entdo,
a funcio flx) = a* é decrescente em R. Assim, apresentamos a seguinte

proposicao:

Proposicdo 10.4 Monotonia das funcées exponenciais. Seja a 7 1
com a > 0. A fungao f(x) = a* verifica:

1. a funcdo f(x) = a* € crescente se a > 1;
2. a funcdo f(x) = a* € decrescente se 0< a< 1.

Exemplo 10.2 A funcdo f(x) = 3* € crescente, porque a base a = 3 € maior do

que 1. Temos entdo:
1.3 < 47, porque 2< .
2.372> 37, porque -2 > 4.

Exemplo 10.3 A funcdo f(x) = 5° € crescente, porque a base 5 € maior do que
1. Temos entdo:

1. 5% = 5 equivale a x = 4.
2.5°> 5 equivale a x > 4.
3. 5°< 5" equivale a x < 4.

Exemplo 10.4 A funcdo f(x) = 0,3 ¢ decrescente, porque a base a = 0,3 ¢

menor do que 1. Temos entdo:
1.0,3 > 0,3™, porque 2< .

2.037< 03, porque -2 > —4,
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Exemplo 10.5 A funcdo f(x) = 0,3* ¢ decrescente, porque a base a = 0,3 ¢

menor do que 1. Temos entdo:
1.0,3* = 0,3 equivale a x = 4.
2.0,3°< 0,3 equivale a x > 4.
3.0,3 > 0,3 equivale a x < 4.

As propriedades (P3) e (P4) com a monotonia das fun¢des expo-
nenciais implicam a seguinte proposicio:

Proposicao 10.5 A funcio f(x) = a*, onde a# 1 com a > 0, € injetora, isto ¢,
=@ x=y.(P5)

A funcio exponencial goza de outras propriedades que, a seguir,
serdo admitidas:

Proposicao 10.6 Seja a funcdo f(x) = a*, onde a# 1 com a > 0. Entdo, temos:
1. a funcdo f(x) = a* € ilimitada superiormente; (P6)

2. a funcdo f(x) = a* € sobrejetiva. (P7)

A propriedade (P7) implica que todo nimero real y > 0, possui

um antecedente. Assim, temos a seguinte propriedade:

Proposicao 10.7 Seja a# 1 com a > 0. Para todo niimero real b > 0 existe um

real x € R tal que a* = b, isto é, para todo b > 0 a equacdo exponencial:
a‘=b,

tem uma solucdo x € R.
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Proposiciao 10.8 Graficos das funcdes exponenciais. Seja a# 1 com a> 0.

Com relacdo ao grdfico da funcdo f(x) = ax podemos afirmar:

1. A curva y = a* da funcdo f(x) = a* estd toda acima do eixo das
abcissas, pois ax > 0 para todo x € R;

2. Acurvay = a* corta o eixo das ordenadas no ponto (0,1).

Temos dois casos:

a) Para a > 1 o grafico da funcio f{x) = a* é dado por:
4

f(z) = a® com a> 1

2

7

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

A partir da curva deduzimos o quadro de variacdes da funcio

exponencial f{x) = a*, para a > 1, é da seguinte forma:

x —00 “+00

+00

flz)=a*(a>1)| 0 /
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b) Para 0 < a < 1 o grafico da funcao f(x) = a*é dado por:

f(z) =a"com 0 < a<1

A partir da curva deduzimos o quadro de variacdes da funcio
exponencial f{x) = a¥, para0 < a < 1, é da seguinte forma:

T —00 +00
+00

fl@)=a"(0<a<1l) . 0

10.3 Funcio exponencial na base ¢

O ndmero e é dado por:

1
e= lim (14 =)"=22,718281,

n—-+oo n

Ele é um ntimero irracional muito utilizado no célculo. Desse
modo, iremos fazer também o estudo das funcdes exponenciais, e de-
pois das logaritmicas, utilizando esse numero e como base dessas fun-
coes.
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Definicao 10.3 Chamamos de funcdo exponencial de base e ou, somente, de
fungdo exponencial, a fungdo definida de R em R que associa a cada x real o

nilmero real ex, ou:

f:R - Ronde x+— flx) = ¢

flx)=¢€"

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

A funcio exponencial na base e também é notada por:
x> exp(x) = e*,

Como e > 1, a partir da curva deduzimos que o quadro de variacoes da
funcio exponencial flx) = e*é da seguinte forma:

T —00 +oo

exp(z)=e"| 0 e

10.4 Exercicios

Exercicio 10.1 Identifique quais funces a seguir sdo exemplos de funcdo
exponencial:

f1(x) = 5%, f2(x) = (3x)x, f3(x) = (x + 3)2 — 3x2
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filx) =5%, foz) = (Bx)", fs(z) = (z+3)> — 3a?

B 3x+2 _ 3x 3x+1 _ 3x

fulz) = ¢ falx) =

Solucdo. Lembre-se a defini¢io de uma funcio exponencial: "Uma fun-
¢do f: R — R é denominada funcio exponencial de base a se sua expres-

sdo, puder ser escrita como flx) = a*,coma>0ea#1.”

1. A expressdo da funcio f; é fi(x) = a, onde a = 5 > 1, portanto a fun-

¢do f; é de fato uma funcio exponencial.
2. Para a funcio f; temos:
f(x) = (3x)* = a(x)* onde a = 3x,

assim, a = a(x) ndo é um numero real constante. Entéo a funcio f; ndo

é de fato uma funcdo exponencial.
3. A expressio da funcio f; pode ser escrita da seguinte forma:
f(x) = (x+3)2-3x2=x2+6x+ 9 — 3x2=-2x2+ 6x+9.

Assim, a fun¢io f; é uma funcio quadratica. Portanto a funcéo f; nio é

de fato uma funcio exponencial.

4. A expressio da funcio f; pode ser escrita da seguinte forma

3237 3T x32 -3 353 -1)
= = = = 8.
filr) = —; 3 3

Logo, a funcio f; € uma funcio constante. Entdo, a func¢do f; ndo é de
fato uma funcio exponencial.
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5. Para a funcio f; temos:

330 3T w33 3°(3—1)
filw)=—%—= 2 T

= 3%
Portanto, a expressdo da funcio f; é de forma f5(x) = a¥, onde a= 3 > 1.

Assim, a funcio f; é uma funcio exponencial.

Exercicio 10.2 Seja a funcdo f : R - R definida por f(x) = 2*,
1. Determine:
f3), f-2), A0, 5), A-0, 5)
2. Determine os niimeros reais x tais que f(x) = 8.
3. Determine os niimeros reais x (se existir) tais que f(x) = —1.

Solucio. Para resolver as trés questdes, vamos nos referir as proprie-

dades das potenciais de base a = 2.

1. Ao usar um calculo elementar que se baseia nas propriedades das

poténcias, temos:

. : . _ 1 1
f(3)22$:8a ej(_2):22:§zzla
Como 0,5 =1 e az = \/a (a > 0), temos:
=\ 17%7 ) — 17—%7L7@
J0.5) = f(5) =22 =V2 e f(-0.5) = f(-5) =27 = 5 =5

2. Determinar os ndmeros reais x de modo que f{x) = 8 equivale a re-

solver a seguinte equacio:

2x

[
*®
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Para resolver essa equacio usamos o seguinte artificio: quando a
equacdo dada apresentar todas as incégnitas como expoentes de niimeros
que podem ser reduzidos a uma mesma base. Em geral, ha somas e subtra-
¢des nos expoentes. Assim, como 8 = 2° obtemos a equagio: 2* = 2°. Com
a propriedade da funcio exponencial a* = a” equivale a x = y, isto ¢, a

funcio flx) = a*(a >0 e a# 1), deduzimos que:
2x=2*vocé é equivalente a x = 3.
Logo, temos flx) = 8 se, e somente se, x = 3.

3. Para flx) = -1 temos a equacdo 2*= —1. Como f{x) = 2*> 0, para todo
numero real x, entdo a equacdo 2*= -1 < 0, é impossivel. Portanto, nao

existe um ndmero real x tal que flx) = —1.

Exercicio 10.3 Para cada uma das equacdes abaixo, determine o niimero

real x, que € a solucdo desta equacdo:
1.2¥=256; 2.(39*=27; 3.28=224 e 4 324=92

Solucéo. Para resolver as quatro questdes, vamos nos referir as pro-
priedades das exponenciais de base a = 2 ou 3 e aos métodos para resol-

ver as equacdes de primeiro grau.
1) Como 256 = 2% a equacio 2 = 2° é equivalente a:
2x= 284 flx) = f8), onde flx) = 2~

Como a funcio flx) = 2 ¢ injetora deduzimos que a solucio da equacio
2x=256 éx=38.

2) Como 27 = 3° e (3%)? = 3%, a equacdo (3%)? = 27 é equivalente a:

(392 = 3% = 33 & fl2x) = fi3), onde flx) = 3~
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Como a funcio flx) = 3* é injetora deduzimos que 2x = 3. Assim, a so-
lucdo da equacio (3*)?=27éx=1,5.

3) Seja a funcio flx) = 2% a equacdo 2% = 22 é equivalente a:
fx) =2%= f2x — 4) = 2>+

Como a funcio flx) = 2~ é injetora deduzimos que x = 2x — 4. Entdo, a
solucio da equacio 2¥= 22" é x = 4.

4) Seja a funcdo flx) = 3% Como 9 = 3% a equacio 3 = 9> é equivalente
32x—4 — 92x — (32)2x — 34x‘
Assim, a equacio 3** = 9%* ¢ equivalente a:
Ax) =32 = fldx) = 9%

Como a funcio flx) = 3*¢é injetora deduzimos que 2x — 4 = 4x. Entdo, a
solucio da equacio 3** = 9% é o x = -2.

Exercicio 10.4 Determine o s) niimero(s) real(is), que satisfaz cada uma das

seguintes equagoes:

13- L
729
2. 5% = 125,

Solucio. Lembre-se da seguinte propriedade: A fun¢io f{x) = a¥, onde

»

a#1com a> 0, éinjetora, isto é, a*= @’ < x = y. (P5)

1. Como —— = 37% temos:
729

=L o33
729
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Ao aplicar esta tltima propriedade com a = 3, deduzimos que a solucio

x verifica a equagdio 2x = —6. Logo, a solu¢io da equacio 3** = L

729 €
dada por x = -3.

2. Sabemos que 125 = 5%, logo obtemos:
52 =125 5% = 5%

Também, ao aplicar esta tltima propriedade com a = 5, deduzimos que
a solucido x verifica a equacdo 2x = 3. Logo, a solu¢io da equacio
5% = 125 é dada por x =%.

Exercicio 10.5 Resolva a equacdo:
3+ 3% =12.

Solucéo. Sabemos que para a equacio de segundo grau ax’> + bx + ¢ =0,

possui uma solucio ou duas, se A = V* — 4ac > 0. Nesse caso, temos

T = b+ VA e, = VA A resolucio da equagio 3x + 32x = 12,

a a
equivale a resolver a equacio (3*)> +3*—12 = 0. Resolver a tltima equa-
¢do é equivalente a resolver a equacio de segundo grau x> + x— 12 = 0.
Assim, temos A = b* — 4ac = 49 > 0, logo as solucdes sio:

Entdo, temos 3* = 3 = 3' > 0 ou 3* = —4 < 0. Assim, a equacio 3*=3=3'>0,
implica que x = 1, quanto a segunda equacio 3* = —4 < 0 é impossivel.
Logo, a solucio da equacdo 3* + 3% = 12 é dada x = 1.

Exercicio 10.6 Resolver as inequacdes exponenciais:

12751

289



227<4
3, 379295 27

Soluc@o. Para resolver as trés questdes, vamos nos referir as proprie-
dades das exponenciais de base a = 2 ou 3 e aos métodos para resolver

as inequacdes usuais.
1) Como 2° = 1, a inequacdo 2** > 1 é equivalente a:
2% > 20,
Como a =2 > 1 entdo a funcio f(x) = 2% é crescente. Assim, temos:
fx)=2>f0)=2=2x>0& x> 0.
Entdo, o conjunto das solucdes da equacdo 2* > 1 é o intervalo ]0,+oo[.
2) Como 4 = 27, a inequacio 27 < 4 é equivalente a:
2% < 22,
Como a =2 > 1 entdo a funcio ﬂx) = 2% é crescente. Assim, temos:
fx)=27<f2) =2 -x<2 x> -2,
EntZo, o conjunto das solugdes da equacio 27 < 4 é o intervalo ] — 2,+o0[.
3) Como 27 = 3%, a inequagiio 3?-9@) > 27 é equivalente a:

3(2—x)(2+x) > 33'

Como a =3 > 1 entdo a funcio flx) = 3* é crescente. Assim, temos:

fla) =300 > 13) =27 =3 & (2-2)2+2) 23

o 4—322>3

& 1-2>=(1-2)(1+z)>0.
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Entio, o conjunto das solu¢des da equacio 32¥% > 27 ¢é o in-

tervalo ] - 1, 1[.

Exercicio 10.7 Resolver as inequagdes exponenciais:
1.257>1; 2.2%'<4 e 3.309093>27,

Solucio. Sabemos que para a > 1 a funcio f{x) = a* é crescente sobre |0,

+oo[, assim a* > a” equivale a x > .

1. A inequacdo 2*!' > 1 equivale a inequacdo 2! > 2°. Como a funcio
flx) = 2% é crescente sobre ]0, +oo[, assim 2*' > 2° equivalea x — 1 > 0,
ou seja, x > 1. Entdo, o conjunto solucio da inequacdo 2! > 1 é dado

por |1, +ool.

2. Da mesma maneira, a inequagio 2™ < 4 equivale a inequagio 27" < 22
Como a funcio flx) = 2* é crescente sobre ]0, +oo[, assim temos 27! < 2?
equivale a —x — 1 < 2, ou seja, x > —3. Entdo, o conjunto solucio da

inequacdo 2! < 4 é dado por ] — 3, +ool.

3. Usando o mesmo método, inequacio 31+ > 27 equivale a inequa-
cio 3U=91+9 > 33 Como a fungdo f(x) = 3% é crescente sobre ]0, +oo,

assim temos 31719 > 3% equivale a (1 — x)(1 + x) > 3, ou seja, 1 — x* > 3.

Entio, a tltima equacio implica que —x* >3 — 1 = 2, ou seja, x* < -2, 0

que ndo é possivel.

Entio, a inequagio 31+ > 27 nio admite solucio .

Exercicio 10.8 Esbocar o grdfico para:

1. fi(x) = 3~
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2. fo(x) = 2~

3. f3(x) =27

Solucio. Usando o software podemos conseguir a construcio dos es-
bocos gréficos das funcdes: fi(x) = 3% f,(x) = 2x e f5(x) = 27~

1. Com o Software Geogebra, o esboco do gréfico da funcio fi(x) = 3*

é dado por:

4
Gréfico da fungao f(z)

2. Com o Software Geogebra, o esboc¢o do grafico da funcio f,(x) = 2*

é dado por:

5

4
Griéfico da fungao f(x)

-5 -4 -3 -2 -1

3. Com o Software Geogebra, o esboco do grifico da funcio f3(x) = 27

é dado por:
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safico da funcao f(z) =277

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Para f; podemos notar que f{i) = 2= a*, onde 0 < a=2"'= %< 1.

Assim, o esboco de seu grafico é consistente com as propriedades do

curso.

Exercicio 10.9 Usando software, responda as seguintes questaes.

1. Descreva como transformar o grdfico da funcdo f(x) = e em um grdfico da
fungao dada: g(x) = e,

2. Descreva como transformar o grdfico da funcdo f(x) = e* em um grdfico da

fungdo dada: g(x) = e*".
Solucio. Como antes, usamos as curvas obtidas via Geogebra.
1. Usando o software Geogebra, os gri-

ficos das funcoes flx) = e* e g(x) = &,

Créfico de: g(x) = ¢

sio dadas em frente. Podemos observar bl 7l
irdfico de: f(x) = e”

que o gréfico da funcio g(x) = ¢! é ob-

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

tido transladando o grafico de flx) = ¢
uma unidade para a esquerda. -
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2. Usando o software Geogebra, os gra-
ficos das funcdes flx) = ¢ e g(x) = e,
sio dadas em frente. Podemos observar

que o grafico da funcio g(x) = e*! é ob-

tido transladando o gréfico de flx) = ¢

uma unidade para a direita. 2

Observacao 10.2 Em geral, dada uma funcdo real f: Dy~ R, denotamos por
C; seu grdfico. Entdo: o grdfico C; da fungdo g(x) = f(x+a), com a > 0 € obtido
transladando o grdfico de Cy de f(x), a esquerda de a unidades.

Em geral, o grdfico C, da funcdo g(x) = f(x — a), com a > 0 € obtido transla-
dando o grifico de Cyde f(x), a direita de a unidades.

Exercicio 10.10 Uma peca particular de um equipamento sofre com o uso,
uma depreciacdo que pode ser caracterizada como exponencial de tal forma

que seu valor, daqui a t anos, seja dado por:
D(#) = 200.27%.
1. Qual seu valor hoje?
2. Qual serd a depreciacdo apos 2 anos?

Solucio.

1. Como D(t) é uma funcio de tempo t, seu valor para hoje corresponde

at=0, que é dado por:
D(0) = 200.2729 = 200.2° = 200.

2. O valor de D(t) para 2 anos corresponde a t = 2, que é dado por:

D(2) = 200.272? = 200.27* = 12, 5.
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CAPITULO T
Logaritmo e Fung¢oes Logaritmicas

—| Objetivos I

Neste capitulo, estudaremos as func¢des logaritmicas de

base a, introduzindo o vocabuldrio relacionado a essas funcoes
e a ilustra.c 20 de suas propriedades através de exemplos. As
funcdes logaritmo decimal e logaritmo natural (ou neperiano)
também sio considerados. As férmulas basicas de mudanca de
logaritmos serdo fornecidas.

11.1 Logaritmo
11.1.1 Preliminares: Como nasceu o logaritmo?

Em 1614, um matemético escocés, John Napier (1550; 1617),
mais conhecido pelo nome francés de Neper, publicou "Mirifici loga-
rithmorum canonis descriptio”. Neste livro, que ¢ a finalidade de uma
obra de 20 anos, Neper apresenta uma ferramenta para simplificar os
calculos operacionais: o logaritmo. Neper constréi a palavra a partir
das palavras gregas "logos”(16gica) e arithmos (ntiimero).

No entanto, essa ferramenta nio floresceu até depois da mor-
te de Neper. Os matemadticos ingleses Henri Briggs (1561; 1630) e
William Oughtred (1574; 1660) retomam e estendem a obra de Neper.
Os matematicos da época, entdo, estabeleceram tabelas de logaritmos

cada vez mais precisas.

A vantagem de estabelecer essas tabelas logaritmicas é permitir
a substituicio de uma multiplicacio por um adicio (pardgrafo II). Isso
pode parecer ridiculo hoje, mas deve ser entendido que naquela época,
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calculadoras obviamente nio existiam, decimais nio eram de uso co-
mum e as operacdes apresentadas como nds as usamos nao existiam,
ainda nio eram conhecidas. No entanto, a astronomia, a navegacio ou

o comércio exigiam operacdes cada vez mais complexas.

1.1.2 Utilidade dos logaritmos

Os logaritmos sdo muito importantes, pois desempenham pa-
péis centrais em varias aplicacdes como, por exemplo:

+ Na escala Richter, utilizada para monitorar e quantificar a

magnitude de um terremoto;

+  No potencial hidrogénio, no estudo do pH de uma soluczo,

associado a acidez, a alcalinidade ou a neutralidade;

+  No estudo de aplicacdes envolvendo juros compostos, den-

tre outras,

+ No estudo da economia, na computacio dos juros banca-

rios, etc.

Hoje nas escolas de ensino médio sequer menciona-se as pala-

vras cologaritmo e mantissa, muito menos as tabuas de logaritmos.

11.2 Logaritmo de base a

Para todo nimero real positivo a # 1, a fun¢io exponencial f: R
— R, definida por f{x) = a*, é uma bijecio (ou correspondéncia biuni-
voca) entre R e ]0,+o0[, crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.

Admitindo-se a propriedade adicional:

fx+y) =Ax.f0),
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segue-se que f possui uma funcio inversa.

Definicao 11.1 Seja a # 1 um niimero real positivo, e f: R - R a fungdo
exponencial definida por f(x) = a*. A funcdo inversa da funcdo exponencial
de base a € a funcdo denotada por:

log :]0,+00[> R,

que associa a cada niimero real positivo x o niimero real log_x, chama-se o
logaritmo do nimero x (logaritmando) em base a. Por definicdo de funcdo
inversa tem-se:

a%*=yxe loga(ax) =X

Assim, log_x é o exponente ao qual se deve elevar a base a para

obter o numero x. Em outras palavras, temos a seguinte propriedade:

Proposicao 11.1 Sejam b €]0,+oo[ e a #1 com a > 0. Seja log b o logaritmo
do niimero b na base a, entdo temos:

log b=x<b=a"

Segue-se imediatamente da relacio a“* = a%a’ que @°%®*1°ey =
d°s g8 = x.y, tomando u =log (x) elog (y). Assim, usando a relacdo

b=a < log b=z comb=xyez=log(x) +log (y), temos:
logu(x.y) = logu(x) + loga(y),
para x e y positivos quaisquer.

Esta propriedade de transformar produtos em somas foi a mo-
tivacio original para a introducio dos logaritmos, no inicio do século
XVII, e de suas propriedades. Sendo que, até recentemente, era um
instrumento muito eficiente de célculo.
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Proposicao 11.2 Seja a um niimero real positivo a # 1 e a funcdo

logaritmicalog, :]0,+00[— R. Entdo, temos:
1. Logaritmo de 1 na base a € zero, isto ¢, log 1 = 0.
2. Logaritmo de a na base a € 1, isto ¢, log a= 1.
Prova.

1- Em qualquer sistema de logaritmos, o logaritmo da unidade é zero,
isto é,log 1 = 0. Sabemos que 1 = a° em, pois todo ntimero diferente de
zero elevado a zero é igual a unidade, entdo pela defini¢do de logaritmo

deduzimos que 1 = ¢’ <> log_1=0.

2- Sabemos que a = @', pois todo nimero real a elevado a 1 é igual a q,

entao pela definicio de logaritmo deduzimos que a = a' <> log a=1.

Segue-se imediatamente da relagio aa” = a%(a?)! = a*v que
dogal)-logaly) = glogal®) (gosay))-1 = £ | tomando u = loga(x) ev= loga(y).
Assim, usando a relacdo b = @’ <> log b=z com b= % ez= loga(x) -
loga( ), temos:

loga(%) = log (x) —log (1),

para x e y positivos quaisquer. C.Q.D.

Proposicao 11.3 Seja a# 1 com a 2 0. Para a funcdo logaritmica em base a
definida por flx) =log (x), temos:

1. O dominio ¢ D(f) =10, +oo[;

2. Aimagem de f ¢ Im(f) = R, isto ¢, (10, +oo[) = R.
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Proposicao 11.4 Monotonia das func¢des logaritmicas. Seja a 7 1

com a > 0. A fungdo fx) = log (x) verifica:

1. a fungao f(x) = logu( x) €

2. a fungdo f(x) =log (x) €

crescente se a > I;

decrescente se O< a< 1.

Com rela¢io ao gréfico da funcio flx) = Ioga(x) podemos afirmar que:

1. Ele é todo a direita do

eixo y, para todo a # 1 com a > 0;

2. Corta o eixo das abcissas no ponto (1, 0); para todo a1 com a > 0.

Vejamos a seguir as representacoes graficas da funcio logaritmica

para os dois casos, primeiramente para a > 1 e, em seguida, paraO < a< 1.

f(x) =log,(z) com a >

-5 -4 -3 -2 -1

A partir da curva deduz

imos o quadro de variacdes da funcio

logaritmo f{x) = log (x) em base a > 1 é da seguinte forma:

0 400

log,(z)(a > 1)

+00

p
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(z) =log,(x) com 0 <a<1

A partir da curva deduzimos o quadro de variacdes da funcio

logaritmo f(x) = loga(x) em base O < a < 1 é da seguinte forma:

11.3 Logaritmos usuais

Vimos na se¢do anterior que, de maneira geral, uma funco real
L:]0,+00[— R cujo dominio é o conjunto dos niimeros reais positivos,
chama-se uma funcio logaritmica ou um sistema de logaritmos quan-

do apresenta as seguintes propriedades:
1. L é uma funcio crescente, isto ¢, se x < y entdo L(x) < L().
2. L(xy) = L(x) + L(y) para quaisquer x, y em ]0,+oo].

Para todo x em ]0,+o0[, 0 nimero L(x) chama-se logaritmo de x.

Sabendo que a funcio logaritmica L é sobrejetiva, isto é, que
dado qualquer numero real b, existe sempre um (inico) nimero real
positivo x tal que L(x) = b, podemos afirmar que existe um tnico nd-
mero real positivo cujo logaritmo natural é igual a 1. Tal nimero é re-
presentado pela letra e. Demonstra-se que este nimero “¢” é irracional,
ou seja, seu desenvolvimento decimal nio termina e nem é periddico.

Um valor aproximado do nimero e, com 6 algarismos é: e=2,718281.
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Se a base é a = ¢ temos que o sistema de logaritmos é conhecido
pelo nome de sistema de logaritmos naturais ou logaritmo neperiano,
com notacio L = log = In. Assim, podemos afirmar que:

In(x) =1<x=e

Definicao 11.2 Chamamos uma funcdo de logaritmo neperiano e denotamos
por In a funcdo que a qualquer niimero real x estritamente positivo associa
o tinico nimero real y tal que e? = x. Portanto, temos para todo x > 0 e todo

niimero real y, In(x) = y se e somente se ey = x.
Isto é, a funcio:
In :]0,+00[— R tal que x> In(x),

é chamada de funcio logaritmo neperiano.

Proposicao 11.5 Temos as seguintes propriedades:
1. Para todo niimero real x > 0, temos ¢"™ = x;
2. Para todo niimero real x, temos In(e*) = x;
3.In(1)=0eln(e)=1.

Também, temos as seguintes propriedades do logaritmo neperiano:

Proposic¢ao 11.6 Para todos niimeros reais x > 0 e y > 0, temos:
1. In(x.y) = In(x) + In(y);

2.n( L) =-n(y);
Yy
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3.In( f ) = In(x) - In(y);

4, Para todo niimero real a > 0 temos In(Va) =% In(a).

Prova.
1. Arelacio In(x.y) = In(x) + In(y), ja foi provada no caso geral.
2. Arelacio ln(%) = In(x) — In(y), j4 foi provada no caso geral.

3. Para x=1,arelacio In(%) = In(x) - In(y), implica que ln(%)
=1In(1) - In(y) = -In(y), porque In(1) = 0.

4) Para x = y = 4/ a, a relagio In(x.y) = In(x)+In(y), implica que
In(Va.va) =In(va) + In(Va) = 2 In(va). Como va.va = a, deduzimos que
21n(Va) = In(a), ou seja, In(va) = % In(a). C.Q.D.

O grifico da fun¢io logaritmo neperiano é dado por:

4

-5 -4 -3 -2 -1 2 3 4 5 6

Usando este grafico, podemos formular as seguintes propriedades.

Proposicao 11.7 Com relacdo ao grdfico da funcdo f(x) = In(x) podemos
afirmar:
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1. O grdfico € a direita do eixo y;
2. O grdfico corta o eixo das abcissas no ponto (1,0);
3. a funcao f(x) = In(x) € crescente.

A partir da curva deduzimos o quadro de variacdes da funcio

logaritmo neperiano flx) = In(x) é da seguinte forma:

T 0 400

+00

In(z) e

Quando a base do logaritmo é a = 10, o logaritmo é chamado de
decimal e é denotado por L = log, , = log, neste caso omitimos a base. O
logaritmo em base 10 é mais comumente usado na pratica das ciéncias

exatas tais como: quimica e fisica.

Dado um ndmero positivo x = b.10" com 1 < b < 10, pode-
mos escrever, tomando o logaritmo de ambos os lados, a expres-
sdo: log(x) = log(b) + log(10"). Como estamos usando o logaritmo na

base 10, podemos escrever
log(x) = log(b) + n.

Como 1 < b < 10 temos que log(b) é um ntimero real tal que 0 < log(b) < 1.

Assim, se x = b10" com 1 < b< 10 e n inteiro, entdo:
log(x) = log(b) + n onde 0 < log(b) < 1.
Nestas condicdes, introduzimos os seguintes conceitos:
« O nutmero log(b) é a mantissa do logaritmo de x;

« O inteiro n é a caracteristica de log(x).
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Observacao 11.1 Os computadores, assim como as calculadoras cientificas
tém, em geral, duas teclas para o cdlculo de logaritmo que sdo "LOG"e "LN’, as

quais correspondem as bases a = 10 e a = e, respectivamente.

Desenvolvimento do logaritmo por meio de mudanca de base.

Sejaa >0, com a # 1. Para todo x > 0, temos:

Ioga(x) = EEZ; .

Entdo, para calcular o logaritmo de um numero real positivo,

usamos a férmula anterior para a mudanca na base do logaritmo. Por
exemplo, para calcular log5(12) temos:

In(12) _ 2,4849
In(5) ~ 1,6094

log5(12) = =1, 544,
11.4 Exercicios
Exercicio 11.1 Calcule, aplicando a definicdo de logaritmos:
1
1. loggg; 2.1og ,1000; 31log.3; e 4Ine.
Solucao.

1. Temos log, % = -1, pois: log, % = x equivale a 9% = % = 9!, assim

deduzimos que x = -1

2. Temos log, 1000 = log,  10° = 3, pois: log, 1000 = x equivale a 10*=
1000 = 10°%, assim deduzimos que = 3.

3. Temos log, 3 = 1, pois: log, 3 = x equivale a 3% = 3', assim deduzimos

que x = 1.

4. Temos In ¢ = 5, pois: In 5 = x equivale a ex = 5, isto é, In ¢ = 5.
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Exercicio 11.2 Calcule, aplicando a definicdo de logaritmos:
L.log,”, e 2.10%%0%
Solucao.
1. Como 27 = 3’, temos log, 27 = log3 33 = 3.

2. Temos 10°¢10° = 5, pois sendo log, 5 = x equivale 10 =5, ou
seja, 10'°810° = 5,

Exercicio 11.3 Calcule os valores de x para que existam os logaritmos:
lL.log(x-3) e 2.In(-¥*+9)
Solucio.

1. Como no logaritmo nio esti especificado a base, por convencio, a
base é 10 e pela definicio de logaritmos, o logaritmando deve ser maior
do que 0, assim: x — 3 > O implica que x > 3.

2. Nesse caso a base do logaritmo é o nimero e (constante de Euler) e o
logaritmando deve ser maior do que 0, assim, chamando o logaritman-
do de g(x), temos g(x) = —x*+9 e fazendo o estudo do sinal da funcio

g(x) temos :
-x?+ 9 =0equivale — x> = -9 ou seja x* = 9,

Logo x = +3 ou x = —3. Como g(x) > 0; os valores de x que satisfaz a
inequac¢do —x’+9 > 0 pertencem ao intervalo ]-3; 3[, ou seja, {x e R; -3
< x< 3}

Exercicio 11.4 Sabendo que log2 =0, 3, log3=0,47 elog5 =0, 7, utilize

as propriedade operatorias do logaritmo decimal para calcular:
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log(80), log(75), log(2,5) e log(7,5)

Solucio. Como 80 = 16 x 5 = 2*x 5, entdo, aplicando sucessivamente as
duas propriedades: log(a x b) = log(a) + log(b) e log(a™) = nlog(a) (aqui
a e bsdo numeros reais positivos), obtemos:

log(80) = log(2* x 5) = log(2*) + log(5) = 4 log(2) + log(5).
Agora, sabendo que log 2 =0, 3 elog 5 =0, 7, deduzimos que:
log(80) = 4log(2) + log(5) =4x0,3+0,7=1,9.
Sabendo que 75 = 3x25 = 3x5% entdo usando o mesmo raciocinio, obtemos:
log(75) = log(3x25) = log(3x5?) = log(3)+2 log(5) = 0, 47+2x0,7 = 1, 87,

porque sabemos que log 5=0,7 elog 3 =0, 47.

2
Para o ntimero real 2, 5 podemos observar que 2, 5 = 2 _ 5

Entdo, aplicando sucessivamente as duas propriedades: log( % ) = log(a)
— log(b) e log(a") = nlog(a) (aqui a e b sio numeros reais positivos),
obtemos:

log(2, 5) =log( = ) =log(5?) —log(10) = 2 log(5) - 1=2x0,7-1=0, 4,

52
10
porque sabemos que log 5=0,7 elog 10 = 1.

. 75  3x52
Para o nimero real 7, 5 podemos observar que 7,5 = = = . En-

tdo, aplicando as 3 propriedades: log( %) = log(a) — log(b), log(ax b) =
log(a) + log(b) e log(a”) = nlog(a) (aqui a e b sio ntimeros reais positi-

vos), obtemos:

log(7, 5) = log(==) = log(3x5?)-log(10) = log(3)+2 log(5)-1 =0, 87,

3x5?2
10

porque sabemos que log 3 =0,47,log 5=0,7 elog 10 = 1.
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Exercicio 11.5 Supondo que a e b sdo niimeros reais positivos, use as proprie-

dades de logaritmos para escrever as expressoes

log(25a°b*) e log( 250 ),

como uma soma de logaritmos ou multiplo de logaritmos.

Solucio. Aplicando as duas propriedades: log(a x b) = log(a) + log(b) e
log(a") = nlog(a) (aqui a e b sio nimeros reais positivos), temos:

log(25a°b*) = log(25) + log(a®b*)
= log(5?) + log(a’) + log(d*).
Logo, temos: log(25a°b*) = 2 log(5) + 5 log(a) + 4 log(b).

Usando o mesmo raciocinio e as propriedades: log(%) = log(a)
— log(b) e log(a™) = nlog(a) (aqui a e b sio ntimeros reais positivos),
temos:

log( 225‘13) = log(5%a®) — log(¥®) = 2 log(5) + 3 log(a) — 5 log(b).

Exercicio 11.6 Sabendo que x € positivo, use as propriedades de logaritmos
para expandir a expressdo:

(\/2x2 +3>
y=1In -

Solucio. Usando as propriedades: log(%) =log(a)-log(b), log(a™ = nlog(a)

elog(va) = % log(a) (aqui a e b s3o numeros reais positivos), temos:

'7;2 + 1)5

y=In <(21—2+3) =In(v222 +3) — In(z® + 1)*
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Exercicio 11.7 Usando o logaritmo neperiano, resolver as equacdes expo-

nenciais:
1.5t =751
2.52%-3.2"=0;
3.9%-6.3*=0.

Solucdo. Vamos usar a propriedade In(a?) = b1n(a), para a > 0 com a # 1
eacR.

1. Usando a propriedade anterior, temos:

51 = 771 In(51) = In(7*) < (x - 1) In(5) = (x - 1) In(7).
Logo, deduzimos que (In(5) — In(7))x = In(5) — In(7), ou seja, x = 1.
2. Da mesma maneira, temos:

5.2% - 3.2*=0<In(5.2%) =In(3.2¥) < x In(2) = In(3) — In(5).

In(3)-In(5)
In(2)

3. Da mesma maneira, temos:

Logo, deduzimos que x =

9%_6.3* = 0 <> 3* = 6.3* < In(3*) = In(6.3%) < 4xIn(3) = In(6)+x In(3).

In(6)
3In(3)°

Logo, deduzimos que 3x In(3) = In(6), assim temos x =
Exercicio 11.8 Resolva a equacdo:
22— 2x=6.

Solucio. Sabemos que para a equacio de segundo grau ax? + bx + ¢= 0,
possui uma solucdo ou duas, se A = b* — 4ac > 0. Nesse caso, temos
X =" ;;/Z exy=_" ;u"/z. A resolucido da equagdo 2% — 2% = 6 equivale
a resolver a equacio (29)? — 2xr — 6 = 0. Resolver a ultima equacio é
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equivalente a resolver a equacio de segundo grau x> — x — 6 = 0. Assim,
temos A = b? — 4ac = 25 2 0, logo as solucdes sio:

_—b+VA _-b—VA

3
2a e 2a

X = —2

Entdo, temos 2 = 3 > 0, logo x = log,3 ou 2¥ = -2 < 0 equacio
impossivel. Logo, a solu¢do da equacio 3* + 3** = 12 é dada por x =

In 3

1 3; j y A=
0g,5, ou seja, x in2

Exercicio 11.9 Sejam A = 2% ¢ B = 3% Determine, se existir, x tais que:
1. Determine, se existir, x tal que: 2.B = 3A,
2. Determine, se existir, x tal que: 3.A+ 2.B=5.

Solucio.

1. A equacio 2.B = 3A equivale 4 equacio 2.3 = 3.2% logo temos: 3*'=2*".

Assim, deduzimos que:
(x—1)1n(3) = (x-1) In(2) < x(In(3) — In(2)) = In(3) — In(2).
Logo, temos x = 1. Entdo, a inica solu¢io da equacio 2.B=3Aé x=1.

2. A equacido 3.A + 2.B = 5 equivale 4 equacio 3.A+ 2.B=5=3+ 2,
logo temos:

3(2x=1) = 2(1 - 3%,

Se x>0temos 2*—1>0e1—-3%<0, assim a equacdo 3.A + 2.B=5nio

possui soluc¢io positiva.

Sex<Otemos2*—1<0el-3%>0,assimaequacio 3.A + 2.B=5nio

possui solu¢io negativa.

Sex=0temos2*—1=0e1-3*=0, assim x = 0 é uma solucio da
equacio 3.A + 2.B = 5. Em conclusdo, a tnica solucdo da equacio
3A+2.B=5éx=0.
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Exercicio 11.10 Seja a > 0 e a # 1. Resolver a equacdo exponencial:
a*—a”*+1=0.
Solucao.

Resolver a equacio a* — a** + 1 = 0 equivale a resolver a equacio —(a*)>
+a*+ 1 =0, ou seja, (a%)* — a*— 1 = 0. Resolver a tltima equacio é
equivalente a resolver a equacio de segundo grau x* — x — 1 = 0. Assim,
temos A = b* — 4ac =5 2 0, logo as solu¢des sdo:

_ b VA 14VE b= VA 15
= == =

% 0exy = % 3 < 0.

Z1

Como a* > 0 deduzimos que as solucdes da equacio a*—a** +1 = 0 sdo
tais que a* =1%@. Logo, obtemos:)
et V5
14+45 - n( 5 )
2 ~ In(a)

x = loga(

Exercicio 11.11 Resolver as inequagdes exponenciais:
X -X —X, +X, 1
1.2%>1; 2.2%>1 e 3.3 )(2)>2—7.

Solucio. Sabemos que a funco x+— In(x) é crescente sobre o intervalo
10, +ool, isto é, se x > y > 0, entdo temos In(x) > In(y).

1. A desigualdade 2%* > 1 implica que In(2%*) > In(1) = 0. Logo, temos
In(2?*) = 2*In(2) > 0,

Assim, como In(2) > 0, temos x > 0. Entdo, o conjunto solucio da ine-
quagdo 2% > 1 é dado por ]0, +ool.

2. A desigualdade 27 > 1 implica que In(27¥) > In(1) = 0. Logo, temos

In(2*) = -xIn(2) > 0,
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Assim, como In(2) > 0, temos —x > 0. Entdo, o conjunto solucio da

inequacdo 27 > 1 é dado por ] —o0, O[.

X)(2+x,

3. A inequacio 3?7929 5 27 ¢ equivalente a:

_ 1 _
3(2 x)(2+x) > —=3 3.
27

Como a=3>1,afuncio x+— log3(x) é crescente sobre o intervalo

]0, +00o[, e usando log3(3“) = a, deduzimos:
log 3299 5 Jog, 217 =log, 37 <, ou seja, (2 — x)(2 + x) > -3.

Logo, temos (2 — x)(2 + x) = 4 — x> > -3, ou seja, 7 > x%. Logo, temos
7 —x* = (V7 — x)(V7 + x) > 0. Entio, o conjunto solucio da inequagio
390+ 5 27 é dado por | — V7 V7.

Exercicio 11.12 Determinar o conjunto solu¢do para as seguintes desigual-
dades:

1.In(x) >2-1n(4x) e 2. 10g2(2x -1)>1, parax> %
Solucao.
1. A inequacio In(x) > 2 — In(4x) é equivalente a inequacio:
In(x) > In(¢) — In(4x) = In(%).
4x
Como a funcio x> In(x) é crescente sobre o intervalo ]0, +oo[, deduzimos:

x>£<:>4x2>e2,ouseja,x2> é
4x 4
Logo, temos x> — § = (x—% )(x+ %) > 0. Usando as propriedades dos

sinais das funcdes de segundo grau, deduzimos que o conjunto solucio

da inequacdo In(x) > 2 — In(4x) é dado por ] —oco, —% (U] % , +oo.

2.Como a=2 > 1, entdo a funcio x— logz(x) é crescente sobre o inter-

valo ]0, +oo[. A inequacio log2(2x —1) > 1 é equivalente a inequacio:

311



log (2x-1) >log,(2) < 2x - 1> 2.

. . 3 - . .
Assim, temos 2x > 3, ou seja, x > = . Entdo, deduzimos que o conjunto

solucio da inequacio log2(2x - 1) > 1 é dado por ] %, +o0[.

Exercicio 11.13 Usando software, responda as seguintes questoes.

1. Descreva como transformar o grdfico da fungao f(x) = In x em um grdfico

da funcao dada: g(x) = In(x + 2).

2. Descreva como transformar o grdfico da funcdo fix) = In x em um grdfico

da fungao dada: g(x) = In(x - 2).
Solucio.

1. Fazendo a construcio com o
software geogebra dos grificos das funcdes
flx) =In x e g(x) = In(x + 2), obtemos essas

representacdes, ao lado.

Podemos observar que o grafico da
funcio g(x) = In(x + 2) é obtido transladan-
do o gréfico de f(x) = In x duas unidades

para a esquerda.

2. Fazendo a construcio com o
software geogebra dos grificos das fun¢des
flx) =In xe g(x) = In(x - 2), obtemos essas

representacdes, ao lado.

Podemos observar que o grifico da
funcio g(x) = In(x — 2) é obtido transladan-
do o gréfico de flx) = In x duas unidades

para a direita.
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Observacao 11.2 Em geral, dada uma fungdo real f : D—-Re denotam por
C, seu grdfico. Entdo, o grdfico C_da funcdo g(x)=f(x+ a), com a> 0 € obtido
transladando o grdfico de C, de f(x), a esquerda de a unidades. Também, o
grdfico C da funcao g(x) = f(x - a), com a> 0 ¢ obtido transladando o grdfico
de Cf de f(x), a direita de a unidades.

Exercicio 11.14 Usando software descreva como transformar o grdfico da
Sfungao f(x) = In x em um grdfico da funcdo dada: g(x) = In(x) + 2.

Solucio.

Fazendo a constru¢do com o software !
Geogebra dos graficos das funcdes flx) = In

Grafico de : f(x)=In(x)+2

x e g(x) =In(x) + 2, obtemos essas represen-

tacoes 20 lado Grafico de: f(x)=In(x)

-1 1 2 3 4 5 6 7
Podemos observar que o grafico da ' /
funcio g(x) = In(x) + 2 é obtido transladan-

do o gréfico de f(x) = In x duas unidades

para cima.

Observacio 11.3 Em geral, dada uma funcao real f: D,— R e denotam por
C, seu grdfico. Entdo, o grdfico C_da funcdo g(x)=f(x)+ a, com a> 0 € obtido
transladando o grdfico de C de f(x), acima de a unidades.

Observacao 11.4 Em geral, dada uma funcdo realf:Df—> R e denotam por
C, seu grdfico. Entdo, o grdfico C _da funcdo g(x) = f(x) - a, com a> 0 ¢ obtido
transladando o grdfico de Cf de f(x), abaixo de a unidades.

Exercicio 11.15 Seja a funcdo L :]0,+c0[— R tal que:
1. L é uma fungdo crescente, isto ¢, se x < y entdo L(x) < L(y).
2. Ux.y) = L(x) + L(y), para quaisquer x e y em ]0,+oo[.

Mostre que:
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1. A funcdo L € sempre injetora.
2. Lp=o

3. Osniimeros maiores do que 1 tém logaritmos positivos e os niime-

ros positivos menores do que 1 tém logaritmos negativos.
4. Para todo x > 0 tem-se L(1/x) = - L(x).
5. Para quaisquer x, y em ]0,+oo[ vale:
L(%) = L(x) - L(y).
Solugcio.

1. Sejam x > 0 e y > 0 com x 7 y. Se x < y, entdo L(x) < L(y), logo temos
L(x) # L(y). Se y < x, entdo L(y) < L(x), logo temos L(x) # L(y). Assim, pela
definicio de uma funcio injetora, deduzimos que a funcio L é injetiva.

2. Como L(x.y) = L(x) + L(y), para quaisquer x e y em ]0,+co[, entio se
x=y=1,temos L(1.1) = L(1) + L(1), ou seja, L(1) = 2L(1). Logo, temos
L(1) =0.

3. Seja x €]1,+o00[, assim x > 1, logo L(x) > L(1) = 0.
Seja x €]0, 1[, assim x < 1, logo L(1) = 0 > L(x).

4. Seja x €]0,+o0[, temos x x 1_ 1, logo L(x x l) = L(1) = 0, ou seja,
X
L(x) + L( 1 ) = 0. Entdo, obtemos que L( 1 ) = -L(x).
X X

5. Sejam x > 0 e y > 0, temos:

porque L(L) = —L(y).
Yy
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CAPITULO 12
Elementos Basicos da Trigonometria

—| Objetivos I

Neste capitulo vamos introduzir as linhas trigonométri-

cas a partir do circulo trigonométrico. Comegamos com o con-
ceito de arco de circunferéncia o qual serd estendido de modo
a comportar uma orienta.c 20 e admitir medidas maiores que
o comprimento da circunferéncia, a fim de caracterizarmos o

circulo trigonométrico.

12.1 Preliminar - Um pouco de histdria da trigonometria

O termo TRIGONOMETRIA é uma palavra grega composta
de trigone (triangulo) e de metron (medida), o que significa: Relacdes

entre distancias e angulos em um tridngulo.

Devemos voltar aos babilonios, 2000 anos antes de nossa era, para
encontrar os primeiros vestigios de tabelas de dados astronémicos. A
base da trigonometria estd na geometria aplicada ao estudo do mundo,
do universo, e foi inseparavel da astronomia. Hiparco de Nicéia (-190;
-120) criou as primeiras tabelas trigonométricas utilizando o circulo,
combinando o angulo no centro e o comprimento da corda.

O grego Claude Ptolomeu (90 ?; 160?) continuou os trabalhos de
Hiparco com uma precisdo melhor e introduziu as primeiras formulas
de trigonometria. Mais tarde, o astronomo e matematico Regiomon-
tanus (1436-1476), de nome verdadeiro Johann Muller desenvolveu
a trigonometria como um ramo independente da matematica. Seria a

origem do uso sistemdtico do termo seno. No século XVI, o francés
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Francois Viéte (1540; 1607), conselheiro de Henri IV, fez evoluir a tri-

gonometria para dar-lhe o estatuto que conhecemos atualmente.

Hoje, a trigonometria tem aplicacdes muito diversas, particu-
larmente nas ciéncias fisicas. A propaga.c 2o de ondas, por exemplo, é

transcrita por funcdes trigonométricas.

Os grificos e desenhos deste capitulo, foram elaborados pelos
autores, contando com os diversos arquivos dos sites oficiais do Latex
e Geogebra.

12.2 Circulo trigonométrico - Radiano
12.2.1 Circulo trigonométrico

O circulo trigonométrico é a base da trigonometria. Para ini-

ciantes, é importante ter uma definicio desse circulo.

Definicao 12.1 Definicéo geral O drculo trigonometrico € um crculo C
de raio 1 que € orientado, o que significa que escolhemos uma direcao po-
sitiva (das voltas no drculo) e uma direcao negativa (Ponteiro de um

relégio).

Em geral, tem-se a seguinte representacio geométrica do circu-

lo trigonométrico:

Y
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A representacio geométrica anterior do circulo trigonométrico
é dada no plano cartesiano. Assim, a definicio do circulo trigonomé-
trico pode ser formulada da seguinte forma:

Definicio 12.2 Definiciao com as coordenadas ortonormais. O cir-

culo trigonométrico ¢ um circulo cujo:
1. Raio ¢ uma unidade;

2. Centro coincide com a origem do sistema de coordenadas orto-

normais (O; 07, Oﬁ);

3. Orientacio: orientado em uma direcdo chamada "direcdo trigo-

nomeétrica” correspondente a direcdo anti hordria.

Em relacio a orienta.c 30, convencionamos como sentido po-
sitivo aquele contririo ao movimento dos ponteiros de um relégio,
enquanto o sentido negativo é o considerado como no sentido de se
deslocar os ponteiros do relégio.

Chama-se arco de circulo trigonométrico, denotado por AB , a
porcio compreendida por dois pontos A e B da circunferéncia. Na figura

anterior o arco I M é a por¢io compreendida pelos dois pontos [e M.
12.2.2 Enrolando uma linha ao redor do circulo trigonométrico

No plano cartesiano, consideramos o circulo trigonométrico Ce
areta D de equacio x = 1, essa reta é tangente ao circulo C,no pontol e
orientada tal que (I; > 0J ) seja um quadro da reta D. Se nés enrolarmos
areta D ao redor do circulo, e associarmos em cada ponto N de abscissa
x da reta orientada um tnico ponto M do circulo. O comprimento do
arco I M é igual ao comprimento I N.

O enrolamento da reta dos nimeros reais no circulo trigono-

métrico permite: associar a cada real x um ponto M no circulo trigono-
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métrico C. Por outro lado, isso torna possivel localizar qualquer ponto
M do circulo trigonométrico C por meio de um real x medindo o arco
orientado I M.

A medida x do arco /M em radiano é considerada também como a
medida do angulo a = (O1,0M) = TOM.

Como estamos considerando a possibilidade de arcos com me-
dida algébrica (medida do arco precedida do sinal + ou -) maior que 27
radianos, o enrolamento da reta mostra que temos um ndmero infinito
de arcos com mesma origem e mesma extremidade, porém com medi-
das algébricas distintas. Assim, dizemos que um arco orientado admite
infinitas determinacdes e que as varias determina¢des de um mesmo
arco orientado sdo arcos congruos. Isso nos leva a definir a medida

algébrica (ou principal) de um angulo orientado.

Definicao 12.3 (Medida algébrica de um angulo) A medida algébrica
de um dngulo orientado € a medida, que entre todos as outras medidas desse
dangulo, estd no intervalo [0, 2m[. Assim, seja x a medida algébrica de um dan-
gulo o, tal que 0< o < 2r, a menor determina.c ao de x, entdo vale a seguinte

relacdo:

x =+ 2k onde k € um niimero inteiro.
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Por exemplo, uma medida de um angulo orientado é 57. Outras
medidas deste angulo sido: 5w —2m, 57 —4w, 5T —67; ... ou seja: 3w, T,
-, ..., assim 7 €]0, 2] é, portanto, a medida principal deste angulo

orientado, isto é, a medida principal de 5m é m.

3

Por exemplo, a medida principal do angulo T ¢ T Isto é,
como 2 = 21 + & | deduzimos que AR P % e [0, 2n[, assim a

medida principal de 77” é % €]o, 2m[.

A medida principal do angulo — 7% é ST“ . Isto é, como —777'[ =

-2m - % deduzimos que —%ﬂ +4n = STT‘ é a medida principal de —77",

porque ST“ e [0, 2m[.

Na praitica, o cosseno de um angulo orientado é igual ao cosseno
do angulo principal associado a este angulo. De maneira semelhante, o
seno de um angulo orientado é igual ao seno do angulo principal asso-
ciado a este angulo. Assim, a tangente de um 4ngulo orientado é igual

a tangente do angulo principal associado a este angulo.

12.2.3 Medida dos angulos: Grau e Radiano

A medida conhecida dos angulos é o grau. No entanto, definire-
mos outra medida que é muito importante em matemadtica, bem como
em todas as dreas das ciéncias exatas ou aplicadas.

Definicao 12.4 Radiano. Seja um circulo C de centro O e de raio 1. Um
Radiano, denotado rad, ¢ a medida do dngulo no centro que intercepta um
arco de comprimento 1 do circulo C.

A primeira rala.c 20 entre as medidas dos 4ngulos, isto é, o grau

e o radiano, é dada pela seguinte proposicio:

Proposicao 12.1 Um angulo completo (giro completo) ¢ de 2r radianos.
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Demonstracdo. O comprimento do circulo trigonométrico é igual a
2m. De fato, seuraio é 1 entdo P=2n x R=2m x 1 = 2m. Agora o compri-
mento de um arco e a medida do angulo que o intercepta sio propor-
cionais. Como 1 radiano é a medida do angulo que intercepta um arco
de comprimento 1 no circulo trigonométrico, deduzimos que a medida

do 4angulo total é igual a 27 radianos. C.Q.D.

Usando a Proposi¢do 12.1, podemos estabelecer uma regra para
a conversdo das duas medidas dos angulos, isto é, a conversio da me-

dida de um 4ngulo em graus para sua medida em radianos e vice-versa.

Proposicio 12.2 Correspondéncia entre Graus e radianos. A medi-
da de um dngulo em radiano € proporcional a medida do mesmo dangulo em
graus, isto €, como 2r radianos (giro completo), corresponde a um dangulo de
360 e ™ radianos(giro completo) corresponde a um dngulo de 36(*, deduzimos

a seguinte relacdo de proporcionalidade:

Qradiano Agrau Aradiano 2w
= = =— & 2TXa =360 X «
o 360 Ograw 360 grau grov

E facil observar que a regra anterior se baseia na propriedade da
proporcionalidade. Assim, por proporcionalidade, obtemos as seguin-

tes correspondéncias:

Angulos em radianos | 0 | 30 | 45 | 60 | 90 | 180

Angulos em graus

S|
INE}
wly
(SIE]
3

Pratica de conversao de grau-radiano. Duas perguntas:

1) Como converter a medida de angulo em grau para a medida

de 4ngulo em radiano?

2) Como converter uma medida de angulo em radiano para uma
medida de angulo em grau?

Por exemplo:
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1) Dé a medida em radianos do angulo & de medicdo 33°.

2) Dé a medida em graus do angulo 3 da medida %‘ radiano.

angulos em radianos 2 a? %r

Angulos em graus 360 33 B

Com a regra de proporcionalidade temos:

-
2 W e ST 300135

=33 560~ 60 8 “ o 2

= 67,5°

De maneira geral, as duas regras praticas de conversio sio dadas

como a seguir:

1. Seja agrau um angulo cujo medida em grau é conhecida e ara-
diano sua medida em radiano. Entio, a medida em radiano aradiano é:

-9 agruu o agrau
Cradivne =27 X 50 =T s

2. Seja o radiono um angulo cujo medida em grau é conhecida

e agrau sua medida em radiano. Entio, a medida em radiano agrau é:

Qradiano Qradiano
Qgray = —2iano 360 = —r2%em0 180
2w s

12.3 Cosseno, Seno e Tangente

No plano cartesiano com um quadro ortonormal (O; O_jk, E)I),
consideramos o circulo trigonométrico C de centro O. Para todo x, seja
o ponto N da reta (T) tangente para circular em [ e orientada tal que
(L (ﬁ) seja um quadro da reta (T), cujo abscissa ¢ x, isto é, 17)\/ - xOJ.

Para o ponto N associamos um ponto M no circulo trigonomé-

trico. Sejam H e K os respectivos pés das perpendiculares ao eixo (Ox) e
- sto &, 0T = a0l ¢ OF = b0

ao eixo (0y), passando por M, isto é, OH = aOl eOK = bO.J, onde a e

b sdo respectivamente, as abscissa e ordenada do ponto M.
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Definicao 12.5 Seja x un niimero real.

1) O cosseno do niimero real x ¢ a abscissa a de M e denotamos a = cos x ou
a= cos(x).

2) O seno do niimero real x € a ordenada b de M e denotamos b = sen x ou

b= sen(x).

3) A tangente do niimero real x, denotado por tan x ou tan(x), € o quociente

do seno pelo cosseno, isto ¢,

Isto é:
1) A abcissa a corresponde ao cosseno do angulo x associado ao ponto M.
2) A ordenada b corresponde ao seno do angulo x associado ao ponto M.

Localizando um ponto do circulo trigonométrico C por suas co-
ordenadas.

Assim, seja M(a, b) um ponto de C entdo, temos:

Sua abscissa a é:
1. A projecio ortogonal de M no eixo das abscissas;

2. Entre -1 e 1, onde a > 0 se M pertence a metade
direita de C e a <0 se pertence M a metade esquerda
de C.
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Sua ordenada b é:
1. A projecio ortogonalde M no eixo das ordenas y,

2.Entre-1e 1, onde b= 0 se M pertence 2 metade superior de Ce b<0

se M pertence 4 metade inferior de C.

Localizando um ponto do circulo trigonométrico por um angu-
lo. Isto é, um ponto M do circulo pode ser identificado pelo angulo a
= (07 , O—M> ). Inversamente, em cada angulo «, é possivel associar um
ponto M. Como o circulo é orientado, o angulo é positivo se for ex-
presso na direcio trigonométrica e negativo na dire¢io oposta. Segun-
do a discussio feita anteriormente, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 12.3 Seja M um ponto do circulo trigonome-
trico, a medida do angulo ( 07, O—>M ) € denotada por x. En-

tdo as coordenadas do ponto M sdo (cos(x), sen(x)) tal que:

—1<cos(x)<1e—1<sen(x)<1.

A partir da figura acima, podemos observar que o seno de angu-
los nos dois primeiros quadrantes é positivo, enquanto nos dois ulti-
mos é negativo. Também, podemos observar que o cosseno de 4ngulos
no primeiro e no quarto quadrantes é positivo, enquanto no segundo e

terceiro quadrantes é negativo.

Por exemplo, para a = 30° ou seja a = Tg , temos:
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sena

tana =

COos &

sena

cos o

O angulo « é de 30° no
exemplo (7/6 em radiano).
O seno de «, que é a altura

da linha vermelha, é
senav = 1/2.

Pelo Teorema de Pitagoras
né6s temos cos? o + sen’a =
1. Assim, o comprimento
da linha azul, que é o cos-

seno de «, deve ser

cosa=+/1—-1/4= %\/g

Isso mostra que tan «, que
é o altura da linha laranja,

tana = .‘e;lz e 1/\/§ = ?
Valores notaveis do seno, do cosseno e da tangente.
z em radiano 0 5 I 3 5 0
 em grau 0 30 45 60 90 180
1 V2 V3
sen(zx) 0 5 S R 0
cos(x) 1 L g : 0 1
tan(z) 0 @ 1 V3 ND 0

Na figura a seguir, temos todos os valores notdveis de cosseno e
seno. De acordo com a Proposicao 12.3 anterior, os valores do cosseno

e do seno sio as coordenadas dos pontos do circulo trigonométrico

associados aos angulos correspondentes.
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12.4 Propriedades do cosseno e do seno

A partir do conteudo do pardgrafo anterior deduzimos as se-

guintes propriedades:
Proposicao 12.4 Para todo niimero real x, temos as seguintes propriedades:
1.-1<cos(x) < 1;
2.-1<sen(x) < 1;
3. cos?(x) + sen?(x) = 1;
4. cos(x) = cos(x + 2km), para todo niimero inteiro k;

5. sen(x) = sen(x + 2km), para todo niimero inteiro k.
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As propriedades 1) e 2) sdo conhecidas e foram estabelecidas
graficamente na Proposi¢do 12.4. A terceira relacdo é deduzida do Te-
orema de Pitdgoras. Para as propriedades 4) e 5), os pontos da reta
orientada tém como angulos x e x + 2km que correspondem ao mesmo
ponto do circulo trigonométrico. Assim, os pontos M(cos(x), sen(x)) e

M(cos(x + 2km), sen(x + 2km) sdo idénticos.

Definicao 12.6 (Angulos associados) Dois dngulos sdo considerados as-
sociados se admitem cossenos e senos iguais ou opostos.

Proposicio 12.5 (Angulos associados) Para todo real x temos as seguin-

tes propriedades dos dngulos associados:

cos(x + 2m) = cos(x) cos(—x) = cos(x)
1 2.
sen(x + 2m) = sen(x) sen(—x) = — sen(x)
cos(m — x) = —cos(x) cos(m + z) = —cos(x)
3 /.
sen(m — z) = — sen(x) sen(m + z) = — sen(x)
cos(§ —x) = sen(x) cos(§ 4+ x) = — sen(x)
5 0.
sen(§ — x) = cos(x) sen(§ + ) = cos(x)

Definicao 12.7 Linhas Trigonométricas Seja o um dngulo, os valores

de cos(a), sen(a) e tan(e) s@o chamados de linhas trigonométricas do

angulo a.
Por exemplo, as linhas trigonométricas de T sa0: sen(T) = l,
cos(T) = V3 etan(T) = V3 6 6 2
6 2 6 3°
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Outro exemplo, as linhas trigonométricas de % sdo: sen(%) =

V2 T _
(Z)_ 1.

KA
cos(—)=—etan
(T =¥

IS

12.5 Exercicios
Exercicio 12.1 Medidas em radianos e Medidas em graus.

1. Sejaa=12°e B = 160° Quais sdo as medidas de o e 5 em ra-

dianos?

1. Sejao= % efi= &9“ . Quais sdo as medidas de o e 3 em graus?

Solucdo. Aqui vamos aplicar a seguinte regra:

o grau _ O radiano . O grau _ O radiano
= ou equivalentemente = .
360 2m 180 2m

2 . . . . o grau
1. A férmula acima implica que aradiano = 50 <™ Logo, temos:
QAradiano = 12 r -  Damesma maneira, temos: Bradiano = 160,

a0 180 15 180
=5
O radiano

2. A férmula acima implica que agpqy = x 180. Logo, temos:

I s 13m
Cgrau= 12 % 180 = 105 graus. Da mesma maneira, temos: =9 x180
grau g 'grau

= 260 graus.

Exercicio 12.2 Encontrar o seno e o cosseno dos dngulos:
120° e 240°%

Solucdo. Vamos usar as propriedades dos angulos associados e os da-
dos do circulo trigonométrico anterior.

7

1. Como 120° é um arco no 2° quadrante e reduzindo ao 1° quadrante,
temos: 120 = 180 — 60. Entao, temos:
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sen(120°) = sen(180° — 60°) = sen(60°) = ? ;

cos(120°) = cos(180° — 60°) = —cos(60°) = — % .

2. Como 240° é um arco no 3° quadrante e reduzindo ao 1° quadrante,

a equacdo 240 = 180 + x implica que x = 60°. Entéo, temos:

sen(240°) = sen(180° + 60°) = —sen(60°) = — ?;
c0s(240°) = cos(180° + 60°) = —cos(60°) = —%.

Exercicio 12.3 Encontrar o seno e o cosseno dos dngulos:

Solucao.

7T ™ : . .
1. Como g =T+ assimessearco estdno 3° quadrante e reduzindo

ao 1° quadrante. Logo, temos:

sen(7ﬂ) =sen(m +-T) = -sen(-=) e cos(7—“) = cos(m + ) = -cos(-T).
6 6 6 6 6
Assim, usando a tabela dos valores notiveis, obtemos: sen(7—ﬁ) -1 e
cos(Z8) = — V3 6 2
6 2
2. Como 3™ = om , 21

=21+ T Por outro lado, esse arco estd

no 2° quadrante e reduzindo ao 1° quadrante, temos: 23“ =m- % Logo,

temos:

sen(3™) = sen(2™) = sen(m — ™ ) e cos(E™ = cos(m — &) = —cos(-T-).
3 3 3 3 3 3

Assim, usando a tabela dos valores notaveis, obtemos: sen(8“) V3 e

cos(8m) -1 ’ ?

%
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Exercicio 12.4 Sabendo que cos(x) = — 5 com % <x <, calcular:

sen(x), tan(x) e cotan(x).
O conceito de cotangente de um angulo x, denotado cotan(x), € definido sim-
cos(x) _ 1
sen(x)  tan(x)
Solucdo. Utilizando a Relacio Trigonométrica Fundamental

plesmente por cotan(x) =

sen?(x)+cos?(x) = 1, temos:

V3
(-%)

O |w
oo

sen?(x) + 2=1, ouseja, sen’(x) =1 —

6 . ,
Logo, obtemos sen(x) =+ % , e como — < x < 7 deduzimos que seno é

positivo, logo temos sen(x) = + ? .

Agora que ja sabemos o valor do seno de x e o valor do cosseno

de x, entdo a tangente de x é dada:
V6
sen(z o
tan(z) = @) _ %5 __

V6
cos(x) - _\/T?: N V3

ou seja, tan(x) = — V2.

Para a cotangente de um 4ngulo x temos:

tanie) = -V
COanfL—tan(I)__\/?g_ \/6’

logo, obtemos:

V31
cotan(z) = YA A

Exercicio 12.5 Provar a identidade trigonometrica:

1
cos’x

tan?(x) + 1 =

Solucido. Vamos considerar a Relacio Trigonométrica Fundamen-
tal sen’x + cos® x = 1. Dividindo cada membro desta identidade por

cos?(x), da:
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sen’z + cos? 1

cos? x cos?x
Como sen?y + cos?y _ sen’z cosx 1 cos’x Lo sen’r
2 - — 5 = —
, cos™ cos?x  cos’w cos’z’ cos?x cos?x
tan?(x), deduzimos que,
sen’x  cos’x X 1
— + — =tan’(x) + 1= —,
Cos™ X Cos™ X Cos™ X

ou seja, temos a Identidade Trigonométrica tan’*(x) + 1 = ——.
cos? x

Observacao 12.1 Quando temos uma igualdade de expresses trigonome-
tricas, dizemos que € uma Identidade Trigonométrica se essa igualdade for
vdlida para qualquer valor real de x. Em geral, para estabelecer que uma
identidade trigonometrica € verdadeira, pode-se considerar qualquer uma das
relacoes trigonomeétricas jd estudadas em trigonometria e usar um dos meto-

dos de prova:

1. Desenvolver um dos membros da igualdade até chegarmos ao ou-

tro;

2. Transforme o 1° e 0 2° membro da igualdade considerada na mes-

ma expressdo.

Exercicio 12.6 Para cada caso determine o valor de cos(x):

Lz €[5, 7 e sen(r) = 4;

2.2 € [F, %] e sen(x) = —0.5
3.0 [F,0] e sen(z) = —2.

Solucio. Aqui vamos usar a relagdo trigonomeétrica: cos?(x) + sen?(x) = 1.

1) Temos cos®(x) = 1 — sen?(x) = 1 — % = 126 , assim temos cos(x) = %

ou cos(x) = —%. Como x € [% , 7], temos que cos(x) < 0. Logo, temos:

3
cos(x) = e
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2) Temos cos*(x) = 1 —sen*(x) = 1 — % = % , assim temos cos(x) = %
ou cos(x) = — ? .Como x ¢ [—% , % ], temos que cos(x) > 0. Logo,
temos: cos(x) = ﬁ

2
3) Temos cos*(x) = 1 —sen*(x) =1 — % = % , assim temos cos(x) = ﬁou
cos(x) = — Y2 Como xe [—g , 0], temos que cos(x) > 0. Logo, temos:
cos(x) = ?

V541

Exercicio 12.7 Sabemos que cos(g—Tr

T

. Calcular o valor de sen(%”).
Deduzir os valores de cos( 5) e sen(g).

Solucao. Temos:
9 9 (WA 6425 10-2V5

son? — 2 —
sen (?) =1—cos (?) =1 yE = G T

Logo, temos:

o7 10 — 2v/5 o7 V10 —2v5
=)= — o sen(—) = 0
9 9

Como 9?“ =21 - Tg‘ =T+ 4%, deduzimos que sen(%) =— \/104—72\/5_

sen(

Sabemos que cos(x + 2km) = cos(x) e sen(x + 2km) = sen(x).

Como 2= = 2p T , logo temos: cos(9—“) =cos(2mn—=F) =cos(-T) =
cos( Tg‘ )e sen(%[) = sen(2m — Tg‘ ) = sen(— Tg‘ ) = —sen( g ). Assim, deduzi-

mos que:

T V10—-2V5
cos(—) en(g) i e—

T ——\/5+les
5 4

Exercicio 12.8 Valor algébrico dos angulos.

1. Qual € o valor algébrico de dngulo o para x = %‘ ?
2. Qual € o valor algébrico do angulo o para x = —213"?

3. Quais sdo os valores algébricos dos dngulos:

331



7T 1047 491t

x1=—T,x2=—Tt,x3=Tex4=—T.

Solucio. 1. Sabemos que o valor algébrico do 4ngulo o é a medida des-
se angulo no intervalo [0, 2[. Para o angulo x = 2?‘72’“ temos:

= 89_7[ = 6T + 17_71

12 127
e como 0 < A& ¢ 27, deduzimos que o valor algébrico a do an-
gulo x = 8 g = 17
12 12

2. Da mesma forma, temos:
X = 273n =221 +
12 12

e como 0 < 2% 12 < 2m, deduzimos que o valor algébrico a do 4ngulo
_ 273n b= I ]
12 12
3. Com o mesmo raciocinio, os valores algébricos a4, a,, a3 € o (respec-

tivamente) dos angulos:

7T 1w 49
X1=——,X="T,X3=——]",6X4y=— ——
1 3 ) A2 ) A3 3 ’ 4 6
sao dados por:
Tt 5w 27 49 17w
al—47r—?—?7a2:27r—7r:7r,a3:§ e 044—107r—T:T.

Exercicio 12.9 Usando o circulo trigonometrico, encontrar todos os valores
possiveis de x verificando as seguintes condicoes:

1. cos(x) = % e sen(x) = — ? com x € [—m, );
2. cos(x) = % e sen(x) = % com x € [-m, m];

3. cos(x) = 0 e sen(x) = 1 com x €] — 2m, 3n[.

Solucio. Usando o circulo trigonométrico, temos:
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1. Se cos(x) = % esen(x) = — B com x € [-m, 7], entdo temos: x = —% .

V2

2. Se cos(x) = ? e sen(x) = R com € [-m, 7], entdo x = % .

3. Se cos(x) = 0 e sen(x) = 1, com x € [-2m, 3n[, entdo x = 0 ou x = 2.

Exercicio 12.10 Expressar em termos de cos(x) e sen(x) as seguintes ex-
pressoes:

1. A(x) = cos(%t —x);

2. B(x) = sen(x + 100m);

20121
12

3. C(x) = cos( + x);
4. D(x) = cos(x — 78m);
5.E(x) =4 cos(57Tt — x) — 5 sen(m + x).

Solucio. Usando o circulo trigonométrico e as relacdes cos(x+2km) =
cos(x) e sen(x + 2km) = sen(x), para todo k € Z, temos:

1. A(x) = cos(%t— x) = cos(2m + % —-Xx) = cos(% — x) = sen(x).

2. B(x) = sen(x + 1007) = sen(x + 2 x 507) = sen(x).

3.C(x) = cos(201122“+ x).
4. D(x) = cos(x — 78m) = cos(x — 2 x 397) = cos(x).

5.E(x)=4 cos(%‘T —x) = 5sen(m+ x) =4 sen(x) + 5 sen(x) = 9 sen(x).

Exercicio 12.11 Sabemos que tan(ZT) = v2 — 1. Lembre-se que tan(x) =
sen(x) 8
cos(x

tal que x e R com x #% + kT, onde k € um niimero inteiro.
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1. Mostrar que para todo x e R com x#§+ km, onde k € um niimero

inteiro, temos:
tan(x + m) = tan(x).
Deduzir o valor exato de tan(%").

2. Mostrar (novamente!) que para todo x € R com x # % + km, onde
k € um niimero inteiro, temos:

1
cos’x’

1 + tan*(x) =
Deduzir o valor exato de cos(%) ede sen(%).
Solucao.

1. Sabemos que cos(x+m) = —cos(x) e sen(x+m) = —sen(x). Logo temos:

t = =
an(w + ) cos(x+m)  —cos(x

sen(z+m) — sen(zi _ tan(x)
Temos:
tan(gg) = tan(m + g) = tan(g) =Vv2-1

2.Paratodo xe R com x # % + km, onde k é um nimero inteiro, temos:

1+tan?(z) =1+ sen’(x) _ cos®(z) + sen®(x) _ 1
cos?(x) cos?(z) o5 ()
Como 1 + tan’*(x) = deduzimos que cos¥(x) = ——  Logo
(x) cos x q (x) o - Logo,
temos:
2 ™ 1 1 2 + \/5
o8 (_) - 2N =
8 1+ tan (g) 1-22 1
Logo, temos:
(Ty= Y2+ V2
cog(=) = X2 V=
8 2

Por outro lado, a relacio sen*(x) = 1 — cos*(x) implica que:
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SM%)=W:WZ 2;\/5.

Exercicio 12.12 Demonstre que para qualquer niimero real x diferente de

km, vale:
tan( % - x) = cotang(x)
Solucio. Sabemos que tan(x) = er;é;c)’ assim
sen(Z — z)

Por outro lado, sabemos que sen(% —x) = cos(x) e cos(% —x) = sen(x),
logo temos:
—x)  cos(x)

= ja, tan(z — x) = cotang(z)
ou seja, tan T cotang(z
— 1) scn(:c)’ 1% 2 8\,

sen(

tan(% —x) =

w13 ool

cos(
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CAPITULO 13

Trigonometria: Formulas de Adicao e
Equacoes

—| Objetivos I

Neste capitulo vamos trabalhar sobre as propriedades das
férmulas trigonométricas, das propriedades trigonométricas de
adicio e sobre as equag¢des trigonométricas.

13.1 Formulas da adicao e subtracao

Sejam dois angulos a e b cujas propriedades trigonomeétricas sio
conhecidas, vamos determinar as propriedades trigonométricas envol-
vendo uma soma a + b ou uma subtracio a — b. Como ji ressaltamos,
basta conhecer uma linha trigonométrica que as demais estdo determi-
nadas. Aqui, vamos admitir, apenas uma expressio envolvendo os senos,
em particular, o seno da soma ou da diferenca de dois 4ngulos, enquanto
as outras serdo provadas usando as propriedades dos angulos associados.

Vamos admitir a seguinte propriedade:

Proposicao 13.1 Sejam a e b dois niimeros reais. Suponha conhecidas as pro-

priedades trigonometricas de a e b, entdo o seno de a+ b € dado por:
sen(a + b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen(b).

Agora, da férmula admitida da Proposicio 13.1 vamos provar as
outras formulas de adicio, dados pela seguinte proposicio:

Proposicio 13.2 (Férmulas de adicido para seno e cosseno). Sejam a e
b dois niimeros reais. Suponha conhecidas as propriedades trigonometricas de a

e b, entdo o seno de a+ b ¢ dado por
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1. sen(a — b) = sen(a) cos(b) — cos(a) sen(b);
2. cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b);
3. cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b).

Prova. Sejam a e b dois nimeros reais. Como sen(-b) = —sen(b) e cos(—a) =
cos(a), deduzimos de sen(a + b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen(b) e sen(a—b) =
sen(a + (-b)). Logo, temos:

sen(a — b) = sen(a) cos(—b) + cos(a) sen(-b)
= sen(a) cos(b) + cos(a)(-sen(d))
= sen(a) cos(b) — cos(a) sen(d).
Isto é, temos que:
sen(a — b) = sen(a) cos(b) — cos(a) sen(b).
Agora, como cos(x) = sen(x + % ) e cos(x + % ) = —sen(x), temos:
cos(a+ b) =sen(a+ b+ % ) =sen(a + % ) cos(b) + cos(a + % ) sen(b)
= cos(a) cos(b) + (—sen(a)) sen(b)
= cos(a) cos(b) — sen(a) sen(d).
Isto é, temos que:
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(d).
Para a dltima relacdo de adicio, temos que:
cos(a — b) = cos(a + (=b)) = cos(a) cos(—b) — sen(a) sen(-b).

Como sen(-b) = —sen(b) e cos(—b) = cos(b), deduzimos que:
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cos(a — b) = cos(a) cos(-b) — sen(a) sen(-b)
= cos(a) cos(b) — sen(a)(-sen(b))
= cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b).
Como querfamos mostrar. c.QD.

Exemplo, usando a tabela dos valores notiveis e as férmulas das
propriedades trigonométricas de adicio, calcular:
sen(Z); cos() e deduzir tan( ).
12 12 12
Sabemos que 152 = % - % ento, com propriedades trigonométri-

cas da adicdo, temos:

Ty _ m_ Ty _ s Y _ us .
COS(IZ) sen( 3 ) = sen( . ) cos( p ) — cos( . ) sen( p )
Usando a tabela dos valores notiveis sen(%) = cos(%) =§, cos( %) = ?
e sen( %) =%, deduzimos que:
sen(T) _V2 ¥3_va 1l
122 22 272’

de onde segue o resultado:

sen(T)=V6-v2
12 4

Usando a mesma abordagem obtemos que:

Ty _V6+Vv2
cos(lz)— it

Assim, o célculo da tangente pode ser deduzido dos valores anteriores

como:
Ty V6-V2  V3-1
tan(lz)_%+\f2_\/§+1'

Como consequéncia temos as seguintes férmulas de adi¢do para a tan-

gente:
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Corolario 13.1 Sejam a e b dois niimeros reais. Entdo, temos:

tan(a) — tan(b)

tan(a) + tan(b)
1 + tan(a) tan(b)’

tan(a +b) = 1 — tan(a) tan(b)

e tan(a —b) =

Exemplo, qual é a tangente de 132 ?

Sabemos que tan(%) =1le tan(% ) = ?, entio temos:
tan(Z) — tan(Z
tan(Z) = tan(Z — 1) = M,
12 4 6 1+ tan(%) tan(%)
de onde segue o resultado:
T — \/5 \/§ -1
tan(—) = = .
127 3+v3 V341

13.1.1 Arcos dobro e metade

Conhecendo as propriedades trigonométricas de um angulo alfa,

estamos interessados em obter as propriedades trigonométricas dos 4n-
o L

gulos 2a e 5 Inas vamos discutir apenas esses casos envolvendo o seno

€ O Ccosseno.

Lembre-se que cos*(a) + sen2(a) = 1, assim temos que sen’(a) =
1 — cos*(a) e cos*(a) = 1-sen?(a). Sabemos também que sen(a+b) = sen(a)
cos(b)+ cos(a) sen(b) e que cos(a + b) = cos(a) cos(b)— sen(a) sen(b), entdo

tomando a = b deduzimos as seguintes propriedades:

Proposicio 13.3 Formulas de dobro. Para todo a € R, temos:
1. cos(2a) = cos*(a) — sen*(a) = 2 cos*(a) — 1 =1 — 2 sen’(a).

2. sen(2a) = 2 sen(a) cos(a).

2 tan(a

3. tan(24) = Tan(@
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A partir da precedente Proposicio 13.3 deduzimos, as seguintes

férmulas:

Proposiciao 13.4 Formulas de linearizacao Para todo a € R, temos:

1. cos¥(a) = 1+cos(2a) +c025(2a);
2. sen(a) = 1_%5(2(1);

3. sen(a) cos(a) = % sen(2a).

A Proposicio 13.4 é importante para o estudo dos limites, das
derivadas e das integrais das funcdes trigonométricas em geral, ou seja,

para os conceitos do cilculo.

Proposicao 13.5 Formulas de linearizacio Para todo a € R, temos:

1.1+ cos(a) =2 cosZ(%) 0 que equivale a cosZ(%) = H%s(a) )
2.1—cos(a) =2 senZ(%) 0 que equivale a senZ(%) = 1-%5(61)

Exemplo, calcular o seno, cosseno e a tangente de =.

V2

Como T = 2T ¢ cos(T) = sen(T) = ¥£ | temos:
4~ 78 4 VR

T l+cos(E) 2442 o, l—cos(X) 2-+/2
= = e sen‘(=) = = .
2 4 8 2 4

Como—€ [0, % ] temos que cos(%) >0e sen(%) >0, assim deduzimos que:

T _ V22 T V2-V2

os(g) =—F ¢ sen(g) = 5

E a tangente de % é dada por:

T 7\/27\/57 _
tan(g)—m_\/i 1.
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13.2 Equacodes trigonométricas

Nesta secio estamos interessados em resolver equacdes que en-

volvem relacdes trigonométricas.

13.2.1 Equacdo cos(x) = cos(a)
Proposicio 13.6 Seja a um niimero real. A equagdo
cos(x) = cos(a),
tem por solucdes os niimeros reais:
X=a+ 2k ex=—a+ 2km, onde k € um niimero inteiro

Prova. Por simetria, provamos que existem dois pontos M e M do cir-
culo cujas abscissas sdo iguais a cos(a). Usando o enrolamento da reta

orientada (T) tangente ao circulo trigonométrico, temos que:

1. Os pontos P(a + 2km) de (T) sdo associados a0 mesmo ponto

M do circulo trigonométrico;

2. Ospontos Q(—a + 2km) de (T) sdo associados a0 mesmo ponto
M do circulo trigonométrico.

Entdo as solucdes da equacio cos(x) = cos(a) sio x = a+2km e x = —a+2km,

onde k é um numero inteiro. C.Q.D.

Vejamos de outro modo, como os nimeros reais x; = a ou x, = —a veri-
ficam a equacio cos(x) = cos(a) = cos(—a), entdo usando as propriedades
dos angulos associados (cos(x+2km) = cos(x)), podemos notar também
que os reais x = a+2km e x = —a+2km (onde k é um ndmero inteiro), tam-

bém verificam essa equacio.

Por exemplo, resolva em R a seguinte equacio: cos(x) = cos(%).
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Solucio. Segundo a Proposicio 13.6, as solucdes da equacio cos(x) =

cos(%) si0 X = % +2kmex= —% + 2km, onde k é um ndmero inteiro.

13.2.2 Equacio sen(x) = sen(a)
Proposicao 13.7 Seja a um niimero real. A equagdo
sen(x) = sen(a),
tem por solugdes os niimeros reais:
Xx=a+ 2kmex=m-a+ 2km, onde k € um niimero inteiro.

Prova. Por simetria, provamos que existem dois pontos M e M do cir-
culo trigonométrico cujas ordenadas sdo iguais a sen(a). Usando o enro-
lamento da reta orientada (T) tangente ao circulo trigonométrico, temos

que:

1. Os pontos P(a + 2km) de (T) sdo associados a0 mesmo ponto
M do circulo trigonométrico,

1. Os pontos Q(mt — a + 2kn) de (T) sdo associados a0 mesmo

ponto M do circulo trigonométrico.

Entdo as solucdes da equacio sen(x) = sen(a) sio x = a + 2kmw e x = T—
a+2km, onde k é um numero inteiro. C.Q.D.

De outra maneira, como os nimeros reais x; = a ou x, = T —a verificam
a equacdo sen(x) = sen(a) = sen(m — a), entdo usando as propriedades dos
angulos associados ( sen(x) = sen(x + 2km) = sen(m — x + 2km)), pode-
mos notar também que os reais x = a+2km e x = m—a+2kn (onde k é um
numero inteiro), também verificam essa equacio. Isto é, temos que x =
a+ 2kme x=m— a+ 2km, onde k é um nimero inteiro, sdo solucoes da
equacdo sen(x) = sen(a).
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Por exemplo, resolva em R a seguinte equacio: sen(x) = -0, 5.

Solucio. Como sen(-T ) = —0.5, entdo a equacio sen(x) = -0, 5 é

equivalente a equacio sen(x) = sen(-T). Assim, segundo Proposi¢do 13.7,

as solucdes da equacio sen(x) = sen(—%) s30 x = % +2kmex= 'TT—% +2km

3, 2km, onde k é um ndmero inteiro.

13.3 Exercicios

Exercicio 13.1 Usando as férmulas das propriedades trigonométricas de adi-

¢do, expressar em termos de cos(x) e sen(x) as seguintes expressdes:
1. A(x) = cos( 57” - x);

2. B(x) = sen(x + 100m);

20;211 + %);

4. D(x) = cos(x — 78m);

3. C(x) = cos(

5.E(x) = cos(% —x) + 4 sen(x - % ) — 5 sen(m + x).
Solucio.

1. Vamos usar a relacio de adiciio cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(d)
e as relacdes cos(—x) = cos(x) e sen(—x) = —sen(x), assim como os valores
notaveis COS(%) =0e sen(%) =1, com a decomposi¢io 57“ =2m+ % As-
sim, obtemos:

A(x) = cos( 57“ — x) = cos( 57'” ) cos(—x) — sen(%‘) sen(—x).

Logo, temos A(x) = cos(%" —X) = cos(%rt ) cos(—x)+ sen(%") sen(x) = sen(x).

2. Usando a relaciio sen(a + b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen(b) e os valores

notaveis cos(2nm) = 1 e sen(2nm) = 0, temos:
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B(x) = sen(x + 100m) = sen(x) cos(1007) + cos(x) sen(100m).

Logo, temos B(x) = sen(x + 100m) = sen(x) cos(50 x 2m) + cos(x)

sen(50 x 27) = sen(x).

3. A relacio que vamos usar e a de adicio cos(a + b) = cos(a) cos(b) —
sen(a) sen(b) e os valores notaveis cos(2nm) = 1 e sen(2nm) = 0, para todo

numero inteiro n. Assim, temos:

C(x) = cos( %+ X) = COS(%) cos(x) — sen( 20;2“) sen(x).

20121, ) = cos(1006m) cos(x)—sen(10067)

Logo, temos ((x) = cos(
sen(x) = cos(x).

4. Vamos usar a relacio de adiciio cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b)
e os valores notdveis cos(2nm) = 1 e sen(2nmw) = 0, para todo numero in-

teiro n. Assim, temos:
D(x) = cos(x—78) = cos(x+(—78m)) = cos(x) cos(—78m)—sen(x) sen(—78m).
Logo, obtemos que D(x) = cos(x).

5. Vamos usar as relacdes de adicio cos(a+b) = cos(a) cos(b)— sen(a) sen(b)
e sen(a + b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen(b), e também os valores notiveis

cos(m2)=0,sen(m2)=1cos(m) =1 e sen(m) = 0. Assim, temos:

E(x) = cos( % —x) + 4 sen(x — %) — 5sen(m + x) = 6 sen(x) — 4 cos(x).

Exercicio 13.2 Seja x € [ ‘%t , 2mt] tal que cos(x) = % , calcule:
sen(2x) e cos(2x).
Solucido. Vamos usar as seguintes relacdes de arco duplo:

Seno: sen(2x) = sen(x + X) = senx. cos x + senx. cos x = 2senx cos X.

Cosseno: cos(2x) = cos(x+x) = cos x. cos x—senx senx = cos® x—sen’x.
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Vamos considerar a Relagio Trigonométrica Fundamental sen®x+cos? x = 1.

+v3

=é,logo,senx=_ >

Assim, temos: sen’x=1—-cos’ x=1 - 1
Como x¢€ [ 37" , 2], entdo, senx = — \/75 . Logo, deduzimos:

V3 V3

sen(2x) = 2sen(x) cos(x) = 2 x (—¥2) x 1__v3,
2 2 2
Como cos(2x) = cos? x — sen’x, temos:

cos(2x) = cos?(x) — sen?(x) = VR

Exercicio 13.3 Sendo sen?x + cos? x = 1 calcule: sen(2x).

Solucao. Como (senx + cos x)? = sen’x + 2 sen x. cos(x) + cos? x e sen’x
+ cos’ x = 1, temos:

(senx + cos x)* = sen’x + 2 sen x. cos(x) + cos® x =1 + 2 sen x. cos(x) = 1.
Logo, obtemos:
2 sen x. cos(x) =sen(2x)=1-1=0,

ou seja, sen(2x) = 0.

T

Exercicio 13.4 Sabendo que - = .

e usando as formulas das proprieda-

N w

des trigonometricas de adicdo, calcull

l.cosl;
(12)

2. T ;
sen( T )

3. Deduzir tan( ).
12

Solucao. Vamos usar as relacdes de adiciio do cos(a + b) = cos(a) cos(b)

— sen(a) sen(b) e do sen(a + b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen(b) e também
os valores notaveis cos(% ) = 1 , sen(% ) = 73 , cos(% ) = sen(% ) = %
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1. Usando as relacdes anteriores, obtemos:

COS(%) = cos(% — %) _ \/61‘ V2 _ \/é\/g;_ 1.

2. De maneira semelhante, temos:

T T :\/3—\/5:\/5\/54—1-

sen(%) = sen(g - Z> 1

3. A tangente é dada por:

tan(() = SE) _ VoL
12 cos(5) V341

Podemos também usar as relacdes cos(2a) = 2 cos?(a) — 1 e sen?(24)
1
.

>

2 —

T()= 3 (Tt)

=1 — cos’(a), e também os valores notiveis cos(z > p

Exercicio 13.5 Sabemos que% =2x % , € usando as formulas das proprieda-

des trigonometricas calcular:
m
1. cos(g) ;
m
2. sen(g) ;

3. Deduzir tan(%).

Solucao. Vamos usar as relacdes cos(2a) = 2 cos?(a) — 1 e sen®(a) = 1 —

cos’(a), e também os valores notaveis cos(% ) = sen(% ) = % .

1. Usando as relacoes anteriores, obtemos:
T b T
cos(— ) =cos(2.=)=2cos*(—=) - 1.
( i ) ( 3 ) ( 8)

Logo, temos: cos(%) =/(cos(T) +1)/2 = /\/§4+2 _V \/2§+2‘

2. Como senz(g) =1- cosz(%), entio temos:

V2+2 _2-V2
4 4

2,7
S y=1-—
sen (8)
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Logo, obtemos sen(%) = 2;”.

3. A tangente é dada por:

tan(%) = sen(§) _ V2-v2 (V2 - v2) _2-V2
87 cos(§) V2+2  2+VVR)(V2—-vR) V2

Logo, obtemos: tan(%) =v2-1.

8

Exercicio 13.6 Usando as formulas das propriedades trigonometricas de adi-
¢do, encontre as formulas dos angulos associados:

1. cos(x + 2m) = cos(x) e sen(x + 2m) = sen(x);
2. cos(m — x) = —cos(x) sen(m — x) = —sen(x);
3. cos(m + x) = —cos(x) e sen(m + x) = —sen(x);
4. cos(% - x) = sen(x) e sen(% — x) = cos(x);

5. cos(% + x) = —sen(x) e sen(% + x) = cos(x).

Solucao. Vamos utilizar as relacdes de adicio cos(a + b) = cos(a) cos(b) —
sen(a) sen(b) e sen(a+b) = sen(a) cos(b)+cos(a) sen(b), bem como os valo-
res notaveis cos(%) =0, sen(%) =1,cos(2nm) = 1, sen(m) = 0 e cos(m) = —1.

Assim, obtemos:

1. cos(x + 2m) = cos(x) cos(2m) — sen(x) sen(2m) = cos(x) e

sen(x + 2m) = sen(x) cos(2m) + cos(x) sen(2m) = sen(x).

2. cos(m — x) = cos(m) cos(—x) — sen(m) sen(-x) = —cos(x) e
sen(m — x) = sen(m) cos(-x) + cos(m) sen(—x) = —sen(x).

3. cos(m + x) = cos(m) cos(x) — sen(m) sen(x) = —cos(x) e

sen(x + 1) = sen(x) cos(m) + cos(x) sen(m) = —sen(x).
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4. cos(% —-x) = cos(% ) cos(—x) — sen(% ) sen(—x) = sen(x) e

sen(g —Xx) = sen(g ) cos(—x) + cos(E ) sen(—x) = cos(x).

5. cos(T + x) = cos(g ) cos(x) — sen(T ) sen(x) = —sen(x) e
sen(2 +x) = sen( ) cos(x) + cos(2 ) sen(x) = cos(x).

Exercicio 13.7 Calcular as linhas trigonomeétricas dos dngulos: —% , 5?“ , %" .

Solucdo. Vamos usar as relacdes de adicio cos(a + b) = cos(a) cos(b) —
(

sen(a) sen(b), sen(a + b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen(d), cos(—x) = cos(x) e
sen(—x) = —sen(x). Também, os valores notéveis cos(T) = V3 , sen(“) ==

1
2
0.

cos(T) = 1 ,sen(T) = V3 , cos(n) = sen(n) \[ e cos(m) =—1, sen( ) =
3 2 3 2
Assim, obtemos:
1. cos(—%) = cos(%) = % e sen(— 7;) = —sen(%) =— \é e tan(—m/3) = — V3.
5my _ ST cos(T) = V3
2. cos(?) = cos(m 6) cos( 6) > p
5ty _ _my_ m_1 5my _ _ V3
sen(?) = sen(m—=4) sen(6) 5 etan(2L) = T

3. Como 2™ = 21 — E , temos:
cos(T) = cos(—%) V2 , cos( Z T = sen(—%) __V2 ,e tan(7“) =-1.

Exercicio 13.8 Determine sen(a + b) sabendo que sen(a) = % , sen(b) = % e
que q, be]g sl

Solucio. Conhecidos os valores dos senos sen(a) = = , sen(b) = 3 ,ea
féormula do seno da soma sen(a+b) = sen(a). cos(b)+sen(b). cos(a), pre-
cisamos primeiramente conhecer os valores de cos(a) e cos(b). Como
sen?(x) + cos?(x) = 1, temos:
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2 2 — 1 = 2 - 1 _ 2 122 __Z
sen?(a) + cos?(a) cos*(a) sen’(a) s =25
9 16
(b) + cost(b) = 1 = cos(B) = 1 — sen(b) = 1 - = = 16,
sen?(b) + cos?(b) cos?(b) sen?(b) 35 =25
Assim, temos cos(a) =% % e cos(b) =t g .Como a, b e]% , [ deduzimos:
cos(a) = —% e cos(b) = —g ]

Agora, conhecidos os valores do seno e do cosseno e utilizando a

féormula do seno da soma, obtemos:

sen(a + b) = sen(a). cos(b) + cos(a).sen(b) = % x (— g )+ (- % ) x % =-1.

Exercicio 13.9 Resolva em R as seguintes equacdes:

1
1. ==;
cos(x) >
2. = Y2,
sen(x) >
3. cos(x) = — ﬁ;
2
1
4, -1
sen(x) >

Use a tabela dos valores notdveis.

Solucio.

1. Usando a tabela dos valores notaveis temos cos(%) = cos(-L) = 1

3 2
Como cos(a + 2nm) = cos(a), para todo niimero inteiro n entdo, a solu-

¢oes da equacio cos(x) = % s30 X = g +2nmoux= —% + 2nm.

N|§

2. Usando a tabela dos valores notiveis temos sen(%) = sen(m — %) =
Como sen(a + 2nm) = sen(a), para todo nimero inteiro n entdo, a solucdes da

equacdo sen(x) = ? sdo x =% +2nmoux=m —% +2nm = %" + 2nm.
3. Usando a tabela dos valores notaveis temos cos(m+ % )= cos(ST) =— %
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3

e cos(n— ) = cos(Z& ? Como cos(a+2nm) = cos(a), para todo nu-

mero 1nte1ro n entao, a solugées da equagdo cos(x) = — g SA0 X =T + %

57

+2nm ==~ +2n'rtoux—3T+2n7r

4. Usando a tabela dos valores notaveis temos sen(rm + I~ ) = sen( 77t)
= —% e sen(—T) = — . Como sen(a+2nm) = sen(a), para todo niimero
inteiro n entdo, a solu¢des da equacio sen(x) = —% s30 X = 7?“ +2nT ou

x=L 42nm.
6

Exercicio 13.10 Resolva em R as seguintes equagdes:

1. cos(2x) = cos(x — %);

V2

2.cos(5x+m3) =
3. sen(3x) = sen(2x — % );

1
4, + =)=
sen(—x . )

2
Solucido. Vamos usar os seguintes resultados:
cos(b) = cos(a) se, e somente se, b= a+ 2nm ou b=—a+ 2nm, onde neZ.

sen(b) = sen(a) se, e somente se, b= a+ 2nm ou b=m— a+ 2nm, onde neZ.

1. Temos cos(2x) = cos(x — T) se, e somente se, 2x = x — & + Zn'rt ou 2x

= —x+ % +2nm, onde n € Z. Logo, temos x = —% +2nT ou X = 9 Iy 2%‘ s
onde neZ.

2. Temos cos(5x + %) _V2_ cos(—) se, e somente se, 5x + = =T 4 2nm
ou 5x+% = ~T4 2w, onde n e Z. Logo, temos x = — 6E0+2%r oux= _?0[

+2%T,ondeneZ.

3. Temos sen(3x) = sen(2x — % ) se, e somente se, 3x = 2x—% + 2nmouldx
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=Tt—(2x—ﬂ)+2nn,onde neZ.Logo, temos: x = —% + 2nmw ou 5x = T

+I 4 20w, ou seja, x=T 4 2nm s onde ne Z. Entéo, a solucio da equacio

2nm

sen(3x) = sen(2x— " ™) édada por: x= —Z +2nmoux= Z + 4<% ‘onde neZ.

4. Temos sen(— X+Z) =-12 =sen(— 6) Logo, temos: —x+T = T opm

-1lm

ou —x+ T = t—(—T )+2nm. Assim, obtemos: x = ‘?—2 +2nmou x= > +2n,

onde neZ.

Exercicio 13.11 Resolva em [ 5 % ] as seguintes equacdes:
1. cos(4x + ) = cos(x +
2. sen(2x + % )=0.

Solucio. Aqui também vamos usar os seguintes resultados:

cos(b) = cos(a) se, e somente se, b= a+ 2nm ou b= —a + 2nm, onde
ne.

sen(b) = sen(a) se, e somente se, b= a+ 2nmwou b= 1 — a+ 2nm, onde
nel.

1. Como cos(4x + ) = cos(x + 37 4 ) temos:

3

4x+ﬁ=x+37"+2n7rou4x+7r=—x— + 2nm, com neZ.

Logo, temos:

3x=_ﬂ+Znnou5x=—7—“+2mv,comn€Z,
isto €,
n , 2nmw 2nm
Xp=— T T G, = = L AT o neZ
TR 7720 5

Como as duas solucdes x; e x, pertencem ao intervalo [—% , % ], temos:
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NI:]

Logo, temos L<xm=-L+ nm o somente para n =0, e Tex,=
12 3 2 2
_Im 2nm @

20 2 somente para n =0 ou n= 1 ou n = 2. Logo, as solucoes

da equacio trigonométrica cos(4x+m) = cos(x+ 3; )

intervalo [-T , ] sio:
2°2

que pertencem ao

T 7 T 9
Xi=——, X =—""T,X3=—,Xy=—T
2T 2077 T 200 20

2. Como sen(2x + % ) = 0 = sen(0), temos:

2x+§=2nﬂ'com ne.

Assim, temos: x = —%+n'rt com n e Z. Logo, temos —% <x = —%Hfm s% so-
mente para n = 0. Entdo, a equacdo trigonométrica sen(2x + % ) =0 tem uma
unica solucio que pertence ao intervalo [—E % ],isto é, x= —%

Exercicio 13.12 Resolva em R e depois em [—m, 7] as seguintes equacdes:
1. cos(%) =0,
2. cos(x) = cos(x + % ),
3. sen(2x — % ) = —sen(x).
Solucido. Aqui também, vamos usar os seguintes resultados:
cos(b) = cos(a) se, e somente se, b= a + 2nm ou b= —a+ 2nm,onde ne Z.
sen(b) = sen(a) se, e somente se, b= a+ 2nm ou b=m— a+ 2nm, onde neZ.
1. Temos cos(%) =0= cos(%), logo:

X T 4 2nm, ou seja, x = T + 4nm, ou = = T 4 2nm, ou seja, x

= —m+4nm. Como as solugdes da equacio trigonométrica cos(%) =0 per-

tencem ao intervalo [-m, ], deduzimos que x = 7 ou x = —.

352



2. Para a equacio cos(x) = cos(2x — %) temos:
X = 2x—§+ 2n'n'oux=—2x+§+ 2nm, onde ne Z,

ou seja,

x=§+2mtoux=g+ Z%Y,Ollde nez,

Como as solucdes pertencem ao intervalo [—, ], deduzimos que

as solucdes da equacio trigonométrica cos(x) = cos(2x — I sio: T x=
3 3

T 7m 51

4 M 2T,

9° 9 9

3. Como sen(2x — %) = —sen(x) = sen(-x), logo, temos:

2T sy zymouzx—§=x+ 2nm, onde n e Z,
ou seja,
x=%+ 2%foux=%“+2n¢t,ondeneZ.

Como as solugdes pertencem ao intervalo [—m, 7], deduzimos que as so-

lucdes da equacdo trigonométrica sen(2x — T) = —sen(x) sio: &, x =T
pag 3 37779
el
9

Exercicio 13.13 Resolva em R as seguintes equacdes:
1. cos(x) = sen(x);
2. cos(x) = —sen(f);
3. sen(2x) = cos(—x + %).
Solucédo. Aqui vamos usar os seguintes resultados:
sen(% —a) =cos(a) e sen(% + a) = cos(a), onde ne Z.

cos(% —a)=sen(a) e cos(% + a) = —sen(a), onde n e Z.
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Bem como, os resultados:

cos(b) = cos(a) se, e somente se, b= a + 2nm ou b= —a + 2nm, onde
neZ.

sen(b) = sen(a) se, e somente se, b=a+ 2nmou b=m — a + 2nm,

onde neZ.

1. A equacio cos(x) = sen(x) equivale a cos(x) = cos(Z — x), assim dedu-
zimos que: x = % — x+ 2nm (neZ), ouseja, 2x == + 2nm (n e Z). Logo,
as solucdes da equacio trigonométrica cos(x) = sen(x) sio: x = E +
nr (neZ).

2. A equacio cos(x) = —sen(¥) equivale a cos(x) = cos(X + T), assim de-
duzimos que: x=§ +%+ 2nm (neZ)oux= —%—% +2nm (neZ), ou seja,
x— % = % +2nn(neZ)oux+ % = —§+ 2nm (ne Z). Logo, as solucdes da

equacdo trigonométrica cos(x) = sen(x) s3o:

x=7r+4n7r0ux=—§+ 4%{ ,onde neZ.
3. A equacio sen(2x) = cos(—x+ % ) equivale a sen(2x) = sen(—x+ % + %),
assim deduzimos que: 2x = —x + g + % +2nmoulx=m+ x— g - §+
2nm (neZ). Logo, as solucdes da equacio trigonométrica cos(x) = sen(x)
sd0: x = 2 4 21T (e = Ty D (nez).
18 3 6

Exercicio 13.14 Resolva em R as seguintes equacoes:

=

1.cos’(x) = =;

Blw o

2 sen?(x) = =;

3. sen?(x) = cos*(x).
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Solucio.

T

1. A equagio cos’(x) = 1 equivale a cos(x) = Y= = cos(+) ou cos(x) = —

V2 V2
2

= cos(T + m). Assim,deduzimos que as solucdes da equacio trigonomé-
trica cos?(x) = % sdo: x = % +nn(nelZ).

V3

3 T
=sen{—)ousen\x)=——
() (x) ==

2. A equagdo sen’(x) = 3 equivale a sen(x) =

ol

= —sen(T). Logo, deduzimos que as solugdes da equacio trigonométrica

sen?(x) =%sio: x=%+ 2nmTou x = —%+ 2nm (neZ).

3. A equacio sen?(x) = cos*(x) equivale a cos(x) = sen(x) ou cos(x) = —sen(x)
= sen(—x). Logo, com o0 mesmo método do Exercicio 13.13 obtemos as solu-

coes das equacdes cos(x) = sen(x) ou cos(x) = —sen(x) = sen(—x).
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CAPITULO 14
Funcoes Trigonométricas Basicas

Objetivos

Neste capitulo vamos apresentar as propriedades das fun-
¢Oes trigonomeétricas basicas: seno, cosseno e tangente.

14.1 Preliminares

As funcdes trigonométricas constituem um tépico fundamental
da matem 4tica nas ciéncias exatas e aplicadas, tanto por suas aplica¢des,
como pelo papel fundamental que desempenham na anilise real. Inicial-
mente, a trigonometria trabalhava com problemas envolvendo a resolu-
¢do de tridngulos, que consistia em determinar os seis elementos dessa
figura, isto é, os seus trés lados e trés angulos, conhecendo trés desses
elementos, sendo pelo menos um deles um lado. Mas, com o Célculo Di-
fferencial e Integral, surge entio a necessidade de considerar os conceito
de seno, cosseno e tangente, como funcdes reais de uma varidvel real.

A propriedade fundamental das funcoes trigonométricas que é a
periodicidade, é bem adequada para estudar virios fendmenos naturais
do tipo periddico, oscilatéria ou vibratdria, tais que: movimento de pla-
netas, som, corrente elétrica alternada, circulacio do sangue, batimentos
cardiacos, etc.

Quando se opera com numeros sen(x), cos(x) e tan(x) no triangu-
lo retangulo, x representa a medida de um angulo agudo. Vamos esten-
der as nocdes de seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecan-
te de x para o caso em que x representa a medida de um angulo qualquer.
Nesta situacio usaremos como medida o radiano.
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14.2 Duas definices importantes

Visto que as funcdes trigonomeétricas seno e cosseno sio periddi-
cas, vamos recuperar os conceitos de periodicidade e paridade. Vejamos
a seguir a definicdo geral de uma funcio periddica.

Definicao 14.1 O que é uma funcio perioédica? Uma fungdo f:R - R, € pe-

riédica quando existe um niimero real T# 0 tal que f{x+ T) = f{x) para todo x € R.

O menor niimero T > 0 tal que f(x+T) = f(t) para todo real x chama-se
periodo da funcdo f.

Se f: R > R, é periddica, entdo flx + kT) = flx) para todo real Te
todo inteiro k.

As propriedade cos(—x) = cos(x) e sen(-x) = —sen(x), levaram a
considerar a seguinte definicio:

Definicao 14.2 Funcao par e Funcao impar Seja uma fungio f: R - R.
1. Dizemos que f € par quando fi—x) = fx), para todo real x.

2. Se fl—x) = —f(x), para todo real x a funcdo € chamada impar.

14.3 Propriedades de Funcio seno
Funcio seno. A funcio seno é a funcio f: R — R definida por:
fx) = sen(x).

Segundo as propriedades trigonométricas do seno, podemos de-
duzir vérias propriedades da funcdo seno. As primeiras propriedades ele-

mentares da funcio seno sio apresentados a seguir.

Como para qualquer x podemos calcular seu seno, o dominio é
caracterizado da seguinte forma:
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Dominio. O dominio da funcio seno é igual a R, ou seja, a funcio seno

estd definida para todos os valores reais:
Dom( sen) = R.

De acordo com o circulo trigonométrico para todos os nimeros
reais x, temos —1 < sen(x) < 1; portanto, o conjunto imagem da funcio

seno é caracterizado da seguinte forma:

Conjunto imagem. O conjunto imagem da funcio seno corresponde ao
intervalo real [-1, 1], porque —1 < sen(x) < 1, para todo x € R.

Periodicidade. A funcio seno é periddica e seu periodo é 2, isto é, Ax
+ 2m) = f{x), para todo x e R.

Sinal. A partir do circulo trigonométrico podemos deduzir que o sinal
da funcdo seno é positivo quando x pertence ao intervalo [0, rt]. No in-

tervalo [m; 2], o sinal é negativo.

O quadro dos sinais da func¢ao f{x) = sen(x) é dado por:

T 0 m 27

sinal de f(z) = sen(z) + 0 -

Imparidade. Em rela¢do a simetria, a fun¢io seno é uma func¢do impar:

sen(—x) = —sen(x).

Definicao 14.3 A curva da funcio seno flx) = sen(x) € chamada de sendide.

SN SN S

Curva da funcio flx) = sen(x)
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Segundo o gréfico o quadro de variacdes de f{x) = sen(x) sobre o

intervalo [0, 7] é da seguinte forma:

T 0

= |1y

f(x) = sen(z) /! \

14.4 Propriedades da Funcao cosseno
Funcio cosseno. A funcio cosseno é a funcio f: R — R definida por:
fx) = cos(x).

Segundo as propriedades trigonométricas de cosseno, podemos
deduzir vérias propriedades da funcio cosseno. As primeiras proprieda-

des elementares da funcio cosseno sio apresentados a seguir.

Como para qualquer x podemos calcular seu cosseno, o dominio

é caracterizado da seguinte forma:

Dominio. O dominio da funcéo cosseno é igual a R, ou seja, a funcio
cosseno estd definida para todos os valores reais:

Dom(cos) = R.

De acordo com o circulo trigonométrico para todos os nimeros
reais x, temos —1 < cos(x) < 1; portanto, o conjunto imagem da funcio

cosseno é caracterizado da seguinte forma:

Conjunto imagem. O conjunto imagem da func¢io cosseno correspon-

de ao intervalo real [-1, 1], porque —1 < cos(x) < 1, para todo x e R.

Periodicidade.A funcio cosseno é periddica e seu periodo é 2, isto §é,
fx+2m) = fx), para todo x e R.
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Sinal. A partir do circulo trigonométrico podemos deduzir que o sinal
da funcdo cosseno é positivo quando x pertence ao intervalo [0, T1.No
intervalo [T ; 3n 1, o sinal é negativo. O quadro dos sinais da funcio f{x)

= cos(x) é dado por:

x 0
sinal de f(x) = cos(x) 0 +

[=NINTE}
|

o -
+

o

Paridade. Em relacio a simetria, a funcdo cosseno é uma func¢io impar:

cos(—x) = cos(x).

Definicao 14.4 . O grdfico da funcdo flx) = cos(x) € uma curva chamada de

cossendide.

Curva da funcio flx) = cos(x)

Segundo o grifico o quadro de variacdes de f{x) = cos(x) é da seguinte forma:

z |0 5 T
1

f(@) .

N

-1 ‘

14.5 Propriedades da Funcio tangente

Definicao 14.5 A fungdo tangente € a funcdo definida por:
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Segundo as propriedades trigonométricas de seno e cosseno, po-
demos deduzir vérias propriedades da funcio tangente. As primeiras

propriedades elementares da funcio tangente sio as seguintes:

Dominio. A funcio tan(x) é, portanto, um quociente. E como tal, tan(x)
existe somente quando o denominador é diferente de zero. Em resumo:
tan(x) existe quando e somente quando cos(x) # 0. Mas quando temos
cos(x) = 0? De acordo com o circulo trigonométrico, para a fungio cosse-
no, temos cos(x) = 0 se e somente se x =~ + 2k, onde ke Z, ou x = —% +
2km, onde k € Z. Em ambos os casos, k é um inteiro relativo, assim tan(x)

existe quando e somente quando x ;é% + k.

Em conclusio, o dominio da fungéo tangente é dado por:

Dominio. O dominio da fungo tangente é:

Dom(tan) = {x e R, tal que x#m 2 + km, k e Z}.

It T T T 3w
Dom(tan) =...] -=— —-=[U] -—=, = =, = [U....
om(tan) = ...] 5 2[] 22[]2 2[

Conjunto imagem. O conjunto imagem da funcio tangente correspon-
de ao conjunto R. A periodicidade das funcdes seno e cosseno permite

deduzir que a tangente também é periddica.

Periodicidade. A funcio tangente é periddica e seu periodo é T, isto é,
para cada x real cuja tangente existe, temos que:
sen(x + ) —sen(z) sen()

tan(z + ) = cos(z + ) T cos(z + ) - cos(x) = tan(z),

Assim, temos que:

Periodicidade da funcdo tangente. Para todo x € R com x # % + km
onde k € Z, temos que:

tan(x + m) = tan(x).
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Isto é, a funcdo tangente é periddica de periodo .

Seu estudo pode, portanto, ser restrito a um intervalo de compri-
mento .

Noés vamos utilizar o intervalo ] — > ; 5

A partir do circulo trigonométrico e dos sinais do seno e do cosse-
T . [, podemos deduzir o sinal da funcio tangente.

no no intervalo ] - —; =
2°2

Tle

Sinal. A funcio tangente é positiva quando x pertence ao intervalo [0, 5

no intervalo [—% ; 0], o sinal é negativo.

O quadro dos sinais da funcgo f{x) = tan(x) é dado por:
0
- 0 1

I3

ME]

x

sinal de f(z) = tan(z)

imparidade. Em relacdo a imparidade do seno, sen(-x) = —sen(x), e a
paridade do cosseno cos(—x) = cos(x), deduzimos:

sen(—x)  —sen(z) _ sen(z) = —tan(z)

tan(—z) = cos(—x)  cos(z 4 ) cos(x)

para todo x €] —%;% [.

[

)

SRE
SYE]

Imparidade. A funcio tangente é impar em ] —

O grifico da funcio cosseno flx) = tan(x) é uma curva dada por:
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Curva da funcio f{x) = tan(x)

Segundo o gréfico o quadro de variacdes de f{x) = tan(x) no inter-
valo ] - % ,% [ é da seguinte forma:

T —

N

f() = tan(z) J

Assim, a funcdio tangente é crescente em [0; %[, etambém em ] — g; 0].

Em suma, a funcio tangente estd sempre crescendo em cada intervalo
1- % + 2km; % + 2krt[,onde ke Z.

Observacao 14.1 Os zeros da funcdo tangente sdo os zeros da funcdo seno, isto

¢, tan(x) = 0 quando x = kr, para todo k em Z.

Observacao 14.2 A imagem da fun¢do tangente € o conjunto dos niimeros
reais. E a funcdo tangente ndo estd definida para os valores x = km + /2, para

todo k em Z, ou seja, estes pontos ndo tém imagem pela funcdo tangente. Observe
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0 que acontece na vizinhanga destes pontos, lembrando das consideracoes que

fizemos para os valores notdveis da tangente. Nos intervalos abertos:
w1 =3n/2,~n/2[; 1 = /2, n/2[; 1n/2, 3n/2], ...

a fungdo tangente € injetora. Assim, a funcdo tangente € inversivel em cada um
destes intervalos.

14.6 Algumas consideracdes uteis.

As funcdes seno, cosseno e tangente tém caracteristicas especiais.
Vamos utilizar todas as informag¢des que ji temos sobre o comporta-
mento destas funcoes, elas serdo muito importantes para as disciplinas
de Calculo. Para entender melhor os exercicios resolvidos desta lista, fa-
remos as seguintes consideracdes importantes:

Graficos das funcdes seno e cosseno. Ji vimos que o dominio das fun-
¢Oes seno e cosseno € o conjunto dos numeros reais R e o conjunto das
imagens é o intervalo [-1, 1] e os graficos destas fun¢des estio contidos
na faixa horizontal [-1, 1] x R. Para a funcio tangente, o dominio é
{xeR tal que x # I, krt, k € Z}, e o conjunto das imagens é R. Estude os
graficos com atencio, pois eles lhe daro informacdes importantes sobre

O comportamento das fungées Seno, Cosseno e tangente.

Zeros das funcoes seno, cosseno e tangente. Os zeros do seno e do cos-
seno sdo importantes para estudar a func¢io tangente, bem como as funcdes,
cotangente, secante e cossecante. Os zeros das funcdes seno e cosseno sio

os valores de x para os quais se tem sen(x) = 0 e cos(x) = 0, respectivamente.
Ao analisarmos os graficos de seno e cosseno, vemos que:

«  Os zeros de sen(x) sdo: ... , =3m, —2m, —m, O, m, 2m, 3m, ..., ou

seja, os valores de x dados por x = 2km, para todo k € Z.
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«  Os zeros de cos(x) sio: ..., _om , _3m , o 3n , om Jeery OU
2 2 2°2°2° 2
seja, os valores de x dados por x = @ = kmt + % , para
todo ke Z.

«  Os zeros de tan(x) sdo: ... , =3m, —27, —m, 0, w, 27, 3, ..., ou

seja, os valores de x dados por x = 2k, para todo k € Z.

Funcdes compostas envolvendo as funcdes seno, cosseno e tangente. Se-
jam as funcdes trigonométricas usuais u(x) = sen(x), v(x) = cos(x) e w(x)
= tan(x). Seja f: R - R uma funcdo real, e com as funcdes compostas

podemos conseguir novas funcdes, tais como:
o f1x) = u(f(x) = sen(fx); fo ulx) = flu(x)) = f{ sen(x));
vo fix) = i) = cos(Ax); fo (x) = An(x)) = Acos(x);
wo f1x) = w(f(x)) = tan(fx); fo wlx) = flw(x) = fitan(x)).

Deste modo, para alguns casos especiais da func¢io f podemos
conseguir novas funcdes trigonométricas. De maneira geral, lembre-se
que usando a composicio de funcdes elementares, podemos construir
novas funcdes. Assim, a composicio das funcdes trigonométricas seno,
cosseno e tangente com outras funcdes, também possibilita construir
novas fun¢des numeéricas interessantes.

14.7 Exercicios
Exercicio 14.1 Seja a funcdo f: R — R definida por: flx) = x + .
1. Determine a funcdo u o flx), onde u(x) = sen(x).

2. Estude o grdfico da funcdo h(x) = uo f(x), onde u(x) = sen(x), comparando-o
com o grdfico de u(x) = sen(x).
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Solucio.
1. Para todo x € R, temos:
h(x) = uo flx) = sen(f{x)) = sen(x + ).

2. Os graficos das funcdes u(x) = sen(x) e h(x) = uo flx), sio dados por:

Grafico de: sen(x)

Gl’é'\f(:u de: h(z) = sen(x + )

Analisando os grificos das fun¢des u(x) = sen(x) e h(x) = uof(x),
podemos deduzir:

a. Formato dos graficos. Os grificos das fun¢des u(x) = sen(x) e h(x) =
u o flx) possuem o mesmo “formato”. A diferenca é u(x) = sen(x). Note

que os graficos das duas fun¢des cortam o eixo dos x nos mesmos pontos;

b. Dominio e o Conjunto Imagem. O dominio e o conjunto imagem

da funcio h(x) = uo f{x) sio os mesmos da funcio u(x) = sen(x);

c. Periodo. As funcdes u(x) = sen(x) e h(x) = uo f{x) sio periddicas e tém
o mesmo periodo T = 2.

Exercicio 14.2 Seja a funcdo f: R — R definida por: flx) = x + 1.
1. Determine a funcdo g(x) = fo u(x), onde u(x) = sen(x).
2. Estude o grdfico da funcdo g(x) = fo u(x), comparando-o com o grdfico de

u(x) = sen(x).
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Solucio.
1. Para todo x € R, temos:
g(x) = fo u(x) = fl sen(x)) = sen(x) + 1.

2. Os gréficos das funcdes u(x) = sen(x) e g(x) = fo u(x), sao dados por:

3
Gréfico de: g(jr) =
2(

Gréfico|de: sen(x)
-2

Analisando os graficos das funcdes u(x) = sen(x = fo u(x), pode-
mos deduzir:

a. Formato dos graficos. Os graficos das funcdes u(x) = sen(x) e
g(x) f o u(x) possuem o mesmo “formato”. A diferenca é que o gréfico
de g(x) = fo u(x) estd “deslocado” de 1 unidade para cima (ou na vertical)
no plano cartesiano em relacio ao de abcissa x que sdo zeros de u(x) =
sen(x), isto é, aqueles que verificam sen(x) = 0.

b. Dominio eo conjunto Imagem. O dominio e o conjunto imagem da

funcio g(x) = fo u(x) s@o os mesmos da funcio u(x) = sen(x).

c. Periodo. As funcdes u(x) = sen(x) e g(x) = fo u(x) sdo periddicas e tém
o mesmo periodo T = 2.

Exercicio 14.3 Seja f: R - R uma funcdo periédica de periodo T. Mostre
que a funcdo definida por g(x) = cflax+b), com a> 0 e b, ce R, € periddica de
periodo =-.
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Solucio. De fato, para todo x € R, temos:
(x+—)—cf(ax+— +b) =cflax+ m+ T) = cflax + b) = g(x).

Logo, a funcio g(x) = ¢flax + b), com a > 0 e b, ce R, é periddica de peri-

odo T
a

Observacao. Este exercicio tem muitas aplicacdes em matemdtica e em
outros campos das ciéncias exatas e aplicadas, como fisica, quimica, etc.
Pode ser aplicado nas func¢des trigonométricas, como veremos no exer-

cicio a seguir.
Exercicio 14.4 Determine o periodo de cada uma das seguinte funcoes:
1. g(x) = sen(3x + %);
2n
2. h(x) = =X+ =
() = cos( PR
Solucéo. Vamos aplicar o resultado geral do Exercicio 14.3.

1. A funcio g(x) = sen(3x + 7 3 ) é de forma: g(x) = . sen(ax + b) com a

=3>0,b=m3ec= 1. Como a funcio sen(x) é periddica de periodo 2,
entdo a funcio g(x) = sen(3x + g ) é periddica de periodo T = 2?7[

2. A funcio h(x) = cos(ix + 2—ﬁ) é de forma: h(x) = c. cos(ax + b) com a

-1, 0,b= 2T o o~ 1.Comoa funcio cos(x) é periédica de periodo 2,

entio a funcio h(x) = cos(%x + 2?“) é periddica de periodo T = zf = 6.

3
Exercicio 14.5 Seja a funcdo f: R — R definida por: f{x) =
1. Determine a expressao da funcdo h(x) = coso f(x).
2. Estude o grafico da funcao h(x) = coso f(x), comparando-o com o grdfico de cos(x).

Solucio.

1. Para todo x € R, a expressdo da funcio h(x) = cos o flx) é dada por:
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h(x) = cos o flx) = cos(f(x)) = cos(2x).

2. Os gréficos das funcdes g(x) = cos(x) e h(x) = cos o flx), sio dados por:

4

w

2
Curva de f(x)=cos(x)

Curva d¢ g(x)=cos(2x)
-2

-3

—4

Analisando os grificos das funcdes g(x) = cos(x) e h(x) = cos o flx) =
cos(2x), podemos deduzir:

a. Formato dos graficos. Os graficos das fun¢des g(x) = cos(x) e h(x)
= cos oflx) = cos(2x) possuem o mesmo “formato”. Contudo, o grafico
de h(x) = cos ofix) = cos(2x) corta o eixo dos x nos valores dados por x =
kr+ T, enquanto o grafico de g(x) = cos(x) corta o eixo n x os valores
dedados por x = km + % , paratodo ke Z.

Assim, as funcdes g(x) = cos(x) e h(x) = cos oflx) = cos(2x) ndo
tém os mesmos zeros. Isto significa que g(x) = cos(x) e h(x) = cos of(x) =
cos(2x) ndo tém o mesmo periodo.

b. Dominio. O dominio da fungio h(x) = cos of{x) = cos(2x) é 0 mesmo
da funcio g(x) = cos(x).

c. O Conjunto Imagem. O conjunto imagem da funcio h(x) = cos of(x)
= cos(2x) é dado por [-1; 1].

d. Periodo. A funcio h(x) = cos of(x) = cos(2x) é periddica de periodo T
=, de fato, temos, h(x+m) = cos(2(x+m)) = cos(2x+2m) = cos(2x) = h1(x).
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Exercicio 14.6 1.Estude a funcdo f(x) = | sen(x)|.
2. Esboce o grdfico de f(x) = | sen(x)|.

Solucio.

1. Temos as seguintes propriedades:

a. Dominio. O dominio da funcio f(x) = | sen(x)| ¢ o mesmo da funcio
sen(x): D(f) = R.

b. O Conjunto Imagem. O conjunto imagem da funcdo f{x) = | sen(x)| é

dado por [0, 1], ndo é o mesmo da funcio sen(x).

c. Paridade e Periodo. Como f(-x) = | sen(-x)| = |- sen(x)| = | sen(x)|
= f(x), temos flx + 27) = | sen(x + 27)| = | sen(x)|, assim a fun¢do fé uma
funcio par e periddica de periodo T = 2.

2. Esbocemos o grifico da funcio de fx) = | sen(x)|:

2

Exercicio 14.7 Determine o dominio e o periodo da funcdo:
Ax) = tan(x - %)
Solucio.
1. Dominio. Seja o = x— % , entdo existe tan(a) se o #% +km, para ke Z.

Logo, temos:
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a=x-T#T tkn=>x#T+ Ly k.
4" 2 4 2
Entio, o dominio da funcio f¢é dado por:
D(f) = {xe]R;x;ég’TTu km; ke Z3.

2. Periodo. Vamos aplicar o resultado geral do Exercicio 14.3 acima. A
fungio flx) = tan(x — ) ¢ da forma: flx) = ctan(ax + b) com a= 1> 0,
b=-T¢ec¢=1. Como a funcio tan(x) é periddica de periodo m, entio a
fungio flx) = tan(x — %) é periddica de periodo T = % =T

Exercicio 14.8 Estudar a funcdo:

Ax) = cos(—x + %).

Solucio.

1. Dominio. Como o dominio da funcio cos é dado por D(cos) = R, en-
tdo o dominio da funcdo flx) = cos(—x + ? ) é D(f) =R.

2. Paridade. Para x € R temos f{—x) = cos(x + Ty #cos(-x + ) e fl-x)
= cos(x + g) # —cos(x + I). Portanto, a funcio f{x) = cos(—x + T hio é par,

nem impar uma vez que fl—x) # flx) e A—x) # —fx).

3. Grafico. Tem-se, em seguida o gréfico da fun¢do flx) = cos(—x + % )

no intervalo [0, 7], a partir do qual, tém-se as conclusdes para a funcio:
f(x) = cos(—x + %)

7NN

g(z) = cos(z)

Aqui a discussio sobre o periodo e imagem fazem parte do item 3.

a. Periodo. Observando o grifico da funcio f{x) = cos(—x + T, nota-se

que o periodo nio se alterou, em relacio ao periodo da funcio cos(x),
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porque houve apenas uma translacio do grafico da funcio g(x) = cos(x)
de T unidades, no sentido negativo do eixo Ox. Logo, o periodo da fun-

c¢io flx) = cos(—x + %) continua sendo igual a 2.

b. Conjunto Imagem. Pelo grifico, observa-se que o conjunto imagem
da funcdo dada é Im(f) = [-1, 1], ou seja, ndo sofreu altera.c 3o em rela-
¢i0 a0 conjunto imagem da funcio cos(x).

Exercicio 14.9 Estudar a funcdo:
fx)=1-2cos(- f).

Solucdo. Uma vez que a funcido cosseno é par, tem-se que cos(—f) =
Cos(f), temos flx) =1 -2 COS(—%) =flx)=1-2 cos(%).

1. Dominio. Como o dominio da funcio cos é D(cos) = R, entio o domi-
nio da funcio flx) =1 -2 cos(—f) é dado por D(f) = R.

2. Paridade. Para x € R temos fl—x) = 1-2 cos(Z) = 1-2 cos(—%) = flx),

porque cos(—x) = cos(x). Portanto, a funcio flx) =1 -2 cos(—;c) é par.

3. Periodo. A funcio f(x) = 1-2 cos(—%) =1-2 cos(%) é de forma: h(x) =

d+c cos(ax+b) com a = 1, 0,b=0,c=-2ed=1. Como a funcio cos(x)
é periddica de periodo 2, entdo a funcio flx) = 1-2 cos(—;f) =1-2 cos(%) é

periédica de periodo T'= 27"" = =6m
Exercicio 14.10 Determine o dj)rm’nio e 0 periodo da funcao:
flx) = tan(3x).
Solucio.
1. Dominio. Seja o = 3x, entdo existe tan(a) se o #% + km, para k€ Z.

Logo, temos:

0=3x#T 4 bn= x# T + T,
2 6 3
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Entio, o dominio da funcio fé dado por:
D(f) = {xeR;x#%+ k%; keZ}.

2. Periodo. Vamos aplicar o resultado geral do Exercicio 14.3 acima. A
funcio flx) = tan(3x) é da forma: f(x) = ctan(ax+ b) coma=3>0,b=0e
¢=1. Como a funcio tan(x) é periddica de periodo T, entdo a funcio f(x)

= tan(3x) é periddica de periodo T = %

Observacio. A funcio do tipo f{x) = d + ctan(ax + b), onde q, b, ce d s3o
nimero reais, com a > 0, é periédica cujo periodo T é dado por T=T,
a

Exercicio 14.11 Estudar a fungcdo:
fx) = tan(2x).

Solucéo. O procedimento é andlogo ao jd adotado para as funcdes seno,

CoSsseno € tangente.

1. Dominio. Para que seja possivel calcular a tangente de 2x, é necessério
que 2x seja diferente de T + km, k € Z, ou seja, 2x# T + km, logo teme-se
x 7&% + k% (k€ Z). Entio, o dominio da funcio f¢é dado por:

D(f):{xeR;x#%+k%;keZ}.

2.Grafico. Tem-se, assim o gréfico da funcio fx) = tan(2x) no intervalo

[0, 7], a partir do qual, tém-se as conclusdes para a funcio:
4

3
2

Zta: = 3T
Reta: o = =

a8

Reta: x =
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Aqui s3o andlises referentes ao item 2.

a. Paridade. Temos fl—x) = tan(-2x) = —tan(2x) = —f(x) , ou seja, a fun-

c¢io flx) = tan(2x) é impar.

b. O Conjunto Imagem. E 0 mesmo da funcio tan(x), assim tem-se
Im(f) =R

c.Periodo. Comparando com a funcio, o gréfico da fun¢do f{x) = tan(2x)
mostra que o periodo se alterou, porque o x foi multiplicado por 2. Por
outro lado, tem-se que o periodo da fun¢io fx) = tan(ax), com a > 0, é
dado por T = T (aplicando o Exercicio 14.3), no caso da funcio f(x) =
tan(2x), tem-se T = %

Exercicio 14.12 Funcdo cotangente. Chama-se cotangente de ¢, com o
1 _cosle)

] ” tan(a) - sen(o)
denotada por cot(e). A funcido cotangente é definida por:

fx) = cot(x)

# km, onde k € Z, o inverso da tangente de ¢, isto §é,

cos(x)
= sen(x)

Estudar a fungdo cotangente.
Soluc@o. O procedimento é andlogo ao ja adotado para a funcio tangente.

1. Dominio. Para que seja possivel calcular a cotangente de x, é neces-
sario que sen(x) # 0, entdo x # km, k € Z. Entdo, o dominio da funcio
cotangente é dado por: D(f) = {x e R; x # kr; k e Z}.

2. Periodo. Tem-se que o periodo da funcdo tan(x) é dado por T = T,

e como o caso da funcio f(x) = cot(x) = - 1 , entdo tem-se flx + m) =

1 an(x)

;) , ou seja, f(x+m) = cot(x+m) = cot(x) = f(x).

cotlx+m) = ——— =
( ) tan(x+m)  tan(x

Logo, a funcdo cotangente é periddica de periodo T = m.

3. Grafico. Tem-se, assim o gréfico da funcio flx) = cot(x) no intervalo
[0, 7], a partir do qual, tém-se as conclusdes para a funcio:
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Reta: x T Reta: x =0 Reta: @ =7

Aqui s3o andlises referentes ao item 2.

cos(-x)  cos(x)

= sen(-x) ~ - sen(x)
ou seja, a funcio flx) = cot(x) é impar.

a.Paridade. Temos f{—x) = cot(~x) = —cot(x) = —f(x),

b. O conjunto Imagem. E 0 mesmo da funcio tan(x), assim tem-se
Im() =R.

Exercicio 14.13 Fungao secante. Chama-se secante de o, com 0. # T +kr, onde

ke Z, o inverso do cosseno de e, isto €, —1() Ela é denotada por sec(ar) = os@)

funcdo secante € definida por: f(x) = sec(x) = cos)"

Estudar a fungdo secante.
Solucio.

1. Dominio. Para que seja possivel calcular a secante de x, é necessrio
que cos(x) # 0, entdo x #% + km, k € Z. Entdo, o dominio da funcio se-

cante é dado por:
D(f) = {xeR; x#§+ km; ke Z3.

2. Periodo. Tem-se que o periodo da fungio cos(x) é dado por T = 2,

e como o caso da funcio flx) = sec(x) = 1 , entdo tem-se flx + 2m) =
1 1 cos(x)

cos(x+2m) ~ cos(x)

secante é periddica de periodo T = 2m.

, ou seja, flx + 2m) = sec(x + 2m) = sec(x). Logo, a funcio
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3. Grafico. Tem-se, assim o grafico da funco f{x) = sec(x) no intervalo
[0, 27], a partir do qual, tém-se as conclusdes para a funcio:
4

3 ! 2

4. Paridade. Temos fl-x) = sec(—x) = @ = @ = sec(x) = flx), ou

seja, a funcio flx) = sec(x) é par. Portanto, seu gréifico apresenta simetria

em relacio ao eixo Oy.

5.0 conjunto imagem. Analisando-se o grafico, observa-se que o con-

junto imagem da funcio secante é dado por

Im(f) = {yeR; y<—1ou y21} =] —00,~1] U [1,+o0l.

Exercicio 14.14 Fungdo cossecante. Chama-se cossecante de o, com o # kT,

onde k€ Z, o inverso do seno de a, isto ¢, 1 sen(a) . Ela € denotada por cossec(c.)

=_1 . A funcdo cosssecante € definda por: flx) = cossec(x) = 1 ).
sen(or) sen(x)

Estudar a fungdo cossecante.

Solucio.

1. Dominio. Para que seja possivel calcular a cossecante de x, é necessério
que sen(x) # 0, entdo x # km, k € Z. Entio, o dominio da funco cossecante é
dado por: D(f) = {x e R; x # km; k e Z}.
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2. Periodo. Tem-se que o periodo da funcio sen(x) é dado por T = 2m,

1
sen(x)

, ou seja, flx + 2m) = cossec(x + 27) = cossec(x). Logo, a

e como o caso da funcio flx) = cossec(x) = , entdo tem-se flx + 2m)

U S S
©osen(oek2m)  sen(x)
funcio cossecante é periddica de periodo T = 2.

3. Grafico. Tem-se, assim o grafico da funcio flx) = cossec(x) no interva-

lo [0, 27], a partir do qual, tém-se as conclusdes para a funcio:

4
3 \ j Reta: o =27
2

-3 -2 -1 1 2 3

4 5 6
4
5 Reta: @ =7
Reta: = =0
-3
—4

Aqui s3o anilises referentes ao item 3.

1 1

o sen(-x) =sen(x) . _
funcio f(x) = cossec(x) é impar. Portanto, seu grafico apresenta simetria

a. Paridade. Temos fl—x) = cossec(—x) = = —flx), ou seja, a

em relacdo ao origem.

b. O conjunto imagem. Analisando-se o grifico, observa-se que o con-

junto imagem da funcio secante é dado por

Im(f) = {yeR; y<—1ou y> 1} =] —oo,~1] U [1,+00].
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APENDICE A

Algumas Aplicacoes de Ordem em R:
Limitacoes, Maior Inteiro e Aproximacao
Decimal

—| Resumo I

O objetivo deste capitulo é fornecer alguns suplementos
sobre as aplicacdes da ordem em R. Mais precisamente, vamos
utilizar a aplicacio do maior inteiro para as aproximacoes de-
cimais dos ntimeros reais, e assim deduzir uma propriedade do
conjunto dos numeros R: Propriedades de densidade de nume-

ros racionais em R.

A.l Preliminares: motivacdes para a aproximacao dos nameros

reais

Jé estudamos os conjuntos numéricos N, Z e (Q, as operacdes de-
finidas neles e suas propriedades. Chegamos ao conjuntos dos nimeros
reais R, que é o conjunto dos nimeros racionais e irracionais, usando
uma construcio axiomatica. Também introduzimos o axioma de ordem

que nos permite comparar os nimeros reais.

Vimos também que a representa¢io decimal de um nimero ra-
cional ser finita ou infinita periddica. E reciprocamente, um ndmero na
forma decimal finita ou infinita peridédica pode ser representado também

na forma fraciondria, por exemplo:

59,5137 1371 _0,3333. ou 222 =2, 343434...
2 100 3 99

Com alguns exemplos, vimos também alguns ndmeros irracio-

nais conhecidos em sua representaco infinita nio-periddica:

380



T =3,14159265... ouv2 = 1,4142135623...

Assim, os numeros racionais que tém uma forma decimal infinita
periddica de casas decimais e os nimeros irracionais possuem uma infi-
nidade nio periddica de casas decimais e ndo podemos saber todas essas

casas decimais.
Assim:
Como esses numeros sao utilizados na pratica?

O que acontece nestes casos é que sio usadas aproximacdes, isto é,
uma aproximacio racional para um nimero que possui uma infinidade
nao-periddica de casas decimais. Por exemplo, na pritica muitas vezes o

numero 3,14 é usado como aproximacio de .

Mas cada aproximacdo apresentard um erro. No entanto, este
erro pode nio ser significativo e a aproximacio do resultado servira tam-
bém aos nossos propdsitos. Quanto mais casas decimais considerarmos,

menor serd o erro decorrente da substituicio. Agora:

1. Como encontrar as casas decimais para poder usar aproxima-

¢Oes racionais?
2. Como estas casas decimais foram determinadas?

Responder estas tltimas perguntas é objetivo dos paragrafos seguintes.

A.2 Limitacio e aproximacio dos numeros reais

Para alguns nimeros reais a e b, a comparac¢io nio é muito ficil de
conseguir diretamente. Por exemplo, como comparar a=3v2 e b = ?
Ou de comparar a = 2 V3 e b= ? Em tais situacdes, um método natural
é expressar a = 3 V2 e b = m em formas decimais e comparar os valores

aproximados desses numeros.
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Limitacdo e aproximacao. Sejam 4, b e x trés nimeros reais. Diz-se
que a e blimitam x quando temos a < x < b. E temos as seguintes aproxi-
macdes do nimero x:

1. O ndmero real a é chamado valor aproximado por falta do real x.
2. O ntimero real bé chamado valor aproximado por excesso do real x.

A comparacio contribui para a construcio das limita¢des dos nu-

meros reais cujo valor exato nio é conhecido.

Exemplo A.1 Sabendo que v2 é um nimero irracional cujo escrita de-
cimal ilimitada é dada por v2 = 1,414213562.... Podemos obter a parte
decimal a partir de alguns processos de limitacio e de aproximacio de v2.
Assim, desse valor decimal, temos a seguinte limitacio de v2 com trés

casas decimais: 1, 414 <v2 < 1, 415. Assim, temos que:
1. O nitmero real a = 1, 414 ¢ o valor aproximado por falta do real v2.
2.0 miimero real b= 1,415 ¢ 0 valor aproximado por excesso do real v2.
Outro exemplo importante é aproximacio do nimero real .

Exemplo A.2 Sabendo que Tt € um niimero irracional cujo escrita decimal ili-
mitada € dada por 3, 1415926.... Podemos obter a parte decimal a partir de alguns
processos de limitacdo e de aproximacdo de w. Assim, desse valor decimal, temos
a seguinte limitacdo de ™ com quatro casas decimais: 3, 1415 < m < 3, 1416.

Desse modo, temos que:
1. O niimero real a = 3, 1415 € 0 valor aproximado por falta do real 7;
2. O niimero real b= 3, 1416 € 0 valor aproximado por excesso do real .

Intervalos, limitacio e aproximacio dos nimeros reais. As vezes
queremos ter uma ideia mais precisa sobre a aproximacio de um nimero
ou de um resultado, sem conhecer exatamente o valor desse nimero.
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Definicdo A.1 Seja x e € > 0 dois niimeros reais tais que:
asx<a+e.
Entdo, dizemos que:
1. a+ € € 0 valor aproximado de x para o niimero € por excesso;

2. a € 0 valor aproximado de x para o niimero € por falta.

A.3 Maior inteiro e processo de aproximacdes decimais

Vamos apresentar nessa subsecio um método pratico para conse-
guir as aproximacdes decimais a € = 10™(n > 1) por excesso ou por falta.

Definiciao A.2 Definic¢io - Proposicao. Seja x um niimero real, existe n
emZ ebemR tal que:

x=n+bcomO0<b<1.
O numero real n é chamado de Parte Inteira de x e denotamos n = |x|.
O niimero real n —|x] € chamado de Parte Decimal de x.
Proposicao A.1Seja x um real.
1. |x|<x< |x]+ 1.
2. |xl<x< [x+ 1)
3. |lx+ pl = |x|+ p, para todo pe Z.

4. |x] = x se, e somente se, x € Z.
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Aplicacio 1: Aproximacao decimal dos niimeros reais.

Na pritica o valor aproximado por excesso ou por falta de um x
ndmero real, usamos € = 1/10" onde n é um ntmero natural. Para

todo x € R, as propriedades anteriores da Proposicio A.1 garantem que:
[107x] < 10"x < [10™x] + 1, para qualquer niimero natural n.

Entdo, dividindo os membros dessa desigualdade por 10", obtemos:

[107x] SX<L10”xJ+L’
10n 10 10n

para qualquer nimero natural #.

Assim, podemos deduzir uma maneira pratica de determinar as

aproximacdes por falta e por excesso de um numero real.

Aplicacio 2: Aproximacdes por falta e por excesso.
Seja x € R e n um nimero natural.

1. Valor aproximado por falta de um € = 1/10™ O nimero real
[10mx].10™ é chamado de valor decimal aproximado de x a
10" por falta.

2. Valor aproximado por excesso de um € = 1/10% O ntimero
real [10"x].10"+ 10" é chamado de valor decimal aproximado
de xa 10" por excesso.

A.4 Propriedade de densidade dos numeros racionais em R
Para todo x € R, a Proposicio A.1 garante que:
[107x] < 10"x < [10™x] + 1, para qualquer niimero natural n.

Entdo, dividindo os membros dessa desigualdade por 10, obtemos:
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107 1107 | 1

on on T 1on PAT2 qualquer nimero natural n.

Assim, quanto maior o nimero natural n, mais precisa é a apro-

[107x] , 1107 | 1

ximacio de x pelos numeros + —, ou seja, quanto maior

10n 10n 107
o numero natural #n mais os nimeros racionais l%xj e lll%‘[x] + ﬁl

aproximam de x.

. ’ . . n ’

Dizemos que os nimeros decimais 110" tendem para o nimero 7,
n

quando n tende para +oo. Este processo é denominado: Propriedade de

densidade dos nimeros decimais em R.

Proposiciao A.2 (Propriedade de Densidade) O conjunto D = { %/ n meZj

dos niimeros decimais € denso em R.
Como D C Q, entdo Q ¢ também denso em R.

A propriedade de densidade tem outras formula¢des. Por exem-

plo, temos a seguinte formulacio em termos de intervalos.

Proposiciao A.3 Qualquer intervalo ]a, bl com (a < b) contém um niimero

infinito de niimeros irracionais e tambeém de niimeros racionais.

A propriedade densidade desempenha um papel fundamental na
andlise, em particular no Célculo 1. Isto é, todos os nimeros irracionais
podem ser aproximados por racionais; este é um resultado que vocé es-

tudard com mais detalhes na disciplina de Analise.
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APENDICE B
Raciocinio e demonstracao

—| Resumo I

Neste anexo vamos apresentar algumas observacées SO-

bre os virios tipos de raciocinios e de demonstracdes, usadas
nesta disciplina. De maneira mais precisa, nos interessa chamar
a atencio dos alunos sobre as viarias maneiras de abordagem

para a resolucio dos exercicios e problemas.

B.1 Raciocinio

Resolucio de problemas em matemitica, abrange vérias aborda-
gens que dependem de raciocinio. Essas etapas sdo: as vezes sucessivas ou

muitas vezes realizadas conjuntamente. Essas etapas podem ser divididas
em habilidades:

1. Ler, interpretar e organizar informacdes;
2. Envolver-se em um processo de pesquisa e investigacio;

3. Relacionar os conhecimentos, técnicas e ferramentas neces-

sdrias para produzir uma demonstragio;

4. Comunicar-se por virios meios e de se adaptar conforme -

capacidade de convencimento a solucio do problema.

Nesse processo, o lugar da légica e do raciocinio é muito importante
nos programas de matemitica. De fato, a matematica tornara possivel dis-
tinguir os verdadeiros e falsos argumentos de um passo légico que leva a
conclusio. O raciocinio, é a abordagem convincente para todos e também o
meio de validar ou invalidar uma hipétese e explici-la a outras pessoas.
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B.2 Implicacio, Equivaléncia e Reciproca

Implicacio. Quando temos duas proposicdes Pe Q, escrevemos P=> Qpara
dizer que a expressio Pimplica a expressio Q. Neste caso, P¢é a hipitese e
Qé a conclusio. Existem diferentes maneiras de ler P= Q;

1. sea proposicio P for verdadeira, entdo a proposicio Q é ver-
dadeira (se P, entdo Q);

1. aproposicio Q é verdadeira se a proposicio P for verdadeira

(Qse P);

1. a proposi¢io P é verdadeira somente se a proposicio Q for
verdadeira (P somente se Q).

Exemplo B.1 O quadrilatere ABCD ¢ um quadrado = ABCD ¢ um parale-

logramo.

Equivaléncia. Quando temos duas proposicdes P e Q tais que P= Qe
P=>Q, escrevemos P < Q e dizemos que a proposi¢io P é equivalente &
proposicio Q. Em vez de dizer que P é equivalente a Q, também podemos

dizer P se, e somente se, Q.
Exemplo B.2 ABC ¢ um triangulo retingulo em A<~ AB’ + AC* = BC".

Reciproca. O reciproco de uma implicacio de P= Q é a implicacio
de Q= P.

Exemplo B.3 O reciproco da implicacio ABC ¢ um triangulo retangulo em A
= AB*+ AC* = BC* ¢ AB* + AC* = BC* = ABC ¢ um triangulo retangulo em A.

Proposicao oposta. Se P é uma proposicio, entio sua proposicio oposta

(ou negacio) é denominada Nao Pou ~ Pou P.

Exemplo B.4 A proposicio oposta de: “O niimero n € um inteiro natural par’,

€ a proposicdo: “O niimero n € um inteiro natural impar”.
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B.3 Alguns tipos de demonstracio ou Prova

Na matematica, uma prova é baseada em um raciocinio que torna

possivel, a partir de certos axiomas, estabelecer que um resultado é ne-

cessariamente verdadeiro.

Um resultado que é demonstrado é chamado de teorema ou pro-

posicdo. Uma vez que o teorema tenha sido demonstrado, ele pode ser

usado como base para demonstrar outras afirmacdes.

Uma afirmacio que é supostamente verdadeira, mas que ainda

ndo foi provada, é chamada de conjectura.

Na matemitica existem diferentes tipos de demonstracoes. Para a

disciplina de Introducio ao Célculo, as mais comuns sio:

Demonstracio direta. A demonstra¢io direta consiste em
demonstrar a proposicio declarada (por exemplo, um teore-
ma) partindo diretamente de hip6teses dadas e chegando 2

conclusio com uma série de implica¢des logicas;

Demonstracao pelo contraposto. Em vez de demonstrar a
implicacdo de que P = Q demonstramos sua contraposicio,
que é a implicacio Q = P. Isto é, mostrar que a implicacio
P=> Qé verdadeira é equivalente a mostrar que a implicacio
Q = P é verdadeira. Em outras palavras, uma propriedade e

sua contraposi¢do sao sempre equivalentes;

Demonstracao pelo absurdo. Consiste em supor o opos-
to da proposicio enunciada e mostrar que chegamos entio a

uma contradi¢do (impossibilidade);

Demonstracao através do uso de um contra-exemplo.
Se quisermos mostrar uma afirmacio do tipo: “para todos os

x de E, a proposicao P(x) é verdadeira”, entio para cada x
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de E, devemos mostrar que P(x) é verdadeiro. Por outro lado,
para mostrar que esta afirmacio é falsa, é suficiente encontrar
um x pertencente a E tal que P(x) seja falso. Ou seja, basta en-
contrar um contra-exemplo para a assercio “para todos os x
de E, a proposicio P(x) é verdadeira”.

Demonstracio por Disjuncio de Casos. Se quisermos ve-
rificar uma asser¢do P(x) para todos os x em um conjunto E,
mostramos a declaracio de x em uma parte F de E, depois
para todos os x nio pertencentes a F, ou seja, para todos os x
no complementar de F em E;

Prova por induggo. Seja P(n) uma propriedade do inteiro ne N.

Suponha que temos as duas afirmacdes a seguir:
1. Ancoragem: P(0) é verdadeira;

2. Hipotese de inducio: Suponha que a propriedade P(n)
seja verdadeira;

3. Heranca: Provar que a propriedade P(n) implica a pro-
priedade P(n+1). Conclusdo: a propriedade P(n) é verda-
deira para todos os ne N.
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