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Resumo

“B possivel colorir qualquer mapa com nao mais do que 4 cores, de forma
que regioes vizinhas recebam cores diferentes?”. Essa pergunta foi feita pela
primeira vez em 1852 por Francis Guthrie, enquanto coloria um mapa da
Inglaterra. Esse problema é conhecido como Problema das 4 Cores. Em
1878, foi publicada a primeira referéncia impressa da conjetura, no periddico
Proceedings of the London Mathematical Society. Essa publicagao disparou
a febre do problema, com um grande ntimero de variagoes equivalentes, con-
jeturas e falsas demonstracgoes.

O Problema das 4 Cores é responsavel por muito do que se conhece hoje em
teoria dos grafos. A tentativa de resolvé-lo possibilitou o desenvolvimento
de varios ramos da teoria dos grafos, através da sua equivaléncia com outros
problemas. Portanto, existem outros enfoques que podem ser dados em um
estudo deste problema. No estudo que desenvolvemos, nosso principal obje-
tivo foi estudar a ultima demonstracao do Teorema das 4 Cores publicada
em 1997. O teorema afirma que os vértices de um grafo planar sem lacos
podem ser coloridos com 4 cores distintas. Este teorema é equivalente ao
problema das 4 cores. A demonstracao do teorema é feita por contradicao.
Supoe-se a existéncia de um contra-exemplo para o teorema e estudando as
propriedades deste contra-exemplo chega-se a uma contradicao. Em varias
partes da demonstracao faz-se necessario o uso de programas de computador.

O nosso trabalho resume-se no detalhamento da demonstracao deste teorema.
Para isto foi necessario o estudo detalhado de varios outros livros e artigos,
alguns destes publicados no inicio do século passado e outros publicados
depois de 1997 pelos mesmos autores, com o objetivo de esclarecer dividas e
explicar com maior clareza os programas de computador indispensaveis para
esta demonstracao.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

Um grafo é planar se puder ser desenhado no plano de tal forma que suas
arestas se interceptem somente em suas extremidades. O Teorema das 4
Cores (T4C) afirma que todo grafo planar sem lagos admite uma atribuigao
de 4 cores aos seus vértices de forma que vértices vizinhos recebam cores
distintas. Isto foi conjeturado em 1852 e permaneceu sem solucao até a
prova encontrada por Appel e Haken em 1976 ([AHT76]).

Infelizmente, a demonstragao feita por Appel e Haken (A&H) nao foi com-
pletamente aceita. Permaneceram algumas duvidas sobre sua validade visto
que parte da demonstracao usa um computador e nao pode ser verificada
manualmente e a parte que supostamente pode ser verificada manualmente
é extremamente complicada e tediosa.

Em 1997, Neil Robertson!, Daniel Sanders?, Paul Seymour® e Robin
Thomas®, apresentaram uma nova demonstragao ([RSST97]), usando os mes-
mos métodos de A&H. Esta demonstracao acabou por ser bem mais simples
que a demonstracao feita por A&H em varios aspectos.

Talvez por ser um estudo bastante complexo e extenso, o artigo desta ltima
demonstracao nao apresenta demonstracoes de alguns teoremas, alguns co-
mentarios e nenhuma especificacao ou detalhamento dos programas de com-

!Department of Mathematics, Ohio State University, 231 West 18th Avenue, Columbus,
Ohio 43210

2School of Mathematics, Georgia Institute of Technology, Atlanta, Georgia 30332

3Bellcore, 445 South Street, Morristown, New Jersey 07960

4School of Mathematics, Georgia Institute of Technology, Atlanta, Georgia 30332
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putador utilizados. Sendo assim, procuramos desenvolver um trabalho onde
apresentassemos ao leitor tudo o que ha de mais relevante na demonstragao,
com todos os detalhes necessarios e ilustragoes que pudessem contribuir para
o seu entendimento. Porém, como nao poderia deixar de ser feito, nosso es-
tudo utilizou este artigo da demonstracao como base para todas as demais
pesquisas.

1.2 Um breve historico sobre o problema

O Problema das 4 Cores foi proposto por Francis Guthrie em 1852, mas teve
sua primeira publicacao apenas em 1878, depois de ter sido estudado por
varios matematicos da época, incluindo De Morgan e seus alunos. Nesta
primeira referéncia foi perguntado se a conjetura havia sido provada. Esta
pergunta foi finalmente respondida mais de um século depois.

Um dos mais surpreendentes aspectos do problema é a quantidade de impor-
tantes resultados obtidos a partir da tentativa de demonstracao. Em 1879
houve a primeira publicacao de uma “prova” da conjetura. Onze anos depois
foram encontrados erros nos argumentos desta “demonstragao” e esta foi in-
validada, porém os mesmos métodos foram utilizados para a demonstracao
do teorema das 5 cores.

Em 1880, apareceu mais uma demonstracao incorreta da conjetura. Esta
demonstracao baseava-se na falsa hipétese que todo grafo planar 3-conexo é
Hamiltoniano. Embora incorreta, esta “prova” introduziu uma importante
nogao de 3-coloragao de arestas de grafos ctibicos. Em 1891 foi apresentada
uma importante relagao entre o Problema das 4 Cores e grafos Hamiltonianos.

Em 1922, foi provado que todo mapa com 25 regides ou menos pode ser co-
lorido com 4 cores. Em 1928, esse limite passou para 28 regides. Em 1938,
esse limite foi modificado para 32 regioes e dois anos depois, para 36 regioes.
Apenas em 1970 este limite foi novamente alterado para 40, depois para 52
e finalmente para 96 regioes. [SK86]

A primeira solucao para o problema foi publicada em 1976 por Appel e Ha-
ken [AH76]. Um aspecto importante desta demosntracao é que utilizava um
computador em véarios de seus passos, o que na época foi uma inovacao. A
partir dai muitos matematicos passaram a utilizar computadores durante a
construcao de demonstracoes, porém ainda existiam duvidas com relacao a
corretude de demonstragoes baseadas em programas de computadores. E
além disto, esta primeira demonstracao mostrou-se de dificil compreensao, o
que fez com que nao fosse completamente aceita. Até onde se sabe, ninguém
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garante a corretude desta demonstracao, o que fez com que novas tentativas
de demosntracoes fossem buscadas. A mais recente e correta, publicada em
1997, segue os mesmos métodos da anterior, e ainda utiliza um computador
em algumas partes. Embora nao contenha as especificacoes dos programas
no préprio artigo, os autores disponibilizaram em um site da internet [Tho97]
os programas e também documentos contendo alguns detalhes dos algoritmos
e estruturas de dados utilizadas. Isto possibilita que qualquer programador
interessado possa construir seus préprios algoritmos e em computadores pes-
soais possa fazer toda a verificagdo [RSST97].



Capitulo 2

O Teorema das 4 Cores

Neste capitulo introduziremos os conceitos necessarios para enunciar o Teo-
rema das 4 Cores. Apds isso, mostraremos a logica utilizada e como sera
organizada esta demonstracao.

2.1 Terminologia basica

Um grafo é um par (Vi, Eg) de conjuntos finitos, onde Eg é um conjunto
de pares nao ordenados de elementos de V;. Quando G estiver subentendido
escreveremos simplesmente V' e E em vez de Vg e Eg. Os elementos de Vg
sdo chamados vértices, e os elementos de Eg de arestas. Se a = {u,v} (ou
simplesmente uv) é uma aresta, dizemos que « incide em u e em v e que u e v
sao os extremos de . Também dizemos que u e v sao vizinhos ou adjacentes.
Duas arestas distintas sao adjacentes se elas téem um extremo em comum.
Para um conjunto S qualquer, o nimero de elementos de S serd denotado
por |S|.

Uma aresta com os dois extremos em um mesmo vértice ¢ chamada de laco.
Duas arestas sao paralelas se elas nao sao lagos e tém extremos no mesmo par
de vértices. Um grafo é stmples se nao possui lagos nem arestas paralelas. Os
grafos considerados neste trabalho serao em geral grafos sem lagos. Arestas
paralelas serao permitidas.

O grau de um vértice v de um grafo G é o nimero de arestas incidentes em
v, e é denotado por dg(v). Quando G estiver subentendido usaremos apenas
d(v) para denotar o grau do vértice v. O grau minimo de um grafo G é
o numero §(G) := min{dg(v) : v € V(G)}. Da mesma forma, quando G
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estiver subentendido usaremos apenas ¢ ao invés de .

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se Vg C Vg e Ey C Eg. Dizemos
que um subgrafo H é geradorde G se Vg = V5. Se U C Vz entao um subgrafo
H é induzido por U, denotado por G[U], se Vg = U e Ey é composto pelas
arestas de G' que tém ambos os extremos em U. Denotamos por G — U o
grafo G|V — UJ; no caso em que U = {u}, abreviamos G — {u} por G — u.

Um caminho é um grafo P onde Vp = {vy, vg, ..., v} é ndo vazio e com os v;
todos distintos, e Ep = {v1v2, V903, ..., vk_10; }. Também representamos um
tal caminho por vivy - - - v, Os vértices vy e v, sao os extremos do caminho.
Se P = vjvy---v, é um caminho com k > 3 entao (Vp, Ep U {vgv1}) é
chamado de circuito. Um tal circuito pode ser representado por vqvs - - - ViV
O comprimento de um caminho ou um circuito é o nimero de arestas que ele
possui.

Um grafo G é conexo se para todo par de vértices u e v existe um caminho
no grafo ligando w a v em (. Os subgrafos conexos maximais de um grafo
sao chamados componentes. Um grafo que nao contém circuitos ¢ chamado
de aciclico. Um grafo aciclico e conexo é chamado de drvore.

Um corte de vértices de um grafo conexo G é um subconjunto minimal X de
Vi tal que G — X é desconexo. Em outras palavras, para todo subconjunto
proprio Y de X, G—Y é conexo. Se v é um vértice de G e G —v é desconexo
entao dizemos que v é um vértice de corte.

Uma descricao mais completa dos principais conceitos e terminologia uti-
lizada em teoria dos grafos pode ser encontrada em qualquer texto sobre o
assunto, como por exemplo [BM76].

2.2 Grafos planares

Dizemos que um grafo é imersivel no plano ou planar se ele pode ser de-
senhado no plano de modo que suas arestas nao se interceptem, exceto no
extremo comum entre elas. Um desenho de um grafo planar G no plano sem
cruzamento de arestas é chamado de imersdo planar de GG. Nos referiremos
a uma imersao planar de um grafo como um grafo plano.

Uma regiao do plano é um conjunto de pontos do plano. Uma face de um
grafo planar é uma regiao conexa minimal do plano limitada pelas arestas de
um grafo plano. Denotaremos por Fg, ou simplesmente F' quando G estiver
subentendido, o conjunto das faces de um grafo plano G. O lema a seguir,
conhecido como férmula de Euler, relaciona o nimero de vértices, arestas e
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faces de um grafo plano conexo.

Teorema 2.2.1 (Euler) Se G € um grafo plano conezo entio |V|— |E| +
|F| =2.

Prova: Por indugao em |F|. Se |F| = 1 entao G nao possui circuito. Como
G ¢ conexo, concluimos que G é uma arvore. Nesse caso, |[F| = |V|—1eo
teorema claramente se verifica.

Suponha entao que |F| > 1. Logo, G possui um circuito. Seja e uma aresta
de um circuito de G. Entdao G —e ¢ um grafo plano conexo com |F| —1 faces.
Por hipétese de indugdo, |Vo—c| — |[Eg—c| + |Fa—c| = 2. Como |Ve_.| = |V,
|Eg_| =|E| —1e |Fg_c| =|F| — 1, concluimos que |[V|— |E|+|F|=2. &

Baseados no teorema de Euler, provaremos algumas propriedades simples
sobre grafos planares, mas importantes para a demonstracao dos teoremas
que serao vistos a seguir.

Lema 2.2.2 Seja G um grafo planar conexo tal que toda face de G € in-
cidente em no minimo trés arestas. Para cada inteiro i, denote por v; o
numero de vértices de G de grau i. Entdo

526 — i)u; > 12

com igualdade se e somente se G é uma triangulagao.

Prova: Pela Férmula de Euler, temos que

6|V|+6|F| —6|E| = 12.
Por hipdtese, cada face de GG ¢é incidente em no minimo trés arestas. Ademais,
cada aresta incide em duas faces ou duas vezes em uma mesma face. Portanto,

2|E| > 3|F|. Assim,

6|V| - 2|E| > 12,

com igualdade se e somente se G é uma triangulacao. Mas 6|V = >, 6, e
2|E| =), iv;. Dal a desigualdade enunciada, com igualdade se e somente se
G é uma triangulacao. [ |

Corolario 2.2.3 Se G é um grafo planar conexo entao 6 < 5.

12
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2.3 Os teoremas das 5 e 6 cores

Uma k-coloragao de vértices de um grafo G é uma atribuicao de k cores aos
vértices de G de tal forma que vértices adjacentes tenham cores distintas.
Dizemos que um grafo é k-colorivel se ele admite uma k-coloracao de vértices.
Utilizando o Corolario 2.2.3, podemos provar facilmente por inducao os
teoremas a seguir.

Teorema 2.3.1 (Teorema das 6 Cores) Todo grafo planar sem lagos é
6-colorivel.

Prova: Provaremos o teorema por indu¢ao no nimero de vértices do grafo.
O teorema é claramente verdadeiro para grafos com até seis vértices. Seja
G um grafo planar simples com mais do que seis vértices. Seja v um vértice
de grau minimo de G. Pelo Corolario 2.2.3, d(v) < 5. Claramente, o grafo
G — v é planar e sem lagos. Por hipdtese de inducao, G — v é 6-colorivel.

Como v possui no maximo 5 vizinhos, existe uma cor ainda nao utilizada
para os vizinhos de v, que podemos atribuir a v e obter uma 6-coloracao dos
vértices de G. [ |

Utilizando a mesma idéia do teorema acima e com um pouco mais de cuidado,
podemos provar um resultado um pouco mais forte.

Teorema 2.3.2 (Teorema das 5 Cores) Todo grafo planar sem lagos €
5-colorivel.

Prova: Provaremos o teorema por inducao no numero de vértices do grafo.
O teorema ¢é claramente verdadeiro para grafos com até cinco vértices. Seja
G um grafo planar simples com mais do que cinco vértices. Seja v um vértice
de grau minimo de G. Pelo Corolario 2.2.3, d(v) < 5. Claramente, o grafo
G — v é planar e sem lagos. Por hipétese de inducao, G — v é 5-colorivel.
Vamos mostrar agora que podemos estender uma 5-coloracao dos vértices de
G — v a uma 5-coloracao dos vértices de G.

Se v possui menos do que 5 vizinhos entao existe uma cor ainda nao utilizada
pelos vizinhos de v que podemos atribuir a v e obter uma 5-coloracao dos
vértices de G. Portanto, suponha que v possua cinco vizinhos. O subgrafo J
de G induzido pelos vizinhos de v deve conter dois vértices nao adjacentes,
caso contrério J teria 10 arestas, mas pelo Lema 2.2.2, |E(J)| < 3|V(J)|—6 =
9. Portanto, existem dois vértices v; e v, nao adjacentes em .J, e portanto

13
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em G. O grafo G’ obtido de G — v identificando os vértices v e vy é planar e
sem lagos. Por hipdtese de inducao, G’ é 5-colorivel. Uma 5-coloracao de G’
produz uma 5-coloracao de G — v em que a cor de vy ¢é igual a cor de vq, ou
seja, os vizinhos de G sao coloridos utilizando no méaximo 4 cores. Portanto,
podemos estender esta coloracao a uma 5-coloracao de G. [ |

Finalmente, enunciamos o Teorema das 4 Cores e na segao seguinte apresen-
taremos um esbog¢o da demonstracao deste teorema.

Teorema 2.3.3 (Teorema das 4 Cores - T4C) Todo grafo planar sem
lacos € 4-colorivel.

2.4 O conjunto de configuracoes

Uma face de um grafo plano é um triangulo se ela é incidente em precisamente
trés arestas. Um grafo plano é uma triangulacdo se todas as suas faces sao
triangulos. Uma quase-triangulacdo é um grafo plano e conexo tal que cada
regiao finita é um triangulo.

Um grafo G é internamente k-conezxo se todo corte de vértices X de G tem
pelo menos k — 1 elementos, e se | X| =k — 1 entdo G — X tem exatamente
dois componentes e um deles é trivial.

Uma configuracao K consiste de uma quase-triangulacao, que denotaremos
por G(K), e uma funcdo vx : V(G(K)) — Z, com as seguintes pro-
priedades:

e Para todo vértice de corte v, G(K) — v tem exatamente dois compo-
nentes e vx(v) = d(v) + 2.

e Para todo vértice v, se v ndo é incidente na regiao infinita entao yx (v) =
d(v), e caso contrario yx(v) > d(v). Em qualquer dos casos, i (v) > 5.

e > (yx(v) —d(v) —1) > 2, onde a soma é executada sobre todos os
vértices v incidentes na regiao infinita tais que G(K) — v é conexo.

A necessidade da tltima condicao acima ficard clara na secao 4.4, onde in-
troduziremos o conceito de completamento de uma configuracao.

Vamos descrever uma configuracao K por uma figura. Uma maneira é de-
senhar o grafo e escrever o numero v (v) préximo do ponto que representa

14
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o vértice v, mas isso é inconveniente. Uma maneira melhor é usar diferentes
formatos para os vértices para representar os valores de v (v). O formatos
dos vértices sao mostrados na Figura 2.1.

o VK

o > O O
5

Figura 2.1: Formato dos vértices de uma configuragao.

No Apéndice C sao mostradas 633 configuragoes, usando a notacao indicada
na Figura 2.1. Para referenciar alguma configuracao deste conjunto é uti-
lizada a notagao (z,y, z) significando a configurac¢ao na linha y e coluna z da
pagina x do Apéndice C.

O conceito de isomorfismo aplica-se naturalmente a duas configuragoes,
ou seja, duas configuragoes K e L sao isomorfas se existir um isomor-
fismo ¢ : V(G(K)) — V(G(L)) mapeando G(K) para G(L) tal que
vk (v) = yo(P(v)). Qualquer configuragao isomorfa a alguma configuragao
do Apéndice C é chamada uma boa configuracao.

Seja T uma triangulagao. Uma configuracao K aparece em T se G(K) é um
subgrafo induzido de 7', toda regiao finita de G(K) é uma regiao de T, e
para cada vértice v € V(G(K)), vk (v) = dr(v). A Figura 2.2 mostra uma
configuracao aparecendo em uma triangulagao.

2.5 A Idéia da Demonstracao do T4C

Um contra-exemplo minimo é um grafo planar G que nao é 4-colorivel, tal que
todo grafo planar G’ com |V(G")| + |E(G")| < |V(G)| + |E(G)| é 4-colorivel.
Em outras palavras, um contra-exemplo minimo ¢ um grafo com o menor
nimero possivel de vértices e arestas que nao admite uma 4-coloracao de
vértices. Se existe um grafo planar que nao é 4-colorivel entao certamente

15
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Figura 2.2: Exemplo de uma configuracao aparecendo em uma triangulacao.

existe um contra-exemplo minimo. Portanto, para provar o T4C é suficiente
mostrar que nao existe um contra-exemplo minimo. Isso serd feito através
dos seguintes resultados:

Teorema 2.5.1 Todo contra-exemplo minimo ¢ uma triangulacao interna-
mente O-conexa.

Teorema 2.5.2 SeT' ¢ um contra-exemplo minimo entdo nenhuma boa con-
figuracao aparece em T'.

Teorema 2.5.3 Para toda triangulagao internamente 6-conezxa T', alguma
boa configuragao aparece em T'.

A partir dos teoremas 2.5.1, 2.5.2 e 2.5.3 segue que nao existe um contra-
exemplo minimo, e logo o T4C ¢é verdadeiro. Estes teoremas serao demons-
trados nos capitulos 3, 4 e 5, respectivamente.

16



Capitulo 3

Contra-exemplo Minimo

Nosso objetivo neste capitulo é provar o teorema 2.5.1, ou seja, mostrar
que um contra-exemplo minimo é uma triangulagao internamente 6-conexa.
Durante todo este capitulo, G serd um contra-exemplo minimo. Entao G é
um grafo planar que nao admite uma 4-coloragao de vértices. Considere uma
imersao de G no plano.

3.1 Resultados basicos

Faremos inicialmente algumas restricoes quanto ao grafo G. Claramente, G
é conexo. Queremos mostrar que GG é simples, ou seja, nao contém lagos nem
arestas paralelas. Por hipdtese, G nao possui lagos. Se G contém duas arestas
paralelas, digamos e e f, entao, como G é um contra-exemplo minimo, G —e
admite uma 4-coloragao de vértices. Mas uma 4-coloracao de vértices de G—e
¢é claramente uma 4-coloracgao de vértices de G. Isto é uma contradicao, pois
G nao admite uma 4-coloracao de vértices.

Proposicao 3.1.1 Todo vértice de G tem grau > 5, ou seja, 6 > 5.

Prova: Primeiramente, analisamos o caso em que d < 4. Seja v um vértice
do grafo G tal que d(v) < 4. Claramente, o grafo G — v é planar. Pela
minimalidade de G, podemos colorir os vértices de G — v com 4 cores. Como
d(v) < 4, podemos atribuir a v uma cor ainda nao utilizada pelos seus vizi-
nhos e obter uma 4-coloracao dos vértices de G.

Analisamos agora o caso em que d(v) = 4. Sejam vy, vy, v3, v4, tomados em
ordem ciclica, os vértices adjacentes a v em G. Se vy é adjacente a v3 entao
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3.2. @ é uma triangulacao DCT-UFMS

vy nao é adjacente a vy, pois o grafo é planar. Portando, v; nao é adjacente
a v3 ou vy nao é adjacente a v4. Sem perda de generalidade, suponha que v
nao é adjacente a vs.

Considere o grafo G’ obtido a partir de G pela contracao das arestas vv; e
vv3 a um unico vértice v’. O grafo G’ é planar e sem lagos. Se colorirmos os
vértices de G’ com 4 cores, podemos atribuir a cor de v" aos vértices v; e vz de
GG, e como temos quatro cores, dispomos ainda de uma cor para atribuirmos
ao vértice v e obter uma 4-coloracao de G. [ ]

Proposicao 3.1.2 Se X € um corte de vértices de G entao o grafo G[X],
induzido pelos vértices de X, € um circuito.

Prova: Seja S um componente de G — X, e vamos denotar por N(S) o
conjunto dos vértices vizinhos de S que nao pertencem a S. Claramente,
S é um componente de G — N(S). Logo, N(S) C X. Por definigao, X
é um conjunto minimal de vértices tal que G — X é desconexo, e portanto
X = N(9).

Como G é uma triangulagdo, G[X] é formado por um circuito C' possivel-
mente acrescido de arestas ligando vértices nao adjacentes de C, ja que GG
nao possui arestas paralelas. Suponha que exista uma tal aresta e ligando
vértices nao adjacentes u e v de C. Entao C' pode ser decomposto em dois
caminhos internamente disjuntos P; e P, ligando u a v. Note que P; + ¢ e
P, + e formam circuitos em G.

Como X é um corte de vértices, G— X possui componente nas regioes interna
e externa de C. Entao existe um componente, digamos .S, imersa na mesma
regiao que e. Entao Vp, ou Vp, é corte de vértices de GG, contradizendo a
minimalidade de X. [ |

3.2 (G é uma triangulacao

O resultado a seguir prova a primeira parte do teorema 2.5.1, ou seja, que G
¢ uma triangulacao.

Proposicao 3.2.1 Todas as regioes de G sao triangulos, ou seja, limitadas
por trés arestas.

Prova: Suponha que exista uma regiao a de G limitada por pelo menos 4
arestas. Sejam v, vy, v3 € vy quatro vértices quaisquer tomados em ordem
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3.3. G é internamente 6-conexo DCT-UFMS

ciclica e incidentes com a regiao . Se vy é adjacente a v3 entao v nao pode
ser adjacente a vy, pois o grafo é planar. Portanto, v; nao é adjacente a vs
ou v9 nao é adjacente a vy. Sem perda de generalidade, suponha que v; nao
é adjacente a v3. Se contrairmos os vértices v; e vz a um Unico vértice vy3,
formaremos um grafo G’ planar e com menos vértices do que G.

Pela minimalidade de GG, podemos colorir os vértices de G’ com 4 cores. Mas,
se atribuirmos a cor de v13 em G’ para os vértices v; e vz, obteremos uma
4-coloracao de G, o que é uma contradicao. [ |

3.3 (@ é internamente 6-conexo

Nos resultados a seguir, usaremos a seguinte notagao: Suponha que G possui
um corte de vértices X. Pela Proposigao 3.1.2, G[X] é um circuito C'. Entao
C particiona o conjunto de vértices de G em trés subconjuntos: vértices do
circuito C', vértices internos ao circuito C' e vértices externos ao circuito C,
que chamaremos respectivamente V (C'), V; e V. Entao, Vg = ViUV (C)U V4.

Consideremos os grafos G; = G[V; UV (C)] e Gy = G[Vo UV (C)]. Estes
sao subgrafos planares e préprios de G. Pela minimalidade de G, G1 e G,
sao 4-coloriveis. Usaremos esse raciocinio nos resultados que seguem para
mostrar que GG nao possui cortes “pequenos” de vértices, ou seja, sempre que
existir um corte pequeno de vértices, conseguiremos combinar as coloracoes
de G1 e G4 para obter uma 4-coloracao de G.

Proposicao 3.3.1 O grafo G nao possui um corte de vértices X tal que
[X|<3.

Prova: Suponha, por contradicao, que existe um corte de vértices X tal que
| X| < 3. Entao G[X] é um circuito C' e considere os grafos G; e G definidos
acima. Se colorirmos os vértices de G; e Go com 4 cores, necessariamente
os vértices de C' serao coloridos com cores distintas, tanto na coloragao em
(G1 quanto na coloragao em (5. Desta forma, podemos encontrar a mesma
coloragao de C' nas coloragoes de Gy e G, possivelmente utilizando uma
permutacao de cores, e assim encontramos uma 4-coloragao de G. Portanto,
G nao possui um corte de vértices de tamanho 3. [ ]

Proposicao 3.3.2 O grafo G nao possui um corte de vértices de tamanho 4.

Prova: Suponha, por contradicao, que G possui um corte X de vértices
de tamanho 4. Entdo G[X] é um circuito C' e considere os grafos G; e
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3.3. G é internamente 6-conexo DCT-UFMS

(G5 definidos acima. Sejam vy, v, v3, v4 08 vértices de C' tomados em ordem
ciclica. Pela Proposicao 3.1.2, nao existe aresta em G ligando v; a vs, nem
Vg & Uy.

Seja G} o grafo obtido a partir de GG1, contraindo os vértices v; e v3 a um tnico
vértice v13. Similarmente, seja G o grafo obtido a partir de 9, contraindo
os vértices vy e vz a um dnico vértice v13. Os grafos G e GY, sdo planares e
com menos vértices do que G. Portanto, podemos colorir os vértices de G e
GY, com 4 cores.

Consideremos as coloragoes de (G; e (G2 obtidas a partir das coloracoes de
G e G, respectivamente, atribuindo a cor de vy3 para os vértices v, e vs.
As possibilidades para as cores dos vértices vy, v9,v3,v4 em Gy e Gy sao
essencialmente a, b, a,b ou a,b,a,c. Se as cores para vy, vy, v3, v, em G1 e Gy
sao as mesmas, podemos obter uma 4-coloracao para o grafo G.

Suponha entao que temos as cores a, b, a, c para G e a, b, a, b para G5. Agora
formamos uma segunda escolha de G} contraindo vy e vy a um vértice vyy.
Como fizemos anteriormente, considere uma 4-coloragao de GG} e a 4-coloracao
correspondente em (GG;. Agora as possibilidades para as cores de vy, v, v3, U4
em (1 sao a,b,a,bou a,b,c,b. O inico caso necessario para considerarmos é
o segundo visto que o primeiro é listado por G5. Portanto temos o conjunto
de cores a, b, a,b para G, e o conjunto a, b, a,c e a,b,c,b para G.

Denotaremos por Gy, o subgrafo GV, U V,] de G induzido por V, UV,
onde V, e V, sao os conjuntos dos vértices de GGy coloridos com as cores z e ¥,
respectivamente. Considerando a coloracao a,b,a,b para G, se os vértices
U2 € U4 NAo estao em um mesmo componente no grafo Gy, , podemos entao
obter, por uma permutacao de cores, a coloracao a, b, a, c para G,.

Se os vértices vy € v4 estao em um mesmo componente no grafo Gy, entao,
devido a planaridade de GG, os vértices vy e v3 nao estao no mesmo componente
do grafo G,,,. Logo, por uma permutacao de cores sobre o componente
de G5,, que contém o vértice vz podemos obter a coloragao a,b,d,b, que é
essencialmente a coloracao a,b,c,b de G;. Em ambos os casos obtemos um
arranjo de cores ja essencialmente encontrado em Gy, e consequentemente
uma 4-coloragao de GG, o que é uma contradicao. Portanto, G nao possui um
corte de vértices de tamanho 4. [ |

Dizemos que um corte de vértices X é periférico se G— X contém um compo-
nente com um tunico vértice. Entao, mostrar que GG é internamente 6-conexo
¢ equivalente a mostrar que:
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3.3. G é internamente 6-conexo DCT-UFMS

Proposicao 3.3.3 O grafo G ¢ livre de corte de vértices nao periférico de
tamanho 5.

Prova: Suponha, por contradigao, que GG possui um corte nao periférico X de
tamanho 5. Pela Proposigao 3.1.2, G[X] é um circuito C e considere os grafos
(G1 e (G5 definidos acima. Novamente, mostraremos que existem 4-coloracoes
para GG; e G5 com pelo menos uma coloracao em comum para C, ou seja,
que podem ser estendidas para uma 4-coloracao de G. Sejam vy, vy, U3, Uy, Us
os vértices de C' tomados em ordem ciclica. Vamos inicialmente mostrar que

(1) Existe uma 4-coloragao dos vértices de Gy e Go em que os vértices de C
sao coloridos com apenas trés cores.

Considere agora o grafo G} obtido a partir de G pela contragao de G[V;] (ou
seja, do componente de G — X formada pelos vértices de Vj) a um tnico
vértice v. Analogamente, o grafo G, é obtido a partir de G pela contracao
de G[V5] a um tnico vértice w. Note que Gy = G| —v e Gy = Gy — w.

Como X é nao periférico, V; e V5 possuem mais de um vértice e, consequente-
mente, G e G} sao planares e menores do que G. Pela minimalidade de G,
G’ e G, 4-coloriveis. Note que em G, todo vértice de C' é vizinho de v.
Analogamente, todo vértice de C' é vizinho de w em GY. Logo, em qualquer
4-coloracao de G e G, os vértices de C sao coloridos com no méaximo 3
cores. Mas, como C é um circuito impar, qualquer coloragao de C usa pelo
menos trés cores. Portanto, em qualquer 4-coloracao de G ou GY, os vértices
de C' sao coloridos com exatamente 3 cores. Claramente, uma 4-coloragao de
G e GY correspondem a uma 4-coloragao de Gy e Gy em que os vértices de
C sdo coloridos com apenas trés cores. Isto prova (1).

Considere uma 4-coloracao de GG; e G em que os vértices de C' sao coloridos
com apenas trés cores. Como C' tem tamanho 5, no maximo dois vértices
sao coloridos com a mesma cor. Logo, em qualquer coloracao de C' com treés
cores, existe uma cor que é atribuida a um unico vértice de C'. Chamaremos
este vértice de especial. Se o vértice especial é o mesmo em G e Go, entao
por uma permutacao de cores podemos encontrar a mesma coloragao de C
nos dois grafos, e isto nos fornece uma 4-coloracao de G. Podemos assumir
entao que os vértices especiais em G e Gy sao diferentes.

Vamos introduzir a seguinte notacao: sejam V,, V;, V. e V; os conjuntos de
vértices de G e Gy tais que u € V;, se u recebeu a cor i. Para x = 1,2,
denotaremos por G, o subgrafo G,[V;JV;] induzido por pelos vértices de

V.UV,
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3.3. G é internamente 6-conexo DCT-UFMS

(2) Existe uma 4-coloragio de Gy e Gy em que os vértices especiais sao
adjacentes em C.

Considere uma 4-coloracao de G; e G em que os vértices de C' sao coloridos
com apenas trés cores, e assuma que o vértice especial de G; é vy e o de
G5 é v3. Temos entao as coloracoes cabab e abcab de C' em G e G, re-
spectivamente. Os vértices vy, v3 € v5 devem estar mesma compontente em
Go,,, caso contrario podemos trocar as cores b e ¢ no componente de Gy, que
contém v, e v3 e obter a coloragao acbab para G, em que o vértice especial é
vy adjacente a vy, como queremos mostrar. Entao, devido a planaridade de
G, v4 e v; nao pertencem ao mesmo componente em Gy ,. Podemos entao
obter uma nova 4-coloragao de G5 contendo a coloracao abcdb para C'.

Agora, definimos um novo grafo G} a partir de G; contraindo vy e v5 a um
unico vértice. Obtemos entao as coloracoes *a * *a para (G; onde a cor * é
diferente de a. As possiveis coloracoes obtidas para (G; sao essencialmente:
babca, cabca, dabca.

As duas primeiras coloragoes tém vértice especial vy € v3, que é adjacente ou
igual a v3 em G5. O tltimo caso dabca é essencialmente a mesma coloragao
que abcdb em Go obtida anteriormente. Isso prova (2).

Portanto, podemos supor que os vértices especiais sao adjacentes. Mostrare-
mos agora que se os vértices especiais em G e GG sao adjacentes, também
podemos encontrar uma coloracao para C' em comum. Tomemos vy e vy como
vértices especiais, respectivamente, em (G e Go. Temos entao as coloracoes
cabab e bcaba para C' em G e (o, respectivamente. Os vértices v, vy € vy
devem estar no mesmo componente de Gy, , caso contrario, podemos obter
a coloragao cbaba em (G5 com o vértice especial vy, que é o mesmo de Gj.
Logo, v3 e v5 nao estao no mesmo componente de G5,,. Podemos entao obter
a coloracao bedba, trocando a cor de vz para d em Gs.

Agora, formemos um novo grafo a partir de Gy contraindo v; e v, a um tnico
vértice. Isso nos leva as trés seguintes possiveis coloragoes para C' em Gy:
bedba, bedbe, bedbd. A primeira coloragao destas ja foi listada em Go, e a
terceira tem vértice especial vy que é o mesmo de GG5. Portanto podemos
considerar apenas a coloracao bedbe com vértice especial vs.

Resumindo, se v e vy sao vértices especiais de G; e G, respectivamente, e
se esses dois grafos nao tém coloragao em comum para C', entao vs também
é vértice especial de GGy. Pela repetigao desse argumento, comegando com o
vértice especial vy em G5 e v3 em Gy, provamos que vy é vértice especial em
GG5. Por outra repeticao provamos que v; ¢ vértice especial em Gy, e ainda
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por outra repeticao provamos que v; é vértice especial em (G5, bem como
para (G;. Portanto, existe uma 4-coloragao de GG; e (G5 com coloracao em
comum para C', o que nos fornece uma 4-coloracao de G. [ |
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Capitulo 4

Redutibilidade

O nosso objetivo neste capitulo é demonstrar o teorema 2.5.2, ou seja, se
T é um contra-exemplo minimo, entao nenhuma boa configuracao aparece
em 1. Comecamos introduzindo o conceito de tri-coloracoes de uma quase-
triangulacao para posteriormente definirmos o que é um conjunto consistente
de 3-coloragoes de arestas de um circuito, que é de fundamental importancia
para completar a demonstracgao.

4.1 Redugao a tri-coloracoes

Seja G uma quase-triangulagao, e seja k : E(G) — {—1,0,1} uma fungao.
Um triangulo r de G é tri-colorivel por k se {k(e),k(f),x(g)} = {-1,0,1},
onde e, f, g sao as trés arestas de r. Dizemos que x é uma tri-coloracdo de
G (ou que G admite uma tri-coloragao) se todo triangulo de G é tri-colorivel
por k. Mostraremos nesta secao que o problema da 4-coloracao de vértices é
equivalente a mostrar que toda triangulagao possui uma tri-coloracao.

Dado um grafo plano G, o grafo dual G* de G é definido da seguinte forma:
cada vértice f* de G* corresponde a uma face f de GG, e cada aresta e* de
G™ corresponde a uma aresta e de GG; dois vértices f* e ¢g* estao ligados por
uma aresta e* em G* se as faces correspondentes f e g estao separadas pela
aresta e em G.

Se G é planar entao G* é também planar; dada uma imersao de GG no plano,
existe uma forma natural de também imergir G* no plano: coloque cada
vértice f* na face correspondente f de G, e trace cada aresta e* de forma
que ela cruze somente a sua aresta correspondente e. E intuitivamente claro
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que G* pode ser desenhado dessa forma no plano sem cruzamento de arestas,
mas nao provaremos formalmante este resultado.

Um conjunto M de arestas de um grafo G é um emparelhamento se nenhum
par de arestas de M possui o mesmo extremo, ou seja, nenhuma aresta de M
¢é adjacente a qualquer outra aresta de M. Um emparelhamento M é perfeito
se todo vértice de G é extremo de alguma aresta de M.

Teorema 4.1.1 Seja G uma triangulacao. As sequintes afirmacoes sao
equivalentes:

e Os vértices de G admitem uma 4-coloragao.

e (G admite uma tri-coloragao.

Prova: Considere uma 4-coloracao dos vértices de GG. Digamos que as
cores utilizadas sejam F := {0,1,2,3}. Considere o conjunto P :=
{(0,1),(2,3),(0,2),(1,3),(0,3),(1,2)} de todos os pares de cores de F, e
considere a seguinte particao de P em trés subconjuntos com dois pares cada
um:

b1 = {(07 1)7 (273)}7 b2 = {(O’ 2)7 (173)}7 b3 ‘= {(073)7 (1’ 2)}

Vamos utilizar as cores {1, 2, 3} para tri-colorir os triangulos de G, da seguinte
forma: para cada aresta e, sejam cy e c; as cores dos vértices que sao extremos
de e; seja i o indice da unica partigdo p; que contém o par (cg, ¢;); atribua a
aresta e a cor 7. Observe que em cada triangulo f, as cores dos trés vértices
de f formam 3 pares em particoes distintas. Portanto, as trés arestas de f
terao cores distintas. Logo, uma 4-coloracao dos vértices de GG implica numa
tri-coloracao de G.

Reciprocamente, suponhamos que G admite uma tri-coloracao com as cores
{1,2,3}. Considere o grafo G* dual de G. O grafo G* é planar e ctbico
(3-regular). Considere a 3-coloragao de arestas de G* obtida naturalmente a
partir da tri-coloragao de GG, ou seja, atribuindo a cada aresta e* € E(G*) a
cor da sua aresta correspondente e € E(G). Seja M} o conjunto das arestas
de G* com a cor ¢. Entao cada M é um emparelhamento perfeito de G*.

Considere o grafo G} := G* — M. Entao, cada componente de G} é um
circuito, e portanto, as faces de GG} admitem uma 2-coloragao. Digamos que
as cores utilizadas sejam 0 e 1. Cada face de G} é a uniao de faces de G*
separadas por arestas de M;. Vamos atribuir a cada vértice de G' que estd em
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uma face f de G'f a mesma cor de f. Repita o processo para G5 := G* — M;.
Assim, cada vértice de G recebeu duas cores, cada uma das quais em {0, 1}.

Finalmente, vértices de G' que sao separados por arestas fora de M, recebem
cores distintas na primeira 2-coloracao. Vértices que sao separados por uma
aresta de M recebem cores distintas na segunda 2-coloragao. Se multi-
plicarmos a primeira cor da face por dois e somarmos com a segunda cor,
obtemos uma cor em {0, 1,2, 3}. Portanto, as cores atribuidas a cada vértice
constituem uma 4-coloracao dos vértices de G. [ ]

A versao de tri-coloracao é mais conveniente do que 4-coloracao de vértices
devido a manipulacao de programas de computadores. Portanto, de agora
em diante, nossa atencao estara voltada para mostrar que toda triangulagao
admite uma tri-coloragao.

Seja G uma quase-triangulagdo. Um subconjunto X C E(G) é esparso se
toda regiao triangular é incidente em no maximo uma aresta de X e se G
nao ¢ triangulacao, a regiao infinita nao ¢ incidente nas arestas de X. Se
X C E(G) é esparso, uma tri-coloragio de G mddulo X é um mapeamento
Kk E(G) — X — {—1,0,1} tal que toda regido triangular incidente nas
arestas e, f, g satisfaz as seguintes condicoes:

1. se {e, f,g} N X =0 entdo {k(e),x(f),x(9)} = {-1,0,1}

2. se g € X, entao r(e) = k(f).
Assim, uma tri-coloracao é uma tri-coloracao médulo (.

Teorema 4.1.2 Seja T um contra-exemplo minimo, e seja X C E(T) um
conjunto esparso. Suponha que X # (), e que ndo existe circuito C de T tal
que |[E(C) — X| = 1. Entao T admite uma tri-coloragio mddulo X .

Prova: Seja S o grafo obtido a partir de 7" mediante a contragao das arestas
em X. Dado que T é planar, S também é. Como nao existe circuito C' de
T com precisamente uma aresta fora de X, o grafo S nao possui lagos. O
nimero de vértices e arestas de S é menor do que o de T, pois X nao é
vazio. Por hipdtese, T' é um contra-exemplo minimo. Portanto, S admite
uma 4-coloracao dos vértices.

Conseqiientemente, existe um mapeamento ¢ que associa a cada vértice de
T uma de 4 cores, de forma que dois vértices adjacentes tém a mesma cor se
e somente se a aresta que os une pertence a X.
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Para cada aresta e € E(T) — X com extremidades u, v, definimos

—1 se {o(u), o(v)} = {1,2} ou {3,4}
rle) =49 0 se{d(u),o(v)} ={1,3} ou{2,4}
1 se {¢(u),d(v)} = {1,4} ou {2,3}.

Entao x é uma tri-coloracao de 7" médulo X, como veremos a seguir. Seja
r uma regiao triangular de 7', incidente nas arestas e, f, g e vértices u, v, w,
onde e, f, g tém extremidades uv, vw, uw, respectivamente. Se {e, f,g}NX =
) entao ¢(u),d(v), p(w) sdo todos distintos, e entdo {x(e),k(f),k(g9)} =
{=1,0,1}. Por outro lado, se uma das arestas, digamos g, pertence a X
temos que ¢(u) = ¢p(w) e entdo k(e) = k(f). u

4.2 Estrias

Seja R um circuito. Uma 3-coloracao de R é uma funcao x : E(G) —
{—1,0,1}. Queremos definir na préxima se¢ao o que chamaremos de conjunto
consistente de 3-coloracoes de R, e para isso apresentaremos inicialmente
uma técnica de obtencao de 3-coloracoes de R que serd importante para o
entendimento desse conceito.

Seja H uma quase-triangulagao 2-conexa. Entao existe um circuito
R := (vg, 1,01, ..., €k, Uk, = Up)

sobre a fronteira da regiao infinita de H. Dizemos que R é o circuito que
contorna H. Seja k uma tri-coloracao de H. Entao a restricao de x as arestas
de R é uma 3-coloragao de R. Seja §# € {—1,0,1}. Uma estria é uma
seqiiéncia

90,71,91,72, -+, T't, G¢

tal que:

® §o, g1, ..., §; sao arestas distintas de H,
® 11,79, ...,T; SA0 regides distintas e finitas de H,

® o e g; sao ambas incidentes na regiao infinita de H,
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&0
I
B &
Iy 1
1 0 -1
-1
-1 I's 0
g3
| 0 S
0 4 1
-1 g4
rl’
9]
g5

Figura 4.1: A seqiiéncia go, 11, 91,72, 92,73, 93, T4, 94, s, g5 € uma estria onde
0=-—1.

e para 1 <i <t, r; é incidente em g;_; e com g;, e

e para 0 <i <t, k(g;) #06.

A Figura 4.1 ilustra o conceito de estria. Em uma estria t em que § = —1,
os valores de k(go), k(g1), ... s@o alternadamente 0 e 1, e k(e) = —1 para toda
aresta e fora de ¢t que é incidente em uma regiao de t. Portanto, se trocamos
os valores de k(go),%(g1),... obtemos uma nova tri-coloracao de H. Esta
técnica de obtencao de 3-coloracao sera ttil para o entendimento do conceito
de consisténcia de um conjunto de 3-coloragoes de um circuito.

Para um 6 fixo, quaisquer duas estrias sao disjuntas, isto é, nao compartilham
arestas ou regioes, e para 1 < ¢ < k, e; pertence a uma tnica estria se
k(e;) # 0, e a nenhuma estria se k(e;) = 6.
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4.3 Conjuntos consistentes

Seja R um circuito. Um par sinalizado em R é um par (m,u) onde m é
um par de arestas distintas de R e p =1 ou u = —1. Um emparelhamento
sinalizado valido em R é um conjunto M de pares sinalizados, tal que para
quaisquer dois elementos ({e, f}, ), ({€/, f'}, 1) de M, valem as seguintes
propriedades:

o {e.f1n{e, fr=0,¢

e ¢, f pertencem a mesma componente de R — {¢’, f'}.
Se M é um emparelhamento sinalizado vélido, entao E(M) denota
{e € E(R) : e € m para algum (m, ) € M}.

Para 6§ € {—1,0,1} e uma 3-coloracao k de R, dizemos que um emparelha-
mento sinalizado vélido M é compativel com o par (k,0) se

o E(M)={ec E(R):k(e) #0}, e

e para cada ({e, f}, ) € M, k(e) = k(f) se e somente se pu = 1.

Um conjunto C de 3-coloragdes de R é consistente se para todo k € C e
todo § € {—1,0,1} existe um emparelhamento sinalizado vélido M que é
compativel com (k, 0), e se k' é uma 3-coloracao de R tal que M é compativel
com (k',0), entao k' € C.

Como exemplo, suponha que C é um conjunto consistente de 3-coloracoes de

um circuito R := (e, e, ..., €6), € suponha que a 3-coloracao k definida por
("1(61)7 :‘i(62), ’%(63)7 ’i<€4)7 H(65), R(66)> = (17 07 17 ]-7 ]-7 O) pertence a C. Para
simplificar a notagao escreveremos x = 101110. Para esta 3-coloragao,

suponha que o emparelhamento sinalizado véalido compativel com cada valor

de 0 é:

o 0=—1: M={({en,es},—1),({ea,e5}, —1), ({es, es}, 1)}
o 0=0: M ={({er,e5},1),({es,es}, 1)}
e 0=1: M ={({es,e6},1)}.
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4.4. Completamento DCT-UFMS

Para cada 60, se trocarmos as cores de um ou mais pares de arestas de M
entre si obteremos uma nova 3-coloracao s’ tal que M é compativel com
(k',0). Por exemplo, apenas considerando §# = —1, M é também compativel
com (x',0), onde k' é uma das seguintes 3-coloragdes de R: 001111, 111100,
100010, 011101, 000011, 110000 e 010001. Portanto, C deve conter também
esse conjunto de 3-coloragoes de R.

O conjunto vazio é consistente, e a uniao de dois conjuntos consistentes é
consistente. Portanto, qualquer conjunto de 3-coloracoes de um circuito esta
contido em um tnico conjunto consistente maximal.

Quase-triangulacoes 2-conexas possuem a seguinte propriedade referente a
conjuntos consistentes.

Teorema 4.3.1 Seja H uma quase-triangulagao 2-coneza, e seja R o cir-
cuito que contorna H. Seja C o conjunto de todas as 3-coloragoes de R que
sao restricoes de tri-coloragoes de H. Entao C € consistente.

Prova: Sejam ey, ..., e, as arestas de R. Seja k € C, e seja 8 € {—1,0,1}.
Visto que k € C, k é uma restricao para R de alguma tri-coloragao x de H.

Associamos a cada estria go,71,91,72,...,7¢,9; de H um par sinalizado
({90, 9:}, 1), onde p = +1 ou p = —1, dependendo da paridade de ¢ (ou
equivalentemente, dependendo da igualdade ou nao das cores k(go) e k(g;)).
O conjunto de todos os pares sinalizados ¢ um emparelhamento sinalizado
vélido M que é compativel com (k,0).

Seja k' uma 3-coloragao de R tal que M é compativel com (x',0). Possivel-
mente, trocando as cores de x’ em algumas estrias de H podemos construir
uma tri-coloragao k" de H cuja restrigao para {ej,...,ex} é '. Entao £’ é a
restricao de k" as arestas de R, e entao «’ € C. Portanto, C é consistente. W

4.4 Completamento

Seja K uma configuracao. Uma quase-triangulacao S é um completamento
de K com anel R se

1. R é um circuito induzido de S e limita a regiao infinita de .5,
2. G(K) é um subgrafo induzido de S, ou seja, G(K) = S\V(R).

3. todo vértice v de S\V(R) tem grau v (v) em S.
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4.5. Redutibilidade DCT-UFMS

A Figura 4.2 mostra o completamento S da configuracao (1,1,1) do Apéndice
C. A partir da defini¢ao de configuracao, nao ¢ dificil mostrar que toda con-
figuracdo possui um completamento (é aqui que é necessario o uso da terceira
condigao da defini¢ao de configuragao). Na verdade, é possivel mostrar que

o completamento de uma configuragao é tinico. Portanto, podemos dizer “o
completamento sem ambigiiidades.

(%) (R

(%1 (1

Ve Us

Figura 4.2: O completamento da configuragao (1,1,1).

4.5 Redutibilidade

Seja S o completamento de uma configuracao K com anel R. Seja C* o
conjunto de todas as 3-coloracoes de R, e seja C C C* o conjunto de todas as
restrigoes para F(R) de tri-coloragbes de S. Seja C’ o subconjunto maximal
consistente de C* — C. A configuragao K é D-redutivel se C' = (). Se C' # (),
necessitamos analisar um outro tipo de reducao.

Seja K uma triangulacao e seja S o completamento de K com anel R. Seja
X C E(S) — E(R). Dizemos que X é um contrato para K se X # (), X
é esparso em S e nenhuma 3-coloracao de C’ é restrigao para F(R) de uma
tri-coloracao de S médulo X.

Teorema 4.5.1 Para cada uma das 633 configuracoes K do Apéndice C,
seja X o conjunto de arestas do completamento de K desenhadas mais espes-
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4.5. Redutibilidade DCT-UFMS

sas na figura. Se X =), entao K é D-redutivel. Caso contrdrio, 1 < |X| < 4,
e X € um contrato para K.

Este teorema foi demonstrado utilizando um computador, utilizando um pro-
grama que computa o conjunto C’ para cada uma das 633 configuracoes. Dada
uma configuracao K, mostramos que se X = (), entao C’ = (). Caso contrario,
computamos o conjunto Cx de todas as 3-coloracoes de R que sao restrigoes
de tri-coloracoes de S mdédulo X, e mostramos que C' N Cx = 0. Todos os
passos seguidos pelo programa estao no Apéndice A.

Seja G um grafo plano, v € V(G) e e € E(G). Dizemos que e é frontal a v se
e nao ¢é incidente em v e existe uma regiao triangular finita de G incidente
em e e v. Se S é o completamento de uma configuracao K, e X C E(S) é
esparso em S com |X| =4, um vértice v de S é uma triade para X se

e v e V(G(K)),

e existem pelo menos trés vértices de S que sao adjacentes a v e incidentes
em um membro de X, e

e se Yk (v) =5, entao nem todo membro de X é frontal a v.

Seja T uma triangulagdo. Dizemos que um circuito C' de T é curto se V(C)
¢ um corte de vértices de tamanho méximo 4 ou V' (C) é um corte de vértices
nao periférico de tamanho 5. Note que uma triangulacao internamente 6-
conexa nao contém um circuito curto.

Teorema 4.5.2 Seja K uma configuracao aparecendo em uma triangula¢ao
T, seja S o completamento de K. Seja X C E(S) esparso em S com | X| < 4,
tal que se | X| = 4 existe uma triade para X. Se existe um circuito C de T
com |E(C) — X| <1, entao existe um circuito curto em T.

Prova: Seja X' = X N E(C). Visto que X é esparso em S, nenhuma aresta
de X é incidente na regiao infinita de S, e consequentemente toda aresta
em X ¢ incidente nas duas regides distintas e finitas de S. Por hipotese,
|E(C)| < |X]+1 < 5. Entao, se denotarmos por A a regido interna de C,
teremos |[ANV(T)| < 1, e com ANV(T) = 0 se |[E(C)] < 4. Mas toda
aresta de X’ é incidente num triangulo de T incluido em A, e todos estes
triangulos sao distintos visto que X’ é esparso em T'. Consequentemente, A
inclui pelo menos | X’| > |E(C)| — 1 triangulos de T'. Se |E(C)| < 4, entéao
isto é impossivel visto que ANV (T) = 0; e entao |E(C)| =5, | X| = 4, existe
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um unico vértice t de T em A, dp(t) = 5, e toda aresta de C' é frontal a t em
T.

Visto que |X| = 4, existe uma triade v € V(S) para X, por hipdtese. E
assim, dgx (v) > 6 ou alguma aresta de X nao é frontal a v em S. Em ambos
os casos, v # t. Visto que v tem pelo menos trés vizinhos distintos em C' e
todo vértice de C' é adjacente a t, segue que T tem um circuito curto, como
desejado. [ |

Teorema 4.5.3 Seja K uma configuracao do Apéndice C, seja S o seu com-
pletamento, e seja X o conjunto de arestas de S mostradas mais espessas na
figura. Se | X| =4, existe uma triade para X.

Para provar este teorema, podemos examinar individualmene todas as con-
figuragoes no Apéndice C. Para a maioria delas, | X| < 3, e assim, esta tarefa
nao é tao dificil quanto parece. Provamos a seguir o principal teorema deste
capitulo.

Teorema 4.5.4 SeT é um contra-exemplo minimo, entao nenhuma boa con-
figuracao aparece em T'.

Prova: Suponha que K é uma boa configuragao que aparece em 1. Seja
S o completamento de K, com anel R. Seja X o conjunto de arestas de S
correspondente aquelas desenhadas mais espessas. Seja H o desenho planar
obtido de T pela remogao de V(G(K)) e designando como infinita a regiao de
H incluindo V(G(K)). Entao, H ¢ uma quase-triangulacdo e R é o circuito
que contorna H.

Seja C* o conjunto de todas as 3-coloragoes de R, e seja C; C C* o conjunto
de todas as 3-coloracoes R que sao restrigcoes de tri-coloracoes de H. Pelo
teorema 4.3.1, C; é consistente. Seja Co C C* o conjunto de todas as restri¢oes
para E(R) de tri-coloragoes de S. Visto que 7' nao admite tri-coloragoes,
pelo teorema 4.1.1 segue que C; NCy = (). Seja C3 o subconjunto maximal
consistente de C* — Cy. Visto que C; é consistente e C; N Cy = @), segue que

C; CCs.

E possivel adicionar arestas a H, ligando vértices nao adjacentes da regiao
infinita, e criar uma triangulagdo 7. Como T é um contra-exemplo minimo,
segue que 1", e portanto H, admitem uma tri-coloracao. Consequentemente,
Ci # 0 e entao C3 # ), e entao K nao é D-redutivel. Pelo teorema 4.5.1,
1 <|X| <4e X éum contrato para K. Entdo X é esparso em S, e pelo
teorema 2.5.1, T' nao possui um circuito curto.
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Pelos teoremas 4.5.2 e 4.5.3, ndo existe circuito C' de T com |E(C) — X| =
1. Portanto, pelo teorema 4.1.2, T" admite uma tri-coloracao médulo X,
digamos k. A restrigao de k para F(H) é uma tri-coloragao de H, visto que
X NE(H) = 0; e entao sua restri¢ao para F(R) pertence a C; e portanto a
Cs3. Mas a restricao de k as arestas de S é uma tri-coloracao de S modulo
X. Isto contradiz o fato de que X é um contrato para S, e isto termina a
demonstracao. [ |
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Capitulo 5

Inevitabilidade

O objetivo deste capitulo é demonstrar o teorema 2.5.3, ou seja, que para toda
triangulacao internamente 6-conexa T', alguma boa configuragao aparece em
T. A idéia geral que serd utilizada é a seguinte.

Seja T' uma triangulagao internamente 6-conexa. Inicialmente, a cada vértice
de T serd atribuida uma carga de 10 — (6 — d(v)), onde d(v) representa o
grau de v. Segue da férmula de Euler que a soma das cargas de todos os
vértices é 120 (secao 5.1). Em particular, é positiva. A seguir, haverd uma
redistribuicao das cargas entre os vértices de acordo com as regras que serao
definidas na se¢ao 5.2. Este procedimento define um novo conjunto de carga
nos vértices, mas com a mesma soma total. Como a soma total é positiva,
existe um vértice v cuja nova carga € positiva. A idéia agora é mostrar
que uma boa configuracao aparece no subgrafo induzido pelos vértices cuja
distancia a v é no maximo dois.

Uma prova completa sera apresentada para os casos em que v tem grau no
méximo seis (se¢ao 5.3) ou pelo menos doze (secao 5.4). Para os demais
casos, a prova torna-se muito complicada devido ao niimero de casos a serem
examinados, e essa parte pode ser feita utilizando um computador, o que nao
foi feito neste trabalho. No apéndice B, apresentamos mais detalhes sobre os
demais casos.

5.1 Passagens

Na secao 2.4, introduzimos o conceito de configuracao aparecendo em uma
triangulacao. Introduziremos agora um conceito bem parecido com este.
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Uma configuracao K aparece em uma configuracio L, se G(K) é um subgrafo
induzido de G(L) e vk (v) = v, (v) para todo v € V(G(K)). Um exemplo de
uma configuracao K aparecendo em uma configuragao L pode ser visto na
Figura 5.1.

Figura 5.1: Configuracao K aparece na configuragao L.

Seja T uma triangulagao internamente 6-conexa, e seja v um vértice de 7.
Seja S o conjunto dos vértices de T cuja distancia a v é no méximo 2. Seja
W a configuragao tal que G(W) é o subgrafo de T induzido pelos vértices
de S tal que yw (v) = dr(v), para v € V(G(W)). Chamamos a configuragao
W de vizinhanca de v em T'. Dizemos que v é o centro de W. A Figura 5.2
mostra a vizinhanca de um vértice v.

Figura 5.2: Vizinhanca de um vértice v.

Uma passagem P é uma quadrupla (K, r,s,t), onde
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(i) K é uma configuracao,
(ii) 7 é um inteiro positivo,
(iii) s e t sdo vértices adjacentes distintos de G(K), e

(iv) paracadav € V(G(K)) existe um caminho ligando s a v, e um caminho
ligando t a v em G(K), ambos de comprimento no maximo 2.

Escrevemos r(P), s(P), t(P) e K(P) para representar os parametros de uma
passagem P. Quando P estiver subentendido usaremos apenas r, s, t e K
para simplificar r(P), s(P), t(P) e K(P), respectivamente. Chamamos r de
valor da passagem, s de fonte e t de sorvedouro.

Uma passagem P = (K, r,s,t) aparece em uma triangula¢ao T se K aparece
em 7. Uma passagem P = (K,r,s,t) aparece em uma configuracao L se K
aparece em L.

Seja T' uma triangulacado, e seja P = (K, r,s,t) uma passagem. Para cada
vértice v de T definimos uma fungao 07(v) da seguinte forma:

Or(v) = 10(6 — dr(v)) + Z(T(P) : P aparece em T, t(P)
— Z(T(P) : P aparece em T', s(P)

v)
v).

Observe que 01 (v) depende apenas da vizinhanga de v em T.

Teorema 5.1.1 Para toda triangulagio T, Z Or(v) = 120.
veV(T)

Prova: Seja P uma passagem aparecendo em T. Logicamente, s(P) = v
para algum v € V(T') , ou seja, toda passagem P que aparece em T' tem que
ter fonte s em algum vértice v de T'. Segue dai que

Z(T(P) : P aparece em T') = Z Z(T(P) : P aparece em T, s(P) = v).

veV(T)

A mesma observagao vale para o sorvedouro ¢(P). Logo, a equagao acima
ainda é verdadeira com s(P) trocado por t(P), e consequentemente,
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Z (r(P) : P aparece em T, s(P) =v) = Z (r(P) : P aparece em T,t(P) = v).
veV(T) veV(T)

Portanto,

> Or(w) = D 10(6 - dr(v))

VeV (T) VeV (T)

= 60|V(T)| =10 Y dr(v).
veV(T)

Segue da férmula de Euler que Z dr(v) = 2|E(T)| = 6|V(T)| — 12, ¢

veV(T)
assim
> 0r(v) = 60[V(T)| — 10(6]V(T)| — 12) = 120,
veV(T)
como queriamos demonstrar. [ |

Segue do Teorema 5.1.1 que existe um vértice v de T' com fr(v) > 0, e o
teorema que queremos demonstrar é:

Teorema 5.1.2 Se v é um vértice de uma triangulagao internamente 6-
conexa T com Op(v) > 0, entdo uma boa configuragcdo aparece na vizinhanga
dev emT.

5.2 O conjunto de regras
Uma regra é uma séxtupla (G, 3,0, r, s,t), onde

(i) G ¢é uma quase-triangulagao 2-conexa.

(i) 8:V(G) — Zy e d: V(G) — Z; U{oo} sao fungdes satisfazendo
B(v) < 0(v) para todo vértice v.

(iii) 7 é um inteiro positivo, e
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(iv) s et sao vértices adjacentes distintos de G, e para todo v € V(G) existe
um caminho de v a s e um caminho de v a t de comprimento < 2.

Vamos estender as convencgoes da Figura 2.1 para descrever regras. As
possibilidades que serao necessarias para os nossos propositos, para cada par
(B(v),d(v)), sdo as seguintes:

(a) 5 <pB(v) =46(v) <8, ou
(b) Bv)=5e6<d(v) <8, ou
(c) 5< B(v) <8ed(v) = o0.

Descrevemos o caso (a) utilizando as mesmas convengdes da Figura 2.1.
Para o caso (b), utilizamos as mesmas convengoes para indicar um vértice
v com y(v) = §(v) e adicionamos a figura um sinal “-” perto do vértice v.
Similarmente, para o caso (c) utilizamos as convengoes da Figura 2.1 para
indicar o vértice v com 7y(v) = [(v) e adicionamos um sinal “+” perto do
vértice v.

Para cada regra, indica-se r, s e t marcando-se a aresta incidente em s e t
com uma seta simples (se 7 = 1) ou seta dupla (se r = 2), direcionada de
s para t. A Figura 5.3 descreve um conjunto R de 32 regras. Estas serao
referenciadas por nimeros de 1 a 32 por ordem de linhas e da esquerda para
a direita. Por exemplo, a regra 1 ¢ a que estd no canto superior esquerdo da
figura. Esta é a unica regra em que r = 2.

A maioria das regras foram obtidas por tentativa e erro. Existe muita flexi-
bilidade na escolha, e apenas as sete primeiras foram construidas com base
em interpretacao geométrica.

Uma passagem P = (K,r,s,t) obedece uma regra R = (G, [3,9,r,s,t) se
G(K) é isomorfo a G, e B(v) < y(v) < §(v) para todo vértice v € V(G).

A demonstracao do Teorema 5.1.2 é dividida em trés partes, mostradas nas
3 secoes seguintes. Os casos sao baseados no grau de um vértice v tal que
Or(v) > 0: grau no maximo 6, grau no minimo 12, e grau de 7 a 11. Os 3
casos serao detalhados nos teoremas 5.3.2, 5.4.2 e 5.5.1, respectivamente.

5.3 Parte 1 - Grau no maximo 6

Para este caso é preciso o seguinte lema.
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e A5 REE 0

R
Q. 1. & %@

Figura 5.3: O conjunto de regras.

Lema 5.3.1 Seja v um vértice de grau 5 ou 6 e W sua vizinhanca. Para
kE=1,...,32 seja py (respectivamente, q) a soma de r(P) sobre todas as
passagens P obedecendo a regra k e aparecendo em W com sorvedouro (re-

spectivamente, fonte) v. Suponha que nenhuma boa configuragcdo aparece em
W. Entao:

W) pr=q+q¢

(

(71) p3 =
(799) pa=q5+qs , €
(

i) Ps = q.
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Prova: Seja X o conjunto de todas as triplas (z,y, z) de vizinhos de v em W
tal que z,y, z s@o todos distintos, y é adjacente a ambos z e z, e yy (z) = 5.
A Figura 5.4 ilustra graficamente os elementos de X.

x
Y

Figura 5.4: Elementos do conjunto X (yw (y) e yw(2) s@o irrelevantes).

Entao p; = |X]|, pois cada vez que uma passagem P obedecendo a regra 1
aparece em W com sorvedouro v ele contribui com duas unidades para a
computacao de pq; por outro lado, P sempre aparece em exatamente dois
elementos distintos de X. A Figura 5.5 mostra essa igualdade.

)

Figura 5.5: py =4 e | X| = 4 (observe a orientagao das setas).

Sejam X o conjunto de triplas (x,y, z) € X com vy (y) > 7, X5 o conjunto
de triplas (z,y,2) € X com yw(y) < 6 e yw(2) > 6, e X3 o conjunto de
triplas (z,y,2) € X com vy (y) < 6 e yw(z) = 5. A Figura 5.6 ilustra os
subconjuntos X, X5 e X3 de X. Entao ¢ = | X1| e g3 = | X3

Observe que X = X; UXo U X3 e X1 NX, =0. Além disso, X5 = 0, pois as
configuragdes (1,1,1), (1,1,2) e (1,1,4) nao aparecem em W por hipétese.
Logo, | X| = |X1| + [Xa| = g2 + g3, ou seja, p1 = g2 + g3 , 0 que prova (i).

Se yw (v) = 5 temos que:
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Y Y )
+ —_ —_

- - + -

X1 X2 X3

Figura 5.6: Subconjuntos X;, X5 e X3 de X.

p3 = py = ps = 0, pois as passagens que obedecem as regras 3, 4 e 5 tém
sorvedouro t com 7y(t) > 6, logo nenhuma passagem, obedecendo uma dessas
regras, aparece em W com sorvedouro v.

g1 = g5 = q¢ = q7 = 0, pois as passagens que obedecem as regras 4, 5, 6 e 7
tém fonte ¢ com 7(s) = 6 , logo nenhuma passagem, obedecendo uma dessas
regras, aparece em W com fonte v.

Portanto (i7), (i), (iv) sdo verdadeiras.
Agora assuma que Y (v) = 6.

Seja agora X o conjunto de todas as triplas (x,y, z) de vizinhos de v em W
tal que x,y, 2 sdo todos distintos, y é adjacente a ambos = e z, vy (z) < 6,
yw(y) <6, e yw(u) =5, onde u é o vértice diferente de v adjacente a ambos
x ey. A Figura 5.7 ilustra os elementos de X.

u

Figura 5.7: Elementos do conjunto X (yw(z) é irrelevante).
Entao p3 = | X, pois todo elemento de X contém uma passagem obedecendo
a regra 3 com sorvedouro em v, e vice-versa.

Para cada tripla de X temos que ter vy (z) > 6, uma vez que as configuragoes
(1,1,2), (1,1,4), (1,1,5) e (1,1,7) ndo aparecem em W por hipitese. Segue
daf que ¢4 = | X/, o que prova (7).
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Agora defina X como sendo o conjunto de todas as triplas (z, y, z) de vizinhos
de v tal que x, y, z sdo todos distintos, y é adjacente a ambos x e z, vy (z) = 6,
Yw(y) <6, yw(z) =7, yw(u) <6, onde u é o vértice diferente de v adjacente
a ambos x e y, e yw(w) = 5, onde w é um vértice diferente de x e adjacente
auey. A Figura 5.8 ilustra os elementos de X.

u w

Figura 5.8: Exemplo de um elemento do conjunto X.

Como cada tripla de X tem uma passagem obedecendo a regra 4 com sorve-
douro em v, temos que py = | X]|.

Sejam X; o conjunto das triplas X com vy (y) =5 e yw(z) > 7, e X5 0
conjunto das triplas de X com yw (y) = 6 e yw(z) = 6. A Figura 5.9 ilustra
os subconjuntos X; e Xy de X.

u w u

Figura 5.9: Subconjuntos X; e X5 de X.

Entao ¢ = | X1] e g5 = | X32|. Como X1NXy = ), temos que | X| = ¢5+¢s = pa-
O que prova (iii).

Seja P uma passagem obedecendo a regra 5 com sorvedouro v. Nao é dificil
ver que P obedece a regra 7 com fonte v. Por outro lado, uma passagem

obedecendo a regra 7 com fonte v também obedece a regra 5 com sorvedouro
v. Portanto ps = ¢q5. [ |
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Teorema 5.3.2 Seja v um vértice de uma triangula¢ao internamente 6-
conexa T com Op(v) > 0, e d(v) =5 ou d(v) = 6. Entao uma boa con-
figuracao aparece na vizinhanga W de v em T'.

Prova: Defina p; e g, para k = 1,...,32 como no Lema 5.3.1. Suponha que
nenhuma boa configuracao aparece em W.

Suponha inicialmente que vy (v) = 5. Entdo py = 0 para k = 2,...,32,
pois nenhuma passagem obedecendo quaisquer dessas regras tem ~y(t) = 5;
e q, = 0 para k = 4,...,32, pois nenhuma passagem obedecendo quaisquer
dessas regras tem 7(s) = 5. Segue entao que

Or(v) = 10(6 —dr(v Z : P aparece em T, t(P) = v)
—Z ) : P aparece em T, s(P) = v)
= 10(6- 5+Zm—2%
= 10+p1+p2+ +p32—ql—Qz—q3—c14—---—Q3z
—— ——
0 0

Por (i) temos
Or(v) =10 — qu.

Como yw(v) = 5, temos ¢; = 2 x 5 = 10. Logo 0r(v) = 0, o que é uma
contradicao.

Suponha agora que vy (v) = 6. Entao ps = 0 e p, = 0 para k = 6,...,32,
pois nenhuma passagem obedecendo quaisquer dessas regras tem ~y(t) = 6;
eq =0eqy=0para k =8,...,32, pois nenhuma passagem obedecendo
quaisquer dessas regras tem 7y(s) = 6. Segue entdao que

Or(v) =p1+p3s+pa+ps— G — 43— Q1 — ¢ — g6 — qr-

Pelo Lema 5.3.1, temos que 67(v) = 0, o que é uma contradigao. [ |

5.4 Parte 2 - Grau no minimo 12

Para provar o Teorema 5.1.2 no caso em que dr(v) > 12, é preciso o seguinte
lema.
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Lema 5.4.1 Seja W a vizinhanca de um vértice v de grau no minimo 12, e
seja w um vizinho de v. Se nenhuma boa configura¢do aparece em W, entao
a soma dos r(P) de todas as passagens P, que obedecem alguma regra da
Figura 5.3, aparecendo em W com fonte w e sorvedouro v é no mdzrimo 5.

Prova: Para k =1,...,32, seja Ry a soma dos r(P) de todas as passagens
P obedecendo a regra k, aparecendo em W com fonte w e sorvedouro v. Seja
R = Ry + -+ + R3s. Devemos mostrar que R < 5. Observamos que para
cada k, Ry < 2, visto que r(P) < 2 e no méximo uma passagem, obedecendo
a regra 1, pode aparecer em W com fonte w e sorvedouro v.

Primeiramente, suponha que yy(w) = 5. Entdo Ry =2, e R =2+ Ry +
R, visto que as outras regras tém y(s) > 6. Se Ry = 2 = Rj, entao
a configuracao (1,1,1) aparece em W, como mostra a Figura 5.10, logo
Ry + R3 < 3. Dai

R=24+ Ry + R3 <5.

Suponha agora seja yw (w) = 6. Entao

R = Ry+ Rs+ Ry + Rs + Rs + Rx,

visto que a regra 1 tem 7(s) =5 e as regras 8,...,32 tém y(s) > 7.

Se Ry = 2, uma das configuragoes (1,1, 3), (1,1,6), (1,2,2), (1,2,3), (1,1,4),
(1,3,1) aparece em W, como mostra a Figura 5.11. Além disso, as passagens
que obedecem as regras 3, 5 e 6 nao podem aparecer ao mesmo tempo em W

com fonte w e sorvedouro v, bem como as passagens que obedecem as regras
2 e 7. Logo,

R3+R5+R6§2 [§ R2+R7§2

Portanto R<2+2+1=5.
Se yw(w) > 9 entdao R = 0, pois todas as regras de 1 a 32 tém ~(s) < 8.
Seja yw(w) = 8. Entao

R = Ros + Rog + R3p + R31 + Rso,

visto que as regras de 1 a 27 tém ~y(s) < 7.

Se Rsg = 2, a configuracao (5,7,2) aparece em W, e se Rog = 2 entdo
Ryg = 0, sendo a configuracao (5,7,2) novamente aparece em W. Além
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disso, as passagens que obedecem as regras 30, 31 e 32 nao podem aparecer
ao mesmo tempo em W com fonte w e sorvedouro v. Temos entao que

Rag+ R31 + R3a <1 e Raog+ Rog < 2.

Portanto, R <1+ 2 = 3.

Finalmente, seja vy (w) = 7. Este caso é dividido em vérios subcasos. Sejam
uy e uy os dois vértices adjacentes a ambos w e v, e seja yw(uy) = ¢ e
yw (u2) = co. Por simetria, podemos assumir que ¢; < ¢s.

Primeiro, suponha que ¢; = ¢co = 5. Entao

R = Rg + Ry + Rip + Ri1 + Ri2 + Rys,

visto que as outras regras ou tém ~y(s) # 7, ou tém vy(s) = 7, mas ¢; ou ¢
diferente de 5.

Observe inicialmente que Ris + R13 < 1. Se Rig > 1, entao Ry = 1, Rg < 2,
Ry < 1 (pois a configuracao (1,4,3) nao aparece em W) e Ry; = 0. Logo
R<2+1+1+1=5.

Sendo, se Rig = 0, entdo R1o = Ry3 = 0 (pois se uma passagem, obedecendo
as regras 12 ou 13, aparece em 7', com fonte w e sorvedouro v, inevitavelmente
uma passagem obedecendo a regra 10 também ird aparecer) e Rg < 1 (pois
se Rg = 2 certamente Rjg # 0). Como Ry < 2 e Ry; < 1, temos que
R<1+2+1=4.

Agora, suponha que ¢; =5 e ¢ = 6. Entao

R = Rg + Ry + Riy + Ri5 + Rig + Ri7 + Rig + Rig.
Observe que Rig + Rig < 1, e se Rg = 2 entao R + Rigs = 0. Logo,
Rs + Rig + Ris < 2. Além disso, Ry < 1 (pois as configuragoes (1,4, 3)

e (1,4,5) nao aparecem em W), Ryy + Rig < 1, Ri5 + Rz < 1. Logo
R<24+1+141=5.

Agora, suponha que ¢; = ¢; = 6. Entao

R = Rg + Ry + Ryy + Ra1 + Rao.

Como Ry < 2, Rg + Ry < 2 (pois a configuragao (1,4,3) ndo aparece em
W) e Ry + Ryp <1, temos que R<2+2+1=5.

46



5.4. Parte 2 - Grau no minimo 12 DCT-UFMS

Agora, suponha que ¢; =5 e ¢; > 7. Entao

Como Rs S ]_, Rg S 1, R18+R19 S 1le R23+R24+R25 S 1, temos que
R<1+1+1+1=4.

Finalmente, suponha que ¢; > 6 e ¢co > 7. Entao

R = Rg + RygRy + Ray + Rog + Ror.

Como Rg <1le Ry<1, Royy+ Roy <1e Rog+ Roy <1, temos que R <= 4.

Isso prova o caso em que Yy (w) = 7, e assim completamos a prova. [ |

Teorema 5.4.2 Seja v um vértice de uma triangulagdo internamente 6-
conexa T com Or(v) > 0, e d(v) > 12. Entdo uma boa configuragcdo aparece
na vizinhanga W de v em T.

Prova: Suponha, por absurdo, que nenhuma boa configuracao aparece em
W. Seja yr(v) = d e seja D o conjunto dos vizinhos de v. Para cada w € D,
seja R(w) a soma dos r(P) de todas as passagens P, que obedecem alguma
regra da Figura 5.3, aparecendo em W com fonte w e sorvedouro v. Pelo
Lema 5.4.1, Z R(w) < 5d. Logo,

weD

Or(v) =106 —d) + Z(T(P) : P aparece em T, t(P)
— Z(T(P) : P aparece em T, s(P)

I
4
~

I
<
SN—

<10(6 —d) + Z(T(P) : P aparece em T,t(P) = v)
=10(6—d) + > R(w)
<10(6—d) + 5d = 60—5d < 0,

o que é uma contradicao. [ |
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5.5 Parte 3 - Grau entre 7 e 11

Teorema 5.5.1 Seja v um vértice de uma triangula¢ao internamente 6-
conexa T com Op(v) > 0, e d(v) = 7,8,9,10 ou 11. Entdo uma boa con-
figuracao aparece na vizinhanca de v em T'.

Para cada um dos cinco casos, existe uma prova. Infelizmente, elas sao
muito longas para serem verificadas a mao. Entretanto um computador pode
verificd-las em poucos minutos. Todos os programas e suas especificagoes
estao disponiveis no enderego http://www.math.gatech.edu/FC/ftpinfo.html.
No apéndice B, apresentamos alguns detalhes a mais sobre a demonstracao
deste teorema.
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Figura 5.11: Ry = 2.
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Capitulo 6

Um Algoritmo

Nosso objetivo neste capitulo é converter a demonstracao do Teorema das
Quatro Cores em um algoritmo que encontra uma 4-coloracao dos vértices
de um grafo qualquer G com complexidade O(]V(G)|?). Para facilitar
esta tarefa, consideramos neste capitulo algoritmos que operam sobre tri-
angulagoes. Isto é suficiente pois é simples converter um grafo planar G em
uma triangulacao T' pela simples adicao de arestas, e uma 4-coloracao dos
vértices de T é uma 4-coloracao dos vértices de G.

Uma tri-coloracao das arestas de T' pode ser convertida em uma 4-coloragao
dos vértices de T', como esta descrito na demonstragao do Teorema 4.1.1.
Portanto, para cumprir com o nosso objetivo é suficiente mostrar um algo-
ritmo que encontra uma tri-coloracao de uma triangulacao 7'.

6.1 Visao geral do algoritmo

Mostramos nesta se¢ao uma visao geral de um algoritmo que tem como en-
trada uma triangulacao 1" e como saida uma tri-coloracao de 7'. O algoritmo
pode ser resumido nos seguintes passos:

Passo 1: Encontramos um circuito curto em 7' se existir, ou concluimos que
T é internamente 6-conexo.

Passo 2: Se existe um circuito curto C', adaptamos a prova do teorema
2.5.1 para construir uma tri-coloracao de 7" a partir das tri-coloracoes das
restricoes de 7" sobre as duas regioes limitadas por C.

Passo 3: Se nao existe um circuito curto, localizamos uma boa configuracao
que aparece em 1" e o apropriado contrato X. Encontramos uma tri-coloragao
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modulo X, e a convertemos em uma tri-coloragao de 7' através de uma
adaptacao da prova do teorema 4.5.4.

Os passos 2 e 3 podem ser escritos de forma algoritmica. O problema maior
encontramos no passo 1, pois como nao sabendo resolvé-lo em tempo linear,
somos forcados a proceder de outra forma. Ao invés de iniciarmos pelo passo
1, vamos direto ao passo 3, assumindo que nao existe um circuito curto, e se
em algum momento ocorrer erro ¢ porque existe um circuito curto, e nesse
caso, nos 0 encontramos e seguimos para o passo 2.

Sobre a estrutura de dados utilizada, assumimos que a entrada é uma tri-
angulacao representada por um inteiro n > 0, um vetor (dy,...,d,) de
inteiros nao-negativos, e para cada vértice v com 1 < v < n, um vetor
(uy(1),...,uy(dy)) de inteiros entre 1 e n. O inteiro n representa o nimero
de vértices da triangulacao e para 1 < v < n, d, representa o nimero de
arestas incidentes ao vértice v e wu,(1),...,u,(d,) representam os vizinhos
de v, numerados em ordem ciclica em torno de v. A entrada tem tamanho

O(|V(T)]), pois |E(T)| < 3n — 6.

Observamos que dada uma quase-triangulacao, existe essencialmente um
unico modo de adicionar um vértice vy na regiao infinita e arestas incidentes
a vy de maneira a tranformar esta quase-triangulacao com n vértices em uma
triangulacao com n + 1 vértices.

Nas segoes 6.2 e 6.3 enunciamos e apresentamos dois algoritmos que serao
utilizados para a construcao de um terceiro, descrito na secao 6.4.

6.2 Algoritmo 1

Entrada: Uma triangulacao 7', e um vértice w de T'.

Saida: A vizinhanca de w em T, ou um circuito curto em 7.
Complexidade: O(|V(T)|)

Por ser bastante simples, omitimos os detalhes.

6.3 Algoritmo 2

Segue a versao algoritmica do teorema 4.3.1.

Entrada: Uma quase-triangulacao H, o circuito R que contorna H e uma
tri-coloracao xk de H .
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Saida: Um conjunto de tri-coloragoes de H incluindo &, tais que as restri¢oes
para R de todos os membros deste conjunto sao distintas e formam um
conjunto consistente.

Complexidade: O(|V(H)|), se |E(R)| é constante.

Descrigdo: Iniciamos com C; = {k} e comegamos a primeira iteracdo. Em
geral, no inicio da i-ésima iteracao temos um conjunto C; de tri-coloracoes de
H incluindo &, tais que suas restricoes para R sao todas distintas.

Testamos se as restrigoes para R de todos os membros de C; formam um
conjunto consistente. Isso pode ser feito da seguinte forma: para cada tri-
coloragdo k de H e para cada § € {—1,0,1}, determinamos o emparelha-
mento sinalizado vélido M que é compativel com (k,0) através das estrias
determinadas por 6, como feito na prova do teorema 4.3.1. Isto pode ser feito
em tempo O(|V(H)I).

Para cada estria, se alternarmos as cores de suas arestas obteremos uma nova
tri-coloracao de H cuja restri¢ao para R é uma 3-coloragao ' tal que M é
compativel com (x/,0). O mesmo procedimento é feito para cada subcon-
junto do conjunto de estrias para obter todas as 3-coloracoes k" de R tal
que M é compativel com (k”,0). Isto pode ser feito em tempo O(|V(H)|),
considerando que |E(R)| é uma constante.

O procedimento de determinar se uma 3-coloracao de R ja foi gerada an-
teriormente pode ser executado em tempo constante se as coloragoes forem
codificadas e armazenadas em um vetor, como descrito no Apéndice A.

6.4 Algoritmo 3

Para obter o algoritmo de tri-coloracao de uma triangulacao necessitamos
dois lemas, que serao mostrados a seguir.

Sejam k e k' duas 3-coloragoes de um circuito R. Dizemos que k e k' s@o
equivalentes ou similares se existe uma permutacao A de {—1,0,1} tal que
para toda aresta e € E(R), k'(e) = A(k(e)). Em outras palavras, a partigao
das arestas de R em trés subconjuntos segundo as cores atribuidas por k e
k' é a mesma. Nao é dificil de ver que esta é uma relacao de equivaléncia.

Lema 6.4.1 Seja R um circuito de tamanho 4, com arestas ey, es, e3 € ey
aparecendo em R nesta ordem. Seja Cy o conjunto de todas as 3-coloragoes
de R equivalentes a (0,0,0,0) (isto €, a 3-coloragdo k com k(e;) = 0, para
i=1,...,4). Similarmente, sejam Cyi, Cy € C3 conjuntos de 3-coloragdes de

52



6.4. Algoritmo 3 DCT-UFMS

R equivalentes a (0,1,1,0), (0,1,0,1) e (0,0,1,1), respectivamente. Todo
conjunto consistente nao vazio de 3-coloragoes de R inclui um dos segquintes
conguntos: CoUCy, C; UCy, Co UCs ou C3UCy.

Prova: Seja C um conjunto consistente de 3-coloracoes de R e seja x € C.
Entao para cada 0 € {—1,0,1} existe um emparelhamento sinalizado vélido
M que é compativel com (&, ). Como R tem um numero par de arestas, cada
cor deve ser atribuida um nimero par de vezes as arestas de R. Portanto,
deve ser equivalente a uma das quatro coloragoes acima.

A prova do lema resume-se agora em analisar as possibilidades para x e
M. Suponha, por exemplo, que £ = (0,0,0,0). Entao Cy C C. Considere
0 = —1. Os possiveis valores de M sao: {({e1,e2},1)}, ({es,es},1)} ou
{({e1,e4},1)}, ({e2,e3},1)}. No primeiro caso, concluimos que C3 C C, e no
segundo que C; C C, e portanto, C inclui Co U C; ou Cy UCs. Os demais casos
sao analisados de forma semelhante. [ |

Lema 6.4.2 Seja R um circuito de tamanho 5, com arestas ey, es, €3, €4 €
es aparecendo em R nesta ordem. Para 1 < i # j <5, seja A;; a classe de
equivaléncia de 3-coloragoes de R equivalentes a k, onde k(e;) = 1, k(e;) =
—1er(ex) =0parak #1,5. Paral <i <5, sejaC; = Aj; UAUAj;, onde
ej,er # € sao as duas arestas de R com um extremo comum com e;. Para
1 < <5, sejam ey, ey, €. € eq as arestas diferentes de e; em ordem, e seja
Di = AacUAadUAchAbd. Fmalmente, seja &= ./412 UA23UA34UA45UA15.
Todo conjunto consistente nao vazio de 3-coloragoes de R que tem intersec¢ao
nao vazia com &£ inclui um dos sequintes conjuntos: Cy,...,Cs,D1,..., D5, E.

Prova: Seja C um conjunto consistente. Provaremos inicialmente a seguinte
afirmacao.

(1) Se A2 C C, entao C inclui um dos conjuntos Ayz, Ay e um dos conjuntos

A23 ’ -’425 .

Seja k = (—1,1,0,0,0) € C. Visto que C ¢ consistente, existe um emparelha-
mento sinalizado M tal que M é compativel com o par (k,—1), e e se k' é uma
3-coloragao de R tal que M é compativel com (x',—1), entao & € C. Visto
que M é compativel com (k,—1), segue que M é um dos seguintes conjuntos:

{({627 63}7 _1)7 <{647 65}7 1>}
{({627 65}’ _1)7 ({63’ 64}7 1)}
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Se M é o primeiro dos conjuntos, entao M é compativel com o par
{(—=1,0,1,0,0),—1} e esta 3-coloragao pertence a C, e portanto A3 C C.
Caso contrério, a 3-coloragao (—1,0,1,0,0) pertence a C, e portanto A5 C C.
Sendo assim, existem apenas dois emparelhamentos sinalizados compativeis
com (k,1), e a segunda conclusdo segue similarmente.

(2) Se A1z CC, entdo C inclui um dos conjuntos Asz, Ass.
Esta prova ¢é similar a de (1).

Agora, seja C um conjunto consistente que tem intersec¢ao nao vazia com &.
Portanto, um dos COIlqultOS Alz, .A23, A34, .A45, A15 estd incluido em C, mas
podemos assumir que nem todos deles estao, pois nesse caso £ C C, como
desejado. Por simetria, podemos assumir que A5 C C e Agz € C. Por (1),
Ass CC. Se A5 C C, entao C; C C, como desejado, e assim podemos entao
assumir que A5 ¢ C. Por (1), A3 C C. Por (2), Ass C C, e entao D C C,
como desejado. [ ]

Finalmente, unindo todas as partes temos o seguinte algoritmo:
Entrada: Uma triangulacao 7.

Saida: Uma tri-coloracao de 7'

Complexidade: O(|V(T)|*)

Descrigao: Primeiramente, testamos se T possui 2 arestas paralelas (isto
gasta tempo O(|V(T)])). Em caso afirmativo, passamos para a subrotina
1, relacionada ao circuito curto que sera apresentada na subsecao seguinte.
Caso contrério, 7' é simples e portanto é 3-conexo (exceto quando |V (T)| < 3,
que é um caso trivial).

Testamos se todo vértice tem grau > 5 (isto gasta tempo O(|V(T')])). Em
caso negativo, os vizinhos do vértice com grau < 5 formam um circuito curto
(exceto quando |V (T')] < 5, que é um caso trivial) e passamos novamente
para a subrotina 1.

Para cada vértice v, computamos 07 (v), definido como 10(d(v) — 6) + a — b,
onde a é a soma de r(P) sobre todos os passes P aparecendo em T com
sorvedouro v, e b é a soma de r(P) sobre todos os passes P aparecendo em
T com fonte v. Para cada v e cada regra da figura 5.3, isto gasta tempo
O(|d(v)]), e portanto toda esta computagao gasta tempo O(|V (T')]).

Agora, como na demonstragao do teorema 5.1.1, temos

> br(v) =120

veV(T)
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Consequentemente, podemos escolher um vértice w com fr(w) > 0 em tempo
O(|V(T)]). Agora, executamos o algoritmo 1 apresentado na segao 6.2 com
entradas T" e w. Se encontramos um circuito curto, passamos para a subrotina
1. Caso contrario, temos uma vizinhanga W aparecendo em 7' com Or(w) >

0.

Pelo teorema 5.1.2, uma boa configuracao aparece em W. Encontramos tal
configuragao, digamos K, em tempo O(|V(T")]). Construimos o completa-
mento livre S de K com anel R (temos |E(R)| < 14). Se K é D-redutivel,
seja X o conjunto formado por uma aresta qualquer de E(S) — E(R). Caso
contrario, seja X C FE(S) — E(R) o conjunto de arestas mais espessas
mostradas para esta configuracao no apéndice C.

Testamos se existe um circuito curto C' de T' com |E(C') — X| < 1. Se existe
utilizamos uma versao algoritmica bastante simples do teorema 4.5.2 para

encontrar um circuito curto de 7' e passamos para a subrotina 1 (isto gasta
tempo O(|V(T)|)).

Construimos a triangulagao T” obtida de T pela contragao de todas as arestas
de X e deletando uma aresta de cada par de arestas paralelas obtida dessa
operacao. Utilizamos o algoritmo 3 para encontrar uma tri-coloracao de T".
Convertemos esta em uma tri-coloracao x; de T' médulo X.

Seja H o grafo planar obtido de T" pela delegao de V(G(K)) e designando
como infinita a regiao incluindo V(G(K)). Seja ko a restrigdo de k; para
E(H). Entao ky é uma tri-coloracdo de H. Aplicamos o algoritmo 2 sobre
H, R e ko, para obter um conjunto C de tri-coloracoes de H tais que todas
as restricoes para R sao distintas e formam um conjunto consistente D, com
Ko € C .

Temos que a restricao de ko para R é a restricao de uma tri-coloracao de
S moédulo X, devido a k1. Visto que X é um contrato para K pelo teo-
rema 4.5.1, D contém a restricao para R de alguma tri-coloracao de S. Encon-
tramos tal tri-coloragao k3, combinamos ks e k3 para obter uma tri-coloracao
k de T', e retornamos k.

6.4.1 Subrotina 1

Para finalizar o algoritmo 3, basta descrevermos a subrotina 1, que tem como
entrada a triangulacao T e um circuito curto C' de T'.

Primeiramente, se | E(C')| > 3 testamos se C' é um circuito induzido de T', e se
nao o é, encontramos outro circuito curto de comprimento menor e colocamos

35



6.4. Algoritmo 3 DCT-UFMS

no lugar de C. Repetimos isto até que C' seja um circuito induzido ou até
que |E(C)| = 2 (isto gasta tempo O(|V(T')])).

Encontramos todas as componentes conexas X7, ..., Xy de T—V(C). Neces-
sariamente temos k£ > 2, visto que T' é uma triangulacao. E ainda, podemos
verificar que se |E(C)| > 3, entdao k = 2. Para 1 <i < k, contruimos o grafo
H; consistindo de X;, C, e todas as arestas com uma extremidade em V(C')
e outra em V' (X;).

Suponhamos, primeiramente, que |E(C)| = 2. Seja E(C) = {f, g}, e para
cada ¢, utilizamos o algoritmo 3 para encontrar uma tri-coloracao x; da tri-
angulacdo H; — g, tal que k;(f) = 0. Definimos x por: k(e) = k;(e) se
e € E(H;) — E(C), e k(e) = 0 caso contrario. Entao s é uma tri-coloragao
de T'.

Podemos assumir entao que |E(C)| > 3, e portanto, k = 2 e C' é um circuito
induzido. Se |E(C)| = 3 utilizamos o algoritmo 3 para encontrar uma tri-
coloracao de Hy e Hy que sejam equivalentes com relacao as arestas do circuito
C. Desta forma, podemos unir as duas tri-coloragoes para formar uma tri-
coloracao de T'.

Os casos onde |E(C)| =4 e |E(C)| = 5 sd@o um pouco mais complicados. Se-
jam eq, ..., eq as arestas de C' em ordem, onde d = |E(C)|, e sejam vy, ..., 04
vértices tais que a aresta e; tem extremos v; e v;11 (1 <i <d) e vg1 = vy.

Primeiramente, suponha que |E(C)| = 4. Adicionamos uma aresta a H; com
extremos v; e vz, formando uma triangulacao 7). Aplicamos o algoritmo 3
para obter uma tri-coloragao de 7T}, e portanto, uma tri-coloracao x de H;
tal que k(e;) # k(e2). Aplicamos o algoritmo 2 sobre Hy, C' e k, para obter
um conjunto de tri-coloracoes B de Hi, tal que k € B, e as restrigoes dos
membros de B para C' sao distintas e formam um conjunto consistente C.
Aplicando o lema 6.4.1 e simetria, podemos assumir que Co UC; C C ou
C1 UCy C C (utilizando a notagao do lema).

Se Co UC; C C, construimos a triangulacao Ty a partir de Hy deletando as
arestas e3 e e4 e “identificando” vy com v4. Aplicamos o algoritmo 3 a T, para
obter uma tri-coloracao ks de Hy com ky(e1) = ka(eys). Consequentemente,
a restricao de ko para C estd em Cy U Cy C C, e assim, existe k1 € B tal
que k1(e) = ka(e) (e € E(C)). Podemos entdo unir k1 e ko para obter uma
tri-coloracao de T'. Por outro lado, se C; U(Cy C C, adicionamos uma aresta
a Hy com extremos vy e vs e procedemos similarmente.

Suponhamos agora que |E(C)| = 5. Seja T} obtido de H; pela adi¢ao de um
novo vértice adjacente aos vértices vy, ..., vs. Aplicando os algoritmos 3 e 2
construimos um conjunto B de tri-coloragoes de H;, tais que suas restrigoes
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para o circuito C' formam um conjunto consistente C que tem intersecgao nao
vazia com &, utilizando a mesma notagao do lema 6.4.2. Pelo lema 6.4.2,
temos que um dos conjuntos Cy,...,Cs, Dy, ..., D5, & esta contido em C. Se
C, € C, entao T, é obtido de Hy pela remocao de e4 e identificando v3 com
vs. Se Dy € C, seja T, obtido de Hs pela adicao de duas arestas, uma com
extremos vy € vy € outra com extremos vy € vs.

Se £ € C, seja Ty obtido de Hy pela adicao de um novo vértice adjacente a
vy, Vg, U3, Vg, V5. Em cada caso aplicamos o algoritmo 3 para T, e obtemos
uma tri-coloragao ko de Hs,, cuja restricao para C estd no conjunto C e
consequentemente se iguala a restricao para C' de algum membro x; de B.
Unindo k1 e ko obtemos uma tri-coloracao de 7'.

Isto conclui a subrotina 1. Podemos verificar que o algoritmo 3 possui tempo
de execugao O(|V(T)?).
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Capitulo 7

Conclusao

Concluimos este trabalho fazendo um breve resumo sobre o que consideramos
relevantes durante o seu desenvolvimento. Comecamos estudando os funda-
mentos e a histéria do problema das 4 cores, antes do aprofundamento na
sua demonstracao. Este passo foi de fundamental importancia porque nos
possibilitou conhecer a dimensao do problema e algumas das mais impor-
tantes contribuicoes que as tentativas de resolvé-lo proporcionaram a teoria
dos grafos.

Nos estudos relacionados ao capitulo 3, tinhamos como principal documento
um artigo bastante antigo, nao propriamente relacionado com o problema das
4 cores. Como este estudo foi apenas comentado pelos autores do documento
o qual nos baseamos, nos propusemos a estudar e escrever aquilo que fosse
relevante para o nosso trabalho.

Sem duvida alguma, o nosso principal objetivo e talvez a maior dificuldade
se encontrava na demonstragao da Redutibilidade. Dizemos isto porque esta
parte da demonstragao estava muito pouco comentada e seu entendimento
exigia muita maturidade e conhecimento. Durante este estudo, vimos a neces-
sidade de nao apenas testar os programas que estavam prontos e disponiveis,
e sim implementar o nosso programa, seguindo apenas as idéias que realmente
haviamos compreendido. Este programa nos custou grande parte do tempo
do curso, mas procedendo desta forma adquirimos a maturidade mencionada
e o entendimento real do que os autores da demonstragao haviam feito.

Seguindo o estudo, nos deparamos com a parte mais extensa da demons-
tracao, a Inevitabilidade. Primeiramente, nos dedicamos a entender uma
parte do muito que foi escrito sobre o assunto. Mesmo sendo o assunto
complicado, também nos pareceu muito interessante a idéia de construir os
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programas necessarios para a conclusao deste capitulo. Porém, revendo o
que ja havia sido feito, tornou-se impossivel concluir este passo. Verificamos
que o programa disponivel tem aproximadamente 13.000 linhas de cédigo e
sua descricao é bastante extensa e complicada. Nao havia mais tempo para
a implementacao e testes que possibilitariam a conclusao desta etapa como
gostariamos. Concluimos, assim, o estudo da inevitabilidade apenas com a
parte tedrica.

Para completar a demonstragao, utilizamos os resultados obtidos para a cons-
trucao de um algoritmo de tri-coloracao de um grafo planar. Isso foi bastante
significativo no sentido em que podemos entender como os teoremas envolvi-
dos na desmonstracao sao utilizados como ferramentas para a construcao
deste algoritmo.

Se analisarmos o que poderia ser feito para completar e melhorar nosso tra-
balho nao nos restam dividas que o programa que demonstra o teorema 5.5.1
do estudo da Inevitabilidade deveria ser implementado e devidamente testado.

Podemos concluir que o trabalho descrito nesta dissertagao procura reunir
grande parte das informacoes relevantes sobre a demosntracao do T4C, es-
critas da maneira mais simples e intuitiva possivel. Procuramos também
incluir o material relacionado com os programas de computadores implemen-
tados em nosso trabalho e em trabalhos anteriores de outros pesquisadores,
visando facilitar o entendimento e a confianca dos leitores de que a parte nao
tedrica da demonstragao esta correta e que pode ser verificada por qualquer
programador interessado. Esperamos ter expressado de forma clara e obje-
tiva o que nos propusemos e que tenhamos de alguma forma contribuido com
este trabalho.
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Apeéendice A

Introducao

Esta secao prové detalhes sobre a demonstracao do teorema 4.5.1 que
utiliza um computador. Primeiramente, introduziremos alguns conceitos
necessarios.

Seja R um circuito com vértices 1,2,...,r em ordem, e sejam eq, e, ..., e,
arestas de R em ordem tais que parai = 2,3, ..., r, as extremidades da aresta
e; sao © — 1 e 1. Seja kK uma 3-coloracao de R. Dizemos que k é canonica
se k(e) = 0 para toda aresta e de R, ou se existe um inteiro k tal que para
1 <k <r, kle)=rle—1) = ... = klerr1) = 0 e k(ex) = 1. Observe
que toda coloracao de R é similar a uma tunica coloracao canonica, onde o
conceito de similaridade esta definido na secao 6.4.

Seja G o completamento de uma configuracao K com anel R, e seja X um
contrato para K ou um conjunto vazio. Seja C* o conjunto de todas as 3-
coloragoes de R, e seja C € C* o conjunto de todas as restrigoes para F(R)
de tri-coloragoes de G. Seja C’' o subconjunto consistente maximal de C* —C.
Denotaremos por 1,2,3,...,n os vértices de G, onde 1,2, ..., r sdo os vértices
de R, em ordem, limitando a regiao infinita de G.

Cada uma das 633 configuracoes é representada por uma matriz, chamada
matriz de configuracao.

Coloracoes

O objetivo desta secao é explicar como computar o conjunto C. Isso é feito
exatamente como na defini¢ao, ou seja, computamos todas as tri-coloracgoes
de G e, para cada uma, selecionamos a sua restrigdo para F(R).

Primeiramente, numeramos as arestas de G' como ey, es,...,€,,, onde m =
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3(n — 1) — r, comegando a numeragao pelas arestas de R, ou seja, as arestas
de R sao e, es,...,e,.. O que importa para a corretude do algoritmo é que
em € €,_1 Sejam incidentes com a mesma face triangular.

Utilizando o algoritmo abaixo computamos todos os mapeamentos ¢ : F(G)—
E(R) — {1,2,4} tal que c(en) = 1, c(em—1) =2 e c(e) # ¢(f) se e e f sao
incidentes a uma mesma face triangular, ou seja, computamos todas as tri-
coloragoes de G e também o conjunto C.

Durante o curso do algoritmo mantemos uma varidavel F; definida para ¢ <
m — 1 e que armazena o conjunto de todos os c(e;) tais que j > i e e; e e,
sao incidentes a uma mesma face. Inicialmente atribuimos:

o cle,) =1
o cley_1)=2
o F,1={1}

e j=m-—1

Algoritmo 1: Computa todas as possiveis tri-coloragoes de GG
repita
se c(e;) =8
entao
Je—=J+1
c(ej) — clej) * 2
senao
se c(e;) € F;
entao c(e;j) < c(e;) * 2
senao
sej=r+1
entao
Obtemos uma tri-coloracao de GG a partir de ¢
Armazenamos a sua restri¢ao para E(R)
c(ej) «— clej) *2
senao
Je—=J—1
cle;) «— 1
Computa F)
até que j =m — 1
fim-algoritmo
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Armazenamos as restrigoes de tri-coloragoes de G para F(R) em um vetor
chamado live, tal que para i = 0,1,...,(3""' —1)/2, live[i] = 0 se alguma
coloracao de E(R) é a restricao para F(R) de uma tri-coloracao de G, e
live[i] = 1 caso contrario.

Conjuntos consistentes

Mostramos agora como computar C’. Dizemos que uma coloragdo &
de R ¢ balanceada se |~*(=1)|, |« 1(0)], [+~ *(1)| e r tém a mesma
paridade. Note que todo membro de C' é balanceado. Seja M =
{(ma, 1), (ma, p2), . . ., (Mg, tx) } um emparelhamento sinalizado em R. Dize-
mos que M é balanceado se 7 — S (j; — 1)/2 é par.

O conjunto C' sera computado iterativamente. Seja C) = C* — C, e seja
M, o conjunto de todos os emparelhamentos sinalizados balanceados em R.
Seja i > 0 um inteiro, e assuma que My, My, ..., M, e Cy,Cy, ..., C; ja foram
calculados. Calculamos M, como o conjunto de todos os emparelhamentos
sinalizados M € M, para os quais C; contém toda coloracao x de R tal que
M é compativel com (k, §), para algum § € {—1,0,1}, e seja C/,, o conjunto
de todas as coloracoes k € C) tais que para todo 6 € {—1,0,1} existe um
emparelhamento sinalizado M € M, que é compativel com (k, 0).

Proposigao 8.0.3 Se C; = C;_,, entdo C' = C;.

Prova:  Primeiramente mostramos que C! é consistente. Por hipotese,
M1 = Mo Sejak € Cl, e e {—1,0,1}. Visto que k € C! deduzimos
que existe um emparelhamento sinalizado M € M,,; que é compativel com
(k,0). Como M € Mo, se M é compativel com (x',0) entdo v € C;,, = C;,
como desejado.

Para completar a demonstracao, devemos mostrar que C' C Cj’- para todo
j =0,1,.... Claramente, C' C Cj. Assuma que C' C C; para algum inteiro
7 = 0; mostraremos que se Kk € CJ’» — §»+1, entdo k ¢ C'. Considere um tal
k. Entao existe # € {—1,0,1} tal que nenhum M € M, é compativel com
(k,0). Se nenhum emparelhamento sinalizado de R é compativel com (k, 6)
entao k ¢ C'. Assuma entdo que existe um emparelhamento sinalizado M de
R que é compativel com (k, ).

Se M ¢ My, entao k nao é balanceada, e portanto k ¢ C’. Assuma entao que
M e My. Entao M € M — My, para algum inteiro k, tal que 0 < k < 5.
Logo, existe ' € {—1,0,1} e uma coloracao k' ¢ Cy tal que M é compativel
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com (x',0"). Visto que £’ ¢ C'(K'), deduzimos que x ¢ C'(K), como desejado.
|

Para computar C'(K) computamos iterativamente M; e C; até que C; = C; .

Contratos

Sejam K, G e R como definidos, e seja X um contrato para K. Vérias
condicoes da definicao de um contrato sao faceis de verificar, e entao ex-
plicaremos somente como verificar que nenhuma coloragdo em C'(K) é a
restrigao para F(R) de uma tri-coloragao de G médulo X.

Para isto computamos todas as tri-coloracoes de G moédulo X utilizando
um algoritmo similar ao Algoritmo 1, descrito anteriormente. O algoritmo
funciona como segue.

Seja ey, €9, ..., e, as arestas de F(G) numeradas da mesma forma que de-
scrito nas especificagoes do Algoritmo 1. Computamos ¢ : E(G) — X —
{1,2,4} tal que ¢ definido por ¢/(e) = |¢(e)/2] — 1 é uma tri-coloragao de G
modulo X.

Para um inteiro 1 < i <mee; ¢ X, seja D; o conjunto de todas as arestas
ej,onde 1 < j < m, e; ¢ X, e e;,e; limitam uma mesma regiao na qual
nenhuma aresta pertence a X. Seja S; o conjunto de todas as arestas e;,
onde i < j <m,e; ¢ X, e e;e; limitam uma mesma regido onde a terceira
aresta que limita esta regiao pertence a X.

Seja s o maior inteiro tal que s < m e es ¢ X, e seja s’ o maior inteiro tal
que ' <seey ¢ X.

Durante a execucao do algoritmo mantemos uma variavel F; definida para
i < s’ como

{c(NIf € D} UU{{L, 2,4} — {c(f)}] € Si}-
Inicialmente atribuimos:
o c(es) =1
o cleg) =1
o Fy={4}U{c(f)|f € Dy} UU{{L,2,4} — {c()}f € Ss}

e j=s5—1
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Algoritmo 2: Computa todas as possiveis tri-coloragoes de G médulo X
repita
se c(e;) =8
entao
atribua a j o menor j' tal que j < j' <see; > X
(ou s + 1 se nao existe j')
c(e;) « c(ej) *2
senao
se c(e;) € F;
entdo c(e;) « c(e;) * 2
senao
sej=1
entao
Obtemos uma tri-coloracao moédulo X de G a partir de ¢
Verificamos que sua restrigao para E(R) nao pertence a C’'(K)
c(ej) < clej) =2

senao
J—Jj—1
c(e;) «— 1

Computamos Fj
até que j > s
fim-algoritmo
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Apeéendice B

Introducao

Neste apéndice, descrevemos com um pouco mais de detalhes a estrutura da
demonstracao do teorema 5.5.1. A demonstracao é uma aplicacao da técnica
“branch and bound”. Comec¢amos com uma vizinhanca de um vértice, e
repetidamente quebramos o problema em casos até atingirmos uma situacao
em que a vizinhanga ¢é suficientemente restrita para podermos concluir que
ela satisfaz o teorema. A cada instante, temos um conhecimento parcial
da vizinhancga, e esse conhecimento vai crescendo a medida que vamos nos
aprofundando nos subcasos. Antes de explicar a técnica propriamente dita,
explicaremos inicialmente como esse conhecimento parcial é representado.

Seja W a vizinhanca de um vértice w de uma triangulacao internamente
6-conexa T, e seja v = . Os vértices de G(W) podem ser divididos em
trés subclasses: o vértice w, que chamaremos de vértice central ou centro,
os vizinhos de w, que chamaremos de vértices médios, e os demais vértices,
que chamaremos de vértices externos. Os vértices externos podem ainda
ser divididos em duas classes: vértices adjacentes a dois vértices centrais
distintos, que chamaremos de chapéus, e os demais vértices chamados leques.
Cada vértice leque ¢é adjacente a um 1nico vértice central. Para cada vértice
central v, o leque sobre v é o conjunto de vértices leques adjacentes a v se
v(v) > 6, ou a aresta que une os dois vértices chapéus adjacentes a v, se

v(v) = 5.

Partes

Seja X um conjunto de vértices médios, e considere o grafo obtido de G(W)
removendo o leque sobre v, para cada v € X. Seja K a quase triangulacgao
resultante. Para cada vértice v de K, seja a(v) € Z, U{oo} e b(v) € Z, tais
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que
5 < b(v) < a(v).

Chamamos a tripla (K, a,b) de uma parte. Dizemos que uma parte (K, a,b)
se ajusta a W se

e 5 <bv) <vy(w) <a(v),

e b(v) =v(v) = a(v) se v =w ou v é um vértice médio que nao estd em

e b(v) # a(v) para cada v € X.

Observe que uma parte pode se ajustar a vizinhanca de varios vértices. Uma
parte é bem sucedida se toda vizinhanca W a qual ela se ajusta e na qual
nenhuma boa configuragao aparece satisfaz Oy (v) < 0.

Uma parte é trivial se a(v) = oo e b(v) = 5 para todo vértice v exceto o vértice
central. Uma parte trivial com centro de grau K se ajusta a toda vizinhanca
de um vértice de grau k, e consequentemente, para provar o teorema 5.5.1 é
suficiente mostrar o seguinte.

Teorema 9.0.4 Para k = 7,8,9,10 e 11, a parte trivial com centro de grau
k € bem sucedida.

Refinamento de partes

Dizemos que uma parte (K’,;a’,b') é um um refinamento de uma parte
(K,a,b) se K é um subgrafo de K’ com o mesmo centro, e

b(v) <V (v) <d(v) < a(v),

para cada vértice v de K. Dois refinamentos particulares sao de especial
importancia. Seja (K, a,b) uma parte, e seja v um vértice de K com a(v) #
b(v). Seja ¢ um inteiro com b(v) < ¢ < a(v).

Seja (K1, a1,b1) uma parte definida como segue. Se v é um vértice médio
e b(v) = ¢, seja K; a quase triangulagao obtida a partir de K adicionando
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um caminho com (¢ — 4) arestas entre os dois vértices chapéus adjacentes
a v, e fazendo todo vértice interno deste caminho adjacente a v; e caso
contrério seja Ky = K. Para v’ € V(K}), seja a;(v') = oo e by(v') = 5 se
v e V(K)-V(K),esejaa(v') = a(v)ebi(v) = b(v) parav’ € V(K)—{v},
e seja ai(v) = ce by (v) = b(v).

Seja (K3, as, by) uma parte definida como segue. Se v é um vértice médio e
a(v) = ¢+ 1, seja Ky uma quase triangulagao obtida obtida a partir de K
adicionando um caminho com (¢ — 3) arestas entre os dois vértices chapéus
adjacentes a v, e fazendo todo vértice interno deste caminho adjacente a v; e
caso contrario seja Ky = K. Para v’ € V(K5), seja as(v') = 0o e by(v') = 5 se
v e V(Ky)—V(K), seja ay(v') = a(v') e be(v') = b(v') parav’ € V(K)—{v},
e seja az(v) = a(v) e be(v) = c+ 1.

Segue que (K7i,a1,b1) e (Kj,as,by) sdo ambos refinamentos de (K, a,b), e
os chamamos de pares complementares de refinamentos de (K, a,b). Para
qualquer vizinhanga W tal que (K, a,b) se ajusta a W, se vy (v) < ¢ entao
(K1,a1,b1) se ajusta a W, e se vy (v) > c+ 1 entdao (Ko, as, by) se ajusta a
W, e entao segue que:

Teorema 9.0.5 Seja (K, a,b) uma parte, e seja (Ki,a1,b1), (Kz,az,bs)
pares complementares de refinamentos de (K, a,b). Se ambos sio bem suce-
didos entao (K, a,b) é bem sucedido.

Este é o mecanismo utilizado para a demonstragao do teorema 9.0.4. Se nao
for possivel demonstrar que uma determinada parte é bem sucedida entao es-
colhemos um par complementar de refinamentos, provamos individualmente
que ambos sao bem sucedidos, e aplicamos o teorema 9.0.5 para mostrar que
a parte original também ¢é bem sucedida.

Vamos tentar explicar um pouco melhor como podemos ver diretamente que
uma parte é bem sucedida. Mostramos aqui trés tipos de argumentos que
sao utilizados, por ordem de complexidade.

Argumento 1: (Simetria) A parte em questdo é um refinamento de uma
parte que ja foi mostrada ser bem sucedida.

Argumento 2: (Redutibilidade) Para alguma vizinhanga W que se ajusta
a parte em questao, alguma boa configuracao aparece em W. Tomamos por
exemplo o seguinte caso: suponha y(w) =7, e vy, vy, ..., vy vizinhos de w em
ordem, a(vy) = a(vs) =5, e a(vy) = a(vs) = a(vy) = 6 (os outros valores de
a e b sdo irrelevantes), podemos concluir que uma das configuragoes (1,4, 3),
(1,4,5), (1,6,1), (1,5,5), (1,7,5), aparece em W.
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Argumento 3: (Limites superiores) Seja W uma vizinhan¢a com centro
de grau k, tal que a parte em questao se ajusta, e tal que nenhuma boa
configuracao aparece. A idéia aqui é tentar mostrar diretamente que 6y, < 0.
Em muitos casos, ao invés de calcular o valor exato de 8y, é possivel calcular
um limite superior. Se esse limite for negativo, podemos deduzir que Oy < 0.
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