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que ndo estao pegados. ” (Fernando Pessoa, em “O Livro do Desassossego”, trecho 10)
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Resumo

Um circuito C' em um grafo G é alternado se existe um emparelhamento perfeito M de G
tal que C' é M-alternado. Uma orientagao das arestas de um grafo G' é uma orientac¢ao
pfaffiana se, ao percorrermos qualquer circuito alternado em algum sentido, encontramos
um nuimero impar de arestas orientadas neste mesmo sentido, ou seja, todos os circuitos
alternados do grafo possuem paridade impar. Se um grafo possui uma orientacao pfaffiana,
entao dizemos que ele é pfaffiano.

Nem todo grafo é pfaffiano, como por exemplo o grafo de Petersen e o K33. Por isso,
decidir se um dado grafo possui, ou nao, uma orientacao pfaffiana é um problema de
grande importancia, pois, além de estar relacionado com alguns problemas fundamentais
na teoria dos grafos, como determinar o niimero de emparelhamentos perfeitos em um
grafo!, s6 foi resolvido para algumas classes de grafos: grafos planares, grafos bipartidos,
grafos quase-bipartidos e grafos sélidos.

Neste trabalho, estudaremos a caracterizacao do problema da orientagao pfaffiana de
grafos paras as classes de grafos bipartidos e planares. Além disso, estudaremos parte da
teoria de grafos cobertos por emparelhamentos para apresentar uma nova demostracao de
uma caracterizacao de grafos pfaffianos dada por Lovdsz e Plummer em [9].

Palavras chave: grafos, grafos pfaffianos, orientagoes pfaffianas, emparelhamentos e
grafos cobertos por emparelhamentos.

1O problema de determinar o nimero de emparelhamentos perfeitos de um grafo é, em geral, N'P-
dificil. Mas, este problema, para grafos que admitem ao menos uma orientacao pfaffiana, é polinomial.
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Abstract

A circuit C' in a graph G is alternating if there is a perfect matching M of G such that
C is M-alternating. An orientation of the edges of a graph G is Pfaffian if, regardless of
the sense of transversal of any alternating circuit, the number of forward edges is odd.
In other words, every alternating circuit of GG is oddly oriented. If a graph G admits a
Pfaffian orientation, then we say that G is Pfaffian.

But not every graph is Pfaffian, as well as Petersen graph and Kj3s3. That’s why
deciding if a given graph has, or not, a Pfaffian orientation is a relevant problem related
to some fundamental problems in graphs theory, like to determine the number of perfect
matching in a graph?, and it was solved for only four classes of graphs: planar graphs,
bipartite graphs, near-bipartite graphs and solid graphs.

In this work, we study caracterizations to the pfaffian orientation problem for bipartite
and planar graphs, as well as part of matching covered graphs theory, which one we use
to present a new proof of a caracterization of Pfaffian graphs due to Lovasz and Plummer
in [9].

Keywords: graphs, Pfaffian graphs, Pfaffian orientations, matching e matching covered
graphs.

2The problem of determining the number of perfect matchings in a graph is, in general, AP-hard.
But, for graphs which admit a Pfaffian orientation, this problem is polynomial.
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Capitulo 1

Conceitos Basicos

Faz algum tempo que o problema de determinar o nimero de emparelhamentos perfeitos
em um grafo tem motivado varios pesquisadores, pois nao se conhece solugao eficiente
para este problema (veja mais em [23]). J4 a idéia de utilizar orientagoes pfaffianas para
determinar o nimero de emparelhamentos perfeitos de um grafo foi inicialmente proposta
e descrita por Tutte em seu livro “Graph Theory As I Have Known It” [22]|, quando
ele tentou encontrar uma féormula que resolvesse este problema. Infelizmente, Tutte nao
obteve sucesso, mas conseguiu utilizar orientacoes pfaffianas para demonstrar o seu famoso
teorema que caracteriza grafos que admitem emparelhamentos perfeitos.

Assim como em [22], este trabalho também tem como objetivo o estudo das orientagoes
pfaffianas de grafos, enfatizando a teoria de grafos cobertos por emparelhamentos, que
nos fornece um importante ferramental para alcancarmos nosso objetivo.

Neste primeiro capitulo, introduzimos o conceito de orientagoes pfaffianas e os princi-
pais problemas originados a partir dai. Também mostramos, de uma maneira simples e
direta, por que o grafo de Petersen e o K33 nao sao pfaffianos. Logo em seguida, temos
duas defini¢oes equivalentes para orientacoes pfaffianas. E, por fim, apresentamos como
determinar o nimero de emparelhamentos perfeitos em um grafo pfaffiano.

No segundo e quarto capitulos, abordamos as mais famosas caracterizagoes envolvendo
orientacoes pfaffianas e grafos: grafos planares pfaffianos e grafos bipartidos pfaffianos,
respectivamente. No terceiro capitulo, introduzimos uma boa parte da teoria de grafos
cobertos por emparelhamentos para que possamos utiliza-la durante a demonstracao dos
teoremas principais do quarto e do quinto capitulos. Neste ultimo, propomos uma prova
alternativa para uma caracterizacao de grafos pfaffianos para que possamos compreender
e utilizar todo o ferramental estudado na teoria de grafos cobertos por emparelhamentos.



1.1. Grafos DCT-UFMS

1.1 Grafos

Um grafo G é uma tripla ordenada (V(G), E(G), ¥(G)), onde V(G) é um conjunto
nao vazio de vértices, E(G), disjunto de V(G), é um conjunto de arestas e ¥(G) é uma
fung¢do de incidéncia que associa cada aresta a um par nao ordenado de vértices (nao
necessariamente distintos). Se e é uma aresta e u e v sdo vértices tal que Vg(e)=uv,
entdo e conecta u a v; os vértices u e v sdo chamados de extremos (ou pontas) de e.

Como a defini¢ao acima, grande parte das notagoes e dos conceitos sobre grafos usados
ao longo do trabalho, como caminhos, conexidade, etc., sao essencialmente os mesmos
que os definidos no livro de J. Bondy e U. S. R. Murty [1]. Contudo, em alguns casos,
adotaremos outras notagoes e conceitos, definindo, assim, a terminologia utilizada.

1.2 Orientacoes Pfaffianas

Um circuito C' em um grafo G é alternado se existe um emparelhamento perfeito M
de G tal que C' é M-alternado, ou seja, as arestas de C estao alternadamente em M e
fora de M. Uma orientacao das arestas de um grafo G é uma orientacao pfaffiana se,
ao percorrermos qualquer circuito alternado em algum sentido, encontramos um ntmero
impar de arestas orientadas neste mesmo sentido, ou seja, todos os circuitos alternados
do grafo possuem paridade impar (Observe que como um circuito alternado possui um
nimero par de arestas, a sua paridade sera ou impar ou par independentemente do sentido
que o percorrermos.). Caso um grafo G admita uma orientagao pfaffiana, dizemos que G
é pfaffiano. A figura 1.1 mostra uma orientacao pfaffiana do Kjy.
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Figura 1.1: K4 e uma de suas orientagoes pfaffianas.

Mas nem todos os grafos sao pfaffianos, o que nos leva a pensar em dois importantes
problemas de decisao:

PROBLEMA 1 (Problema do Reconhecimento Pfaffiano) Dado um grafo G e uma
ortentagao D das arestas de G, decidir se D €, ou nao, uma orientacao pfaffiana.



1.3. Grafos Nao Pfaffianos DCT-UFMS

PROBLEMA 2 (Problema da Orientacao Pfaffiana) Dado um grafo G, decidir se G
admite, ou nao, uma orientacdao pfaffiana.

Surpreendentemente, Vazirani e Yannakakis mostraram, em [24], que os problemas 1
e 2 sao polinomialmente equivalentes, ou seja, resolver o problema 1 é tao dificil quanto
resolver o problema 2. Por esse motivo, referenciamos somente o problema da orientagao
pfaffiana ao longo do texto.

1.3 Grafos Nao Pfaffianos

Motivados pelo resultado de Vazirani e Yannakakis, devemos procurar saber quando um
grafo admite, ou nao, uma orientacao pfaffiana. O lema abaixo, inspirado em um argu-
mento de Little, em [6], mostra-nos uma condigao necessaria para que um grafo seja nao
pfaffiano.

Lema 1.1 Sejam G um grafo e C = {C1,Cy, ..., Ci} uma colegao de circuitos alternados
de G, para k > 1. Se existe uma orientacdao D das arestas de G tal que:

(i) toda aresta de G pertence a um nimero par de elementos de C; e,
(i) wm nimero impar de elementos de C tém paridade par, sequndo a orientagao D,

entao, G € nao pfaffiano.

Prova. Pela hipétese (ii), D é nao pfaffiana. Para fins de contradi¢do, suponha que G
possua uma orientagao pfaffiana D’. Seja S o conjunto das arestas de G cujas orientagoes
em D e D’ sao diferentes. Entao, D’ pode ser obtida a partir de D invertendo as orientacoes
de cada aresta de S.

Sejam Cimpar € Cpar 08 subconjuntos dos elementos de C que possuem paridade impar
e par, respectivamente, segundo a orientagao D. Entao, C = Cippar U Cpar. Agora, sejam
e € S e C° o subconjunto dos elementos de C que contém e. Entao, C¢ = C{  UCS

impar par?
e e
onde Cf .. € Cimpar € Coar € Cpar-

Ainda mais, sejam D; a orientacao de GG obtida a partir de D invertendo a orientagao

da aresta e, e Cpl)ar o conjunto dos elementos de C que possuem paridade par segundo a
orientacao D;. Entao,

|C11ar| = |Cpar| + |Ciempar| - |Cgar|‘ (11)

Pela hipétese (i), [C°| é par. Isto implica que |Cf, .| e |CF,,| tém a mesma paridade,

ou seja, a diferenca entre estes dois valores é par. Como, pela hipdtese (i), |Cpar| ¢ impar,

concluimos entao, pela equacao 1.1, que ’C[l)arl também é impar.
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Portanto, a nova orientacao D, obtida possui um nimero impar de elementos de C com
paridade par. Conseqlientemente, esta paridade se mantém ao trocarmos as orientacoes
das demais arestas de S. Concluimos, entao, que D’ também é nao pfaffiana. Logo, G é
nao pfaffiano. |

Aplicando diretamente o lema 1.1, encontramos dois importantes exemplos de grafos
nao pfaffianos: o K33 e o grafo de Petersen. Os seguintes teoremas mostram essa aplicacao.

Teorema 1.1 O K33 € nao pfaffiano.

Prova. Observe o grafo K33 da figura 1.2. Segundo a orientagao D e o emparelhamento
M destacados, temos que a colecao de circuitos M-alternados C = {C4,Cy, C3,Cy, Cs}
satizfaz as hipdteses do lema 1.1, j4 que somente o circuito C'3 possui paridade par.

Portanto, o grafo K33 ¢ nao pfaffiano. |
1 3 5
2 4 6
G (impar) CZ (impar) G (Pan)
1 3 5001 3 5 1 3 5
2 4 6 2 4 6 2 4 6
G (impar) i G (impar)
1 3 5 1 3 5
2 4 6 2 4 6

Figura 1.2: K33 com uma orientacao D, um emparelhamento M e uma colecao de circuitos

M-alternados C = {C, Cy, C3,Cy, Cs}.

Teorema 1.2 O grafo de Petersen € nao pfaffiano.

Prova. Observe o grafo de Petersen da figura 1.3. Segundo a orientacao D e o emparelha-
mento M destacados, temos que a colegao de circuitos M-alternados C = {C4, Cy, C3, Cy,
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C5} satizfaz as hipéteses do lema 1.1, j& que somente o circuito C5 possui paridade par.
Portanto, o grafo de Petersen é nao pfaffiano. |

Figura 1.3: O grafo de Petersen com uma orientacao de suas arestas D, um emparelha-
mento M e uma colecdo de circuitos M-alternados C = {C}, Cy, C3, Cy, Cs}.

Buscando solucionar os problemas 1 e 2, varios pesquisadores obtiveram importantes
resultados para algumas classes de grafos. Kasteleyn, em [5], mostrou que todo grafo
planar é pfaffiano (veja mais no capitulo 2). Little, em [6], resolveu o problema da
orientacao pfaffiana para grafos bipartidos. Alguns anos depois, McCuaig, em [16], e,
independentemente, Robertson, Seymour e Thomas, em [19], mostraram que, para os
grafos bipartidos, o problema da orientagao pfaffiana estd em P. Little e Fisher, em [4],
descreveram uma caracterizacao para a classe de grafos quase-bipartidos. Marcelo H. de
Carvalho, U. S. R. Murty e Claudio L. Lucchesi resolveram o problema para uma classe
de grafos nao bipartidos conhecida como grafos sélidos em [15]. Alberto A. A. Miranda
e Claudio L. Lucchesi apresentaram um algoritmo de tempo polinomial para reconhecer
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grafos quase-bipartidos pfaffianos em [18]. Porém, a nao ser por estes resultados, pouco
se sabe sobre este problema.

1.4 Definicoes Equivalentes

Orientacoes pfaffianas de grafos podem ser tratadas de algumas maneiras diferentes. Nesta
secao, veremos duas defini¢oes equivalentes a vista anteriormente. Estas defini¢oes sao
fundamentais para a maioria das demonstracoes apresentadas neste trabalho.

1.4.1 Orientacgoes Pfaffianas e Emparelhamentos

Definir orientacoes pfaffianas em funcao de todo circuito alternado de um grafo parece
nao ser muito complicado a primeira vista. Mas, na pratica, procurar por todo circuito
alternado é um trabalho cansativo, principalmente se o grafo for denso e com muitos
vértices. Para tentar simplificar um pouco, o teorema 1.3 nos mostra que nao é necessario
verificar a paridade de todo circuito alternado de um grafo GG, mas s6 a paridade dos
circuitos M-alternados, para algum emparelhamento perfeito M de G.

Lema 1.2 Sejam G um grafo simples, M um emparelhamento perfeito, D uma orientagao
das arestas de G, C um circuito M-alternado de paridade par e (A, B) uma biparti¢ao de
C, entdo as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

e Se C possui uma corda e = (a,b), onde a € A eb € B, entao G possui um circuito
alternado de paridade par de tamanho menor do que C'.

o Se C possui duas cordas e = (a,b) e f = (¢,d) que se cruzam, onde {a,b} € A e
{c,d} € B, entao G possui um circuito alternado de paridade par contendo e e f.

Prova. Observe que os vértices a e b dividem C' em dois caminhos, digamos C; e Cj,
ligando a a b. Entao, C" = C; U {e} e C” = Cy U {e} sao circuitos em G. Um deles é
M-alternado e o outro é M’-alternado, onde M’ = M & C. Como G é simples, temos que
tanto C” quanto C” sdo menores do que C'. Como C' tem paridade par, segue que C’ ou
C" tem paridade par, independentemente da orientacao de e. Portanto o primeiro item é
verdadeiro. A figura 1.4 exemplifica essas afirmacoes.

Para o segundo item, temos por hipdtese que as arestas e e f se cruzam em C. Vamos
supor, sem perda de generalidade, que a, ¢, b e d ocorrem em C' nesta ordem ciclica. Seja
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(i) (i)

Figura 1.4: (i) Seguindo a orientagdo da aresta e, o circuito M-alternado C’ é o circuito
de paridade par menor que C; (i7) seguindo a orientacao da aresta e, o circuito (M & C)-
alternado C” é o circuito de paridade par menor que C.

S ={a,b,c,d}. Para cada par de vértices z e y de S, vamos denotar por C,, o caminho
em C' ligando x a y internamente disjunto de S. Desta maneira, considere os circuitos:

Ql - Ca,c + (Cv f7 d) + Cd,b + (b7 €, CL)

Q? = CVa,d + (d7 fv C) + Oc,b + (b7 e, Cl).
Um dos circuitos Q1 ou Q5 é M-alternado e o outro é M’-alternado, onde M’ = M & C.

Agora, para um caminho ou circuito P de G, vamos denotar por ¢(P) o nimero de
arestas de P orientadas no sentido em que estamos atravessando P. Observe que se P
tem comprimento impar ¢ R denota o reverso de P, entao ¢(P) + ¢(R) ¢ impar. Sendo
assim, precisamos determinar a paridade de ¢(Q1) + ¢(Q2). Seja P, = C,. + Cop €
Py =C,q+Cyp. Como @ e Q3 contém e e f, a paridade de p(Q1) +¢(Q2) é a mesma de
©(Py)+¢(P2). Mas, como C' tem paridade par, a paridade de ¢(P;) é distinta de ¢(P,), ou
seja, p(P1) + ¢(Py) é impar. Observe a figura 1.5. Logo, (Q1) + ¢(Q2) também é impar.
Consequentemente, exatamente um de ()7 ou ()2 é impar e o outro é par. Portanto, G
possui um circuito alternado de paridade par contendo e e f.

Teorema 1.3 Sejam G um grafo, M um emparelhamento perfeito e D uma orientacdo
das arestas de G tal que todo circuito M -alternado possui paridade impar. Entdo, para
qualquer outro emparelhamento perfeito M,, de G, todo circuito M,-alternado possui pari-
dade impar. Logo, G € pfaffiano.

Prova. Suponha que o teorema é falso e considere um contra-exemplo minimo, ou seja,
um grafo G com nimero minimo de vértices e arestas que, sob as hipéteses do teorema,
possui um emparelhamento perfeito M, e um circuito My-alternado C' de paridade par.
O sucesso da nossa demonstracao depende de duas escolhas: primeiro escolha M e M, em

7
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C

a.c

/_»\
Ca<a > cj
\’_/

Cib

Figura 1.5: Os caminhos P, = C, .+ C.p € Py = Cyq 4+ Cqyp. Observe que a orientacao
das arestas e e f nao contribui para a paridade de p(Q1) + ¢(Q2).

G tal que |M N M,| seja maximo, ou seja, M e M, tenham o méximo possivel de arestas
em comum. Uma vez escolhido M e M, escolha o circuito M,-alternado C' de paridade
par contendo um nimero minimo de arestas.

Seja H = M, ® M. Note que H é uma colecao disjunta de circuitos alternados com
M, e M. Note que a minimalidade de G implica que H contém um unico circuito. Para
verificar isto, suponha que H contenha dois ou mais circuitos e seja C' um circuito de
H. Seja M' = M & C'. Se todo circuito M’-alternado possui paridade impar, entao M’
e M, contradizem a escolha de M e M, pois |M’\ M,| < |M \ M,|. Caso contrario, M
e M’ contradizem a escolha de M e M,. Podemos assumir entao que M, = M’. Seja C’
0 unico circuito de H. Claramente, C' possui aresta em comum com C’, caso contrario C'
seria um circuito M-alternado e, neste caso, teria paridade impar. Observe que o subgrafo
H =CUC" de G, com M e D restritos as arestas de H, é um contra-exemplo ao teorema,
pois M e M, sao emparelhamentos perfeitos de H. Pela minimalidade de G, concluimos
que G = H.

Suponha agora que G possui dois vértices adjacentes u e v de grau dois e seja P =
(x,u,v,y) um caminho de comprimento trés em G contendo u e v como vértices internos.
Sejam o grafo G’, o emparelhamento M’ e a orientacao D’ obtidos da seguinte forma: G’ é
obtido a partir de G trocando P por uma aresta e ligando x a y. O emparelhamento M’ é
obtido de M \ E(P) adicionando e se, e somente se, xu e vy pertencem a M. A orientagdo
D’ é obtida de D orientando e com a mesma paridade de P, ou seja, e é orientada de
xr para y se, e somente se, P possui um numero impar de arestas orientadas de x para
y. Sendo assim, G’ com M’ e D' é um contra-exemplo menor do que G, o que é uma
contradicao. Portanto, podemos assumir que G nao possui dois vértices adjacentes de
grau dois. Ainda mais, como tanto C' quanto C' sao M,-alternados, concluimos que G,
na verdade, nao possui vértice de grau dois. Logo, G é um grafo 3-regular e, claramente,
simples.
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Desta maneira, podemos particionar E(G) em trés emparelhamentos perfeitos de G-
C'\C,C\C"eCNC'" Noteque C'"\C =MeCNC' = M, ou seja, M e M, nao
possuem aresta em comum. Isto implica que qualquer outro emparelhamento perfeito de
G que contenha um circuito alternado de paridade par é tao bom quanto M,,.

Considere, agora, uma bipartigdo (A, B) de C. Note que as arestas de M sao exata-
mente as cordas de C. Se C possui uma corda ligando vérices em partes distintas de C
entao, pelo lema 1.2, GG possui um circuito alternado de paridade par de tamanho menor
do que C, o que contradiz a escolha de C. Portanto, toda corda de C' liga vértices com
os dois extremos em A ou os dois extremos em B.

Seja e = ab uma corda de C' tal que um dos caminhos, digamos C, de C' que liga a a
b é minimal. Assuma, sem perda de generalidade, que {a,b} C A. Como G é simples e
3-regular, a escolha implica que C' possui uma corda f ligando dois vértices com extremos
em B e que cruza e. Pelo lema 1.2, G possui um circuito alternado C5 de paridade par
contendo e e f. Seja My um emparelhamento perfeito de G tal que Cs é Ms-alternado.
Podemos supor que M, contém e e f pois, caso contrario, tomamos My & Cs. Entao M,
¢ uma contradicao a escolha de M,, ja que M, possui e e f em comum com M.

Concluimos que nao existe contra-exemplo minimo (e, portanto, ndo existe contra-
exemplo) para o teorema. Logo, o teorema é verdadeiro. [ |

1.4.2 Inverter Orientagoes ao Longo de Cortes

Para qualquer grafo G e qualquer conjunto X de vértices de GG, o conjunto de arestas
de G que possuem precisamente uma de suas pontas em X é chamado de corte de G e
denotado por V(X). Além disso, os conjuntos X e V(G) \ X sdo chamados de margens
do corte V(X).

Duas orientagoes quaisquer de G nao necessariamente pfaffianas sao similares se uma
pode ser obtida a partir da outra invertendo o sentido de todas as arestas de algum corte
do grafo.

Observe que inverter a orientacao de alguma aresta corresponde a inverter a paridade
de cada circuito de comprimento par que contém esta aresta. Como cada circuito e cada
corte tétm um numero par de arestas em comum, segue que, invertendo orientagoes ao
longo de cortes, preservamos a paridade de circuitos de comprimento par. A propriedade
abaixo é uma conseqiiéncia direta desta observacao.

Proposicao 1.1 Seja D uma orientacao pfaffiana de um grafo G. Entdao, qualquer orien-
tacao de G similar a D também é pfaffiana.
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Figura 1.6: Duas orientacoes similares do Cj.

1.5 Determinar o Nimero de Emparelhamentos Per-
feitos em um Grafo Pfaffiano

Como ja citamos no inicio do capitulo, o problema de contar o niimero de emparelhamentos
perfeitos em um grafo dado é N'P-dificil. Mas quando sabemos que o grafo em questao é
pfaffiano, podemos contar o nimero de emparelhamentos perfeitos do mesmo em tempo
polinomial.

Em [17], Miranda e Lucchesi fizeram uma revisao sobre grafos pfaffianos, que inclui
os pré-requisitos de algebra linear necessarios para efetuar este calculo. Neste trabalho,
podemos ver detalhes sobre o lema 1.3. Os valores det A e pf A s@o o determinante e o
niumero pfaffiano, ou seja, o nimero de emparelhamentos perfeitos distintos em um grafo
no nosso contexto, de uma matriz A, respectivamente.

Lema 1.3 (Veja mais em [17]) Se A ¢ uma matriz anti-simétrica, entao det A = (pf A)2.

Agora, sejam G um grafo pfaffiano e D uma orientacao pfaffiana de G. Entao, para
cada par de vértices u e v de GG, preenchemos uma matriz de adjacéncias A, x,, onde
n = |V(G)], da seguinte maneira:

e se nao existe uma aresta de v a v ou u = v, entao a,, = 0;

e se a aresta que liga u a v estd orientada de u para v segundo a orientagao D, entao

Auo = 1 € Ay, = —1.

Note que esta matriz que construimos é anti-simétrica e que cada termo em pf A pode
assumir os valores 1, —1 e 0. Ainda mais, existe uma correspondéncia de um para um
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DCT-UFMS

entre os emparelhamentos perfeitos de G e os termos nao nulos de pf A, ou seja, pf A é o
nimero de emparelhamentos perfeitos de G.

Observe como ficaria a matriz de adjacéncias para o grafo K, da figura 1.1:

U1
Ags = 1y
U3
Vg

V1 VU2 U3 U4
0 1 1]-1
—1 0 1 1
—-1]-1 0] -1
1] -1 1 0

Portanto, como det A = 9 = 32, temos que, pelo lema 1.3, pf A = 3, ou seja, o K,
tem 3 emparelhamentos perfeitos distintos.

11



Capitulo 2

Caracterizacao de Grafos Planares
Pfaffianos

Este capitulo traz a demonstragao do teorema de Kasteleyn em [5] e mostra como pode-
mos utilizar a indugao feita durante a prova para construirmos um algoritmo de tempo
polinomial que encontre uma orientacao pfaffiana em um grafo planar.

2.1 Teorema Principal

Para demonstrarmos o resultado cldssico de Kasteleyn em [5], que diz que todo grafo
planar é pfaffiano, observe que se um grafo G é planar, entao faz sentido falarmos so-
bre a orientacao das faces de (G, se considerarmos uma imersao de G no plano. Isto é,
percorrendo as faces de G em algum sentido, podemos contar a sua paridade.

Seja F' uma face de um grafo G imerso no plano. Note que, se F' é uma face finita,
os seus limites formam um circuito de G' e dizemos que uma aresta e deste circuito estd
orientada no sentido horario se, quando seguirmos a orientacao de e, andarmos em sentido
horéario em F'.

Lema 2.1 Se G € um grafo orientado conexo e planar tal que toda face — exceto, pos-
siwelmente, a face infinita — possui um numero impar de arestas orientadas no sentido
horario, entao, em todo circuito de G, o numero de arestas orientadas em sentido hordrio
é de paridade oposta ao nimero de vértices de G dentro do circuito. Conseqientemente,

G ¢ pfaffiano.

Prova. Sejam G um grafo planar e D uma orientacao de G tal que toda face de G tenha
paridade fmpar quando a percorrermos em sentido horario. Agora, seja C' um circuito

12
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qualquer em G. Suponha que existam f faces internas a C. Denote por ¢; o nimero de
arestas orientadas em sentido horario da face ¢, para ¢ = 1,..., f. Pela orientacao D,
cada ¢; é um nimero impar, logo

f= Zci(mod 2),

=1

isto é, a soma do numero de arestas orientadas no sentido horario das faces internas do
circuito C' possui a mesma paridade do nimero de faces.

Agora, sejam v o numero de vértices internos a C', e o nimero de arestas internas a
C e k o numero de arestas de C'. Observe que o subgrafo de G formado pelos vértices e
arestas em C' e internos a C' também é planar com v + k vértices, e + k arestas e f + 1
faces. Logo, a partir da formula de Euler,

V+F-A=2

temos,
(w+k)+(f+1)—(e+k)=2,

dai
e=v+ f—1.

Seja ¢ o numero de arestas de C' orientadas no sentido horario, entao Z{:l ¢ =c+e.
Desta maneira, temos

f
szci:c+e:c+(v~|—f—1)(mod2),

i=1

logo, ¢+ v — 1 = 0(mod 2), ou seja, ¢ = (v — 1)(mod 2). Esse resultado nos diz que, para
a orientacao D, a paridade de um circuito C' percorrido em sentido horario é o oposto da
paridade do nimero de vértices dentro de C.

Seja M um emparelhamento perfeito qualquer de G. Observe que o ntimero de vértices
no interior de um circuito M-alternado C' qualquer de G é par, ja que esses vértices devem
estar saturados aos pares. Desta maneira, C' possui paridade impar. Logo a orientacao D
¢é pfaffiana. [ |

O préximo passo é mostrar como podemos construir uma orientagao que satisfaca o
lema 2.1 para todo grafo planar G. Para tanto, usaremos indugao no nimero de arestas
de GG. Se G é uma arvore, entao qualquer orientacao satisfaz o lema. Suponha que G
nao seja uma arvore e escolha uma aresta e qualquer da face infinita, que pertence a face
finita F().

Pela hipdtese de inducao, o grafo G — e tem uma orientacao tal que todo circuito tem
um nimero impar de arestas orientadas em sentido horario. Reinserimos e e a orientamos

13
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tal que Fj possua um numero impar de arestas orientadas em sentido horario. Desde que
todas as outras faces finitas diferentes de Fj, mantenham-se inalteradas, essa orientacao
de G tem as propriedades desejadas.

Em resumo, podemos assumir o seguinte teorema.

Teorema 2.1 (Kasteleyn em [5]) Todo grafo planar possui uma orientagao pfaffiana.
Tal orientacao pode ser obtida em tempo polinomial. |

2.2 Obter Uma Orientacao Pfaffiana em um Grafo
Planar

Observe que a inducao sobre o nimero de arestas de um grafo planar G que fizemos para
explicar a validade do teorema de Kasteleyn é um algoritmo de tempo polinomial O(E(G)
que computa uma orientacao pfaffiana para G. No primeiro passo do algoritmo, encon-
tramos uma arvore geradora T de GG e orientamos as arestas desta arvore aleatoriamente.
A figura 2.1 exemplifica esse passo.

Vi V)

(1) (ii)
Figura 2.1: (i) o grafo Cg; (ii) uma orientagio das arestas de uma arvore geradora do C.

A seguir, para cada aresta e € E(G)\E(T) que incluirmos em T, orientamos e de tal
maneira que a face a que ela pertence tenha paridade impar quando a percorremos em
sentido horario. A figura 2.2 exemplifica esse passo.

Por fim, teremos uma orientacao pfaffiana das arestas de G. Para o nosso exemplo, a

14
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>

(111) (1v)
Figura 2.2: Construir uma orientagao pfaffiana.

matriz de adjacéncias seria:

o, [ O[=1[=1] 0[—=1] 0
Vs 1] 0] o|-1] o|-1
Asxs = U3 1 0] o] 1]=1] 0
v [ O] 1|=1] 0] o] 1
Vs 1 ol 1] o o] 1
v | 0] 1] 0]-1|—-1] O

Logo, det A = 16 e pf A = 4. Portanto, podemos concluir que o Cs tem quatro
emparelhamentos perfeitos.

15



Capitulo 3

Grafos Cobertos por
Emparelhamentos

Um grafo é coberto por emparelhamentos se possui pelo menos dois vértices, é conexo e
cada uma de suas arestas pertence a um emparelhamento perfeito. Por exemplo, o K33,
o K4, o Cg e o grafo de Petersen sao grafos cobertos por emparelhamentos.

A fim de determinar quando um grafo G é ou nao pfaffiano, podemos restringir a
nossa busca ao subgrafo de G dado pelo conjunto de arestas que pertencem a algum
emparelhamento perfeito, ou seja, podemos concentrar nossa aten¢ao na classe dos grafos
cobertos por emparelhamentos. Para tanto, é importante que estejamos familiarizados
com os conceitos basicos e os resultados que envolvem emparelhamentos e grafos cobertos
por emparelhamentos.

3.1 Cortes Justos

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. Um corte C' é trivial se uma de suas
margens contém apenas um vértice. Um corte C' é impar (ou par) se ambas as suas
margens possuem um numero impar (ou par) de vértices. Observe que, se |Vg| é par,
entao todo corte C' ou é impar ou é par; e, se C' é impar, entdo |C'N M| é impar, para todo
emparelhamento perfeito M de G. Um corte C' é um corte justo se |C' N M| = 1, para
todo emparelhamento perfeito M de G. Cortes triviais sao exemplos simples de cortes
justos. A figura 3.1 mostra exemplos de cortes justos nao triviais.

Quando um grafo coberto por emparelhamentos G nao possuir um corte justo nao
trivial, dizemos que ele é um brace, caso GG seja bipartido, ou um brick, caso contrario.

16
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Figura 3.1: Cortes justos nao triviais.
3.2 Decomposicao por Cortes Justos

Seja G um grafo e seja C = V(X) um corte de G, onde ) C X C V(G). Os dois
grafos obtidos a partir das contracdes de X a um tnico vértice z e de X a um tnico
vértice Z sdo chamados de C-contragdes de G e sdo denotados por G{X;z} e G{X;7},
respectivamente. Se os nomes dos novos vértices nas C-contragoes sao irrelevantes, entao
podemos simplificar a notacdo e passar a chamé-las somente por G{X} e G{X}. A figura
3.2 mostra um exemplo de C-contragoes.

G{X} G{X}
Figura 3.2: Duas C-contracdes G{X} e G{X} de um corte C justo.

A partir dai, podemos fazer a seguinte afirmacao, cuja demonstragao é imediata a
partir da definicao de corte justo.

17
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Proposicao 3.1 Se G é um grafo coberto por emparelhamentos e C é um corte justo de
G, entao ambas as C-contragoes sao cobertas por emparelhamentos.

Se G contém um corte justo nao trivial C, entao decompomos G em suas duas C-
contracoes. Se, em seguida, alguma das C-contragoes de G tiver um corte justo nao
trivial C’, ela poderd ser decomposta novamente em suas duas C’-contracoes. Aplicando
repetidamente este processo, obteremos uma familia de bricks e braces. Este procedimento
é chamado de decomposicao por cortes justos. A figura 3.3 apresenta um exemplo de
decomposicao em cortes justos de um grafo coberto por emparelhamentos. Lovasz, em
8], provou o seguinte teorema:

Figura 3.3: Os grafos (ii) e (ii7) sao as duas C-contragoes de (i); os grafos (iv) e (v) s@o
as duas C'-contragoes de (i7); e os grafos (iii), (iv) e (v) sdo os bricks e braces obtidos da
decomposi¢ao por corte justos de ().

Teorema 3.1 Quaisquer duas aplicacoes da decomposicao por cortes justos em um mesmo
grafo coberto por emparelhamentos produzirao a mesma familia de bricks e braces, exceto
pela mutiplicidade de arestas.

Em particular, os niimeros de bricks e braces resultantes de uma aplicagao da decom-
posicao por cortes justos em um grafo coberto por emparelhamentos GG é independente da
maneira como se aplica a decomposicao por cortes justos, ou seja, os nimeros de bricks
e braces de GG sao constantes. Sendo assim, denotaremos o nimero de bricks de G' por
b(G) e, por p(G), o nimero de bricks de G cujas representagoes como grafos simples sao
isomorfas ao grafo de Petersen. Usaremos também a funcao (b+ p)(G) = b(G) + p(G).

18
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3.3 Cortes Justos e Orientacoes Pfaffianas

Existe uma relagao proxima entre cortes justos e orientacoes pfaffianas. O teorema 3.2,
demonstrado por Little e Rendl, em [7], mostra essa relacao. O lema seguinte serd 1til
para compreendermos a prova do teorema 3.2.

Lema 3.1 Sejam G um grafo coberto por emparelhamentos pfaffiano e v um vértice de G.
Entao, existe uma orientagao pfaffiana de G tal que v é uma fonte (ou um sumidouro).

Prova. Seja D uma orientagao pfaffiana de G. Sejam vy, vq, ..., v; os vizinhos de v em G.
Seja D" a orientacao de G obtida a partir de D invertendo, se necessario, as orientacoes
das arestas em V(v;), V(v), ..., V(v;) tal que voy, vvs, . .., v0; sdo arestas de D’. Observe
que, se existem arestas paralelas ligando um v a v, entao elas devem ser todas orientadas
em D na direcao de v; ou na direcao de v. Caso contrario, um emparelhamento perfeito M
que contenha uma dessas arestas tera um circuito M-alternado com paridade par, o que
é impossivel, ja que D é pfaffiana. Sendo assim, a orientagdo D’ sempre pode ser obtida
e, neste caso, v é uma fonte em D’. Como podemos inverter a orientacao das arestas de
V(v), v também pode ser um sorvedouro. Como, pela proposi¢ao 1.1, D’ também é uma,
orientacao pfaffiana de G, o lema é verdadeiro. [

Teorema 3.2 (Veja mais em [7]) Sejam G um grafo coberto por emparelhamentos e
C := V(X) um corte justo de G. Entao G ¢é pfaffiano se, e somente se, as duas C'-
contragoes de G sao pfaffianas.

Prova. Suponha que G é pfaffiano e seja D uma orientacao pfaffiana de G. Seja M um
emparelhamento perfeito de G. Pelo teorema 1.3, todo circuito M-alternado de G tem
paridade fmpar. Seja e = uv a aresta de M NC, ondeu € X ev € X. Seja G| = G{X; 7}
e Gy = {X;z} as duas C-contracdes de G. Nés devemos provar que G é pfaffiano e,
analogamente, concluirmos que G5 também é pfaffiano.

Considere a seguinte orientagao Dy de Gy:

e se g = e ou g tem ambas as pontas em X, entao Di(g) := D(g);

e para cada aresta f = wz de C distinta de e, onde w € X e z € X, e seja M;
um emparelhamento perfeito de G' contendo f. Seja L; o circuito M-alternando
de M @ My contendo f. Claramente, Ly contém e e f. Como C' é um corte
justo, Ly N C' = {e, f}. Seja P; o segmento de L; ligando w a v, que estd em
Go. Entao, Dy(f) := w7 se o nimero de arestas orientadas no mesmo sentido em
que percorremos Py de w a v é fmpar, caso contrario D;(f) := Tw. A figura 3.4
exemplifica essa construcao.
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(i)

Figura 3.4: (i) O emparelhamento M estd em negrito, o emparelhamento My, em linhas
duplas e a linha tracejada é o caminho Py; (47) a orientacdo da aresta f segue a paridade
do nimero de arestas orientadas em Pj.

Podemos afirmar que D; é uma orientagao pfaffiana de G,. Para isso, seja M; a
restricao de M a E(G;). Agora, devemos provar que todo circuito Mi-alternado de G
tem paridade impar. Seja L; um circuito M; alternado de G;. Se L; nao contém T,
entao L; é um circuirto M-alternado de G e, claramente, possui paridade fmpar. Por
outro lado, se Ly contém 7, L, tem exatamente duas arestas incidentes em 7, uma delas
é e. Denote a outra por f. Se L; tem paridade par, entao, pela definicaio do caminho
P; acima, Ly U Py é um circuito M-alternado de G de paridade par, uma contradigao.
Entao, L; tem paridade impar. Isso é verdade para todos os circuitos M;-alternados de
(G;. Conseqlientemente, D; é uma orientacao pfaffiana de G.

Inversamente, suponha que tanto GG; quanto G5 sao pfaffianos. Pelo lema 3.1, existem
orientacao pfaffianas D; e Dy de GG e G5 tal que T é uma fonte em GG e x é um sumidouro
em (9, respectivamente. Entao, a orientacao das arestas de D; e Dy ao longo do corte C'
¢ a mesma e uma orientacao D de GG pode ser induzida naturalmente a partir de D, U Ds.
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Podemos afirmar que D é uma orientacao pfaffiana de G. Para isso, seja M; uma
restricao de M em F(G;). Entao, todo circuito M;-alternado de G; tem paridade impar
segundo a orientacao D;. Seja L um circuito M-alternado de G. Se E(L) é um subconjunto
de E(G;), para algum i € {1,2}, entdo L é um circuito M;-alternado de G; e, logo, L
tem paridade impar. Caso contrario, como C' é um corte justo, L tem precisamente duas
arestas em C', uma das quais é e, a aresta em M NC. Parai = 1,2, seja L; := LN E(G;).
Entao, L; é um circuito M;-alternado de G;. Como D; é pfaffiana, L; tem paridade impar.
Observe que desta maneira L também tem paridade impar. Assim, D é uma orientagao
pfaffiana de G e, logo, G é pfaffiano. [ |

3.4 Conformais Menores

Dizemos que um subgrafo H de um grafo G é um subgrafo conformal de G se G —
V(H) contém um emparelhamento perfeito. Segue diretamente desta definicao que a
propriedade de um grafo ser conformal é transitiva, isto é, se G” é um subgrafo conformal
de G’ e G’ é um subgrafo conformal de G, entao G” é um subgrafo conformal de G. A
proposicao a seguir é uma consequéncia da definicao de subgrafo conformal.

Proposicao 3.2 Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. Entao, G € pfaffiano
se, e somente se, todo subgrafo conformal de G € pfaffiano.

Uma subdivisao de um grafo G é um grafo obtido a partir de G substituindo cada
aresta e = wv por um caminho contendo pelo menos uma aresta ligando u a v. Uma
subdivisao de um grafo G é impar se cada aresta uv é substituida por um caminho de
tamanho impar ligando v a v. Sendo assim, um grafo G é uma subdivisao impar dele
mesmo. A proposicao 3.3 segue do fato de que uma subdivisao impar de uma aresta e
pode ser orientada com a mesma paridade de e e vice-versa.

Proposicao 3.3 Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. Entao, G € pfaffiano
se, e somente se, toda subdivisao impar de G € pfaffiana.

O conceito de grafos conformais menores ¢ uma uniao entre os conceitos de subgrafos
conformais e subdivisoes impares de grafos. Sejam G e H dois grafos, o grafo H é con-
formal menor (ou simplesmente menor) de G se existir uma subdivisao impar de H que
é um subgrafo conformal de G. A partir dai, temos:

Proposicao 3.4 Um grafo G € pfaffiano se, e somente se, todo conformal menor de G é

pfaffiano.
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3.5 Decomposicao em Orelhas

Seja G um grafo conexo coberto por emparelhamentos. Uma orelha simples de G é um
caminho P de comprimento impar cujos vértices internos, se existirem, tém grau dois em
G. Se P é uma orelha simples de G, entao denotamos por G — P o grafo obtido a partir
de G removendo todas as arestas e os vértices internos de P. O seguinte teorema nos
fornece uma decomposicao de grafos bipartidos cobertos por emparelhamentos.

Teorema 3.3 (Veja mais em [9]) Seja G um grafo bipartido coberto por emparelha-
mentos. Entao existe uma sequéncia

GicGyCc---CG, =@

de subgrafos cobertos por emparelhamentos de G onde (i) Gy = Ko, e (ii) para 2 < i <,
G;_1 = G; — P;, onde P; é uma orelha simples de Gj.

A sequéncia G1, G, ..., G, de subgrafos de GG com as propriedades acima é uma de-
composi¢ao em orelhas de G, na qual cada membro é um subgrafo coberto por empare-
lhamentos de G. A figura 3.5 ilustra uma decomposicao em orelhas do Kj 3.

(@) (if) (iid)

™)

Figura 3.5: Uma decomposicao em orelhas do K 3.

As decomposigoes mencionadas no teorema 3.3 nao podem ser aplicadas em grafos
nao bipartidos, como no K, e no Cys. Contudo, todo grafo coberto por emparelhamentos
tem uma decomposicao em orelhas com um leve relaxamento da definicao acima. Para
descrever tal decomposicao, precisamos da nocgao de orelhas duplas.

Uma orelha dupla de G é um conjunto R = {P;, P»}, onde P, e P; sao duas orelhas
simples de G, disjuntas em seus vértices. Uma orelha de G é ou uma orelha simples ou
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uma orelha dupla de GG. Para uma orelha R de GG, o grafo G — R ¢é o grafo obtido a partir
de GG removendo todas as arestas e os vértices internos de R.

Uma decomposicao em orelhas de um grafo G é uma seqiiéncia
GicGyC---CG, =G

de subgrafos cobertos por emparelhamentos de G onde (i) Gy = Ks, e (ii) para2 < i <,
Gi_1=G; — R;, onde R; é uma. orelha (simples ou dupla) de G;. A figura 3.6 ilustra uma
decomposicao em orelhas do (g, onde a tltima orelha inserida é dupla.

(iii) (iv)
Figura 3.6: Uma decomposicdo em orelhas do Cj.

O teorema abaixo foi estabelecido por Lovasz e Plummer em [9] e é fundamental na
teoria de grafos cobertos por emparelhamentos. Veja mais também em [20].

Teorema 3.4 (Teorema das Duas Orelhas) Todo grafo coberto por emparelhamentos
possui uma decomposicao em orelhas.

3.6 Funcgao (b+p)

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. Uma orelha simples P de G é removivel
se o grafo G — P é coberto por emparelhamentos. A nogao de uma orelha dupla removivel
R = (P1, P,) em G é definida de maneira similar. Neste caso, nenhuma das orelhas simples
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P, e P, é uma orelha simples removivel. Uma orelha removivel de G é ou uma orelha
simples removivel ou uma orelha dupla removivel. Observe que a ultima orelha de uma
decomposicao em orelhas é sempre uma orelha removivel.

As decomposicoes em orelhas em grafos cobertos por emparelhamentos nao necessari-
amente usam o mesmo numero de orelhas duplas. Por exemplo, no grafo da figura 3.7,
toda decomposicao em orelhas, em que a aresta e é a tultima orelha, usa duas orelhas
duplas. No entanto, nao ¢ dificil obter uma decomposi¢ao em orelhas deste mesmo grafo
usando uma unica orelha dupla.

PN
<7

Figura 3.7: Qualquer decomposi¢ao em orelhas deste grafo em que a aresta e seja a ultima
orelha usa duas orelhas duplas.

Uma decomposicao em orelhas de um grafo coberto por emparelhamentos é dtima
se usa o menor numero possivel de orelhas duplas. O seguinte teorema, demonstrado
por Carvalho, Lucchesi e Murty em [12], determina o nimero de orelhas duplas em uma
decomposi¢ao 6tima em orelhas.

Teorema 3.5 O numero de orelhas duplas em uma decomposicao em orelhas dtima de
um grafo coberto por emparelhamentos G € b(G) + p(G).

O ntmero de orelhas duplas em uma decomposigao 6tima em orelhas (ou fungao
(b+p)) desempenha um importante papel na prova da caracterizacao de grafos pfaffianos
apresentada no capitulo 5. Por isso, devemos ter em mente os resultados abaixo.

Teorema 3.6 (Veja mais em [3]) Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. Entao,
todo circuito de comprimento par € a diferenca simétrica entre circuitos alternados de G
se, e somente se, (b+p)(G) < 1.

Uma orelha removivel R de G é b-removivel se b(G — R) <
orelha removivel R de G é (b + p)-removivel se (b+ p)(G — R
Lucchesi e Murty mostraram, em [13], que:

b(G). Analogamente, uma
) <

(b + p)(G). Carvalho,

Teorema 3.7 Todo grafo coberto por emparelhamentos distinto do Ko e dos Cy, (n > 2)
tem uma orelha (b+ p)-removivel.
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A importancia da decomposicao em orelhas e orelhas b-removiveis para o problema da
orientacao pfaffiana reside no seguinte resultado, que fornece um algoritmo para determi-
nar uma orientagao pfaffiana em um grafo pfaffiano.

Teorema 3.8 (Veja mais em [10]) Seja G um grafo coberto por emparelhamentos e R
uma orelha b-removivel de G. Se G € pfaffiano, entao qualquer orientacao pfaffiana de
G — R pode ser estendida a uma orientacao pfaffiana de G.
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Capitulo 4

Caracterizacao de Grafos
Bipartidos Pfaffianos

Neste capitulo, demonstraremos a caracterizacao de grafos bipartidos pfaffianos proposta
por Little, em [6]. Mas, como o intuito deste texto é familiarizar o leitor com as ferramen-
tas que a classe dos grafos cobertos por emparelhamentos nos proporciona, optamos por
utilizar grande parte dos conceitos abordados no capitulo 3 para fazer tal demonstracao,
apesar de o proprio Little et al propor uma abordagem diferente para a demonstracgao
deste teorema em [2].

4.1 Arestas Nao Removiveis em Grafos Bipartidos
Cobertos por Emparelhamentos

Uma aresta e de um grafo coberto por emparelhamentos G é removivel se o grafo G — e
também for coberto por emparelhamentos. O conceito de aresta removivel é motivado
pela decomposicao em orelhas, por observar que em uma decomposicao em orelhas de um
grafo coberto por emparelhamentos 3-conexo, a primeira orelha é sempre removivel. O
lema a seguir oferece uma caracterizacao de arestas nao removiveis em grafos bipartidos
cobertos por emparelhamentos.

Proposicao 4.1 (Veja mais em [9]) Seja G um grafo bipartido coberto por emparelha-
mentos com biparticao (U, W), e seja e = uw uma aresta de G comu € U e w € W.
Entao, e € nao removivel em G se, e somente se, existe uma particio {U',U"} de U e
uma particao {W' , W"} de W com |U'| = |W'| tal que e € a tnica aresta ligando um
vértice de U' a um vértice em W".

O lema abaixo é uma extensao da proposicao 4.1.
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NI v

[ | ]

Figura 4.1: Tlustracao do lema 4.1.

Lema 4.1 Seja G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos com biparticio (U, W)
eu € U um vértice com grau d > 3. Sejam wq,...,wg 0s vértices adjacentes a u.
Assuma que as arestas uwy, . . ., uw, (r < d) sdo nao removiveis. Entao, existem parti¢oes
U:U()UUlU...UUT €W:WOUW1U...UWT tais que |Uz| = |Wz|, UEU(), wiEVVi
para 1 <i<r, weq,...,wqg € Wy, e NW;) =U; U{u} parai=1,...,r.

Y% Y 4 4
U MN
\
w dw, bwy Sew Tew, W
W m W W

Figura 4.2: Ilustragao do lema 4.1 onde d =5 e r = 3.

Prova. Considere qualquer 1 < ¢ < r. Como uw; é nao removivel, entao, pela proposigao
4.1, existem conjuntos nao vazios U; C U e W; C W tais que |U;| = |[W;| e uw; é a tinica
aresta com uma ponta em U \ U; e a outra ponta em W;. Assim, w; € W;, v € U; e
w; € Wi, paral <j<dej#i.

Para concluir, ¢é suficiente mostrar que os W;, bem como os U;, sao conjuntos disjuntos.
Considere Wy e Wy, Seja S := W7 N W, e suponha que S # (. O vértice w; nao estd em
W5 e o vértice wy nao esta em Wi. Assim, nenhum dos dois vértices esta em S, e, logo,
u ¢ N(S). Entdao, N(S) C Uy NUs. Como d > 3, existe um emparelhamento perfeito M
de GG que nao contém nenhuma das arestas uw; e uws. Entao, os vértices de U; estao todos
emparelhados com os vértices de W; em M. Similarmente, os vértices de Uy estao todos
emparelhados com os vértices de Wy em M. Como G é coberto por emparelhamentos,
IN(S)| > |S|+ 1. Entao, um vértice de N(S) precisa estar emparelhado com um vértice
v & S. Logo, v e Wi\ S. Assim, v € Wi N W,, uma contradi¢ao. Concluimos, entao, que
W1 N W2 == @

Agora, vamos mostrar que os U; sdo conjuntos disjuntos. Note que N(W; U Wy) =
U UU,U{u}, and |U;| = [W;]. Assim, [N (Wi UWs,)| < [Wh|+|Wa|+1 = [WUWL|+1, com
igualdade se, e somente se, U; e Uy sao disjuntos. Por outro lado, como d > 3, o vértice
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wz & (W1 UWs) e, assim, Wi UW, é um subconjunto préprio de W. Como G é coberto por
emparelhamentos, | N (Wi UW3)| > |[W UWs| + 1. Assim, |N (W7 UW,)| = |W UWs| + 1.
Logo, concluimos que Uy N Uy = 0. [ |

4.2 Braces

Relembrando, braces sao grafos bipartidos cobertos por emparelhamentos sem cortes jus-
tos nao triviais. O seguinte resultado nos fornece uma importante propriedade envolvendo
arestas removiveis em um brace.

Lema 4.2 Seja G = (U, W) um brace com no minimo seis vértices, e = uvw uwma aresta
de G, onde u € U e w € W. Seja z um vértice qualquer de G. Entao,

(i) se z = u (ou w) e o grau de z € pelo menos quatro em G, entao toda aresta
incidente a z € removivel em G — e;

(ii) se z & {u,w}, entdo no mdximo uma aresta incidente a z € ndo removivel em
G—e.

Prova. Assuma que z € U e z tem r arestas nao removiveis em G — e. Entao, pelo lema
4.1, temos particoes U = UgU U U...UU, e W =WoaUW,U...UW, tais que z € Uy, 2
possui exatamente um vértice adjacente em cada W; e Ng_.(W;) = U; U {z}.

Se z = wer > 1, entdo, como e incide em u, V(U; U {u} U W;) é um corte justo
nao trivial em G, o que é impossivel, ja que G é um brace. Entao, neste caso, r = 0. Se
z & {u,w} e r > 2, entdo podemos assumir que w ¢ Wi. Novamente, V(U; U {u} U W)
é um corte justo nao trivial de G. Logo, neste caso, r < 1. |

4.3 Cortes Justos e Conformais Menores

Durante a prova do teorema de grafos pfaffianos bipartidos precisaremos do teorema 4.3,
que correlaciona cortes justos e conformais menores.

Lema 4.3 Seja G um grafo coberto por emparelhamentos e C := V(X) um corte justo
de G. Sejam G, := G{X;T} e Gy := G{X;x} as duas C-contracées de G. Suponha que
H € um grafo com grau mdzimo igual a trés, Gy contém H como um conformal menor e
Gy € bipartido. Entdo, G também contém H como um conformal menor.

Prova. Por indugdo em |E(G3)|. Primeiro suponha que G possua um corte justo nao
trivial D := V(Y). Sem perda de generalidade, suponha que = € Y. Seja G’ o grafo
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obtido de G contraindo Y a um tnico vértice. Entdo, C' é um corte justo de G/, uma das
C-contragoes de G’ é GGy e a outra é um grafo bipartido com um nimero menor de arestas
que Go. Pela hipétese de inducao, G’ contém H como um conformal menor. Aplicando a
hipétese de indugao novamente, concluimos que G contém H como um conformal menor.

Desta maneira, devemos assumir que Gy nao contém corte justo nao trivial, ou seja,
G5 é um brace. Sendo assim, primeiro suponha que G5 tem ao menos seis vértices. Pelo
lema 4.2, toda aresta de G5 é removivel em (G5. Ainda mais, toda aresta de G5 que nao
incide em x é removivel em G. Claramente, G5 contém uma aresta e que nao incide em
x. Entao, e é removivel em G5 e em G. Pela hipotese de indugao, G — e contém H como
um conformal menor e, logo, G também contém H como um conformal menor.

Agora, suponha que Gy possua exatamente quatro vértices. Por hipdtese, G contém
H como um conformal menor, isto é, G; contém um subgrafo conformal H; que é uma
subdivisao impar de H. Se T ¢ Hi, entao nao é dificil notar que H; é um subgrafo
conformal de GG. Desta maneira, devemos assumir que T € H;. Como H possui grau
maximo igual a trés, H; também possui grau maximo igual a trés e, logo, T possui grau
dois ou trés em H;. Sejam u, v e w os outros trés vértices de GG distintos de z tais que
u é a mesma parte de x. A figura 4.3 mostra todos estes elementos.

G,
[
u
x w
v
-

Figura 4.3: Os grafos G e G5 e o subgrafo conformal H; de Gj.

Considere G” := G[E(H;)] o subgrafo de G induzido pelas arestas de H;. Se no
maximo um dos vértices v e w é um vértice de G”, entao G” é um subgrafo conformal de
G isomorfo a Hy. Sendo assim, devemos assumir que ambos vértices v e w pertencem a
G”. Entao, ou v ou w possui grau um em G”. Neste caso, G” U {uv,uw} é um subgrafo
conformal de G que é uma subdivisao impar de H;. |

4.4 Teorema Principal

Teorema 4.1 (Little) Um grafo bipartido coberto por emparelhamentos € pfaffiano se,
e somente se, ele nao contém o K3 como um conformal menor.
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Prova. Seja G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos. Se G contém o K33
como um conformal menor, entao, pela proposi¢ao 3.4, G é nao pfaffiano, ja que o K33
¢é nao pfaffiano. Agora, suponha que G seja nao pfaffiano. Vamos mostrar, por inducao,
que G contém um K33 como um conformal menor. Para isso, vamos assumir que G seja
simples.

Caso 1 G contém um subgrafo conformal proprio bipartido coberto por emparelhamentos
H nao pfaffiano.

Por hipétese de indugao, H contém um Kjs3 como conformal menor. Mas H ¢ um
subgrafo conformal de G. Logo, G também contém um K33 como um conformal menor.

Caso 2 G nao € um brace.

Entao, G possui um corte justo nao trivial C. Sejam G e Gy as duas C-contragoes de
G. Pelo teorema 3.2, G; ou Gy, digamos G, é nao pfaffiana. Pela hipétese de indugao,
G contém o K33 como um conformal menor e, pelo lema 4.3, G também contém o K33
como um conformal menor.

Caso 3 Os casos anteriores nao podem ser aplicados.

Entao, G é um brace. Seja e uma aresta de G. Entao, G — e é coberto por empare-
lhamentos e, como o Caso 1 nao se aplica, G — e é pfaffiano. Considere uma orientacao
pfaffiana D de G —e. Desta maneira, todo circuito alternado de G — e tem paridade impar
segundo a orientacao dada. Assim, seja M um emparelhamento perfeito de G —e. Oriente
a aresta e arbitrariamente e considere a cole¢ao de circuitos M-alternados C. que contém
e. Note que os circuitos em C., nao podem ter a mesma paridade, caso contrario, pode-
mos obter uma orientacao pfaffiana em G, uma contradi¢ao. Logo, existem dois circuitos
M-alternados C; e Cy em C, com paridades distintas.

Agora, seja H = C1UC5. Note que a restricao da orientacao D as arestas de H também
é uma orientagao nao pfaffiana de H. Pelo teorema 1.3, para todo emparelhamento F' de

H | existe um circuito F-alternado de paridade par, segundo a mesma restricao de D em
H.

Sendo assim, podemos mostrar, por indugao em |E(H)|, que H contém um circuito
conformal de paridade par que nao contém e. Para tanto, suponha que exista um vértice
v € V(H) tal que d(v) = 2. Desta maneira, como Cy e Cy sao M-alternados, existe um
vértice w adjacente a v também de grau 2. Logo, v e w sao vértices internos de um caminho
P = (u1,w,v,us). Sendo assim, sejam o grafo H', o emparelhamento M’ e a orientacao
D’ obtidos da seguinte forma: H' é obtido a partir de H substituindo P por uma aresta f
ligando u; a ug; o emparelhamento M’ é obtido de M\ E(P) adicionando f se, e somente
se, ujw e vug pertencem a M; e a orientacao D’ é obtida de D orientando f com a mesma
paridade de P, ou seja, f é orientada de u; para us se, e somente se, P possui um nimero
fmpar de arestas orientadas de w; para us. Logo, como |E(H')| < |E(H)|, aplicando
hip6tese de indugao, concluimos que H' contém um circuito conformal de paridade par
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que nao contém e. Portanto, podemos supor que H nao possui vértice de grau 2 e, como
C4 e (5 sao M-alternados, H é cubico.

Agora, sem perda de generalidade, podemos supor que Cy é o circuito de paridade
impar em H. Observe que, como H é cibico, as arestas de Cy\C} sao cordas de Cy. Logo,
sejam f = uw uma corda de Cy em H e Py, e FPg, os caminhos de € que ligam v a w,
tal que e € Pp, . Desta maneira, como H ¢é bipartido, Py, e Pg, tém comprimento fmpar,
como mostra o item (i) da figura 4.4.

...............................................................................................................

Figura 4.4: (i) O circuito €, uma corda f = uww e os caminhos Py, e P . (ii) A
orientacao do circuito C' e as possiveis orientagoes da corda f.

Sendo assim, e continuando sem perda de generalidade, podemos supor que a paridade
do caminho FPp, de u até w é impar. Conseqilientemente, a paridade de P/, de w até u é
par; a de Pp de u até w ¢ impar; e, a de Pg, de w até u é par. Observe o item (i) da
figura 4.4.

A partir dai, se f esta orientada de w para u, entao o circuito C] = P/, Uf é um circuito
conformal de H com paridade paridade par que nao contém e. Caso contrario, se f esta
orientada de u para w, entao assumimos C] = Fg, U f. Neste caso, se C] é M-alternado,
fazemos M’ = M, caso contrario, M’ = M & Cy. Logo, C| é M’-alternado. Além disso,
observe que Cf tem paridade fmpar. Portanto, pelo teorema 1.3, existe um circuito
M’-alternado de paridade par. Logo, se e ¢ C), entao Cy é um circuito conformal de H
com paridade par que nao contém e. Por outro lado, se e € C}, entdao H' = C] U C% é um
subgrafo proprio de H, ja que E(CY) < E(CYy) e H é ctibico. Sendo assim, por hipdtese
de inducao, H' contém um circuito C’ de paridade par que nao contém e. Ainda mais,
como a conformalidade de um grafo é transitiva, C’ é um circuito conformal de G.
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Desta maneira, escolha o circuito conformal C' de GG de paridade par e que nao contém
e com comprimento minimo. Seja M um emparelhamento perfeito de G tal que M NC é
um emparelhamento perfeito de C.

Lema 4.4 Toda aresta removivel de G — e estda em C U M.

Prova. Suponha que G — e contenha uma aresta removivel f ¢ CUM. Entao, G—e— f
é um grafo bipartido coberto por emparelhamentos. Ainda mais, a orientacao pfaffiana
D fixada para G — e também é pfaffiana em G — e — f. Como e tem suas pontas em
partes distintas de G — e — f, a adicao de e em G — e — f produz um grafo coberto por
emparelhamentos. Assim, G — f é coberto por emparelhamentos. Como f & C UM, C
também ¢é um subgrafo conformal de G — f.

Como o Caso 1 nao se aplica, G — f é pfaffiano. Por outro lado, uma orientagao
pfaffiana de G — e — f nao pode ser estendida para G — f porque C' é um subgrafo
conformal de G — f com paridade par, e concluimos, pelo teorema 3.8, que G — f é nao
pfaffiano. Assim, toda aresta removivel de G — e esta em C' U M. |

Pelo lema 4.4 e o primeiro item do lema 4.2, as pontas de e tém grau 3 em G. Se G
contém um vértice z ¢ V(C) U {u, v}, entdo concluimos, pelo lema 4.2, que existe uma
aresta f € (V(z) \ M) removivel em G — e. Assim, V(G) = V(C) U {u,v}.

Agora, suponha que C' contenha uma corda f. Entao, C'+ f é a uniao de dois circuitos
conformais C" e C” de G que nao contém e. Como G é simples, C' e C” tem tamanho
menor que C. Como C possui paridade par, um de C’ e C”, suponha C’, tem paridade
par. Entao, C' é um circuito conformal de G com paridade par que nao contém e de
tamanho menor que C', o que contradiz a escolha de C. Assim, C' nao contém uma corda.

Como G é um brace, todo vértice de G tem grau pelo menos trés. Assim, todo vértice
de C tem que ser adjacente ou a v ou a v. Como u e v tém grau trés em G, concluimos
que [C|=4e G = K;3. u
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Capitulo 5

Caracterizacao de Grafos Pfaffianos

Em 1986, Lovdsz e Plummer apresentaram em seu livro [9] uma caracterizagao de grafos
pfaffianos que, a primeira vista, parece ser nao muito complicada, mas que pode ser uti-
lizada para um bom entendimento do complexo ferramental da teoria sobre grafos cober-
tos por emparelhamentos, mais especificamente sobre decomposicao em orelhas e a funcao
(b + p). Nosso objetivo neste capitulo é utilizar todo este arcabougo para demonstrar o
teorema 5.1 e, assim, compreender os detalhes acerca desta teoria.

5.1 Teorema Principal

Teorema 5.1 Seja G um grafo coberto por emparelhamentos tal que (b + p)(G) < 1.
Entao, G € nao pfaffiano se, e somente se, ezistirem uma cole¢io C = {C4,Cy, ..., Cy} de
circuitos alternados de G e uma orientagcao D das arestas de G tais que:

(i) toda aresta de G pertence a um nimero par de elementos de C; e,
(7i) um nimero impar de elementos de C tem paridade par, sequndo a orientagdo D.

Prova. Suponha primeiro que existam uma cole¢ao C e uma orientacao D que satisfacam
as duas condigoes acima. Entao, pelo lema 1.1, temos que G é nao pfaffiano.

Por outro lado, assuma agora que GG é nao pfaffiano. Mostraremos, por inducao em
|E(G)|, que existem uma colecao C e uma orientagdo D que satisfazem as condigoes (i) e

(i4).
Por hipétese, (b+p)(G) < 1. Além disso, sabemos que os grafos Ky e Cy,, paran > 2,

sao planares e, logo, pfaffianos. Assim, G é distinto destes grafos. Pelo teorema 3.7, G
tem uma orelha (b + p)-removivel R. Entao, (b+ p)(G — R) < (b+p)(G) < 1.
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Suponha primeiro que G — R é nao pfaffiano. Pela hipotese de indugao, existem uma
colecao C de circuitos alternados de G — R e uma orientacao D das arestas de G — R que
satisfazem as condigoes (i) e (ii). Entao, a colegdo C e a orientacdo das arestas de G,
obtida a partir de D orientando as arestas de R como desejarmos, satisfazem as condic¢oes
do teorema para o grafo GG, ja que todos os circuitos de C também sao circuitos de G.
Logo, neste caso, G também é nao pfaffiano, como mostra a figura 5.1.

7 G-R Re;

Figura 5.1: Uma colecao de circuitos C de G — R.

Agora, assuma que G — R é pfaffiano. Sendo assim, seja D uma orientacao pfaffiana
de G — R. Entao, todo circuito alternado de G — R possui paridade impar. Seja M um
emparelhamento perfeito de G tal que M — E(R) é um emparelhamento perfeito em G — R.
Seja C' um circuito M-alternado de G que contenha R. Como R possui um nimero impar
de arestas, podemos orientar suas arestas de tal maneira que C' possua paridade impar.
Como G é nao pfaffiano, entao, pelo teorema 1.3, existe um circuito M-alternado C’ de
GG que possui paridade par. Observe que, como todos os circuitos alternados de G — R
tém paridade impar, logo C’ contém R, como mostra a figura 5.2.

Sendo assim, C®C" é uma colecao de circuitos pares em G—R. Como (b+p)(G—R) <
1, podemos aplicar o teorema 3.6 para deduzir que C @ C’ é a diferenca simétrica entre
uma colecao £ de circuitos alternados de G — R. Mais ainda, todo circuito de £ possui
paridade fmpar. Agora, seja C = LU {C,C'}. Segue que cada aresta de G pertence a um
numero par de circuitos de C e C’ é o unico circuito de C com paridade par. Portanto,
as condigoes (i) e (i7) sdo satisfeitas para o grafo G. Logo, concluimos que o teorema é
verdadeiro. |
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5.1. Teorema Principal DCT-UFMS

Figura 5.2: Dois circuitos C' e C' com paridades distintas em G e C & C".
g
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Estudar o problema da orientacao pfaffiana de grafos definido a partir de circuitos al-
ternados nos permitiu uma abordagem diferente das outras até entao elaboradas, o que
nos abriu caminho para o desenvolvimento de alguns resultados relevantes, como o lema
que nos diz quando um grafo é nao pfaffiano e a prova do teorema que garante que uma
orientacao pfaffiana independe de um emparelhamento, no capitulo 1, parte do caso 3 da
demonstracao do teorema que caracteriza grafos bipartidos pfaffianos, no capitulo 4, e o
teorema que caracteriza grafos pfaffianos, no capitulo 5.

J& no capitulo 3, onde tratamos de grafos cobertos por emparelhamentos, priorizamos
os principais topicos sobre esta teoria que sao uteis para o estudo de orientagoes pfaffianas
de grafos. Porém, mesmo assim, optamos por nao descrever algumas demonstracoes,
principalmente as relacionadas & decomposi¢ao em orelhas e a fungao (b + p), pois, para
tanto, terfamos conteudo suficiente para um novo trabalho e precisariamos nos afastar do
contexto de orientagoes pfaffianas.

Infelizmente, apesar de a prova da caracterizacao de grafos planares pfaffianos ser
um algoritmo, nao nos preocupamos com sua implementacao, assim como nao nos pre-
ocupamos em mostrar um algoritmo eficiente para indicar quando um grafo bipartido é
pfaffiano ou nao. Além disso, nao apresentamos uma caracterizagao de grafos quase bi-
partidos pfaffianos utilizando a abordagem de circuitos alternados. Tais assuntos podem
ser vistos como contribuigoes futuras para o nosso trabalho.

Portanto, podemos concluir que o trabalho descrito nesta dissertacao procura tratar
boa parte dos resultados conhecidos sobre orientacoes pfaffianas sob um ponto de vista
diferente dos mais comumente abordados e esperamos ter expressado de forma clara e
objetiva o que nos propusemos a fazer.
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