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Resumo

Peres, M. A. Elementos de Contorno para Andlise Isogeométrica de Solidos Eldsticos
com Vincos. Tese (Doutorado em Ciéncia da Computagao), Universidade Federal de
Mato Grosso do Sul, 2021.

O método dos elementos de contorno (MEC) é uma importante alternativa para
solugao numérica de diversos problemas derivados da mecanica do continuo. Em
mecanica dos sélidos, mais especificamente, o método é atrativo pois pode requerer
somente uma discretizacao das superficies dos corpos em anélise, com consequente dimi-
nuicao da dimensionalidade do sistema discreto. No contexto de andlise isogeométrica
(IGA), o MEC ¢ ainda mais naturalmente atrativo, uma vez que a ideia da IGA é
utilizar o modelo geométrico de um objeto — geralmente definido por retalhos de su-
perficies NURBS produzidos por uma ferramenta CAD — como o préprio modelo de
analise, sem emprego de um processo particular de geragao de malhas. Recentemente,
varios trabalhos que comprovam a viabilidade da IGA podem ser encontrados na lite-
ratura. Contudo, ainda ha uma série de limitacoes que impedem a utilizacao pratica da
IGA, decorrentes principalmente da dificuldade de imposicao de condigoes de contorno
nao homogéneas. Nesta tese, efetua-se um estudo dessas limitacoes e propoe-se uma
solucao baseada no MEC para analise isogeométrica de sélidos elasticos. O arcabouco
resultante permite a modelagem de descontinuidades de forcas de superficie através
de elementos descontinuos e/ou nds mailtiplos, sendo a multiplicidade de um né dada
por regioes da superficie delimitadas por curvas de wvincos. Os elementos de contorno
sao definidos como retalhos de Bézier associados as faces da malha elementar de uma
superficie T-spline. T-splines foram empregadas no lugar de NURBS por permitirem
malhas de pontos de controle nao estruturadas com jungoes em T e pontos extraor-
dinéarios, sem necessidade de curvas de recorte, mas qualquer representacao da qual
se possa extrair retalhos de Bézier pode ser adotada. Um procedimento de extracao
de Bézier para superficies T-splines genéricas com vincos e um esquema robusto de
integracao numérica dos termos da equacao integral de contorno sao introduzidos. O
arcabouco é implementado em C++. Um protétipo em MATLAB permite a sele¢ao
interativa de grupos de elementos para especificacao de condi¢oes de contorno repre-
sentando vinculos genéricos e carregamentos uniformemente distribuidos, pressoes e
torques, bem como a andlise numérica e visualizacao dos resultados.

Palavras-chave: método dos elementos de contorno, andlise isogeométrica, T-splines.



Abstract

Peres, M. A. Boundary Elements for Isogeometric Analysis of Elastic Solids with
Creases. Thesis (Doctorate in Computer Science), Universidade Federal de Mato
Grosso do Sul, 2021.

The boundary element method (BEM) is an important alternative applied to the
numerical solution of various problems derived from continuum mechanics. In solids
mechanics, more specifically, the method is attractive as it may require only a discre-
tization of the surfaces of the bodies under analysis, with a consequent decrease in the
dimensionality of the discrete system. In the context of isogeometric analysis (IGA),
the BEM is even more naturally attractive, since the idea behind IGA is to use the
geometric model of an object — generally defined by NURBS surface patches generated
from a CAD tool — as the analysis model, without the employment of a particular pro-
cess of mesh generation. Recently, several papers demonstrating the feasibility of IGA
can be found in the literature. However, there are still several limitations that prevent
the practical use of IGA, mainly due to the difficulty of imposing non-homogeneous
boundary conditions. In this thesis, a study of those limitations is carried out, and
a solution based on the MEC for isogeometric analysis of elastic solids is proposed.
The resulting framework allows the modeling of traction discontinuities by using dis-
continuous elements and/or multiple nodes, where the multiplicity of a node is given
by surface regions delimited by crease curves. The boundary elements are defined as
Bézier patches associated with the faces of the elemental mesh of a T-spline surface.
T-splines are employed instead of NURBS since they allow non-structured control point
meshes, with T-joints and extraordinary points, without the need for trimming curves.
Nevertheless, any geometric representation that can be transformed into Bézier patches
is supported. A Bézier extraction procedure for generic T-splines with creases and a
robust numerical integration scheme for the boundary integral equation are introduced.
The framework is implemented in C +4. A prototype in MATLAB allows the interac-
tive selection of groups of elements for specifying boundary conditions that represent
generic constraints and uniformly distributed tractions, pressures, and torques, as well
as the numerical analysis and visualization of results.

keywords: boundary element method, isogeometric analysis, T-splines.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e justificativa

A simulagao de fenomenos fisicos em computador é fundamental em diversas
areas, tais como engenharia de estruturas, engenharia automobilistica, engenharia ae-
roespacial, robotica, e previsao de fenomenos naturais, entre outras. No campo da
computacao grafica, a simulacao baseada em fisica tem evoluido motivada pela ne-
cessidade de aplicagoes graficas fornecerem cada vez mais realismo, como pode ser
comprovado na industria de entretenimento, tanto em animacoes e efeitos especiais em
filmes, bem como jogos digitais. Essas aplicagoes se diferenciam na precisao de seus
calculos, precisao visual e eficiéncia computacional, uma vez que cada tipo de aplicacao
exige mais um aspecto diferente.

A simulacao computacional de problemas fisicos para aplicagdes em ciéncias e en-
genharia geralmente emprega modelos de objetos cuja analise requer métodos precisos
de solucao, com o objetivo de testar produtos, teorias e assim predizer com a maior
acuracia possivel o comportamento desses objetos antes de sua construcao e experi-
mentacao fisica. Portanto, nesse caso, a precisao dos resultados é mais importante que
o tempo de processamento para obteé-los.

Por outro lado, em aplicacoes de computacao grafica, tais como animacoes e efei-
tos especiais, ha mais énfase na precisao visual, tolerando-se resultados numericamente
menos acurados quando comparados a aplicagoes destinadas a ciéncias e engenharia.
Em aplicagoes interativas e em tempo real, especialmente jogos digitais, o tempo de
processamento € essencial, principalmente para permitir a interacao do animador, e
a utilizacao de modelos mais simplificados é usual, o que requer a solu¢ao no menor
tempo possivel, tolerando-se resultados numericamente menos precisos, porém com
qualidade visual plausivel do ponto de vista do observador. J4 em animacoes e efeitos
especiais em aplicagoes nao interativas, como por exemplo em filmes, o tempo de pro-
cessamento e a precisao nos resultados nao sao primordiais, permitindo a utilizagao de
modelos com mais detalhes com o objetivo de se alcancar um maior grau de realismo
na simulacao.

A simulacao de corpos deforméveis elasticamente, foco deste trabalho, envolve a
resolucao de equacoes diferenciais da mecanica de meios continuos para as quais, nos
casos gerais de geometria e condi¢oes de contorno, nao ha solugoes analiticas. Apenas
solugoes aproximadas podem ser obtidas, através do emprego de métodos numéricos,
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baseados na discretizacdo do volume e/ou da superficie de um sélido. As equagoes
diferenciais que modelam o comportamento do corpo sao transformadas em um sistema
de equacgoes algébricas cuja solucao fornece, em pontos do sistema discreto, os valores
de variaveis tais como deslocamentos, deformagoes, tensoes e forgas de superficie e de
volume. Valores em outros pontos podem ser obtidos por interpolagao a partir dos
valores nodais e de funcgoes interpoladoras, ou funcoes de forma, definidas para cada
elemento da discretizacao.

Os métodos numéricos mais amplamente utilizados para simulacao de corpos de-
formaveis sao o método dos elementos finitos (MEF) e o método dos elementos de con-
torno (MEC). No MEF, a discretizagao é realizada em todo o volume do corpo através
de uma malha composta por elementos de volume (elementos finitos), por exemplo,
tetraedros ou hexaedros, no caso tridimensional. Como resultado de tal discretizacao,
as equacoes diferenciais do modelo matematico sao transformadas em um sistema de
equagoes algébricas cuja solugao fornece os deslocamentos (e as deformagoes) em cada
ponto nodal. Os deslocamentos nos pontos interiores de um elemento finito podem ser
obtidos por interpolacao a partir dos valores dos nds nos quais o elemento incide. O
MEF, mais utilizado na engenharia, tem como objetivo encontrar uma aproximacao
para uma funcao continua que satisfaca alguma expressao de equilibrio para cada um
dos elementos.

No MEC, explorado nesta tese, a discretizagao ¢ realizada na superficie do corpo
através de uma malha composta por elementos de superficie, por exemplo triangulos.
Alguns problemas requerem a discretizagao também no volume, porém mesmo nesses
casos, as incognitas do sistema de equacgoes algébricas referem-se a valores nodais so-
bre o contorno; valores em pontos internos sao calculados a partir destes. A principal
vantagem do MEC ¢ a reducao de dimensionalidade do problema, reduzindo o ntimero
de incognitas, e, consequentemente tornando-se mais eficiente quanto ao consumo de
memoéria e tempo de processamento, quando comparado ao MEF. Apesar dessas van-
tagens, o MEC é considerado um método com um custo computacional elevado para
aplicagoes interativas.

Tanto no MEC quanto no MEF, o dominio espacial no qual as equagoes dife-
renciais parciais governantes sao definidas é discretizado em malhas de superficie ou
de volume, as quais representam o modelo geométrico. A malha deve ser predefinida
através dos elementos, nés e relacionamentos entre eles, e é a base da formulacao dos
métodos numeéricos baseados em malha. A geracao de malhas, sob certas circunstancias,
¢ ainda um processo arduo e demorado, e é considerado um problema para ambos os
métodos.

A precisao dos resultados de um método numérico baseado em malha esta rela-
cionada com a qualidade da malha. Existem diversos critérios referente as formas dos
elementos que podem ser utilizados para definir a qualidade da malha e sua influéncia
na precisao dos métodos numéricos. Por exemplo, no caso de triangulos, resultados
mais precisos sao alcancados com aqueles mais proximos de equilateros possiveis. Esse
¢ um desafio enfrentado por esta classe de métodos, a geracao de uma malha com
qualidade suficiente tal que nao afete a precisao dos resultados.

A aproximacao do modelo geométrico a forma do objeto é controlada pela quan-
tidade e ordem dos elementos utilizados, com maior evidéncia nas regioes curvas. Uma
aproximacao mais grosseira implica em resultados com menor precisao e uma malha
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mais refinada pode gerar resultados mais acurados, contudo, o aumento da ordem e do
numero de elementos influenciam no processamento e consumo de memoria, tanto na
geracao quanto na manipulagdo da malha. Uma maneira de limitar essa quantidade ¢é
detalhar a geometria apenas em regioes especificas as quais requerem resultados mais
precisos.

Em 2005, Hughes [18] propds o conceito de andlise isogeométrica (IGA, do inglés
isogeometric analysis), que ofereceu uma abordagem alternativa para problemas em
métodos de elementos finitos e de contorno (MEF e MEC). No IGA, os valores des-
conhecidos do problema fisico sao aproximados através das mesmas funcgoes de forma
utilizadas na representacao do modelo geométrico do objeto. Hughes obteve excelentes
resultados em problemas da mecanica dos fluidos e andlise estrutural com objetos re-
presentados por NURBS. As NURBS (em inglés, Non-Uniform Rational B-splines), ou
B-splines racionais nao uniformes [32], tem sido a tecnologia predominante da induistria
de software CAD (em inglés, Computer Aided Design) hé varios anos, permitindo que
geometrias antes aproximadas por funcgoes polinomiais tenham representacao exata.
Outra vantagem do método é, uma vez criado o modelo inicial, a possibilidade de
refinamento da malha sem a necessidade do CAD. Cottrell, Hughes e Bazilevs [13] co-
mentam que a IGA busca por integrar as areas de CAD e analise de elementos finitos,
e apresentam aplicacoes em IGA voltadas para elasticidade linear, analise estrutural,
fluidos e outros.

O IGA foi originalmente apresentado em trabalhos com foco no MEF, tais como
[13] [8] [11] [19]. Entretanto, conforme comentado, a principal caracteristica do MEC,
a qual requer apenas a discretizacdo no contorno (redugao de dimensionalidade do
problema), facilita a integragdo com o CAD.

O conceito isogeométrico baseado no MEC teve seus primeiros trabalho publica-
dos por Simpson [40] [39], os quais adotaram NURBS como representagao do contorno
para simulacao de elasticidade 2D, dando origem ao termo, denominado pelos autores,
em inglés IGABEM. Beer et al. [7] [5] [4] aplicaram os mesmo conceitos para anélise
geotécnica em problemas de escavacoes subterraneas também em 2D, e recentemente
Beer [6] publicou um trabalho semelhante para simulagoes tridimensionais, conside-
rando condigoes heterogéneas de terrenos e materiais nao lineares. O IGA baseado no
MEC foi empregado em problemas potenciais 3D [17], problemas de propagacao de
fraturas [31] [44], no cdlculo da distribuicao de pressao em superficies de sustentacao
[12], otimizagao da superficie baseada em materiais heterogéneos [43], otimizacao da
topologia [49] e simulagao de fendmenos actsticos [41].

A principal limitagao quanto a utilizagao das NURBS como modelo geométrico é a
nao possibilidade de refinamento local da malha. A aplicacao de condi¢oes de contorno
especificas pode requerer uma modelagem mais detalhada da malha, obtida através de
refinamento local, consequentemente, proporcionando um controle de continuidade das
funcgoes de forma da superficie. Uma das formas de contornar a limitacao ¢é a utilizagao
de superficies de recorte. Hughes [26] apresenta uma revisao sobre superficies de recorte
aplicadas a IGA, e admite que o problema do agrupamento topoldégico correto entre tais
superficies é ainda um desafio. As técnicas utilizadas para representacao de superficies
de recorte apresentam uma insuficiéncia de correspondéncia entre a parametrizacao e
pontos de controle da superficie original e a superficie recortada. Além disso, quando
sao agrupadas, pequenas frestas sao inevitaveis entre elas.
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Outras alternativas encontradas pelos softwares CAD foram a utilizacao de su-
perficies de subdivisao (SubD) [48] e T-splines [38]. As superficies de subdivisao tem
sido amplamente utilizadas na industria da animacao, para efeitos especiais e para
entretenimento. A Pixar langou um padrao denominado OpenSubdiv [33], o qual foi
adotado por outras empresas de animagcao, tal como a DreamWorks [1]. SubD estao
disponiveis no software Rhinoceros 3D [27], enquanto as T-splines sdo usadas no Au-
todesk Fusion 360 [2].

T-splines foram definidas por Sederberg [38], e constituem uma extensdo de
NURBS com maior flexibilidade. Uma T-spline permite, em sua malha de controle,
T-juncoes e vértices extraordinarios, resultando em uma T-malha nao estruturada ca-
paz de oferecer vantagens consideraveis tanto para geometria quando para a anélise,
como por exemplo, refinamento local, e utilizacao de uma malha tinica para modelagem
de geometrias mais complexas. Em outro trabalho Sedenberg et al. [37] apresentam,
além de um algoritmo para transformacao de uma NURBS em T-spline que objetiva
a eliminacao de pontos de controle supérfluos, um algoritmo de refinamento local em
T-malhas. Dérfel, Jiittler e Simeon [16], analisaram resultados da IGA aplicado em
elementos finitos 2D para elasticidade linear utilizando refinamento local adaptativo so-
bre T-splines e obtiveram melhores resultados comparados ao uso de NURBS. Algumas
variantes das T-splines também sao encontradas na literatura aplicadas a problemas
da IGA, voltadas para aprimorar o refinamento, como PHT-splines [29], e LR-Splines
[10]. Um dos pontos negativos da utilizacao da T-splines em IGA é que nem todas
sao apropriadas, ou conformes para a anélise (em inglés, analisys suitable). Xin [20]
apresenta um estudo sobre a classe de T-splines consideradas conformes para analise,
as quais precisam satisfazer alguns requisitos, como independéncia linear das funcoes
de base.

Bazilevs [3] foi um dos precursores a explorar as T-splines na IGA, incentivado pe-
las caracteristicas do modelo geométrico que havia sido empregado em alguns softwares
CAD. No estudo sobre fluidos e analise de problemas estruturais baseados no métodos
dos elementos finitos 2D e 3D, obteve bons resultados utilizando T-splines estruturadas,
aquelas sem a presenca de vértices extraordinarios. Logo depois, Scott [36], apresentou
uma generaliza¢ao de um trabalho prévio que foi baseado em NURBS [8], utilizando os
elementos de Bézier extraidos de uma T-spline os quais puderam ser processados como
no MEF tradicional. Borst [15] utilizou dos elementos de Bézier com MEF aplicando
técnicas de refinamento da T-malha. Scott [35] desenvolveu o conceito isogeométrico
baseado no MEC para problemas tridimensionais elastostaticos lineares em superficies
T-spline nao estruturadas, com uma extensao do processo de extracao de Bézier para
tratar os vértices extraordinédrios por meio de interpolacao linear. Liu [22] apresentou
uma alternativa para tal extensao, a partir do conceito de T-splines ponderadas [23].

Os resultados apresentados por estes trabalhos comprovam a eficiéncia da abor-
dagem do IGA em conjunto com o MEC, porém os exemplos apresentados sao baseados
em formas geométricas comuns e além disso, com condigoes de contorno particulares,
uniformes, e muitas vezes definidas diretamente no ponto de controle, apenas para de-
monstracao da eficiéncia do método, nao evidenciando a maneira correta de imposigao
na superficie.

Malardo e Ruocco [24] [25] tiveram a mesma impressao sobre tais trabalhos e
comentaram que condigoes de contorno nao uniformes podem ser aplicadas diretamente
no ponto de controle apenas em regioes em que a NURBS ¢é interpolante a superficie.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 5

Tais trabalhos abordaram IGA baseada no MEC para problemas elastostaticos em
NURBS, com foco na proposta de um método para imposicao de condicao de contorno
correta. Lian [21] emprega IGA no MEC com T-splines para andlise e otimiza¢ao em
elasticidade linear e propoe métodos para aplicagao correta das condigoes de contorno
com valores definidos na superficie. Contudo, os modelos apresentados ainda nao sao
suficientes para utilizacao em problemas praticos reais.

Recentemente, Taus et al. [45] abordaram o IGA no MEC para problemas de
elasticidade linear, baseado em elementos de Bézier, com propédsito de novas aborda-
gens de esquemas de integracao numeérica. Taus comenta da prescricao das condicoes
de contorno por superficie de elemento e utiliza modelos com maior complexidade,
porém nao detalha as arestas de vinco, nao apresenta nenhum esquema de tratamento
de descontinuidades, nem como os valores nodais de restricao ou carregamento sao
atribuidos a partir de valores na superficie.

Na literatura pesquisada, observou-se que existe uma lacuna entre a descri¢cao das
equacgoes, modelos e teoria, e o resultado apresentado nos experimentos. Mais especi-
ficamente, para reproduzir os experimentos citados sao necessarios complementos do
modelo matematico ou geométrico que nao sao mencionados nos textos. Como exem-
plo, Scott [35] ndo aborda elementos descontinuos, vincos, combinagoes de T-malhas
no modelo por ele proposto, contudo, apresenta nos resultados um cubo, cujo modelo
contém descontinuidades, ocasionando dificuldades na compreensao e reproducao do
trabalho conforme a formulacao desenvolvida. Além do mais, a maioria das condicoes
de contorno aplicadas sao homogéneas, enquanto as outras, presume-se que foram de-
finidas manualmente, visto que, pela descricao do esquema proposto, nao é possivel
concluir que tais defini¢oes tenham sido determinadas como resultado da propria for-
mulac¢ao. Um outro exemplo, Beer [5] utiliza, nas aproximagoes dos valores fisicos por
interpolagao, outras funcoes de forma, diferentes daquelas utilizadas para representar
o modelo geométrico da NURBS, para as condigoes de contorno, sem detalhes de como
podem ser definidas. A distin¢ao conflita com o conceito isogeométrico.

Na revisao bibliografica também foi constatado deficiéncia de ferramentas dis-
poniveis que facilitam a manipulagao da geometria, tanto como material de estu-
dos para pesquisadores que queiram iniciar suas pesquisas nessa area, quanto como
aplicacao com funcionalidades que possibilitam a simulacao de problemas praticos.
Nguyen et al. [28] apresenta uma revisao de uma implementagao da IGA baseada nos
MEF sobre os aspectos computacionais, além de aplicagoes e implementacoes da IGA
baseadas em NURBS ja disponiveis, dentre elas ISOGAT [46] e GeoPDEs [14]. Outras
implementagoes da IGA com o MEC para NURBS foram disponibilizadas por Simpson
[39] com uma abordagem bidimensional, e Beer [4] em 3D, porém esta ultima imple-
mentacgao fornecida trata-se de dominios semi-infinitos. Na pesquisa realizada nao foi
encontrada nenhuma aplicacao de IGA no MEC para modelos genéricos disponivel para
utilizagao.

1.2 Objetivos e visao geral da tese

O objetivo geral desta tese é um estudo sobre a aplicacao pratica do método dos
elementos de contorno a analise isogeométrica elastostatica de sélidos. Por aplicacao
pratica entende-se uma que nao somente ateste a viabilidade da analise isogeométrica
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com o MEC, como visto em outros trabalhos na literatura, mas que seja efetivamente
util a solucao de problemas reais envolvendo modelos submetidos a restricoes de movi-
mento e carregamentos genéricos. A justificativa para andlise elastostdtica é que, além
de ser um caso importante em diversas aplicagoes de engenharia, o modelo matemaético
é um dos mais simples da mecanica dos sélidos. Assim, nao é preciso considerar, no
estudo corrente, efeitos decorrentes de agoes dinamicas e/ou de nao linearidade do ma-
terial. O escopo do estudo, contudo, nao se limita a aplicagoes de engenharia. De fato,
nesta tese, considera-se a hipdtese que as simulacoes de fendmenos fisicas em com-
putador serao baseadas em modelos matematicos cada vez mais precisos, nao apenas
em ciéncias e engenharia, mas também em animacgoes e aplicagoes graficas em geral,
conforme se da a evolugao do hardware, notadamente as unidades de processamento
grafico, ou GPUs. (E o que se observa, por exemplo, com o tracado de raios em tempo
real em GPU e sua recente aplicacao em jogos digitais.)

Complementa o objetivo geral da tese, o desenvolvimento orientado a objetos de
um arcabouco computacional para IGA com o MEC. O médulo responsavel pela analise
numérica, em particular, deve ser tanto quanto possivel independente da representacao
geométrica do solido. Para tal, o modelo de anélise é definido, como usual, por uma ma-
lha contendo nés — pontos discretos aos quais sao associados as grandezas do problema
fisico, isto €, deslocamentos e forcas de superficie — e elementos de contorno. Quais-
quer dois elementos se intersectam somente em segmento de curva comum, e a uniao
de todos os elementos resulta na superficie do sélido. Os nds podem nao estar sobre
a superficie e, portanto, nao tém elementos incidentes, como em um malha poligonal.
A forma de um elemento é definida por uma funcdo de forma, usada para interpolar,
sobre pontos da superficie do elemento, grandezas associadas aos nés que nele exercem
influéncia. Além disso, como qualquer implementacao do MEC, o médulo de analise
deve permitir a modelagem de descontinuidades de forcas de superficie. Dois esquemas
sao considerados: elementos descontinuos e nos maltiplos. Elementos adjacentes que
sao descontinuos sao influenciados por subconjuntos disjuntos de nés e, consequente-
mente, tém deslocamentos e forcas de superficie independentes um do outro. Um nd
multiplo, por sua vez, tem mais de um valor de forga de superficie associado. A mul-
tiplicidade de um né multiplo é definida pelo ntimero de regides® distintas contendo
elementos influenciados pelo n6. No modelo proposto, tais regides sao separadas por
curvas de vinco, isto é, curvas cujos pontos tém continuidade geométrica G°. Portanto,
vincos sao essenciais para modelagem de descontinuidades de forcas de superficie. Em
adicao, o modelo de andlise é dotado de um conjunto de pontos de coloca¢do: pontos
distintos sobre a superficie usados para computacao da equacdo integral de contorno,
um ponto para cada né do modelo, como detalhado no Capitulo 2.

Saliente-se que o modelo de analise, tal como descrito, pode ser usado, por exem-
plo, para elementos triangulares. Nesse caso, os nés sao os vértices dos triangulos e as
fungoes de forma de um elemento dadas pelas coordenadas baricéntricas do triangulo,
com os pontos de colocacao nas posigoes dos vértices. No caso de IGA, os elementos de
contorno do modelo proposto sao derivados de um processo denominado extracdo de
elementos de Bézier, ou simplesmente extracao de Bézier, como em outras abordagens
da literatura. Note-se que um elemento de Bézier nao é necessariamente um retalho de
Bézier, mas sua forma depende dos polinomios de Bernstein, que sao as funcgoes de base

'Regido, admite-se, é uma denominacio algo genérica, mas o significado especifico que aqui se
atribui é apreendido ao longo do texto conforme o contexto em que é utilizado.
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(polinomiais) de Bézier. A extragao de Bézier consiste justamente em determinar, para
um dado trecho da superficie correspondente a um elemento de contorno, um mapa
que leva os polinomios de Bernstein as fungoes de forma do elemento. O mapa depende
dos nés que influenciam o elemento e do grau desejado para superficie. A principio,
qualquer representacao geométrica da superficie de um sélido com vincos, desde que
dotada de um procedimento de extracao de Bézier com classificacio de elementos por
regiao e determinacao de pontos de colocacao distintos, pode ser utilizada para geracao
do modelo de anélise.

Um dos objetivos especificos da tese consiste em um moddulo do arcaboucgo de-
dicado a extracao de Bézier para superficies T-splines com vincos. Uma T-spline
tem sua forma definida por uma malha de pontos de controle chamada T-malha, a
qual pode conter T-jung¢oes e pontos extraordindrios, como detalhado no Capitulo 3.
T-splines foram adotadas primeiramente porque sao mais flexiveis e simples que su-
perficies NURBS; por exemplo, T-splines admitem refinamento local e nao empregam
curvas de recorte. Para tal, o algoritmo de extragao de Bézier para T-malhas nao
estruturadas sugerido por Scott et al. [35] é estendido para T-malhas com regices de-
limitadas por arestas de vinco, resultando em um procedimento de extracao de Bézier
unificado para T-splines genéricas conformes para andlise (apesar de mais flexiveis que
NURBS, a extracao de elementos de Bézier é restrita a T-malhas cuja topologia satis-
faz certas condigoes, como estabelecido no Capitulo 3). No mesmo diapasdo, propoe-se
uma abordagem unificada de geragao de pontos de colocacao para o caso de T-malhas
com vincos.

O arcabouco conta ainda com um maodulo especifico dedicado a integracao numé-
rica da equacao integral de contorno, passo fundamental em qualquer implementagao
do MEC. A integragao ¢ efetuada para cada ponto de colocagao e cada elemento de
contorno, e pode ser singular — o ponto de colocagao estd no interior do elemento
sendo integrado —, quase singular — o ponto de colocagao esta fora mas “perto” do
elemento — ou regular — o ponto de colocacao esta fora e “longe” do elemento. A
integracao regular e quase singular conta com um esquema de subdivisao adaptativa
do elemento em regioes de integracao, cada regiao com um nimero de pontos de Gauss
estabelecido conforme um conjunto de regras de integragao. O refinamento do esquema
de subdivisao e as regras de integracao sao definidas em funcao de relacao entre um
tamanho da regiao de integracao e uma distancia entre o ponto de colocacao e a regiao
de integracao. Para a integracao singular, propoe-se um novo esquema de subdivisao
do elemento que é eficiente e mais preciso que a subdivisao em triangulos sugerida por
Beer et al. [5], como demonstrado no Capitulo 4.

Os modulos de extragao de Bézier de T-splines e de anélise, incluindo a integracao
numeérica, sao escritos em C++. Em adi¢ao, tem-se um protétipo em MATLAB que,
além de implementar completamente a analise com o MEC, funciona como interface
com o usuario. O protétipo permite a visualizacao da geometria do modelo de anélise
— fornecida pelo modulo de extracao de Bézier —, bem como a selecao interativa de
elementos para especificacao de condicoes de contorno e visualizacao dos resultados
da andlise. O protétipo sera publicado na Internet e, até onde se pode avaliar, é a
primeira aplicacao em MATLAB com as referidas funcionalidades disponivel publica-
mente. Todas as imagens de superficies (derivadas de T-splines) exibidas nas figuras
da tese foram geradas pela aplicagao.

No arcabouco proposto, as condi¢oes de contorno sao prescritas diretamente sobre
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os elementos de contorno do modelo de andlise, usualmente através da interface gréfica
provida pela aplicaggo em MATLAB, como introduzido acima. Uma vez selecionado
um grupo de elementos, pode-se restringir seus deslocamentos ao longo de uma direcao,
ou entao aplicar carregamentos uniformemente distribuidos ao longo de uma direcao,
pressoes na direcao da normal a superficie e torques. Muito embora as condigoes de
contorno sejam impostas a pontos da superficie, estas devem ser transportadas para
os nés do modelo de andlise, pois sao nesses que as variaveis do problema fisico sao
discretamente amostradas (vale lembrar que os nés podem ser multiplos e, em geral,
sao correspondentes a pontos de controle que nao estao na superficie). A interpolagao
dos deslocamentos e forcas de superficie nodais deve reproduzir, tanto quanto possivel,
os valores prescritos na superficie.

Agora, suponha dois elementos de uma mesma regiao, isto é, nao separados por
vincos, cada qual submetido a carregamentos distintos, por exemplo, mas influenciados
por um ou mais nés em comum. Pode ser impossivel atribuir um unico valor de forca
de superficie aos nés em comum tal que a interpolacao dos valores nodais resulte nos
carregamentos distintos aplicados. Essa é uma dificuldade em IGA porque um né pode
exercer influéncia em véarios elementos nos quais sequer incide. A abordagem proposta
na tese para essa questao, quando comparada a um numero de trabalhos publicados
na literatura, certamente representa um avanco no sentido da aplicacao pratica da
IGA, como pretendido no estudo realizado. Contudo, a possibilidade de aplicacao de
condicoes de contorno arbitrarias em regides quaisquer do contorno, e nao apenas sobre
elementos, fundamental em problemas de contato, por exemplo, ainda é um problema
em aberto.

Em suma, os objetivos especificos e contribuigoes da tese sao:

e Estudo e desenvolvimento de um arcabouco computacional modular orientado a
objetos para andlise isogeométrica de sélidos elasticos com vincos pelo MEC.

e Proposicao de um modelo de anélise pelo MEC com suporte a descontinuidades
de forcas de superficie através de elementos descontinuos e nés multiplos. Nos
multiplos sao definidos a partir de regioes de elementos limitadas por curvas de
vinco.

e Desenvolvimento de um algoritmo unificado para extragao de Bézier e deter-
minac¢ao de pontos de colocagao de T-splines conformes para andlise, com T-
malhas contendo T-juncoes, pontos extraordinarios e arestas de vinco.

As contribuicoes da tese sao:

e O arcabouco pode ser empregado para obtencao de solugoes de referéncia de
problemas elastostaticos em aplicagoes de simulacao em geral.

e O modelo de anédlise pode ser utilizado tanto para analise baseada em malha com
elementos planares bem como na andlise isogeométrica de elementos curvos de
ordem superior, foco deste trabalho.

e Utilizagao de T-malhas mais genéricas, contendo T-juncoes, pontos extraordinarios
e arestas de vinco.
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e Um esquema robusto para integragao numérica de termos singulares da equacao
integral de contorno.

e Uma aplicacao em MATLAB que implementa o médulo de anélise e funciona
como interface grafica com o usudrio, para visualizacao da geometria e dos resul-
tados da andlise, bem como especificacao de condi¢oes de contorno.

e Um esquema de aplicacao de restricoes de deslocamentos e carregamentos dis-
tribuidos, pressoes e torques diretamente em grupos de elementos de contorno.

1.3 Organizacao do texto

O restante do texto esta organizado em 5 capitulos.

No Capitulo 2 sera apresentado o modelo matematico, um resumo dos conceitos
referentes a0 método dos elementos de contorno (MEC) para aplicacdo em um pro-
blema de analise elastostatica 3D, com defini¢oes da mecanica do continuo, tais como,
forcas, tensoes, deformacoes, equilibrio estdtico e elasticidade, além da discretizacao
das equacoes de contorno e montagem do sistema linear. O Capitulo 3 é responsavel
por introduzir o modelo geométrico, a partir das curvas e superficies B-splines, NURBS
e T-splines, esta ultima utilizada como representacao das superficies dos sélidos mode-
lados neste trabalho. Neste capitulo é apresentado o método de extracao de elementos
de Bézier para T-splines, o qual representa a discretizacao do modelo para aplicacao do
MEC. No Capitulo 4 é descrito o modelo de analise, por meio dos aspectos de imple-
mentacao da IGA baseada no MEC. Sao apresentadas funcionalidades de um prototipo,
em MATLAB, que possibilita a visualizagao e interacao com o objeto da simulagao. O
capitulo também aborda o sistema que transposta os valores prescritos de condicoes
de contorno na superficie para os nés através de um exemplo pratico e a montagem
do sistema linear para um exemplo hipotético. O Capitulo 5 ilustra os resultados da
simulagao numérica em diversos solidos, com diferentes graus de complexidade, con-
tendo arestas de vinco, descontinuidades, combinacao entre malhas, com prescricao de
condicoes de contorno variadas, a fim de comprovar a utilizagao dos conceitos tratados
no trabalho e apresentar as funcionalidades da aplicagao. As conclusoes do trabalho
sao discutidos na Capitulo 6, no qual também sao listados alguns trabalhos futuros.



Capitulo 2

Meétodo dos Elementos de Contorno

2.1 Consideracoes iniciais

Neste capitulo, é apresentado um resumo do método de elementos de contorno
(MEC) para aplicagdo em um problema de andlise elastostéatica 3D. Na Secao 2.2, o
problema é posto matematicamente a luz da mecanica do continuo, através de de-
finigoes de forgas, tensoes, deformacoes, equilibrio estatico e elasticidade, assim como
condicoes de contorno essenciais e naturais de um corpo. Na Secao 2.3, é apresentada
uma solucao derivada do método dos residuos ponderados, na qual as equacoes diferen-
ciais que modelam o problema fisico sao transformadas na chamada sentenca inversa
de residuos ponderados, cujas funcoes ponderadoras sao as solugoes fundamentais de
Kelvin para deslocamento e forca de superficie. Em seguida, as integrais de volume
sao transformadas em integrais de superficie resultando na equacao de contorno, a
qual é solucionada a partir da discretizacao do contorno em um conjunto de elementos
relacionados através de um conjunto de nds. Como visto na Segao 2.3.1, tal discre-
tizagao permite que a equacao de contorno possa ser escrita como a soma de integrais
do contorno de cada elemento, resultando em um sistema de equagoes algébricas, cuja
solucao sao valores nodais referentes as variaveis do problema fisico. Na Secao 2.3.2,
esquemas para tratar descontinuidade de forcas de superficie sao apresentados, sendo
eles: nds maltiplos e/ou elementos descontinuos. Por fim, a Segao 2.3.3 comenta sobre
a montagem do sistema linear de equacoes. Os conceitos sobre elasticidade e método
dos elementos de contorno compilados nesse capitulo foram baseados nos trabalhos de
Brebbia et al. [9], Pagliosa [30] e Siqueira et al. [42].

2.2 Modelo matematico do problema

Considere um corpo continuo (aquele cuja material é distribuido continuamente
em seu volume, preenchendo completamente o espago que ocupa), que em um dado
instante to = 0, ocupa um volume V; no espaco E?, delimitado por uma superficie S,
e sobre o qual atuam forcas externas. E admitido que o corpo tenha vinculos suficien-
tes para restringir os movimentos de corpo rigido de parte de suas particulas, isto ¢,
translacoes e rotacoes que nao causam deformacoes. Como consequéncia da aplicacao
das forcas, as particulas do corpo que nao estao sujeitas a algum vinculo sofrem um

10
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deslocamento de suas posicoes atuais e passam a ocupar, em um instante ¢ > t,, novas
posigoes que definem a configuracao deformada do corpo. Nessa configuracao, o corpo
ocupa um volume V', delimitado por uma superficie S. Assume-se que a aplicagao
das forcas externas seja feita estaticamente, isto é, que o tempo t seja longo o sufici-
ente tal que impactos e outros efeitos dinamicos decorrentes da aplicacao possam ser
negligenciados.

Tensoes e deformacgoes

As forgas externas podem ser de dois tipos: forcas de volume e forcas de su-
perficie. As primeiras atuam sobre elementos de volume ou de massa do interior do
corpo, como, por exemplo, a for¢a da gravidade. O vetor b denota a forca externa por
unidade de volume que atua sobre um elemento infinitesimal dV' do volume do corpo,
no instante ¢. Nesta tese, consideram-se somente sistemas de coordenadas cartesianas.
A fim de simplificar a notacao, simbolo b ¢é utilizado para denotar tanto o vetor — que
em R3 representa uma grandeza cuja magnitude e direcao independem do sistema de
coordenadas adotado — quanto a matriz coluna [by by bs]" ou [b, b, b.]" contendo os
componentes cartesianos do vetor. Além disso, b;, para ¢ = 1,2, 3, representa qualquer
componente cartesiano de b, como por exemplo b; ou ainda b,.

Forcas de superficie sao forcas de contato que atuam sobre elementos de superficie
do contorno do corpo. O vetor t™ é utilizado para denotar a forca externa por unidade
de area, ou tensao, que atua sobre um elemento infinitesimal dS em um plano com
normal n e que passa por um ponto qualquer, ¢, da superficie do corpo, no instante t.
E possivel determinar a tensao no ponto ¢, na direcao de um versor n, se o corpo for
seccionado por um plano imaginario que passa por ¢ e tem normal n, como ilustrado
na Figura 2.1. Nesse caso, a tensao t(™ representa a acdo interna que uma das porcoes
do corpo exerce sobre a outra.

Figura 2.1: Tensao em um ponto ¢ na direcao n. (Fonte: Siqueira et al. [42].)

A expressao geral para o vetor de tensao pode ser obtida a partir dos vetores de
tensao, no ponto ¢, em planos perpendiculares a cada um dos eixos coordenados x;.
Os componentes cartesianos desses vetores de tensao definem os componentes cartesi-
anos do tensor de tensoes de Cauchy, o, no ponto g, os quais podem ser organizados
matricialmente como

) ) 7 011 O12 013
a:[t(‘l) t(i2) t(‘3)} = |0921 022 093] ,

031 032 033
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em que 0;; = tgi"’), para 1 < 7,7 < 3, denota um componente qualquer do tensor —
o primeiro indice indicando o plano de atuacao e o segundo a direcao de atuacao,
considerada positiva no sentido positivo do eixo cartesiano correspondente —, e t() é
o vetor de tensao do plano perpendicular ao eixo x;, conforme ilustrado na Figura 2.2. O
tensor de tensoes de Cauchy no ponto ¢ representa uma transformacao linear, chamada
transformacdo de tensao de Cauchy, que leva o vetor normal n no vetor de tensao
t(™. Em coordenadas cartesianas, tal transformaciao pode ser expressa pelo produto
matricial t™ = n" . o, ou, em notacdo indicial, por tgn) = 0;n;, em que o indice j,
repetido uma vez no mesmo termo, ¢ chamado indice mudo e indica somatoério, ou seja,
para 1 =1,2,3,

3
i ) = 5 0jiNj = 01N + 02iN2 + T3N3.
j=1

Na auséncia de momentos de volume, como admitido aqui, o tensor de tensoes de

Cauchy ¢ simétrico, isto é, 0;; = 0.
t(i2)
TxQ 022

/ 0921
023
(i)
012/
032 01 -
& o1
5 031 —>
X

T3 \t(is)

Figura 2.2: Componentes do tensor de tensdes de Cauchy. (Fonte: Siqueira et al. [42].)

Se um corpo esta em equilibrio estatico na configuracao deformada, entao

/de+/tdS:0. (2.1)
\% S

A integral de superficie da Equagao (2.1) pode ser transformada em uma integral de
volume, primeiro aplicando a transformacao de tensao de Cauchy e, depois, utilizando
o teorema da divergéncia,

/ti dsz/aﬁnj dS:/ 9951 gy (2.2)
S s v 0z;

Combinando as Equagoes (2.1) e (2.2), é obtida a equagao de equilibrio

%dv+/ bidV =0,

1% 3%‘ 1%

ou 5
Oji
—= + b, =0. 2.3
5ot (2.3)

Em notacao indicial, a equacao de equilibrio pode ser escrita como o;; ; + b;, em que a
virgula indica derivada parcial de o;; em relagao a ;. Note que j ¢ indice mudo; logo,
para cada dire¢ao ¢ = 1,2, 3, tem-se 01,1 + 09;2 + 03,3 + b; = 0.
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Além da continuidade, assume-se que, sob acao de forcas externas, um corpo
apresentara pequenos deslocamentos e pequenas deformacoes, quando comparados com
a unidade. Em mecanica do continuo, as descrigoes de deformagao sao baseadas em me-
didas quantitativas de certos tipos de deslocamentos relativos entre particulas vizinhas
do corpo. (Um sélido, em geral, resiste a tais deslocamentos relativos de suas partes, o
que resulta nas tensoes internas discutidas anteriormente; contudo, nem todos os tipos
de deslocamentos relativos causam deformacoes e tensoes em um sélido, como é o caso
da parte rotacional de um movimento de corpo rigido.) Sejam, entdo, duas particulas
vizinhas p e ¢ de um corpo que, na configuracao nao deformada, ocupam as posigoes
X e X + dX, respectivamente, em que o vetor dX representa o elemento de linha
infinitesimal, de comprimento dL, formado por p e ¢, como mostrado na Figura 2.3.

3
Figura 2.3: Deformagio de um elemento de linha infinitesimal. (Fonte: Siqueira et al. [42].)

Observe que a representacao da posicao do ponto, no espaco E3, onde a particula
p estd, é dada por um vetor X, uma vez que, fixado um sistema de coordenadas
cartesianas, podemos definir p = O + X, em que O é a origem do sistema.

Apoés a aplicagao das forgas externas, as particulas passam a ocupar, no instante
t, as posicoes x = X + u e X + du, respectivamente, em que du é o deslocamento
relativo de g em relacao a p. O vetor de deslocamento relativo unitdrio é definido como

dL — 0X; dL’

a qual pode ser escrita abreviadamente como

du

dL
em que n é o versor na direcao de dX. A matriz quadrada J,, chamada matriz de
deslocamentos relativos unitdrios, pode ser composta a partir da soma de duas matrizes,
uma antissimétrica €2 e outra simétrica €. Esta ultima leva n a parcela do deslocamento
relativo unitario devido as deformacgoes do material na vizinhanca de p. Como os
deslocamentos sao pequenos, pode-se escrever, em notacao indicial,

I = “(u; . ), 4
67‘] 2 (aX] + 6X1> 2 (U'L:J + u.]ﬂ) (2 )

Jun,

O tensor €, simétrico, tem seis componentes distintos definidos em funcao de
somente trés componentes de deslocamentos. Dai, resulta que as deformagoes nao sao
todas independentes, mas devem satisfazer certas condicoes de compatibilidade, a fim
de que o campo de deslocamentos associado seja um campo continuo e possivel de ser
obtido a partir das acoes externas aplicadas ao corpo. As condi¢oes de compatibilidade
de deformacoes sao

€ijkl T €klij = €ikji + Ejlik- (2.5)
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Relacoes constitutivas elasticas

Tensoes e deformacoes podem ser associadas através das chamadas equagoes
constitutivas. Neste trabalho é considerado somente materiais continuos que sao ho-
mogéneos, isotropos e idealmente eldsticos. Um material ¢ homogéneo se tem proprie-
dades idénticas em todos os pontos; isétropo em relacao a determinadas propriedades
se estas forem as mesmas em todas as diregoes; e elastico se um corpo formado pelo
material recupera completamente sua forma original, cessadas as forcas externas cau-
sadoras da deformacao, e quando ha uma relagao univoca entre o estado de tensao e
deformacao, para uma dada temperatura.

As relagoes constitutivas elasticas, chamadas lei de Hooke generalizada, sao nove
equagoes que expressam os componentes de tensao como funcoes lineares homogéneas
dos nove componentes de deformacao, descritas como

045 = Uijrs €rs- (26)

O tensor de quarta ordem C, chamado tensor de mddulos eldsticos, possui 81 compo-
nentes, mas devido a simetria de o e €, é possivel considerar, sem perda de generalidade,
que Cjyjrs = Cjirs € Cijrs = Cijer. Nesse caso, somente 36 componentes do tensor sao
independentes. Para materiais isétropos, C é um tensor isétropo’ de quarta ordem
definido como

Cijrs =\ 5ij5rs + u ((Sirdjs + 5@'35]'1")7 (27)

em que A\ e i sao as constantes de Lamé, e

1 sei=jy,
0ij = o
0 sei#j
é o delta de Kronecker. A versao isétropa da lei de Hooke generalizada, Equagao (2.6),

fica
045 = A €kl 52‘]‘ + 2[11 €ij- (28)

As constantes de Lamé sao relacionadas com o moédulo de cisalhamento G, o
modulo de elasticidade E (ou médulo de Young) e o coeficiente de Poisson v como

segue:
E gt (BA +2p) A

R 7 N e E ) )

Modelo matematico geral

Em resumo, o modelo matemaético que descreve o comportamento de um corpo
de material continuo, homogéneo, isétropo e elastico, submetido a forcas estaticas cau-
sadoras de pequenos deslocamentos e pequenas deformagoes, ¢ composto de: equagoes
de equilibrio (2.3), equagoes deformacao-deslocamento (2.4) e equagoes constitutivas
(2.8), em um total de quinze equagoes distintas para trés deslocamentos e (devido a
simetria dos tensores de deformacoes e tensoes) seis deformagoes e seis tensoes.

As seguintes condi¢oes de contorno podem existir para as equacoes de campo do
modelo:

1'Um tensor is6tropo é aquele cujos componentes sio invariantes ao sistema de coordenadas carte-
sianas adotado.
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1. Deslocamentos prescritos, com os trés deslocamentos u; conhecidos no contorno
do corpo.

2. Forgas de superficie prescritas, com os trés componentes de tensao t; = o;n;
conhecidos no ponto onde o contorno do corpo possui normal n.

3. Condigoes de contorno mistas, com (a) deslocamentos prescritos sobre uma parte
do contorno e forgas de superficie prescritas no restante do contorno, ou (b) w;
ou t; prescrito em cada ponto do contorno, mas nao ambos.

A solugao de um problema envolvendo quinze equacOes para quinze incégnitas
nao é uma tarefa facil. Ha varias maneiras de reformular o modelo matematico com o
propdsito de se obter um niimero menor de incégnitas e um niimero menor de equagoes.
O método mais direto consiste em substituir a Equacao (2.4) em (2.8) para obter as
tensoes em termos dos gradientes de deslocamentos, e, entao, substituir o resultado na
Equagao (2.3) alcangando trés equagoes diferenciais parciais de segunda ordem para os
trés componentes de deslocamento:

G
Guj,kk + E Uk, jk -+ bj =0. (29)
A Equagao (2.9) é conhecida como equagdo de Navier da elasticidade. (Uma vez que
os deslocamentos sao as incognitas e que estes sao relacionados as forcas causadoras
da deformagao, as condigdes de compatibilidade (2.5) nao necessitam ser adicionadas
ao modelo.)

2.3 Formulacao do MEC

Seja um corpo elastico de dominio €2 e contorno I' para o qual deseja-se resolver a
equacao de Navier (2.9). Tal solucao fornece os deslocamentos das particulas do corpo
na configuracao deformada, a partir dos quais é possivel se determinar as deformacoes
e tensoes, de acordo com as relagoes descritas na Secao 2.2. Para a solucao, deve-se
impor, em partes I';, e I'; (ndo necessariamente contiguas) do contorno, condigoes de
contorno essenciais 1, = Uy, e naturais t, = {j, respectivamente.

Residuos ponderados

Para a obtencao de uma solugao para os deslocamentos, é utilizada, ao invés da
equagao de Navier, a equacao de equilibrio estdtico em sua forma indicial,

Ojkj + by =0 em €. (210)

Seja o campo de deslocamentos ug, desconhecido, a solugao exata do problema, a qual
serda aproximada no dominio {2 por

Uy ~u = Z o, (2.11)
=1

em que «; sao parametros, quase todos incognitos, e ¢, sao fungoes linearmente inde-
pendentes tomadas de um conjunto completo de fungoes. Admitindo-se que a fungao
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aproximadora do campo de deslocamentos u (ou ug, em notagao indicial) seja C? e
satisfaga exatamente as condigoes de contorno essenciais e naturais do problema, mas
nao a equacao de equilibrio (2.10), entao resta um residuo oji; + by # 0 em Q. O
propésito é tornar tal residuo tao “pequeno” quanto possivel, o que pode ser feito
através de uma distribuicao ponderada sobre o dominio,

/(O’j/w‘ + bk) U;; dQ) = 0, (2.12)
Q

em que u* é uma fun¢ao ponderadora que representa um campo de deslocamentos
qualquer sobre um dominio * qualquer.? Assume-se que os gradientes do campo de
deslocamentos ponderador u* sejam pequenos em relagao a unidade (ou seja, as relagoes
deslocamento-deformagao (2.4) sdo vélidas para u*) e que as equagbes constitutivas
clasticas (2.6) sejam satisfeitas em Q.

A Equagao (2.12) pode ser generalizada para o caso da fun¢ao aproximadora wy
nao satisfazer as condi¢oes de contorno do problema. Nesse caso,

Uk—ﬂk%o emFu, (S

- 2.13
tk—tk#o emFt ( )

sao os erros, ou residuos, cometidos ao se aproximar as condi¢oes de contorno essenciais
e naturais, respectivamente. Para se obter uma expressao que relacione os erros de
dominio e de contorno, integra-se por partes — utilizando, por exemplo, o teorema da
divergéncia na Equacao (2.12),

_/Ujk E;k d§) + / by, U;; dQ) = — /tk u’,; dr’, (2.14)
Q Q r
em que €3, ¢ o campo de deformagoes associado a fungao ponderadora uy. Devido a

simetria do tensor de médulos eldsticos Cjg;, 0 primeiro termo da Equagao (2.14) pode
ser escrito como

/ij €, dS) = /U;k € dS). (2.15)
Q Q

Integrando-se por partes o primeiro termo de (2.14) e levando em consideragao a reci-
procidade (2.15), obtém-se a forma transposta da Equagao (2.12),

/U;k7jukdg+/bkuzdﬂz —/tkuZdF+/ukt,’;dF. (2.16)

Q Q r r

Integrando-se por partes duas vezes o primeiro termo e depois substituindo as condigoes
de contorno na Equacao (2.16), tem-se a sentenca original de residuos ponderados para
o problema elastostatico,

/ (0505 + by) i dQ = / (b — T) i T — / (up — i) £ T, (2.17)

Q r r

2Como tensoes dependem das deformacoes e estas sao derivadas de deslocamentos, o integrando
da Equacao (2.12) envolve derivadas segundas dos deslocamentos, por isso a ordem de continuidade
C? requerida para a funcio aproximadora u.
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supondo uma funcao u que aproxima a equacao diferencial em €2 e as condigoes de
contorno em I'.

Admitiu-se até agora que a funcao aproximadora u possui ordem de continuidade
tal que ojx; # 0 em €2 (desde que by # 0). Em muitos casos é possivel, e vantajoso,
reduzir a ordem de continuidade requerida para a fungao u através de uma integragao
por partes da sentenga original (2.17). Além disso, suponha que a fun¢ao aproxima-
dora satisfaca as condicoes de contorno essenciais, isto é, uy = u, em I',. Assim, a
Equacao (2.17) fica

/crjk €k dQ—/bkuZdQ = /fku’,; dF+/tkuz dar. (2.18)
Q Q T r

Na Equagao (2.18), uma ordem menor de continuidade para u é requerida, ao custo de
uma ordem maior para a fungao ponderadora u*. Esta equagao é uma forma fraca de
residuos ponderados para o problema elastostatico, supondo que a funcao u aproxima
a equacao diferencial em () e as condicoes de contorno naturais em I';.

Integrando-se por partes o termo de dominio da Equagao (2.18), obtém-se a sen-
tenca inversa de residuos ponderados para o problema elastostatico,

Q Q I r r r

A derivacao da formulacao do método dos elementos de contorno parte dessa
equacao, adotando-se uma funcao ponderadora que satisfaz as equacoes diferenciais do
modelo matematico em 2*. Para o problema elastostatico, usualmente emprega-se a
solucao fundamental de Kelvin para um sélido infinito sujeito a uma forca unitéria
concentrada aplicada em um ponto qualquer do sélido.

Uma forca concentrada em um ponto, s € €2, pode ser considerada como o caso
limite de uma forca de volume atuando em uma esfera com centro em s quando o raio
da esfera tende a zero e a intensidade da forca de volume aumenta de tal forma que
sua resultante permaneca constante. Essa abstragao ¢ descrita através da funcao delta

de Dirac, definida como
0 ses#q,
o(s,q) = { ’

oo se s =q,

em que s é ponto de aplicacao da carga unitaria concentrada, chamado de ponto fonte,
e q é um ponto qualquer do dominio.? Para uma funcao qualquer, g(q), a fungio delta
de Dirac satisfaz a propriedade de selecao

/g(q) 6(s,q) d2 = (2.20)

{g(q) se q €,
Q

0 seq¢ QUT.

Seja, entao, um soélido elastico definido por um volume €2* e uma superficie I'* no
infinito. Suponha que, apds a aplicacao de uma forca unitaria,

b:k(sa q) = 6(57 q)51k7

3Para simplificar a notacéo, por vezes refere-se a um ponto, p, pelo seu vetor posicdo, p. Assim, o
“ponto p” deve ser lido como o “ponto dado pelo vetor posicao p”.
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em um ponto fonte s € 2*, o sélido hipotético assume um estado de equilibrio estatico
com deslocamentos U} (s,q) e, para um ponto q € I'*, forgas de superficie T}, (s, q),
isto é

O'z}k’j +4(s,q)dix =0, (2.21)
em que o indice ¢ indica a direcao da for¢a concentrada unitaria aplicada no ponto fonte
s e o indice k indica a direcao da resposta em q. As funcoes U* e T sdo as solugoes

fundamentais de Kelvin para deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente,
deduzidas como:

Uij(s7 q) = m{(?) - 47/)51] + 7’71‘7"7]‘}, (§] (222)

1
8m(1 — v)r?

emquer =q—ser=|r| éa distancia entre s e q.

T7(s,q) = { [(1 —2v)0;; + 3T7ir,j:| reng — (1—2v)(r n; — r,jni)}, (2.23)

Considere, agora, que QQUT" seja uma sub-regiao finita de um meio infinito Q*, tal
como ilustrado na Figura 2.4, e que s € ). Escrevendo a forma inversa, Equagao (2.19),
para cada diregao i (com uy = U} e tf =1T7), tem-se

[ostsu@arr [Uis.aniaan -

. ¢ (2.24)
- [ i@+ [ Tie.a u@ar.

r

em que a notacao foi abreviada sem distinguir uy e uy, e ty, e t.

X2

X1
xs3

Figura 2.4: Dominio infinito Q* conteido Q2 + I'. (Fonte: Pagliosa [30].)

Usando-se a Equagao (2.21) e aplicando-se a propriedade de selegao do delta de
Dirac, Equagao (2.20), o primeiro termo do lado esquerdo da Equacao (2.24) pode ser
escrito como

[ 865 (@) a2 = wn(s).
Q
Logo, a Equacao (2.24) fica

ui(s) = —/Y’i};(s?q) ur(q) dF—i—/U;}C(S,q) tr(q) dF—i—/U;}C(s,q) be(q) dQY.  (2.25)
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Essa equacao, conhecida como identidade Somigliana, permite a determinacao dos
deslocamentos em um ponto s € ) a partir dos valores dos deslocamentos e forcas de
superficie no contorno I' e das forgas de volume em ) (sempre prescritas).

Se o ponto fonte s é externo ao contorno do sélido (s ¢ QUT), pela aplicacao da
propriedade de sele¢ao (2.20) a identidade Somigliana resulta em

0= [Tisui@dr + [is.aua s [Uisan@d (220

r r Q

Caso o ponto fonte s esteja sobre o contorno do sélido, ou seja, s € I', as integrais
de contorno da identidade Somigliana apresentam singularidades O(1/r) e O(1/r?)
em s. Para tratar essas singularidades, adiciona-se ao dominio parte de uma esfera
infinitesimal €). de raio €, centrada em s, conforme ilustrado na Figura 2.5. Assim,
substituindo-se, na Equacdo (2.25), I' por I =T UT. e Q por € por QUQ,, e tomando
o limite para € tendendo a zero, obtém-se

Cun(s) ws(3)+ ][ T3 (s, q) un(q) dT = / U (s, q) ta(q) dT+ / Usi(s, @) be(Q) d, (2.27)

T r Q

em que o termo livre é um tensor definido como

Cir(s) = i +hm][ n(s,q)d (2.28)

Quando o ponto fonte s encontra-se em uma parte suave do contorno, isto é, nao estiver
sobre uma curva de vinco, tem-se Ci(s) = d;/2. O simbolo f significa que a integral
deve ser interpretada no sentido do valor principal de Cauchy.

L

Figura 2.5: Ponto singular sobre o contorno acrescido de Q.. (Fonte: Pagliosa [30].)

A formulagao do método dos elementos de contorno é derivada da Equacao (2.27),
conhecida como equagao integral de contorno para o problema elastostatico. Desconsi-
derando-se, por ora, as forcas de volume, a equagao pode ser expressa matricialmente
como

C(s)u(s )—f—][T*(s q)u(q)dl’ = /U* s,q) t(q)dl. (2.29)

r

2.3.1 Discretizacao da equacao integral de contorno

Para solucionar a Equagao (2.29), propoe-se um modelo no qual o contorno I'
é discretizado em um conjunto de nds, N, e um conjunto de elementos, B = {I"°},
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tal que I' = |JI'® e quaisquer dois elementos se intersectam apenas em um segmento
de curva comum a suas fronteiras. A superficie do e-ésimo elemento é definida por
um subconjunto de nés {Nf} C N (leia-se o i-ésimo né do e-ésimo elemento), e um
conjunto de fungoes de forma, {S¢},i=1,2,...,n° Um né, N; € N, pode influenciar
a forma de um subconjunto de elementos, {Vf} C B (leia-se e-ésimo elemento do
i-ésimo no), conforme ilustrado na Figura 2.6.

Neste modelo, a posicao de um ponto, X, em um elemento I'*, é dada por

= _S{OP, (2:30)

em que P{ é a posigao de Nf (ndo necessariamente em '), e € = (£, &) sdo coorde-
nadas tomadas em relagao a um sistema local de coordenadas associado a um dominio
paramétrico intrinseco do elemento. O gradiente em X é dado por

ox(§)  0x(&) 05¢(&
CRE S A Z 6 230
O vetor normal a superficie em X é n(§) = ||g(£)||. Para qualquer £ no dominio

paramétrico do elemento, as func¢oes de forma do elemento satisfazem as seguintes
propriedades: Sf(€) > 0 (ndo negativiadade), e Y"1, S¢(&) = 1 (parti¢ao de unidade).

(a) (b) ()
Figura 2.6: Uma malha de elemento de contorno para um cilindro vazado. (a) Nés (em azul) e
elementos (|[N| = 240, |B| = 144). Os segmentos de curva (em preto) sdo as arestas dos elementos.
(b) Um elemento (em azul) e o subconjunto de nés (n® = [{NF}| = 16). (¢) Um né (em vermelho) e
um subconjunto de elementos por ele influenciados (|[{V5}| = 12).

Assim como ocorre com a geometria, as grandezas fisicas também podem ser
interpoladas a partir de valores associados aos nés de um elemento. Neste trabalho,
consideram-se somente elementos isoparamétricos, isto é, as mesmas fungoes de forma
sao utilizadas tanto para geometria quanto para a fisica. Assim, o deslocamento de um
ponto, X, em um elemento I é

= S(€)ul
=1

em que uf é o deslocamento de N¢. Na forma matricial, essa equagao pode ser escrita
como

u(x(€)) = [S5(€) S5(€) ... SS(&)][u uws ... ] =SEut  (2.32)
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em que S{(§) = S7(&) I, I = [d;;]. De forma similar, a for¢a de superficie em um ponto,
X,em [ é

e e e e T & e
t(x(£)) = S°(&) [t5 t3 ... to] =S(&)t (2.33)
em que t¢ é a forca de superficie, no e-ésimo elemento, associada ao né Nf.

Com a subdivisao do contorno em elementos de contorno, a Equagao (2.29) pode
ser escrita, matricialmente, como

|B| |B]

+ZJZT*SX Z/U*sx X)dT(x).  (234)

Seja I'* um elemento contendo o ponto fonte s, e £° as coordenadas paramétricas de
s em relagdo ao sistema de coordenadas intrinseco de I'*. (O ponto fonte pode estar
contido em mais de um elemento caso £° seja um canto ou um ponto sobre uma aresta
do dominio paramétrico.) Entao, usando as Equacoes (2.32) e (2.33), a Equagao (2.34)
pode ser expressa como

B |B]
C(s)S*(€)u"+ ) H(s,x)u" = Y G(s,x)t, (2.35)
em que
H*(s, x) :][T*(s,x) S¢(&)dl'(x) e (2.36)
G (s,x) = / U (s, x) S°(€) dT(x) (2.37)

sao as matrizes de influéncia do e-ésimo elemento.

Como pode ser notado nas Equagoes (2.36) e (2.37), as solugbes fundamentais
tendem ao infinito quando o ponto x se aproxima do ponto fonte s. Mais especifica-
mente, U* (com singularidade 1/r) e T* (com singularidade 1/r?) possuem singula-
ridade fraca e singularidade forte, respectivamente. Portanto, técnicas de integracao
apropriadas devem ser empregadas para a determinacao da matriz G¢, conforme des-
crita na Segao 4.4. No entanto, a integral da Equacao (2.36) nao existe, motivo pelo
qual ¢ interpretada no sentido do valor principal de Cauchy. Para evitar a computagao
do valor principal de Cauchy, pode-se empregar uma abordagem conhecida como truque
do movimento do corpo rigido, resumida a seguir.

Se uma condicao de contorno essencial for aplicada em todos os pontos do con-
torno I'y, = I' de um dominio finito €2, entao todos os componentes das forcas de
superficies devem ser zero (t = 0). Assim, a forma matricial da Equacao (2.34) torna-
se

C(s) = —][ T* (s, x) d0(x).

Substituindo a equagao acima na Equagao (2.29), obtém-se

/ T*(s, %) [u(x) — / U (s, x) t(s) dT(x). (2.38)

r
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Pode-se notar, agora, que quando x se aproxima de s, o termo u(x) — u(s) tende
a zero e, consequentemente, a integral do lado esquerdo da Equagao (2.38) torna-se
fracamente singular. Além disso, na teoria nao é mais necessario computar o termo
livre C(s). Mesmo assim, no arcabougo proposto o termo livre é computado como

1B
C(s) ==Y _ 4 T(s,x) dI'(x), (2.39)

utilizando-se, para as integrais fortemente singulares das Equagoes (2.36) e (2.39), as
mesmas técnicas numéricas empregadas para as integrais fracamente singulares, des-
critas na Secao 4.4.

2.3.2 Descontinuidade de forcas de superficie

Sejam [P;] e U = [w], i = 1,2,...,n, = |[N|, as posigoes e deslocamentos dos
nos N' = {N;}, respectivamente. Todo elemento possui um mapa, A¢ : N — N, que
define o indice global para todos os nés em {NF}, isto é, se k = A¢(i), entao Nf = Nj.
Portanto, t{ = t; e uf = u;. Este mapa é implementado de forma trivial por um vetor
de indices, [¢5,45,. .. (5], associado ao elemento I'*, em que (¢ é o indice global do né
NE. Nesse caso, AS(i) = £5.

Agora, sejam T = [t;], 1 = 1,2,...,ny, as forgas de superficie de todos os nds. E
bem possivel que n; > n,,, uma vez que as forcas de superficie podem sem descontinuas,
isto é, um ponto no contorno pode conter multiplos valores para forca de superficie.
A descontinuidade da forca de superficie pode ocorrer em pontos sobre vincos, como
ilustrado na Figura 2.7(a). Em tais pontos, a normal & superficie nao é continua e,
em consequencia, a forca de superficie também é descontinua. Descontinuidades de
forcas de superficie podem ainda ser devidas a condig¢oes de contorno naturais distintas
aplicadas em elementos adjacentes, como mostra a Figura 2.7(b). Neste trabalho, sao
considerados dois esquemas para tratar as descontinuidades de forca de superficie: nds
maltiplos e/ou elementos descontinuos.

ittt Nl it gtl]e =
SIS 0, ) s e A
LT v &
UL TIIAT I | 1A | =
W Tl AL =

(a) (b)

Figura 2.7: Descontinuidade de for¢as de superficie (vetores em vermelho). (a) Descontinuidade devida
a geometria. (b) Descontinuidade devida as condigdes de contorno naturais. Nesse caso, mesmo em
regioes suaves, o modelo proposto considera que os elementos adjacentes devem ser separados por
curvas de vinco (em azul).
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Um né maltiplo, N, possui m; > 1 forcas de superficies. Para definir a mul-
tiplicidade de um no, é utilizado o termo regiao de elementos para denominar uma
parte de I' delimitada por uma ou mais sequéncias fechadas de curvas de vinco. Se
dois elementos se intersectam em uma curva de vinco, entao a superficie sobre a curva
tem continuidade geométrica G, isto é, o vetor normal pode ser diferente considerando
um ou outro elemento. Por exemplo, todas as curvas entre os elementos da superficie
lateral externa e interna e das bases do cilindro vazado da Figura 2.6 sao de vinco, e,
portanto, o modelo possui quatro regioes de elementos: a superficie lateral externa, a
superficie lateral interna e as bases de cima e de baixo. Isso posto, a multiplicidade,
m;, € o numero de regides distintas contendo os elementos em {Y¢}. Por exemplo, na
Figura 2.7(a), o n6 N; possui m; = 2, pois este influencia elementos em duas regices
diferentes (note que o né ndo esta no contorno), com uma forga de superficie para cada
regiao. E importante mencionar que, no modelo proposto, é necessario curvas de vinco
para impor descontinuidades de forca de superficie mesmo quando a superficie possui
continuidade G', conforme ilustrado na Figura 2.7(b).

Com nos multiplos, o nimero valores de forcas de superficie de todos os nods é
ne =y . m;. Além do vetor de posigoes, todo elemento possui também um mapa,
AY : N +— N, que identifica os indices globais dos valores nodais das forcas de superficies,
isto é, se k = Af(i), entdo t{ = t;. Este mapa pode ser facilmente implementado
armazenando-se os indices em um vetor [r{,rs, ... r¢.].

Os nés multiplos podem ser utilizados somente quando ha no maximo um valor
incégnito de forga de superficie. Na Figura 2.8(a), o né6 em destaque tem multipli-
cidade igual a 3, com valores de forcas de superficie para as regioes de elementos da
face superior, face frontal e face lateral. Os elementos da face superior do cubo tém
forcas de superficie prescritas, enquanto que os elementos das faces frontal e lateral tém
os deslocamentos todos restritos. Dessa forma, sao incognitos os valores de forca de
superficie para as regioes das faces frontal e lateral, o que resultaria em sistema inde-
terminado: pelo fato do deslocamento nodal ser prescrito — e um né nao pode ter mais
que um deslocamento —, somente uma forca de superficie poderia ser incégnita. A
Unica alternativa, nesse caso, € usar elementos descontinuos. Neste esquema, elementos
adjacentes que pertencem a regioes de elementos distintas possuem subconjuntos de
nés disjuntos, como mostra a Figura 2.8(b) para os nés em destaque, em que dois deles
possuem forcas de superficie incégnitas. Na Secao 4.3, comenta-se em mais detalhes
sobre a utilizacao de nés multiplos e elementos descontinuos.

2.3.3 Montagem do sistema linear

Seguindo uma abordagem tradicional na analise com elementos de contorno, a
Equagcao (2.35) é escrita para um conjunto discreto de pontos fonte, ou pontos de
colocagao, {s;}, 1 =1,2,...,n,, resultando no sistema linear

HU=GT, (2.40)

em que H é uma matriz quadrada de ordem 3n, e G é uma matriz de ordem 3n,, x 3ny,
com os valores nodais incognitos tanto em U quanto em T. Apds a aplicacao das
condicoes de contorno, o sistema ¢é reordenado de forma que as incognitas fiquem todas
no lado esquerdo, como descrito a seguir.
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a) b)
Figura 2.8: Emprego de nés multiplos e elementos descontinuos. (a) Né em destaque (em azul) tem 3
valores distintos de forga de superficie, sendo um prescrito (derivado do carregamento uniformemente
distribuido aplicado aos elementos da regidao da face superior, representados pelos vetores em vermelho)
e dois incdgnitos (correspondentes aos deslocamentos restritos nos elementos das regides das faces
frontal e lateral, em roxo). (b) Nesse caso, somente elementos descontinuos podem ser empregados.
Os trés nds em destaque tem a mesma localizacdo espacial, com multiplicidade igual a 1.

Sejam Z, e Z; os conjuntos de indices de U e T referentes aos componentes
incognitos de deslocamento e forga de superficie, respectivamente. Da mesma forma,
sejam Z, e I, os conjuntos de indices referentes aos respectivos componentes de des-
locamento e forca de superficies prescritos. As colunas Z,, de H devem ser trocadas
com as colunas Z; de G, resultando nas matrizes He G assim como as linhas Z,, de
U devem ser trocadas com as linhas Z; de T, resultando nos vetores U e T. Entao, a
Equacao (2.40) é reescrita como

HU = GT, ou
(2.41)
Ax = Db,
em que A =H, b=GT e x = U é o vetor contendo os valores nodais incégnitos. O
sistema resultante é denso e nao simétrico, podendo ser resolvido, por exemplo, pelo
método do gradiente biconjugado estabilizado (BiICGSTAB).

Apés a solucao do sistema, os componentes incégnitos dos vetores U e T sio
ajustados a partir de x. A Secao 4.3 apresenta um exemplo ilustrativo da aplicacao
das condicoes de contorno e montagem do sistema linear.

2.3.4 Calculo de deslocamento em pontos internos

A partir dos deslocamentos e forgas de superficie determinados na superficie do
modelo, é possivel computar os deslocamentos em pontos internos. O célculo é realizado
utilizando-se a Equagao (2.25), que nada mais é que a equacdo integral de contorno
(2.34), mas com o termo livre C(s) = I e integrais finitas, uma vez que o ponto fonte
estd no interior do sélido. Para este procedimento, {s;}, i = 1,2,...,ns é o conjunto
de pontos internos nos quais se deseja obter os valores de deslocamento, isto é

IB\

|B|
u(s:) / T*(s1, %) u(x) dl (x / U'(s %) 6(x) d0(x).  (2.42)



CAPITULO 2. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 25
2.4 Consideracoes finais

Neste capitulo, apresentou-se uma resenha dos conceitos do método de elementos
de contorno (MEC) para aplicagdo em um problema de anédlise elastostatica tridimen-
sional. A equacao integral de contorno foi derivada do método dos residuos ponderados
a partir da equacao de equilibrio estatico e emprego das solugoes fundamentais de Kel-
vin. A solucao de tal equacao foi resumida a resolucao de um sistema de equacoes
algébricas obtido pela discretizacao do contorno em um conjunto de elementos associ-
ados a um conjunto de nds, sobre os quais as variaveis do problema fisico sao associa-
dos. Comentou-se sobre a utilizacao de nés multiplos e elementos descontinuos como
técnicas para tratar as descontinuidades de forgas de superficie. Por fim, abordou-se a
montagem do sistema linear de equacoes e a computacao de deslocamentos em pontos
internos do dominio.



Capitulo 3

NURBS e T-splines

3.1 Consideracoes iniciais

Os sdlidos utilizados neste trabalho foram modelados a partir superficies repre-
sentadas por T-splines. Para compreender os conceitos de T-splines uma introducao
abrangendo curvas de Bézier, B-splines e NURBS ¢é apresentada na Secao 3.2. As de-
finicoes de pontos de controle, nés e fungoes de forma racionais sao essenciais para a
compreensao das T-splines, além disso, o contetido apresentado sobre célculo das deri-
vadas, vetores tangentes e normais a superficie, e insercao de nds, podem ser utilizados
em ambas as representagoes. A Se¢ao 3.3 introduz as T-splines para representacao de
superficies a partir de uma malha de controle, contendo arestas, vértices e faces, além
de juncoes em T, e vértices extraordinarios. Os elementos de Bézier, os quais represen-
tam superficie discretizada permitindo a utilizacao do MEC na analise do modelo, sao
extraidos dos solidos representados por superficies T-spline através dos procedimentos
apresentados na Secao 3.3.1 e na Secao 3.3.2. O termo elemento de Bézier é também
encontrado na literatura como retalho de Bézier, portanto as duas formas sao utiliza-
das no texto com o mesmo significado. Por fim, a Secao 3.3.3 apresenta o cdlculo dos
pontos de colocacao para T-splines.

3.2 NURBS

As NURBS (Non-Uniform Rational Basis-Splines), modelo de representagao pre-
dominante presentes em softwares CAD, sao funcoes que, com menos informagoes e
maior exatidao comparadas aos modelos facetados ou malhas poligonais, proveem flexi-
bilidade na representacao de geometrias complexas, tais como segoes conicas, incluindo,
circulos, hipérboles, elipses e parabolas. Além da questao geométrica, as propriedades
matematicas das NURBS permitem que o modelo seja adequado para integragoes e
aproximacoes de varidveis de campo.

H& uma literatura extensa sobre NURBS com descrigoes detalhadas em [32], [18]
e [13], as quais foram tomadas como base para descrever, nesta se¢ao, um resumo dos
componentes essenciais das NURBS. O acronimo NURBS é composto por trés partes,
sendo elas NU (em inglés Non-Uniform), R (em inglés Rational), e BS (em inglés Basis-
Splines), o que significa que as NURBS sa@o curvas B-splines racionais nao uniformes.

26
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A apresentacao de tais conceitos seguird a ordem inversa iniciando por B-splines.

Basis-Splines (BS)

As Basis-Splines ou B-splines sao uma forma generalizada das curvas de Bézier.
As curvas (e superficies) de Bézier, por sua vez, desenvolvidas por Pierre Bézier, sao
representadas através de um conjunto de pontos de controle C, cada um deles associado
a uma funcao de base especifica. Uma curva de Bézier C de grau p é definida por!

C(&) =) Bip(OP;, 0<¢<1, (3.1)
1=0

em que P; € R?® ¢ o i-ésimo ponto de controle de C, e B, ,(£) sdo os polinémios de
Bernstein, os quais, considerando £ € [0, 1], sao definidos como

Bip(€) = L gi(1— gyt (3.2
il(p —1)!

Neste trabalho, os polindmios de Berstein sao definidos considerando £ € [—1, 1],
com o objetivo de facilitar a integragao numérica pela quadratura Gaussiana (veja, por
exemplo, [5]), apresentada com mais detalhes no Capitulo 4.4. Tal consideragao resulta
nos seguintes polinomios de Bernstein, definidos a partir da relacao de recorréncia e da
bijecao [—1,1] em [0, 1]:

Bipl€) = 5(1 = OBipr(€) + 51+ OB 1y 1(6), (33

em que Byg(§) =1e B;,(§) =0sei<0oui>p.

O ndmero de pontos de controle |C| em uma curva de Bezier é igual ao grau do
polindmio mais um, ou (p + 1), sendo que o primeiro e o dltimo ponto de controle
sao interpolantes e coincidem com o inicio e o fim da curva, respectivamente. Como a
equacao da curva é uma soma ponderada de todos os pontos de controle, entao, uma
alteracao em qualquer ponto de controle ocasiona uma alteracao global na curva. A
Figura 3.1 apresenta uma curva de Bezier de grau p = 3.

As curvas B-splines, sao consideradas uma generalizacao pois sao compostas por
uma ou mais curvas de Bézier, com controle de continuidade entre os segmentos. Para a
definicao formal de uma B-splines, considerando R¢, d = 2, 3, a dimensdo do problema,
sao necessarios trés principais elementos:

e 0 grau da curva, p (linear = 1, quadratica = 2, cibica = 3, ...);
e um conjunto de pontos de controle C, P; € R?, 0<i<n —1;

e um vetor de nds = = {&,&1, ..., Enip )

Note, no ultimo item, que o nimero total de nés é igual ao niimero de pontos de controle
n = |C| somado & ordem da curva p + 1. Os pontos de controle formam, através de
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curva
Py — — —poligono de controle
PN ® ponto de controle

Py
Figura 3.1: Curva de Bezier de grau p = 3.
curva
— — —poligono de controle
P, ® ponto de controle

P2 P5

Figura 3.2: B-spline quadrética com |C| = 8 e poligono de controle.

uma interpolagao linear, o poligono de controle que contorna a curva, e portanto ha
pontos de controle que nao estao sobre a curva, conforme ilustrado na Figura 3.2.

Uma curva B-spline é definida por

C(&) = 2_ Nip(O)P:, (3.4)

em que § ¢ a coordenada paramétrica da curva e N; ,, ¢ a i-ésima funcao de base B-spline
de grau p, associada ao ponto de controle P;.

As fungoes de base B-spline sao definidas recursivamente, considerando a fungao

10 simbolo C também é usado, no Capitulo 2, para denotar o termo livre. A distincdo entre um
e outro depende do contexto.
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de base constante (p = 0), através da férmula de Coz-de-Boor (veja [32]), como

Ni,o(f) _ {1 5€ gz S 5 < €i+1

0 restante do intervalo

(3.5)

Nop(€) = =8N, (e S — e

= N )
€i+p —& §i+p+1 — & i+1,p 1(5)»

em que &; sao elementos do vetor de nés =, denominados nés, os quais sao uma sequéncia
nao decrescente de valores reais, & < 11, representando coordenadas no espago pa-
ramétrico. Dois nds consecutivos &; e &1 definem um intervalo e um intervalo nao
nulo ocorre quando &; < &;11. O numero de intervalos nao nulos no vetor = define o
nimero de segmentos na curva, cada um influenciado por p 4+ 1 pontos de controle.

A partir dos conceitos iniciais de B-splines, pode-se apresentar trés propriedades
relevantes das funcoes de base B-spline:

e particdo de unidade, isto é, Z?z_ol N, (&) =1, V¢,
e o suporte compacto de N; ,(§) esta contido no intervalo [§;, &iypr1]; €

e 530 nao negativas, ou seja, N;,(§) > 0, V€.

Na Equacao (3.5), note que para p > 0, N, ,(§) é uma combinacao linear de duas
fungoes de base de (p—1) graus. Isso permite uma otimizacao no célculo das fungdes de
base sem a utilizagao da recursao, descrito em detalhes em [32]. O célculo das fungoes
de base de grau p pode ser representado pela estrutura a seguir, na qual N;,(§) foi
abreviado para N ,,.

Noyo
Noga
Nio No o
Nig No3
Nayg Nip
Na Nig - (3.6)
N3 Nyo
Nsq -

Nyp

Rational B-splines (RBS)

As B-splines, conforme definidas na Equagao (3.4), possuem uma limita¢do na
representacao de secoes conicas, tais como, circulos e elipses, devido sua forma polino-
mial. Para a representacao de secoes conicas a forma paramétrica deve ser racional, ou
seja, o quociente entre dois polinomios. Uma curva B-splines racional C é definida com
a inclusao de um peso w; € RT associado a um ponto de controle P;, o que permite
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um grau de liberdade adicional na manipulacao da geometria, como segue:

Yo Nip(©wiPs

C
O N,
-~ (3.7)
:. R,p(g)Pz
em que
Rip(€) = =il oy (3.5)

>0 Nip(&)w;

sao as fungoes de base racionais. Quando w; = 1, 0 < ¢ < n — 1, a Equagao (3.7)
reduz-se a Equagao (3.4).

Os pesos possuem uma fungao importante na geometria da curva. O peso wy
influencia na efetiva contribuicao do ponto de controle P na forma geral da curva C.
Um peso wy menor corresponde em levar a curva para longe do ponto de controle Py,
como exemplo extremo, quando wy = 0, o termo wiP; torna-se zero na equacao da
curva, e a contribuicao do ponto de controle é anulada. Por outro lado, atribuir a wy
um valor muito maior comparado aos demais pesos, aumenta a influéncia do ponto Py,
na curva. Para exemplificar, dividindo a Equagao (3.7) por wy, e separando o termo
referente a k do somatdrio obtém-se a seguinte equagao:

ZZZ;: Nip(&) 5P+ Nigp(§) Py
Z;L;li Nj,p(f)z_i + Nk,p(f)

X(§) = : (3.9)

na qual fica evidente que, com o aumento no valor de wy, a curva X é deslocada em
direcao ao ponto de controle Py.

Non-Uniform (NU) Rational B-splines (RBS)

O termo Non-Uniform refere-se a falta de uniformidade dos intervalos dos valores
no vetor de nés =Z. Intervalos com dimensoes diferentes trazem uma maior flexibili-
dade na representacdo de uma curva. Um intervalo semi-aberto de nés [&;,&;41), €
denominado o i-ésimo span, ou segmento. O conjunto de nds do vetor = com coorde-
nadas distintas formam os spans com comprimento diferente de zero os quais definem
os segmentos polinomiais individuais da curva.

A Figura 3.3 apresenta, na parte de cima, uma curva NURBS quadratica com
n = 8 pontos de controle, e, na parte baixo, as fungoes de base computadas a partir
do vetor de nés Z, |Z] = 11. O vetor de nds possui seis segmentos nao nulos de
comprimentos nao uniforme. Em uma curva de grau p, o segmento ¢ é influenciado por
p+ 1 pontos de controle, P;,P; 1y, - ,P;;,. Como a curva é de grau 2 cada segmento
¢ influenciado por 3 funcoes de base, e pelos respectivos 3 pontos de controle. Uma
associacao semelhante é que cada funcao de base possui valores nao nulos sobre p + 1
segmentos, nulos ou nao nulos. A fungao de base Ny é nao nula no intervalo [0, 0.5],
referente aos segmentos [0,0), [0,0) e [0,0.5), enquanto a func¢ao de base N3 tem valor
diferente de zero no intervalo [0.5,0.8), referente aos segmentos [0.5,0.6),[0.6,0.7) e
[0.7,0.8).
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curva

— — —poligono de controle
® ponto de controle

Ny

O \
0 05 06 07 08 09 1
Figura 3.3: NURBS quadrética com |C| = 8 e fungdes de base. Acima: Curva, poligono de controle

e pontos de controle. Abaixo: Fungoes de base de grau 2 computadas a partir do vetor de nds
==1{0,0,0,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1,1,1}.

Ainda sobre o vetor de nés, suponha o parametro £ variando de & a ,4,, cada
vez que um parametro  entra em um novo segmento, um novo ponto de controle se
torna ativo, enquanto um ponto mais antigo ¢ descartado. Mais de um né pode estar
localizado na mesma coordenada paramétrica, e essa quantidade de ndés com valores
coincidentes é denominada multiplicidade. Quando um né tem multiplicidade dois, o
comprimento do segmento relativo aqueles nés é zero. Consequentemente, dois pontos
de controle sao ativados ao mesmo tempo, e dois desativados, alterando a continuidade
da curva.

Se um nd possui multiplicidade k, entao o ntimero de derivadas continuas na-
quela coordenada paramétrica é p — k, e a continuidade da curva é CP~%. Quando a
multiplicidade é exatamente p, ou seja, & = &1 = ... = &4p-1, a Unica funcao de
base nao nula no ponto & é a N;_1, e ainda, N;_1(§;) = 1, portanto, considerando a
Equagao (3.7), X (&) = P;_1, o que implica que o ponto de controle P;_; estd contido
na curva. Quando a multiplicidade é p + 1 a funcoes de base sao descontinuas, e um
limite da curva é formado. Geralmente, isto é utilizado nos nés extremos da curva,
resultando em um vetor de nés denominado aberto, e em uma curva contendo, em seus
extremos, os pontos de controle Py e P,,_1, respectivamente, interpolados. A curva
da Figura 3.3 é um exemplo de utilizacao de vetor de nés aberto, os pontos Py e P
pertencem a curva. Uma multiplicidade maior que a ordem p + 1 da curva, acarreta,
além de uma curva descontinua, em pontos de controle sobrepostos em uma mesma
posicao.

O relacionamento entre continuidade da curva e multiplicidade dos nés é de-
monstrado na Figura 3.4, através de uma curva de grau p = 4 com diferentes niveis
de continuidade em cada né distinto do vetor. O primeiro né interno, { = % tem
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multiplicidade 1, entdo possui o nivel méximo de continuidade CP~' = C3. Nos nés
internos subsequentes, a multiplicidade é incrementada em 1, portanto o nimero de
derivadas continuas decrementa em 1, de tal forma que & = % possui multiplicidade p,
tornando a funcao de base interpolante. Note que os pontos da curva referentes aos
nos mais a direita e mais a esquerda, nos quais a multiplicidade p + 1, sao totalmente
descontinuos.

C 1 03 02 Ol 0 71
}
1 —

0_
00000

4
’5 ]-7]-7]-7171

(S =
Cﬂll\D
(S W]

)

Figura 3.4: Fungoes base B-spline de grau p = 4 (ordem 5) para um vetor de nds aberto e nao uni-

forme E = {0,0,0,0,0, %, %, %, %, %, %, %, %, %, %, 1,1,1,1,1}. A continuidade na curva estd diretamente

relacionada com o grau da curva e a multlphcldade do Valor do né correspondente.

Derivadas NURBS

O célculo da derivada de uma curva NURBS ¢é essencial para o método dos ele-
mentos de contorno, principalmente para o célculo do vetor normal e Jacobiano. As
fungoes de base racionais, Equagao (3.8), sdo construidas a partir das fungoes de base
B-spline, entao suas derivadas também dependem das derivadas da parte nao racional,
e podem ser computadas como

d ~ WI(N;, (&) — W(EN;,(€)
ag i) = W2E) ’ (310
em que
d
N/, (&) = d_gNi,p(f) [ P s Nip-1(§) — ﬁl\fm@—l(&
n—1
W(E) =) Nip(©uws, (3.11)
=0

n—1
W/(&) =) N, (&)w;
1=0

A Equagao (3.11) apresenta a derivada da i-ésima fungao de base, a qual é obtida
por fungoes de base de ordem inferior. W (&) é denominada fungao de ponderacao e
definida como o somatério do produto entre as fungoes de base N; ,(£) e seus respectivos
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pesos w;, e W(&) é sua derivada. Com essas definigoes, o vetor tangente a uma curva
NURBS na coordenada paramétrica £ é

—_

n—

V(e) = <d¥‘iz~zi,p<s>>Pi. (3.12)

I
o

O vetor normal a curva é computado como

N (&) = Vy(§), Ny(§) = =V=(8), (3.13)
e o Jacobiano por
J(€) = \/N2(6) + N2(¢). (3.14)
O vetor unitario na direcao da normal é
n(§) = N(€)J (). (3.15)

Insercao de nés

No6s podem ser inseridos em um vetor de nds sem que a geometria ou as pro-
priedades geométricas da curva sejam alteradas. Esse procedimento é também co-
nhecido no termo em inglés h-refinement. Para cada nd inserido, um novo ponto de
controle, e consequentemente um peso, deve ser adicionado. Dado um vetor de nés

== {& &, &), seja € € [, Eky1) 0 novo né a ser inserido. As novas n + 1
fungoes de base sao computadas recursivamente, através da Equagao (3.5), utilizando
o novo vetor de nés = = {80, &1, -+, &k, &5 &krty -+, §nap). Os movos n + 1 pontos de
controle, C = {Pg,Pyq,...,P,}, sdo calculados a partir dos pontos de controle originais,
C ={Py,Py,...,P,_1}, da seguinte maneira:
em que

1, se 0 <i<k—p,

a; = i sek—p+1<i<k, (3.17)
itp — &
0, sei>k+ 1.

A insercao de nés com valores repetidos aumenta a multiplicidade do né, e reduz o
nimero de derivadas continuas na coordenada paramétrica daquele né. Uma operacao
interessante que pode ser realizada com a inser¢ao de nés é a subdivisao da curva em
duas curvas. Quando um né £ € inserido no vetor de nés tornando sua multiplicidade
igual a p, uma descontinuidade aparece na coordenada paramétrica £, e a curva pode ser
subdividida nesta posicao utilizando os mesmo pontos de controle da curva original apds
as inser¢oes. Considerando a curva da Figura 3.5(a), que ilustra um quarto de circulo
com grau p = 2, conjunto de pontos de controle C = {Py, P, Py} e = ={0,0,0,1,1, 1},
um né £ = 0.6 é inserido 2 vezes, resultando em = = {0,0,0,0.6,0.6,1,1,1} com um
novo conjunto de pontos de controle C = {Py = Py, P;, Py, P35, P, = Py}, Figura 3.5
(b). Os conjuntos de pontos de controle {Pg, P1, Py} e {Py, P3, P} definem as duas
novas curvas quadréticas, ambos com os vetores de nés = = {0,0,0,1,1,1} (apds
ajuste e normalizagao), conforme apresentado na Figura 3.5 (c¢). A Figura 3.6 exibe
as funcoes de base da curva apds duas insercoes de nés com coordenada paramétrica
& = 0.6, posicao na qual nota-se uma descontinuidade.
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P1 PQA

(a) (b) ()

Figura 3.5: Inser¢ao de nés em uma Curva NURBS quadrética representando um quarto de circulo.
(a) Curva original com Z = {0,0,0,1,1,1}. (b) Curva com conjunto de pontos de controle modificados
apos a insercao de nés, = = {0,0,0,0.6,0.6,1,1,1}. (c) Divisao das curvas (em cores distintas).

0 0.6 1
Figura 3.6: Fungoes de base da curva apds a insercao de nés = = {0,0,0,0.6,0.6,1,1,1}.

Elevacao de ordem

Assim como ocorre na insercao de nés, a elevacao de ordem das funcoes de base
B-splines nao causa alteragao na geometria ou na parametrizacao da curva. Esse pro-
cedimento é também conhecido com o termo em inglés p-refinement. O processo de
elevacao de ordem ¢ realizado replicando cada valor distinto dos nés a fim de preservar
a descontinuidade da p-ésima derivada da curva. Os passos para elevar a ordem da
curva sao: subdividir a curva em segmentos Bézier a partir dos nés inseridos, elevar
a ordem de cada segmento individualmente, entao remover os nés desnecessarios para
combinar os segmentos em uma curva de ordem elevada. A elevacao de ordem altera
o numero de pontos de controle e de funcoes de base de acordo com o ntimero de nés
repetidos no vetor de nos original. Algoritmos de determinacao dos novos pontos de
controle, assim como algoritmos que tratam a combinacao dos passos supracitados de
forma eficiente com o objetivo de minimizar o custo computacional, serao omitidos
neste texto, e podem ser encontrados com detalhes em [32].

Uma estratégia alternativa de refinamento de curva considera o fato dos proce-
dimentos de insercao de nds e elevagao de ordem nao serem comutativos, conforme
aponta Hughes [18]. Se um né de valor unico £ é inserido em um vetor de nés de uma
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curva de ordem p + 1, o nimero de derivadas continuas das fungoes de base em £ é
p — 1. Se, na sequéncia, for realizada uma elevacao de ordem para ¢, a multiplicidade
dos nés distintos (incluindo o né inserido) é incrementada, e as fungoes de base ainda
continuam com p — 1 derivadas continuas em £. Ao invés disso, se na curva original,
for realizada uma elevacao de ordem para ¢ e s6 entao inserido o né de valor Unico, as
funcoes de base tem g — 1 derivadas continuas em &, ou seja, obtém-se 0 mesmo nimero
de segmentos nao nulos, porém com uma continuidade mais elevada entre eles. Este
procedimento é denominado com o termo em inglés k-refinement e é demonstrado na
Figura 3.7. Hughes relata ainda a importancia deste conceito e a abordagem superior
na analise de alta precisao comparada ao procedimento tnico de elevagao de ordem.

1f

~\

0 1
==1{0,0,0,1,1,1},p =2
a)

=

Insercao de noés Elevagao de ordem
1f 7] 1
/

0 : ] oL

0 0.3 0.6 1 0 1
=={0,0,0,0.3,0.6,1,1,1},p =2 =={0,0,0,0,1,1,1,1},p =3
Elevacao de Ordem Insercao de Nos
1 1f

-

0} - ] |
0 0.3 0.6 1 1
= ={0,0,0,0,0.3,0.3,0.6, 0.6, = ={0,0,0,0,0.3,0.6,1,1,1,1},
1,1,1,1},p=3
b) ¢)

Figura 3.7: Elevagao de ordem e inser¢do de nds. (a) fungoes de base quadrética representando um
quarto de circulo. (b) insercdo de nds seguido de elevagao de ordem, resultando em oito fungdes de
base e com continuidade C! nos nés internos. (c) k-refinement: elevacio de ordem seguido de inser¢ao
de nés, resultando em seis funcdes de base e com continuidade C? nos nés internos.
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Superficies NURBS

Uma superficie NURBS pode ser escrita pelo produto tensorial entre duas curvas
NURBS, utilizando dois parametros independentes & = (£, &£?), como

n,m

X(€) =) RI(EPy, (3.18)

Z'7j

em que p e q sao os graus da superficie em cada eixo paramétrico referente as coor-
denadas paramétricas £ e €2, n e m sdo os ntiimeros de pontos de controle em cada
coordenada paramétrica, e RY ’Jg (&) sao as fungoes de base racionais para superficies dada
m—
=0
1 2
Nip(§) M;4(&%)wi
n,m 1 2 :
k1 Nep(§Y) Mg (§2)wp,

. . ~ /. n—1 1 ~ . . n,m
por (para simplificar a notacdo, o somatério » iy > 5" sdo indicados por » ;%")

RP(g) = (3.19)

As fungoes de base N;,, refere-se aos nds do eixo paramétrico &' definidos no vetor de
nés Z' e as fungoes de base M;, refere-se aos nds do eixo paramétrico & definidos
no vetor de nés =2. Portanto dois vetores de nés sao necessarios para a definicao de

uma superficie, um para cada eixo paramétrico, sendo eles, =" = {£5,&1,...,6, .} e
=2 _ [e2 ¢2 2
— _{507517"'7 m+q}‘

Um segmento de superficie é definido como o produto cartesiano entre dois seg-

. . . . . 1 1 2 2
mentos unidimensionais, cada um representando um eixo, tal como, [&;, &y 1) ¥ [€7,657, 1)
Os pontos de controle P; ; sao definidos através de uma malha de n x m pontos, for-

mando a malha de controle da superficie.

A Figura 3.8(a) ilustra uma superficie NURBS no espago global cuja malha de
controle é formada por 6 x 3 pontos de controle, com vetores de nés Z! = {0, 0,0, 0.3, 0.5,
0.7,1,1,1} e 22 = {0,0,0,1,1,1}, com quatro segmentos. Note que na dire¢ao pa-
ramétrica ¢!, sejam |Z!| = 9 o nimero de nés e n = 6 o niimero de pontos de controle,
para que a relacao |Z!| = n+p+1 seja vélida o grau p da superficie (nesta diregao) deve
ser 2, pois 9 = 6 + 2 + 1. Na direcao £2, a relacao 6 = 3 + 2 + 1 é vélida também para
p = 2. Portanto, tal superficie é quadrética em ambas as direcoes ou bi-quadratica. =!
e =2 sao vetores de nés abertos, ou seja, hd p + 1 nés repetidos nas extremidades do
vetor, o que ocasiona a interpolagao nos cantos da superficie. Na Figura 3.8(b), o vetor
de nés Z! possui 4 intervalos nao nulos, sendo eles [0,0.3),[0.3,0.5),[0.5,0.7),[0.7, 1),
resultando em quatro segmentos na superficie na direcao &', j4 no vetor =2 ha um
intervalo nao nulo [0, 1), portanto apenas um segmento. A segmentacao da superficie
no espaco paramétrico é mostrada na Figura 3.8, juntamente com as fungoes de base
em cada direcao.

Para a computacao do vetor normal e do Jacobiano de superficies NURBS em
uma coordenada paramétrica (£€), sdo necessarias as derivadas em relacao a ' e a &2,
as quais sao computadas de forma andloga. A derivada em &', por exemplo, é

d o pgrer  NEUEwi; — W(E)RTT(E)
d_glRi,j (E) - W(E) s

(3.20)
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limites da superficie ® ponto de controle
— — —poligono de controle ~  --a---- divisao de segmento na superficie
Espaco Global Espaco Paramétrico

03 05 07 1

SV

o 0.3 05 07 1
(a) (b)

Figura 3.8: NURBS: espaco global e espago paramétrico. (a) superficie no espago global. (b) Seg-
mentagao no espago paramétrico, juntamente com as fungoes de base em cada direcao.

em que

N51(€) = Nip (&) Mjg(€7),

W(€) = Z Nip(€ ) M 4(€)wy, .

W(&) = N/ (€)M, o(E%)w: ;.

O vetor normal a superficie é calculado através do produto vetorial de dois vetores
tangentes a superficie, nas diregoes dos eixos paramétricos referentes as coordenadas
£ e €2, computados por

n,m

d
Ve (&) = > (Z Ri/(€)Pis,
- ) (3.22)
Ve (§) = Z(d—glfﬁf(é))f’m
12
O vetor normal a superficie é
N(§) = Ve (&) x Ve(8), (3.23)
e o Jacobiano é
J(€) = IN(€)| = /N2(6) + N2(€) + N(¢). (3.24)

O vetor unitario na direcao da normal é

n(§) =N(&)J(§). (3.25)
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Limitacoes das NURBS

NURBS tém sido empregadas com sucesso na analise isogeométrica e é um con-
ceito predominante utilizado em softwares CAD. No entanto, superficies NURBS pos-
suem algumas limitacoes, justificadas pela abrangeéncia global em sua formulacao. Mo-
delos mais detalhados representados por NURBS requerem multiplos retalhos (su-
perficies NURBS) cujo acoplamento pode trazer problemas de descontinuidade nos
contornos, e a necessidade de insercao de nés de um retalho em outro. Outra limitagao,
bastante relevante para a IGA por questao numérica, é o refinamento por insercao de
nos em uma superficie, o qual na NURBS é possivel apenas de forma global, em que
um conjunto de nods inseridos sao estendidos por todo o dominio da superficie. Uma
alternativa para contornar esse problema ¢ a utilizagao de superficies de recorte, no en-
tanto tal abordagem pode trazer problemas na juncao de retalhos de recorte, deixando
frestas no modelo. A alternativa mais comum sao as T-splines, as quais sao utilizadas
atualmente no software Autodesk Fusion 360.

3.3 T-splines

T-splines foram definidas por Sederberg [38] em 2003, e quatro anos depois uma
patente foi registrada para as tecnologias relacionadas as T-splines. Em 2004, foi
fundada a empresa denominada também T-splines para comercializar tal tecnologia, a
qual foi adquirida pela AutoDesk em 2011.

Uma T-spline é uma representacao de superficie semelhante a NURBS porém a
partir de um numero menor de pontos de controle, capaz de representar um modelo
geométrico utilizando uma tnica parametrizagao (superficie tinica), além de permitir
refinamento local na superficie. Neste trabalho as superficies, consideradas variedades
de dimensao dois, com ou sem contornos, sao definidas a partir de uma malha de
controle, M = (V, A, F), denominada T-malha, em que V, A, F sado conjuntos de
vértices, arestas e faces, respectivamente. A valéncia de um vértice indica o nimero
de arestas incidentes no vértice. Cada face de uma T-malha é um poligono cujas
arestas podem conter T-jun¢oes. Uma T-juncao é um vértice com 3 arestas incidentes,
assimilando-se ao formato da letra “T”. O i-ésimo vértice, V;, de uma T-malha é um
ponto de controle com posicao P; € R e um peso w; € R*.

Um vértice ou ponto extraordindrio é um vértice interno (nao incidente em arestas
de borda) que nao é T-jungao e possui valéncia diferente de 4, ou um vértice de borda
com valéncia maior que 4. As arestas incidentes em um vértice extraordinario sao
denominadas spoke. O conjunto de faces, R}, incidente no i-ésimo vértice formam
a vizinhanga 1-anel de face de V;. O conjunto de faces, R?, incidente nos vértices
em R} formam a vizinhanga 2-anel de face de V;. Toda face da vizinhanga 2-anel de
face de um vértice extraordinario é uma face irreqular, e as demais sao regulares. Os
vértices incidentes nas faces da vizinhanca 1-anel de face de um vértice extraordinario
sao denotados por irrequlares, e os demais sao requlares.

A i-ésima aresta, A;, possui um valor a; > 0 que representa um intervalo de
nos entre dois vértices, o qual possui funcao similar aos vetores de nés nas NURBS.
A Figura 3.9 ilustra a superficie suave e a T-malha que a define com seus respectivos
atributos.
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Figura 3.9: T-malha e superficie: vértice (ponto preto), T-jungao (circulo vermelho), vértice extraor-
dindrio (estrela azul).

Na definicao de objetos com T-splines é comum a utilizacao de superficies con-
tendo regioes com descontinuidade do vetor normal & superficie, assim como ocorre nas
bordas das superficies abertas. A parte da superficie referente a uma face da T-malha
possui continuidade C*°; e uma descontinuidade sé acontece na juncao entre partes
da superficie, representadas por faces, as quais incidem em uma aresta em comum,
denominada aresta de vinco. O conceito de aresta de vinco estd associado ao conceito
de ponto de tangéncia. Um ponto de tangéncia, assim como um vértice, é um ponto de
controle com uma posicao P € R? e um peso w € R*, e estd vinculado a um vértice da
T-malha. Cada vértice regular possui um conjunto de pontos de tangéncia vinculados,
cuja cardinalidade depende do ntimero de arestas de vinco nele incidentes.

A Figura 3.10 apresenta em (a) uma superficie com descontinuidade geométrica, e
em (b) a topologia da T-malha referente a superficie, com uma aresta de vinco, diversas
arestas de borda e seus pontos de tangéncia. O vinculo do conjunto dos pontos de
tangeéncia com os vértices ¢ ilustrado através de segmentos pontilhados, formando os
grupos. Os segmentos pontilhados nao sao considerados arestas da T-malha, e tem o
objetivo de exemplificar o conceito, pois o intervalo de nés de um ponto de tangéncia ao
seu vértice principal é nulo. Vale ressaltar que a T-malha apresentada nao é a malha de
controle, é uma malha contendo as mesmas informacoes topoldgicas da T-malha e com
os vértices posicionados em forma de grade. A Figura 3.10 mostra em (¢) um grupo
contendo um vértice regular com 4 arestas de vinco, e 8 pontos de tangéncia, que é o
nimero maximo para fungoes ctibicas. Vértices irregulares, mesmo contendo arestas de
vinco nao possuem pontos de tangéncia. Os pontos de tangéncia (referentes as bordas)
da T-malha apresentada na Figura 3.9 foram omitidos, por questao de simplificagao
para introducao dos demais conceitos.

Neste trabalho, as T-splines utilizadas foram restringidas as fungoes de forma
de grau 3 ou fungoes bicibicas. Tal decisao permite uma modelagem satisfatéria das
superficies dos objetos com flexibilidade superior as T-splines bi-quadraticas, sem tor-
nar o sistema ineficiente. Aliado a isto, fungoes de grau 3 s@o empregadas na maioria
dos CAD capazes de modelar superficies T-splines, como é o caso da ferramenta CAD
Autodesk Fusion 360 [2].

Quanto a utilizacao do método de analise isogeométrica, nem todas as T-malhas
representam T-splines apropriadas. O termo conforme para andlise (em inglés, analisys-
suitable), representa uma classe de T-splines que satisfaz uma topologia requerida tal
que mantém as propriedades matematicas basicas de NURBS, como por exemplo, inde-
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Figura 3.10: T-malha com descontinuidade geométrica. (a) Superficie com descontinuidade
geométrica. (b) Topologia da T-malha referente & superficie, com aresta de vinco (borda e aresta
na cor preta), vértices (azul) e pontos de tangéncia (vermelho). (c) Vértice regular com 4 arestas de
vinco incidentes, grupo com 8 pontos de tangéncia, nimero maximo para funcgoes T-spline de grau 3.

pendéncia linear e particao de unidade. A definicao de tal topologia requer o conceito
de extensao de T-jung¢ao, que é um segmento de reta associado a uma T-juncao. Em
uma extensao de T-jungdo cria-se até duas arestas (Figura 3.11 (a), linhas traceja-
das azuis), denominadas primeira e segunda extensao de face, a partir do vértice da
T-juncao na direcao da aresta ausente até que duas arestas perpendiculares sejam inter-
sectadas. A aresta oposta, ja existente na T-malha, é chamada de extensdo de vértice.
Os vértices adicionados devido as novas arestas, denominados vértices de extensdo sao
apenas topolégicos e nao possuem pontos de controle associados. A T-malha acrescida
de vértices e arestas de extensao é denominada T-malha estendida.

Scott [35] dedica o termo conforme para andlise como aquelas T-splines que cum-
prem as seguintes condigcoes: extensoes de T-juncao nao se intersectam, a primeira
extensao de face nao estd em uma face trés-vizinhos de um vértice extraordinario,
e um vértice extraordinario nao é incidente nas faces trés-vizinhos de outro vértice
extraordinario.

O primeiro requisito para a utilizacao do método dos elementos de contorno
na analise isogeométrica é a discretizacao da superficie do contorno em elementos.
Além disso, é necessério estabelecer as fungoes de forma e os nés que influenciam na
determinacao da superficie de cada elemento. Uma face da T-malha pode resultar
em mais de um elemento T-spline, o qual é parte de uma superficie T-spline. No
entanto, cada face da T-malha estendida, também denominada T-malha elementar,
possui associagdo um para um com um elemento T-spline. A Figura 3.11 ilustra,
utilizando a mesma T-spline da Figura 3.9, em (a) a T-malha estendida ou T-malha
elementar destacando as extensoes de face em linhas tracejadas, e em (b) a superficie
T-spline com as subdivisoes dos elementos.

A superficie T-spline é composta pela uniao de todos elementos T-spline. A
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(b)
Figura 3.11: Malha elementar. (a) T-malha estendida ou T-malha elementar, com extensoes de face
em linhas tracejadas azuis. (b) Superficie T-spline com subdivisdes dos elementos: malha elementar.

superficie do e-ésimo elemento T-spline de uma malha elementar M€ é definida por

X&) = D Ri(€)P;, (3.26)

em que n° é o numero de fungoes de forma racionais (RS(€)) e, consequentemente,
nimero de pontos de controle (Pf) que influenciam no elemento e & sdo coordena-
das tomadas em relagao a um sistema local de coordenadas associado ao dominio
paramétrico do elemento [—1,1]. A fungdo R(&) do e-ésimo elemento é definida como

cron  WENF(E)  wiN{(E)
B0 =T =5 weni(e)

em que NfF(€) e wf sdo a i-ésima fungao de forma polinomial e o i-ésimo peso que
influenciam no elemento, respectivamente.

De acordo com o conceito de elementos T-splines e a determinacao de sua su-
perficie, é possivel uma associacao com o método dos elementos de contorno, assumindo
os pontos de controle como os nés, e as fungoes de forma racionais como as funcgoes de
forma do elemento.

A fim de se determinar o conjunto de pontos de controle, pesos e as funcoes de
forma que influenciam em um elemento, utiliza-se uma técnica denominada extracao
de elementos de Bézier. Na andlise isogeométrica, a técnica ja foi empregada para
representagoes com NURBS e T-splines (veja [3] e [35]), com a justificativa de seme-
lhanga com o conceito padrao de métodos de elementos finitos. Além disso, Borst [15]
comenta que essa técnica facilita o processo de refinamento do modelo . No caso de
NURBS, a extracao é realizada sobre os vetores de nés em cada direcao paramétrica
e consiste em inserir nés repetidos até que todos atinjam multiplicidade igual ao grau
da curva. Na T-spline, a caracteristica local dos vetores de nés que determinam cada
funcao T-spline e a presenca de vértices extraordinarios na T-malha, tornam o processo
mais complexo.

A extracao em elementos de Bézier tem como objetivo computar um operador
linear que mapeia as bases polinomiais de Bernstein dos elementos de Bézier para
as fungoes T-splines globais. A transformacao linear de tal operador para o e-ésimo
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elemento é definida por uma matriz denotada por C¢. Seja B o vetor contendo as bases
polinomiais de Bernstein, o vetor com as func¢oes T-splines globais que influenciam no
e-ésimo elemento é definido como N¢ = C°B. A transposta do operador de extracao de
Bézier mapeia os pontos do controle que influenciam no e-ésimo elemento, representados
matricialmente por P¢, para os pontos de controle de Bézier em forma matricial, isto
6, Q° = C°TP°. A Figura 3.12 exemplifica a utilizacdo do operador de extracio de
Bézier para o elemento es da curva.

P§////"/Q\\\P4 N3 Ny
| N, &
| \ Ny YoM
i P Ps | €3
¢
Q® = o3 ps N° — C°B
B B
?:i ,.\Qg . 0 3 .
Q% B, By §
Elemento de Bézier =
€1 €2 €3 €4
Funcoes de base B-Splines Polinonios de Bernstein

(a) (b)
Figura 3.12: Extragao de elemento de Bézier. (a) Curva B-spline, em que as cores indicam as regioes
dos elementos. (b) Mapeamento do elemento es com o operador de extracio de Bézier C* . P3 ¢ N®
sao as matrizes que contém, respectivamente, os pontos de controle e as fungoes T-splines globais que
influenciam em es.

As bases polinomiais de Bernstein unidimensionais sao definidas sobre um inter-
valo paramétrico —1 < ¢ < 1, conforme a Equacao (3.3).

Para o caso bidimensional, as bases de Bernstein de grau p sao formadas através
do produto tensorial de duas bases de Bernstein unidimensionais:

Bijp(€) = Bip(€")B;p(€%), 0<i,j <p. (3.27)

Considerando p = 3, obtém-se 4 fungoes unidimensionais enumeradas da esquerda pra
direita e 16 fungoes bidimensionais enumeradas da esquerda pra direita e de baixo para
cima, conforme ilustrado na Figura 3.13. Assim, a matriz C° do e-ésimo elemento de
Bézier bidimensional é de ordem n® x 16, em que n® é o nimero de fung¢oes de forma
T-splines que influenciam no elemento.

O procedimento de extragao de Bézier aplicado em T-splines é dividido em dois
casos tratados de forma independente, resultando em um conjunto de elementos de
Bézier que pode ser utilizado de forma unica na analise isogeométrica. O primeiro
caso, trata os elementos oriundos de faces regulares, ja o segundo aborda os elementos
oriundos das faces da vizinhanca 2-anel de um vértice extraordinario.
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Figura 3.13: Bases de Bernstein para elemento de Bézier bidimensional.

3.3.1 Extracao de Bézier para faces regulares

Antes de iniciar a descricao do procedimento de extracao dos elementos de Bézier
para faces regulares é importante definir a origem das T-splines estruturadas, aquelas
cuja T-malha nao possui nés extraordinarios.

O conceito de T-splines surgiu do conceito de point-based splines, ou PB-splines,
uma generalizacao das B-splines, apresentada em detalhes em [38] e [3]. De forma breve,
em uma superficie PB-spline os pontos de controle nao possuem um relacionamento
topoldgico entre si, portanto nao é baseada em uma malha, mas baseada em pontos.
Uma superficie PB-spline é especificada por um conjunto de pontos de controle C, em
que o i-ésimo ponto C;, ¢ um ponto de controle com posicao P; € R3 e um par de
vetores de nés =! e Z2. Tais vetores determinam a fungao de base N;(£), ndao nula
sobre o dominio €2;. Uma superficie PB-spline X ¢é definida como

X&)=Y Ni(&P; (3.28)

iEC{

em que C¢ C C é um subconjunto de pontos que influenciam na coordenada paramétrica
&, tal que, se § € €); entao i € C;.

De acordo com Bazilevs [3], as PB-splines conservam algumas das propriedades
das NURBS, acrescentam algumas vantagens, como possibilidade de refinamento local,
porém surgem caracteristicas indesejaveis sob alguns aspectos, como por exemplo, a
falta da compreensao do conceito de elemento, devido a auséncia da topologia. Outra
observagao que vale a pena destacar sobre a estrutura é a replicacao de dados dos
vetores de nos, considerando que a vizinhanca de um ponto possui vetores de nés com
valores repetidos. As T-splines, portanto, sao uma combinacao de flexibilidade das
PB-splines com a ideia de topologia e estrutura das NURBS (veja [38]).

O procedimento de extracao dos elementos de Bézier para faces regulares utiliza
da defini¢ao de ancoragem. A ancoragem é uma forma de associar vetores de nés locais,
com uma localizacao na T-malha. A localizagao de uma ancora na T-malha depende do
grau da funcao T-spline, de forma que para fungoes de grau par a ancora ¢ localizada
no centro das faces, e para fungoes de grau impar a ancora ¢ localizada nos vértices
da malha. Combinagoes de grau par e impar em cada uma das dire¢goes paramétricas,
geram ancoras nas arestas da T-malha. Neste trabalho, considerando as T-splines
bictbicas, cada vértice da T-malha esta associado a uma ancora, e consequentemente
uma funcao T-spline, com excecao dos vértices extraordindrios, aos quais nenhuma
ancora esta associada.
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Diferentemente das NURBS, que utilizam vetores de nds globais, nas T-splines
os vetores de nos sao locais obtidos a partir dos valores de intervalos de nos associados
as arestas da T-malha. Tais vetores de nés locais também determinam o dominio
paramétrico das fungoes. De forma similar as PB-splines, o conjunto de dominios
paramétricos locais aos quais um ponto & pertence, determina o conjunto de funcoes
T-spline e, consequentemente, de pontos de controle que influenciam naquele ponto.

A a-ésima ancora, associada ao vértice V, possui dois vetores de intervalos de nés
AZ, = {AZ,1,AZ, 2}, um para cada dire¢ao paramétrica £ e £?, que posteriormente
sdo transformados em dois vetores de nés =, = {Z,,1, Za2}. Uma configuragio vélida
para os intervalos de nés das arestas de uma T-malha requer que a soma dos intervalos
em lados opostos de uma face sejam iguais. A Figura 3.14 ilustra parte de uma T-
malha estendida com valores de intervalos de nés da i-ésima aresta definido como a’.
Os valores a'® = a'® + a'* e a5 = a'' + a'? exemplificam uma configuracao vélida.
As arestas referentes as extensoes de face possuem valores de intervalo iguais aos das
arestas paralelas das faces nelas incidentes.

v Jafad a® | e
43 44| 45 | 46 aAT g8
voa® la9al o | 0 |
a3 a3 g3 g0 ail 42
o a® gala? 13.a14. a’s |
e 032 PECR TR GO &
o @ o @ galjd’y a’
025 426 a2 128 g2 30
o 0 o d galga’y a'

Figura 3.14: T-malha estendida: valores de intervalos de nés.

A determinacao dos intervalos de nds para a a-ésima ancora depende de um
sistema local de coordenadas, que é definido considerando uma das arestas incidentes
no vértice como direcao &' e a direcao perpendicular como £2. O vetor de intervalos
de nés A=, ; é obtido com os seguintes passos (o vetor A=, 5 é computado de maneira
similar):

e cria-se um vetor de intervalos vazio, A=, 1;

e adiciona-se o valor de intervalo de nés das duas arestas incidentes na direcao &*
ao vetor A=, ;.

e a partir dessas arestas iniciais, adicionam-se, nas respectivas posicoes, o valor
das arestas imediatamente seguintes e anteriores na mesma direcao. Em caso
de T-juncao, em que nao ha arestas adiante, o valor de intervalo utilizado é da
aresta da face da T-juncao na mesma direcao. Este procedimento é realizado até
que se obtenha p 4+ 1 = 4 valores no vetor.
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e em caso de nao haver mais arestas/faces na direcao &', o valor de intervalo zero
é utilizado até que se complete o vetor.

A partir do vetor de intervalos de nés A=, ; = {A&), A&L, A&, A&}, é possivel
extrair o vetor de nds local Z,1{&].&1,&3,83,&1}, considerando que A} = &y — &
No entanto, é necessdrio atribuir um valor inicial a &}, considerado aqui como 0. O

vetor de nos local possui p + 2 = 5 valores.

A Figura 3.15 demonstra o esquema para a computacao dos vetores de nos locais
para T-spline bicibica referente as ancoras a e 8. Considerando que ambas as ancoras
possuam a direcao &' na horizontal e £ na vertical, e considerando a parte da T-malha
ilustrada na Figura 3.14, os vetores de intervalos de nés sio A=, ; = {0,a’, a® a"},

=  _ fn 26 .32 38 =  _ (.12 13 14 15 = (.28 .34 40 _46
AE, 2 ={0,a*°,a%,a%}, e AZp; = {a'?,a",a", a"}, AEz5 = {a*®,a’*, 0™, a*}.

O dominio 2, (e de forma andloga €23) é determinado através da combinacao
dos dominios de cada um dos vetores de nds 2,1 = [&},&1] e Zn2 = [63, &3], conforme
ilustrado por linhas pontilhadas na Figura 3.15.

—— intervalos

H intervalos nulos

g 0| s |

[ & i § BB
ol ! o | - |
3 ] | 5

[0

(a) (b) ()
Figura 3.15: Calculo dos vetores de nés locais. (a) ancoras « e 8 (pontos vermelhos); (b) e (¢) esquema

para obtenca@o dos vetores de intervalos de nés AE, e AZg, respectivamente. As linhas pontilhadas
definem os limites dos dominios de cada funcao na superficie.

Uma vez definidos os vetores de nds locais =, estes sao transformados em vetores
de nés estendidos =, tornando-os vetores de nés abertos, com multiplicidade p+1 = 4
em suas extremidades. O conjunto de funcgoes referentes a cada vetor de nos estendido
Sl € a2 6 obtido a partir da equagio de definigao das B-splines (3.5). Porém,
apenas uma dessas fungoes corresponde a cada vetor de nos local =, e Z,2. Essa
funcao esta relacionada com o posicionamento da coordenada da ancora « no vetor de
nos estendido, e pode ser identificada pelo indice n;, que é quantidade de nds inseridos
no inicio do vetor de nds para transforma-lo em um vetor noés estendido.

A Figura 3.16 ilustra dois exemplos com o conjunto de fungoes ciibicas (p =
3) referente ao respectivo vetor de nés estendido e destaca a fungao relacionada ao
vetor de nés original. Em (a) é considerado o vetor de nés Z,; = {0,1,2,2.5,3} e
o vetor de nés estendido =,; = {0,0,0,0,1,2,2.5,3,3,3,3}, como a multiplicidade
do primeiro n6 é 1, entao n; = p+ 1 —1 = 3 é o indice da funcao correspondente.
Em (b) considera-se o vetor de nés =,; = {0,0,1,2,2.5} e vetor de nds estendido
Za1 = {0,0,0,0,1,2,2.5,2.5,2.5,2.5}, a fungio correspondente é a de indice n; =
p+1—2=2.
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Figura 3.16: Funcoes definidas a partir de um vetor de nés de o (pontos pretos). (a)
{0,1,2,2.5,3}. (b) Za1 = {0,0,1,2,2.5}.

Antes de prosseguir para a matriz de extragao de Bézier de um elemento regular, é
importante mencionar algumas observacoes sobre a extensao adicionada neste trabalho
com o objetivo de tratar a determinacao dos vetores de nods e, consequentemente,
funcoes de forma em T-malhas contendo arestas de vinco. Ao buscar os valores de
intervalos das arestas a partir de uma ancora, quando uma aresta de vinco é encontrada,
um valor de intervalo zero é adicionado ao vetor de intervalos de nés, representando
um ponto de tangéncia e uma descontinuidade na funcao.

A Figura 3.17 ilustra de forma unidimensional duas situagoes para a determinagao
de vetores de nos, considerando arestas de vinco perpendiculares e intervalo de nés
igual a 1. Em (a) a aresta de vinco limita o dominio €2,, e um valor de intervalo zero é
adicionado ao final do vetor de intervalos de nds, o que resulta em um aumento da mul-
tiplicidade do né 3. Note que tal consideracao pode ser justificada devido ao intervalo
nulo de nés entre o proximo vértice e seu ponto de tangéncia. O vetor de nés, iniciando
em zero é Z,, = {0, 1,2,3,3}, vetor de nés estendido Z,; = {0,0,0,0,1,2,3,3,3,3} e
n; = 3, entao a funcao correspondente é a N3, em destaque na imagem.

Na Figura 3.17 (b) a aresta de vinco ¢ incidente no vértice associado a ancora f.
Considerando uma descontinuidade no vértice, o dominio ¢é dividido em dois, portanto
dois vetores de nos sao determinados. Desconsiderando os intervalos nulos referente
aos pontos de tangéncia, o primeiro vetor de nés é definido como =Z5; = {0,1,2, 2,2},
com vetor de nés estendido Z5; = {0,0,0,0,1,2,2,2,2} e n; = 3, entdo a funcio
correspondente é a N3. No entanto, a funcao N3 nao esta relacionada a ancora 3, mas
sim ao ponto de tangéncia associado ao vértice naquela direcdo, denominado ;. A
préxima fungdo, Ny, é relacionada a ancora 8. O segundo vetor é =5, = {0,0,0, 1,2},
com vetor de néds estendido =g, = {0,0,0,0,1,2,2,2,2} e n; = 1, entdo a fungao cor-
respondente é a N;. Novamente, a fungao N; esta relacionada ao ponto de tangéncia
associado ao vértice naquela direcao, denominado f,. A funcao anterior, Ny, é relaci-
onada ao vértice. Note que a funcao N3 é nao nula em todo o dominio, e a N4 é nao
nula apenas no intervalo mais préximo a aresta de vinco, e 0 mesmo ocorre para Vi
e Ny respectivamente. Entao, tanto Ny quando N, estao relacionadas com a ancora,
dependendo do dominio que se encontra o elemento. Caso a ancora 3 esteja associada
a um vértice de borda, entao apenas um dominio é considerado.

A funcao bidimensional relacionada a « é obtida pelo produto tensorial entre as
fungdes N, (£1) e M,(£?) definidas pelos respectivos vetores =, € Z42. A Figura 3.18
demonstra a relacao entre os vetores de nés e a fungao computada, ilustrando os ele-
mentos que sao influenciados pela fungao.
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Figura 3.17: Fungoes de forma associadas & dncora (pontos em vermelho) e ao ponto de tangéncia
(pontos em laranja) quando hé arestas de vinco (em preto). Os vetores de nds e as fungdes corres-
pondentes possuem a mesma cor. (a) aresta de vinco limita o dominio da fungao. (b) aresta de vinco
cria dois dominios da funcao, para cada um dois vetores de nos.

Os elementos pertencentes a vizinhanca 2-anel de um né extraordinario serao
desconsiderados neste processo, e serao tratados de forma distinta na Secao 3.3.2.

Objetivando uma visao do elemento, referente ao relacionamento com as ancoras,
a Figura 3.19 apresenta uma T-malha estendida com ancoras e um elemento em des-
taque, o qual estd no dominio de diversas ancoras, dentre elas «, 3, v e §, o que
representa que as funcoes definidas por tais ancoras interferem na determinagao da
superficie deste elemento. A matriz de extracao de Bézier de um elemento possui uma
linha correspondente a cada ancora cujo dominio ele pertence.

Entao, conhecidos os vetores de nés =, da a-ésima ancora, as linhas correspon-
dentes dos operadores de extragao para todos elementos em €2, podem ser computadas.
A ideia principal do processo de extracao de Bézier é realizar a insercao de nés no vetor
de nés estendido, até que todos os ndés tenham multiplicidade p, semelhante como é feito
para NURBS (veja [8]). Se o vetor de nés estendido (= = {0,0,0,0,1,2,2.5,3,3,3,3})
da Figura 3.16(a) fosse considerado como de uma NURBS, entao a extracao de Bézier
iria produzir as funcoes de base conforme ilustrado na Figura 3.20, na qual fica expli-
cita as descontinuidades criadas com a insercio de nds, e os 4 elementos. E importante
ressaltar que a insercao de um né em um vetor de nds resulta na criacao de um ponto
de controle, e o resultado das insercoes até se alcancar a multiplicidade p em cada né
do vetor é a geracao dos pontos de controle de Bézier.

Conforme Scott [36], uma das diferengas entre a extracao para NURBS e T-splines
é que na T-splines apenas uma tnica linha do operador é computada — funcao N3 da
Figura 3.16(a) —, enquanto na NURBS todas as linhas sdo computadas no mesmo
procedimento — fungoes Ny a Ng da Figura 3.16(a).

A Tabela 3.1 apresenta o operador de extracao de Bézier, computado para o caso
de uma NURBS, com uma matriz para cada elemento, no entanto apenas as linhas

em destaque formam a funcao T-spline correspondente a funcao N3 da Figura 3.16

(a) em cada elemento, de tal forma que, a linha em destaque na cor vermelha [%%%g]
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Figura 3.18: Fungao bidimensional associada & &ncora. (a) Dominio €, em linhas pontilhadas e
valores dos intervalos de nds no dominio. (b) Sistema local de coordenadas da ancora «. (c) Fungao

bidimensional N, (£1)M,(£?) e os limites dos elementos (linhas pretas).

ird compor o operador de extragdo do elemento cujo dominio é [1,2] e é associada
a ancora que gerou tal vetor de ndés. Quando o processo é realizado para todas as
fungdes T-splines que influenciam um elemento e, a matriz de extracao de Bézier C® é
completada.

O algoritmo utilizado neste trabalho para computar apenas as linhas da extracao
de Bézier referentes a fungao associada a ancora é o mesmo apresentado por Scott [35].
Ja a linha da extracao de Bézier referente a funcao adicional, no caso de arestas com
vinco, sao calculadas por um algoritmo proposto a seguir. Ambos algoritmos utilizam
o conceito de no interno, que é um noé que nao esta no vetor de nés computado, e tem
por objetivo subdividir um elemento. Esta situacao ocorre em regioes proximas a uma
T-juncao, quando ha mais de um elemento em uma face da T-malha, contento uma
subdivisao de um intervalo de nés causada por uma extensao de face.

Na Figura 3.17 (b) nota-se que as fungoes adicionais (Ny e Ny), devido a aresta de
vinco, sao nao nulas apenas no intervalo mais préximo da ancora. Assim, o algoritmo
para o calculo da linha da matriz de extracao de Bézier do elemento é simplificado e
considera um tunico intervalo. Entretanto, os limites do elemento podem nao coincidir
com os limites do intervalo, pois devido aos nos internos o intervalo pode ser subdivi-
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Figura 3.20: Fungoes de base dos elementos de Bézier apds a insercao de nds ao vetor referente ao
vetor de nds estendido (= = {0,0,0,0,1,2,2.5,3,3,3,3}) da Figura 3.16 (a).

dido: em 2 subintervalos, quando o elemento coincide com o inicio ou fim do intervalo,
ou em 3 subintervalos, quando tanto o inicio quanto o fim do elemento nao coincidem
com os limites do intervalo. O ntimero de subintervalos ¢ igual ao nimero de linhas do
operador de extracao resultantes do algoritmo.

A Figura 3.21 ilustra em trés exemplos a extragao de Bézier unidimensional de
grau p = 3, referente a funcao Ny. Cada linha resultante representada em um retangulo
¢ associada a um subintervalo, e os retangulos com linhas sélidas indicam o subintervalo
do elemento e. O algoritmo é processado na ordem reversa aos subintervalos, iniciando
com a atribuicao do valor 1 a ultima posicao da tultima linha. Os demais valores da
linha sao calculados por meio de uma progressao geométrica cuja razao ¢ q. Para cada
subintervalo é definido o valor de ¢ = %, em que 7_int é o inicio do intervalo
e i_sub e f_sub sao o inicio e o fim do subintervalo, respectivamente. O primeiro valor
de uma linha é copiado para a tltima posicao da linha anterior.

Na Figura 3.21 o intervalo nao nulo da funcao Ny é [1,2]. Em (a) o elemento e
estd no primeiro subintervalo [1, 1.6], portanto, das duas linhas resultantes, a primeira
é referente ao elemento. Em (b) o subintervalo referente ao elemento e é [1.2, 1.6], entao
a segunda linha indica a extracao de Bézier do elemento. Caso elemento e coincida
com o intervalo [1, 2], a linha resultante sera [0 0 0 1].

Com as linhas da extracao de Bézier computadas, em ambas as diregoes, para o
e-ésimo elemento no dominio da a-esima ancora, a montagem na matriz C° é realizada
conforme segue. Considerando a ilustracao da Figura 3.22, as linhas de extragao de
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Tabela 3.1: Tlustragao do operador de extragao de Bézier computado a partir do vetor de nés estendido
(£=1{0,0,0,0,1,2,2.5,3,3,3,3}) da Figura 3.16 (a). Cada matriz estd relacionada com um elemento
para o caso da NURBS, apenas as linhas destacadas formam a fungao T-spline correspondente a
funcao N3 em cada elemento, de forma que a linha em vermelho é referente a tal fungao no segundo
elemento cujo dominio é [1, 2].

Bézier unidimensionais computadas sdo cy, referente a direcio &, e cpy, e ¢y, referente
A direcao €2, sendo a tltima associada ao ponto de tangéncia. Nesse caso, duas linhas
sao adicionadas na matriz C®, as quais sao obtidas através do produto tensorial das
linhas unidimensionais, tal que, cy, X cpy, esta associado com a ancora o, e cy, X Cpy,
associado com o ponto de tangéncia «;, conforme demonstrado na Equacao (3.29).

7 B B
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Os conceitos apresentados na extracao de Bézier para elementos regulares consi-
deram que a a-ésima ancora possui um sistema local de coordenadas (£1,£2), o qual
até agora foi considerado pelos elementos naquele dominio 2%. Entretanto, um ele-
mento pode ser influenciado por ancoras com sistemas local de coordenadas distintos.
Entao é necessario estabelecer um sistema local de coordenadas para o e-ésimo ele-
mento (£!,&?), escolhendo duas arestas perpendiculares da face da qual derivou tal
elemento, e a origem como um vértice incidente na face.

O sistema de coordenadas da ancora deve se alinhar com o sistema de coordenadas
de cada elemento por ela influenciado. Tal ajuste é feito sobre os vetores de intervalos
de noés calculados no sistema local de coordenadas original. A Figura 3.23 apresenta
as 4 situacoes quanto ao sistema local de coordenadas entre 4 ancoras e um elemento
e. O sistema de coordenadas da ancora « esta alinhado com o sistema de coordenadas
do elemento e, portanto os vetores de intervalos de nés referentes aos eixos &) e &2 sao
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Figura 3.21: Exemplos a extragdo de Bézier com aresta de vinco, referente a fungdo Ny (Figura 3.17
(¢), a qual é ndo nula no intervalo [1,2]. Em (a) sdo criados dois subintervalos, e em (b) dois nds
internos resultam em 3 subintervalos. Os retangulos com linhas sélidas indicam a linha da extragao
de Bézier referente ao elemento e.

os considerados em &! e &%) respectivamente. Na ancora 3, o vetor de intervalo de nés
referente ao eixo 5[23 é considerado em &!, j& o vetor de intervalo de nés referente ao
eixo 5,}3 deve ser invertido para ser considerado em £2. Tal inversao também deve ser
realizada para os vetores de intervalos de nés referentes aos eixos f,# e 53, e considerados
em £! e €2, respectivamente. No caso da ancora §, o vetor de intervalo de nés referente
ao eixo &} é considerado em &2, j4 o vetor de intervalo de nds referente ao eixo & deve
ser invertido para ser considerado em &2.

Apoés a inversao de um vetor de intervalos de nés, o vetor de nés deve ser compu-
tado novamente. A inversao do vetor de intervalos de nés A=! = {1,0.5,0.3,0.9} re-
sulta em AZ! = {0.9,0.3,0.5, 1}, e os respectivos vetores de nés sao =! = {0, 1,1.5, 1.8,

%
2.7} e =t = {0,0.9,1.2,1.7,2.7}. As fungoes computadas a partir de 2! e Z! sao
invertidas.

3.3.2 Extracao de Bézier para faces irregulares

Conforme comentado na secao anterior, um né extraordindrio nao possui ancora
associada, e isso ocorre devido a impossibilidade de determinacao de um sistema local
de coordenadas unico nesse vértice. Consequentemente, nao ha como estabelecer uma
funcao computada através de vetores de nds associada a esse tipo de vértice.
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Ny -
: 4\ 5

Figura 3.22: Extracdo de Bézier bidimensional para o elemento e. cn,, ca, € car, sao linhas das
matrizes de extragio unidimensionais, em &! e £€2. A matriz de extracdo bidimensional é o produto
tensorial entre tais linhas.

Uma solugao, apresentada por Scott [35], gera um mapa linear entre os pontos
de controle da T-spline de um elemento e os pontos de controle do elemento de Bézier
correspondente. A proposta é obter os pontos de controle de um elemento de Bézier
Q como combinacoes lineares dos pontos de controle P da T-spline. Os coeficientes
das combinacoes lineares sao funcgoes polinomiais racionais dos intervalos de nés das
arestas incidentes ao elemento. Os pontos Q sao divididos entre face (Q/), aresta (Q%)
e vértice (Q"). A Figura 3.24 (a) apresenta a organizagdo dos pontos de controle de
um elemento de Bézier bicubico.

Os pontos de controle Q7 sio escritos em termos dos quatro pontos de controle da
T-spline P4, Pg, Pc e Pp associados aos vértices do elemento e intervalos de nés a a
f, ilustrados na Figura 3.24 (b). A partir dos pontos Q’, sdao computados os pontos Q°
e QY, conforme demonstrado na Figura 3.24 (c) e (d), respectivamente. Vale ressaltar
em (d) que o vértice relativo ao ponto Qj, representa todos os vértices incidentes nas
faces da vizinhanca 1-anel de um né extraordinério.

Considerando abc = a+ b+ ce def = d+ e+ f os fatores da interpolacao linear
dos pontos de controle da T-spline para os pontos Q sido descritos matricialmente
como

[(brcets) (e d) (a d o e+f)]
f abc def abe de abc de abe def P
3 bie [\ (bredte) (_a dte a f A
6 . abe def abc de abe def abe def PB (3 30)
Pl 7| (et e d atb_d_ atbetf Pc ’
fc) abc def abe de abc def abc def P
Qi <LL) <Lm> (ﬂ@) (a_Jrl’L> b
| abe def abe de abe def abe def ]

Os dois pontos de aresta Qf e Qj referenciados na Figura 3.24 (c) sao computados
como

i (2 Vg (2! o (a Nar (b N\
Qi_(a+b)Qa+<a+b>Qm Qj_(a+b)Qb+(a+b)QU (3.31)
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Y

Figura 3.23: Sistemas de coordenadas local do vértice (a, 3, v e d) e do elemento e.

Por fim, o ponto de controle referente a um vértice de um elemento de Bézier,
ilustrado na Figura 3.24 (d), é calculado, considerando n a valéncia do vértice, da

seguinte forma:
v - aj—1 Ai+2 f
) — - 3.32
s ZZ (%‘—1 + Cli—i—l) (@z‘ + az‘+2) “ (332)

1

Quando Q% e Q" pertencem a arestas ou vértices, incidentes em faces de ele-
mentos regulares, ou seja, na borda da regiao definida pelos elementos irregulares, as
Equagoes (3.31) e (3.32) sdo ignoradas. O valor utilizado, nesse caso, é o valor com-
putado na extracao de Bézier para o elemento regular, e consiste do vetor de fatores
e uma lista de pontos de controle da T-spline, os quais correspondem a uma das co-
lunas da matriz C do elemento regular, e de sua lista de pontos de controle que nele
influenciam. O indice da coluna depende do indice do ponto de controle de Bézier, e
da orientacao do sistema local de coordenadas dos dois elementos envolvidos.

Note que as Equagoes (3.31) e (3.32) quando desenvolvidas podem ser escritas no
formato matricial conforme a Equagao (3.30), de forma que os fatores dos pontos de
controle da T-spline referente ao e-ésimo elemento sejam organizados em uma matriz
F°, tal que

Q° = F°P°, (3.33)

em que Q° é o vetor contendo os 16 pontos de controle do elemento de Bézier e P¢ é
o vetor contendo n® pontos de controle da T-spline utilizados na combinacao linear.

A Figura 3.25 mostra, por meio das setas, os pontos de controle da T-spline que
sdao combinados na determinacio dos pontos Q7, Q® e QV, respectivamente em (a), (b)
e (¢). A matriz F possui alguns valores nulos, pois nem todos os pontos de controle da
T-spline sao utilizados na combinagao linear de todos os pontos de controle de Bézier.
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Figura 3.24: Pontos de controle: Bézier e T-Spline. Q”, Q% e Q/ sdo pontos de controle do elemento
de Bézier (circulo vazado preto), P4, Pg, Pc e Pp sdo pontos de controle da T-spline (ponto sélido
preto) e a, ..., f s@o intervalos de nds das arestas incidentes no elemento.

Conforme apresentado no inicio desta secao, dado um elemento de Bézier e, Q° =
CTP?, em que Q° sdo os pontos de controle do elemento de Bézier, P¢ sdao os pontos
de controle da T-spline associados as fungoes que influenciam no elemento e e C° é a
matriz de extragao de Bézier. Assim, de acordo com a Equagao (3.33), determina-se a
matriz de extracio de Bézier para elementos irregulares como C¢ = F¢T.

O tratamento de arestas de vinco na extracao de Bézier em elementos irregulares
também é uma proposta original deste trabalho. Considerando a mesma ideia de
combinacao linear, com excecao do célculo do pontos Q7, conforme Equacao (3.30), os
pontos Q% e Q” sdo computados de forma diferente. A Figura 3.26 (a) mostra uma
aresta de vinco identificada como A, e os dois pontos Q; e Q7, os quais sao computados
como

o [dHte f « [ d e+ f
@ = (Gr )Pt (ag) P @ = ()P (7 ) o 090

No entanto, visando uma suavizacao na transicao de uma aresta de vinco com
uma aresta sem vinco, Q7 ¢ calculado conforme a Equacio (3.34), somente se o vértice
associado ao P4 for extraordinédrio, ou se a aresta identificada como A, for aresta
de vinco. E de forma independente e analoga, o mesmo ocorre com Qf, utiliza-se a
Equacao (3.34), apenas se o vértice associado ao Pp for extraordinério, ou se a aresta
identificada como Ay for a aresta de vinco. Caso as condigoes nao sejam satisfeitas, a
Equacao (3.31) ¢é utilizada.

Para o calculo do ponto Q, relativa a um v-ésimo vértice que contém n, arestas
de vinco nele incidentes. Caso n,, < 2, utiliza-se a Equagao (3.32). Se n,, > 2, de acordo
com a Figura 3.26 (b), entao Q" = P,, em que P, é o ponto de controle associado
ao vértice v. Por fim, se n, = 2, e as arestas de vinco identificadas como A, e A,
conforme ilustrado na Figura 3.26 (c), o cdlculo é realizado como

vo__ a a L a
Q=4 ) e () e (3.35)
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(b)
Figura 3.25: Associacdo dos pontos de controle: Bézier e T-Spline. As setas indicam a utilizagdo dos
pontos de controle da T-spline (ponto sélido preto) para o célculo dos pontos de controle de Bézier
(circulo vazado preto): pontos de face Q/ em (a), pontos de arestas Q% em (b) e pontos de vértice
Y em (c).

Os elementos irregulares incidentes na vizinhanca 1-anel de um né extraordinério
possuem continuidade C! uns com os outros, e C? com elementos regulares. Os elemen-
tos na vizinhanca 1-anel sdo C'! com os elementos irregulares incidentes neles, porém
C? uns com os outros, o que pode limitar algumas aplicacoes de modelagem geométrica.
Scott [35], propoe uma estrutura de otimizagao dos elementos na vizinhanga 1-anel de
um né extraordindrio para alcangarem uma continuidade G* entre si. Liu [22] também
utiliza de tal estrutura a fim de alcangar uma suavidade na regiao do né extraordinario,
incrementando a continuidade da superficie para G'. Baseado nestes trabalhos, a oti-
mizacao foi implementa neste trabalho e sera descrita de forma bastante sucinta.

O procedimento inicia com a elevagao de grau para a obtengao de elementos de
Bézier biquarticos. A condigao necessaria e suficiente para dois elementos de Bézier
adjacentes terem continuidade G' é compartilharem o mesmo plano tangente sobre o
contorno. Entao, os coeficientes da matriz de extracao de Bézier sao otimizados para
satisfazer a continuidade G'. Para um né extraordindrio com valéncia n, existem 20n+1
coeficientes de Bézier 1inicos e 20n equacoes de restricao devem ser satisfeitas. Seja ¢
o indice de uma fung¢ao associada a um elemento da vizinhanga 1-anel, as equagoes de
restricio sdo montadas em uma matriz G e os valores correspondentes do lado direito
no vetor g'. Além disso, ha 40n equacdes de suavizacio que resulta na matriz F* e o
vetor com valores do lado direito f'. O sistema para a determinacdo dos coeficientes
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Figura 3.26: Pontos de controle com arestas de vinco: Bézier e T-Spline. n, é o ntmero de arestas
de vinco (na cor preta). (a) Os pontos de controle Qf e Qj sdo determinados a partir de pontos de
controle P4 e Pp e comprimento de arestas d,e e f. (b) No caso de mais de duas arestas de vinco,
Q" =P,, em que P, é o ponto de controle associado ao v-ésimo vértice. (c) No caso de duas arestas
de vinco, o ponto Q" é calculado a partir de Qg e Qp e comprimento de arestas a e b.

d

otimizados de Bézier ¢', termos da matriz otimizada C resulta em um problema de
minimos quadrados com restricao linear, descrito por

min [|F'E’ — £, (3.36)
c'es’
cm que . . N
S = {&|||G'¢ — gi||, = min}. (3.37)

O sistema deve ser solucionado para o conjunto de funcoes de base obtido a partir
da uniao das funcoes de cada elemento da vizinhanca 1-anel do né extraordinario. Os
detalhes da soluc¢ao do problema da suavizagao podem ser encontrados em [35].

3.3.3 Pontos de colocagao

Conforme descrito no Capitulo 2, para que o sistema do método dos elementos
de contorno tenha solugao, o nimero de pontos de colocagao (pontos fonte) deve ser
igual ao nimero de nés do modelo. No caso das NURBS, Li e Qian [34], apresentam
algumas alternativas para os pontos de colocagao: distribuicao uniforme, pontos de
quadratura de gauss, valores maximos de fungoes de base e abcissas de Greville. Tal
estudo, demonstrou que as abcissas de Greville resultaram em maior estabilidade e
precisao na andlise isogeométrica, além de ser a mais comum na literatura. A abcissa
de Greville é um valor no dominio paramétrico cuja funcao de base resulta em uma
maior influéncia (peso) do ponto de controle, e no caso das NURBS, é computada a
partir do vetor de nés, da seguinte forma:

£ — Siv1 + &2+ + &itp
p )

i=1,2,...n, (3.38)

em que n € o numero de pontos de controle e p é o grau da NURBS.

Em superficies, a Equagao (3.38) deve ser aplicada em ambas diregdes, e os pontos
de colocagao sao obtidos através da combinacao entre os valores em cada direcao. Beer
[5] utiliza tal método para computar os pontos de coloca¢ao em uma superficie NURBS.

No entanto, esse processo nao pode ser diretamente aplicado em uma superficie
T-spline, pois depende de vetores de nés globais. Scott [35] adaptou a Equagao (3.38)
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para determinacao do ponto de colocacgao, relativo a cada ancora da T-malha, a partir
de uma média sobre os vetores intervalos de nos locais, computada durante o processo
de extracao de Bézier em elementos regulares. O resultado é uma coordenada no
sistema local de coordenadas da ancora, que deve ser mapeada para as coordenadas
paramétricas [—1, 1] de um ou mais elementos. De acordo com a proposta, sejam A=, ;
e AE, 2 os vetores de intervalos de nés da ancora c, os componentes da coordenada do
ponto de colocacio (£}, £2) sdo calculados como

(—A&% —2AEL 4 2AEL + AL —AE2 — 2AE2 4+ 2AEE + AL

; - ) )

em que (£1,&2) = (AL +AEL), AE+AE?) sdo as coordenadas de o em ). A Figura 3.27
exemplifica a determinagao o ponto de colocacao referente a ancora a como

o —0—2+2+1 —0-24+2+1
R e o FXCRIE(EREIR R

e 0s mapeamentos necessarios para se obter a amostra do ponto de colocagao em coorde-
nadas paramétricas do elemento e. Note, neste exemplo, que o sistema de coordenadas
do elemento esta alinhado com o sistema de coordenadas da ancora. Quando a co-
ordenada do ponto de colocagao pertence a mais de um elemento (por exemplo sobre
uma aresta), sdo criadas mais de uma amostra para aquele ponto, de tal forma que a
avaliacao em cada amostra gere a mesma localizacao na superficie.

2 53 (%al)
Q ) e
....... | | | Ve 3 x (0.1,0.2)
N " Goa
: 2
T  — ey = (1.1,1.2
“1a1% %I%i | Bl | \ Ly
: (& €)= (1,1) ¢
15 0 (—0.6]—0.6)
------- b = 2 2 2 8 = = = 0 1 2 2'5 gé x

(_17 _1)
Figura 3.27: Célculo do ponto de colocagao (x vermelho) referente & adncora « (ponto vermelho), e
mapeamento para as coordenadas paramétricas do elemento.

Para os vértices extraordinarios o ponto de colocacao serd a posi¢ao do proprio
vértice, o qual serda mapeado para a intersecao dos elementos da vizinhanca 1-anel
deste vértice, e a coordenada da amostra de cada elemento sera um dos cantos de seu
dominio paramétrico.

Neste trabalho, os pontos de colocacao referente aos pontos de tangéncia podem
ser tratados de forma similar considerando seus préprios vetores intervalos de nés
modificados com um intervalo nulo adicional, conforme comentado na Secao 3.3.1 e
demonstrado na Figura 3.17(b).
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3.4 Consideracoes finais

Neste capitulo foram introduzidos os conceitos de curvas de Bézier, B-splines
e NURBS, necessarios para compreensao de T-splines, utilizada como representacao
dos modelos neste trabalho. A partir de uma T-malha, contendo T-jungoes e vértices
extraordinarios, foi descrito o processo de extracao dos elementos de Bézier, os quais
representam o contorno discretizado da superficie possibilitando a analise através do
MEC. Além disso, no final do capitulo, descreveu-se sobre a determinacao dos pontos
de colocacao para modelos representados por T-splines.



Capitulo 4

Arcabouco proposto

4.1 Consideracoes iniciais

Os aspectos da implementacao da andlise isogeométrica utilizando o método de
elemento de contorno sao apresentados neste capitulo. Os sdlidos utilizados neste tra-
balho sao representados por T-spline cujas T-malhas foram modeladas e exportadas do
CAD. A Secao 4.2 apresenta os médulos implementados, descrevendo as representagoes
da T-malha utilizada no médulo de extracao de Bézier, e da malha utilizada no médulo
de andlise. As funcionalidades de visualizacao do protétipo em MATLAB sao apre-
sentadas de forma bastante ilustrativa. Uma malha é obtida a partir da extragao
de elementos de Bézier da T-malha, e utilizada como modelo de analise, descrito na
Secao 4.3, o qual abrange os conceitos de malha e seus componentes, detalhando a
combinac¢ao de malhas, descontinuidades, exemplificando a prescricao das condicoes de
contorno a partir de fungoes e demonstrando a reordenagao e montagem do sistema
com exemplos praticos dos conceitos apresentados na Secao 2.3.1. Por fim, na Secao 4.4
sao apresentados os métodos de integracao numérica, baseados na regra quadratura de
Gauss, utilizados na resolucao da integral de contorno, numericamente, a parte mais
sensivel em um sistema de simulagao.

4.2 Descricao geral do arcabouco proposto

Neste trabalho os modelos utilizados foram representados por T-Splines, as quais
sao definidas a partir de uma T-malha e gerados com o auxilio do software CAD
Autodesk Fusion 360 [2] com uma licenca educacional. O CAD permite a cria¢ao e
edicao de formas modeladas por T-Splines e a exportacao dos modelos para um arquivo
texto em um formato TSM (T-spline Mesh). A fim de obter o arquivo TSM no Fusion
360, foi implementado um plugin utilizando a API em C++ no CAD, que permite que o
usuario selecione o modelo T-spline a ser exportado para um arquivo TSM, para o qual
utiliza-se 0 método TSplineBody: :saveAsTSMFile (std::string &filename).

O arquivo TSM contém uma descricao textual da T-malha, que a especifica por
meio de rotulos em cada linha informando as faces, arestas, vincos, vértices, semi-
arestas, grupos de pontos de tangéncia e outros. A Figura 4.1 ilustra a topologia do
modelo geométrico de uma T-malha com representagao dos seus componentes.

29
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Figura 4.1: Modelo geométrico da T-malha.

O modelo utilizado para representacao da T-malha conta com uma estrutura de
dados baseada em semi-arestas, similar ao apresentado por Wang [47]. A estrutura
¢ uma B-Rep (em inglés Boundary Representation) e consiste em uma hierarquia de
componentes topoldgicos. Na implementacao em C++, uma T-spline é representada
pela classe TSP1ine, conforme diagrama de classes da Figura 4.2. A classe TSP1line
contém uma lista de faces (TFace), uma lista de vértices (Tvertex), uma lista de
arestas (TEdge) e uma lista de semi-arestas (THalfEdge). A classe TEdge representa
as arestas, as quais possuem os dois vértices da T-malha que nela incidem, duas semi-
arestas (em sentidos opostos), e podem ser de vinco. Um objeto da classe TFace
representa uma face, a qual possui uma semi-aresta que pertence ao tnico lago de
semi-arestas que a descreve. Uma semi-aresta, representada por um objeto da classe
THalfEdge conhece seu vértice de origem, sua aresta, e sua face, além da relagao
com outras semi-arestas: a proxima e a anterior do lago a qual ela pertence, e a
oposta de sua aresta. Uma semi-aresta do lado externo de uma aresta de borda nao
contém face associada. Os vértices, representados pela classe TVertex, possuem uma
semi-aresta, representando uma das semi-arestas que partem daquele vértice. As semi-
arestas podem indicar o tipo de vértice de origem, se é um canto ou uma T-juncao, na
face incidente. Ha ainda o conceito de L-juncao, o qual define os vértices dos cantos
das T-malhas abertas.

Tal modelo de representagao da T-malha foi utilizado na implementacao do
modulo responsavel pela extracao dos retalhos de Bézier, na qual utilizou-se a lingua-
gem C++. O modulo toma como entrada um arquivo no formato TSM — exportado
pelo plugin implementado no Fusion —, cria a representagao da T-malha conforme as
classes apresentadas, extrai os elementos de Bézier e gera como saida um outro ar-
quivo, com extensao .be, contendo a malha de andlise, que sera utilizada como modelo
de analise Secao 4.3. A descricao da solucao implementada para extragao dos elementos
de Bézier foi apresentada na Secao 3.3.

Além da questao topoldgica, a implementacao requer, da representacao adotada
para a T-malha, informagoes de intervalos de nds, os quais, na estrutura, sao associ-
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TVertex
TFace +controlPoint : Vector4
TSpline * +irstHalfEdge : THalfEdge
+firstHalfEdge : THalfEdge +typeVertex : int
+faces:TFace[]
+vertices: TVertex(] THalfEdge
TEdoe +edges: TEdgel] +next : THalfEdge
+halfEdges: THalfEdge :
+halfEdgel : THalfEdge 9 gel @ +previous : THalfEdge
+halfEdge2 : THalfEdge +opposite : THalfEdge
+length : double +edge : TEdge

+vertex : TVertex
+face : TFace

Figura 4.2: Diagrama de classes C++.

ados a cada aresta, além dos pontos de controle, relacionados com cada vértice. A
estrutura ainda foi complementada com uma série de consultas que permitem realizar
as operagoes topoldgicas necessarias para a implementacao da solugao, como exemplo,
criar as extensoes de face a partir das T-jungoes, verificar se uma face estd em uma
regiao 2-anel de um vértice, e outras.

O moédulo de extragao implementado em C++ é uma das possibilidades para
a geracao do arquivo do modelo de analise. Outras formas sao possiveis, desde que
fornecam a malha de anédlise descrita através de um arquivo com extensao .be, cuja
descricao é apresentada no Apéndice A. O arquivo contém as informacoes necessarias
para determinacao da superficie dos elementos que representam o modelo, as quais,
para cada elemento sao: o conjunto de pontos de controle e as respectivas funcoes
de forma. O arquivo contém ainda a lista de pontos de colocacao necessarios para o
método empregado na analise.

A malha de andlise, ou apenas malha, contém uma colecao de nds e uma colecao
de elementos. Um elemento ¢é representado por uma lista de indices para os nés que nele
influenciam e por uma matriz de extracao de Bézier C, a partir da qual determina-
se suas funcoes de forma. A malha nao fornece informacoes sobre conectividade ou
vizinhanga entre os elementos, no entanto, os nés da malha sao compartilhados entre
os elementos, possibilitando identificar nés com elementos em comum, assim como
elementos com nés em comum. Um né é um ponto de controle da T-spline, entao
cada né representa uma posicao no R? e possui um ponto de colocacdo, o qual foi
determinado durante o processamento do vértice da T-malha relacionado com aquele
ponto de controle. Um né de borda ¢é originado de um ponto de controle associado a
um vértice de borda na T-malha.

Um protétipo do solucionador da anélise isogeométrica foi implementado em MA-
TLAB, e toma como entrada uma malha em um arquivo .be. O protétipo disponibiliza
recursos de interface grafica para visualizacao da malha através dos elementos, nds,
pontos de colocacao, inclusive permitindo operacoes de movimentacao de nés ou de ele-
mentos. A Figura 4.3 apresenta em (a) as arestas que delimitam os elementos (cinza),
os nés (azul) e os pontos de colocagao (vermelho). Em (b) o elemento selecionado em
destaque (azul) foi movimentado na diregdo do eixo z, assim como o né selecionado
(vermelho) na direcao do eixo y. A selecao de elementos e nd é realizada de forma
iterativa com a utilizacao do mouse ou por linha de comando através de fungoes. Ha
fungoes também para alterar as cores dos componentes, além de ocultar/mostrar tais
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componentes como nos, arestas dos elementos, pontos de colocacao e outros. A inter-
face contém um icone que denota orientacao dos eixos do sistema global, apresentado
por um cubo no canto esquerdo inferior da janela, no qual as cores RGB, em portugues,
vermelho, verde e azul, das faces indicam os eixos x, y e z, respectivamente, e a face
preenchida indica o sentido positivo do eixo, enquanto a face com um ”X”indica o
sentido oposto.

Figura 4.3: Protétipo: componentes visuais. (a) Arestas em cinza escuro indicam os limites de cada
elemento, nés (pontos de controle) em azul e pontos de colocagdo em vermelho. (b) O elemento
selecionado em azul foi movido de acordo com o vetor (0,0,2), o ponto de controle selecionado em
vermelho foi movido de acordo com o vetor (0,3,0).

A renderizagao da malha ocorre individualmente para cada um de seus elemen-
tos da seguinte forma: um tesselador avalia as coordenadas globais da superficie para
alguns pontos paramétricos do elemento dados por uma grade, a partir dos quais sao
criados os triangulos que serao renderizados. O protétipo permite determinar o refina-
mento da grade alterando a suavidade na renderizagao.

Uma vez a malha carregada, o protétipo permite a prescricao de condicoes de
contorno no modelo, necessarias para a montagem e solucao do sistema. A prescricao
das condicoes de contorno é realizada sobre um conjunto de elementos por meio de
funcoes das coordenadas do dominio paramétrico dos elementos representando valores
na superficie, comentado com mais detalhes na Secao 4.3. Ao selecionar os elementos,
determina-se a superficie na qual sera aplicada a condi¢ao de contorno (que deve in-
cluir todos elementos de uma regiao delimitada por arestas de vinco), entao define-se
os graus de liberdade (z,y,2) e a fungao que define a condi¢ao de contorno. Um sistema
¢ montado e solucionado pelo método dos minimos quadrados, cujo resultado sao os
valores nodais referentes ao conjunto de elementos selecionados. Trés fungoes foram
implementadas: constante ou uniforme, linear que resulta em uma variacao fixa entre
dois valores em uma diregao, e bilinear que é a aplicacao linear em ambas as direcoes.
A condicao de contorno também pode ser prescrita com base na normal da superficie
selecionada e uma escala. E ainda para forca de superficie foi implementada a aplicacao
de torque, que resulta na precrigao de forgas tangenciais a um eixo de rotacao determi-
nado. A aplicagao valida as condigoes de contorno prescritas considerando as regioes do
no, verificando se hé conflitos de valores diferentes prescritos, e garantindo o requisito
do método dos elementos de contorno, uma incégnita por grau de liberdade por né.

O protoétipo fornece a visualizagao de vetores que podem representar as condigoes
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de contorno prescritas, utilizadas para a montagem do sistema, assim como os vetores
normais a superficie, através da interpolacao dos respectivos valores nodais em cada
elemento. A Figura 4.4(a) ilustra os vetores normais a superficie (em angulos diferen-
tes) e um conjunto de elementos selecionados em azul, juntamente com todos os nés
que os influenciam. Em (b) os elementos selecionados em (a) foram ocultados com o
objetivo de visualizar os vetores (laranja) que representam o deslocamento prescrito
nos elementos da face interna do cilindro vazado.

(b)
Figura 4.4: Protétipo: Vetores. (a) Vetores normais & superficie, e conjunto de elementos selecio-

nados em azul, juntamento com todos os nés que neles influenciam. (b) Elementos ocultados para
visualizacao dos vetores (laranja).

Prescritas as condigoes de contorno no modelo, é realizada a montagem do sis-
tema do método de analise. Para a resolucao do sistema é necessario a especificagao do
material do objeto representado pela malha, o qual é definido pelo médulo de Young e
coeficiente de Poisson. Apds a resolucao do sistema, a solucao é atribuida para os valo-
res nodais dos elementos. Os resultados da andlise podem ser visualizados por vetores,
ou através da renderizacao com um mapa de cores e uma barra de cores representando
qualquer combinacgao dos componentes dos valores nodais de deslocamento ou forca de
superficie dos nés da malha. A Figura 4.5 apresenta a malha deformada, com mapa de
cores referente ao componente y do deslocamento. A malha original nao deformada é
mantida em cinza claro semi-transparente. O valor do componente y do deslocamento é
pequeno comparado a dimensao do cubo, o que dificulta a visualizacao da deformacao.
Para possibilitar um destaque visual na deformacao, o protétipo dispoe de uma escala
a ser aplicada nos componentes da deformacao, assim como ocorreu na imagem. Todas
as imagens ilustradas no Capitulo 5 foram geradas por tal protétipo.

Conforme apresentado, o protétipo em MATLAB tem por objetivo a visualizagao
e validagao numérica dos resultados da simulagao, sem se preocupar com o desempenho
do sistema. No entanto, considerando que em um sistema de simulacao, o desempenho
¢ um fator de suma importancia, o modulo de anélise similar ao implementado em MA-
TLAB foi implementado em C++ com objetivo de avaliar o desempenho do método
de andlise em uma linguagem apropriada para esse fim. A implementacao do soluci-
onador em C++ contempla apenas resultados numéricos, e consiste na montagem e
solucao do sistema, a partir de informagoes importadas de um arquivo. Em MATLAB,
foi implementada uma funcao que cria este arquivo contendo a descricao da malha de
analise, com nés e elementos, os pontos de colocagao, o material, além das condicoes
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Figura 4.5: O mapa de cores da malha deformada com escala representa a coordenada y do deslo-
camento. Em cinza claro semi-transparente estd a malha original ndo deformada. Os vetores na cor
laranja indicam a forca de superficie prescrita.

de contorno prescritas através da aplicacao.

O diagrama de classes da Figura 4.6 foi utilizado em MATLAB para imple-
mentacao das classes referente a representacao de uma malha. Um objeto da classe
Mesh é uma malha, e contém uma lista de elementos (Element) e uma lista de nds
(Nodes). A classe Element representa um elemento e possui uma lista de nés os
quais nele influenciam, e consequentemente uma lista de funcoes de forma, objeto
da classe (ShapeFunction). Os elementos de Bézier sdo representados pela classe
derivada BezierElement, a qual possui como funcao de forma um objeto da classe
BezierShapeFunction, contendo o grau da superficie e a matriz de extracao de Bezier
do elemento. A classe Node representa um né, e armazena uma posi¢ao no espaco tridi-
mensional e um ponto de colocacao, o qual pode conter varias amostras, uma em cada
elemento com uma posi¢ao paramétrica local, todas representando a mesma posicao
espacial na superficie. Um né também armazena sua multiplicidade. Os valores nodais
de deslocamento e forca de superficie sao armazenados nos atributos "u”e ”t”, e a
quantidade de valores de ”t”, é indicada pela multiplicidade. O atributo ”dofs” contém
os graus de liberdade para cada nd, o que significa qual o valor nodal incégnito para
cada coordenada (z, y, z) do né.

O trecho de codigo em MATLAB a seguir ilustra os comandos necessarios para
a execucao da analise numérica implementada referente ao exemplo do cilindro vazado
do Capitulo 5. No cédigo, a linha 1 refere-se ao carregamento da malha a partir do
arquivo .be. Na sequencia, linha 2, a interface grafica do protétipo é criada, permitindo
a visualizacao e interacao com a malha. As linhas 4-6 representam a prescricao das
condicoes de contorno, selecionando os elementos, definindo a condicdo de contorno
sobre os trés componentes do deslocamento como um fator aplicado a normal a su-
perficie, finalizando com a retirada da selecao de elementos. Na linha 8 o material é
definido, para ser utilizado na execucao da andlise numérica nas linhas 10 e 11. Neste
exemplo a visualizacao dos resultados é feita por mapa de cores. A linha 13 indica o
fator de escala da deformacao, na linha 14 é definido o componente x do deslocamento
como escalar para o mapa de cores, o qual é habilitado nas linhas 15 e 16 juntamente
com a barra de cores.
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Mesh

+nodes: Nodes[]
+elements: Elements][]

Nodes Element

+position: Vector4 +nodes: NodesJ]

+dofs: Matrix +shapeFunction: ShapeFunction
+multiplicity: int ]

+u: Vector3 -
+t: Vector3][] ShapeFunction

+loadPoint: LoadPoint

LoadPoint BezierShapeFunction
BezierElement
+elements: Element[] +degree: int
+localPosition: Vector2[] +C: Matrix

Figura 4.6: Diagrama de classes MATLAB.
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malha = readMesh('..\CilindroVazado.be');
mi = MeshInterface (malha);

mi.selectElements ([1:160]);
mi.makeConstraint ('xyz', -0.1, 'direction', 'normal');

mi.deselectAllElements;

material = Material (1e5,0);
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solver = ElastostaticSolver (malha,material);
solver.execute () ;
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i .deformMesh (5) ;
i.setScalar('u', 'x');
i .showColorMap;

i .showColorbar;

== e
(>RGN
3 3 3
PP P

4.3 Modelo de analise

Uma malha pode ser definida através da combinacao de duas outras ja especifica-
das, permitindo a construcao de malhas mais complexas a partir daquelas mais simples.
Um exemplo simples é a defini¢do de um cubo combinando seis malhas (duas a duas)
de superficies planares e quadradas, cada uma equivalente a uma face. Ha duas formas
de combinacao de malhas: adicao de componentes ou colagem.

Na adicao de componentes, os nés e elementos das duas malhas combinadas sao
concatenados na malha resultante. A quantidade de nds e de elementos da malha
resultante é igual a soma das respectivas quantidades das malhas combinadas. Na
colagem, duas malhas sao combinadas fundindo, em um unico nd, os ndés de borda
que coincidem na mesma posicao espacial, respeitando um critério de aproximacao
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(por questdao de numérica). Os elementos de ambas as malhas sdo concatenados e
adicionados na malha resultante, considerando os ajustes de indices dos nés unificados.
O ntmero de elementos da malha resultante ¢ igual a soma dos elementos das malhas
combinadas, no entanto, o nimero de nés da malha resultante é menor comparado a
soma dos nés das malhas combinadas, devido tal procedimento.

Note que, na combinagao por adicao de componentes, os elementos da malha
resultante nao compartilham nés oriundos de malhas diferentes. Ja na colagem, ele-
mentos originais de uma malha podem passar a compartilhar nés com elementos de
outra malha.

A Figura 4.7(a) mostra uma combinacao entre trés malhas — o vao entre elas
é apenas ilustrativo demonstrando que sao malhas distintas — evidenciando em cada
uma delas um elemento e seus respectivos nés. Em (b) é dado o exemplo da combinagao
por colagem, com os nés agrupados (pretos). Em (c) é apresentado a combinagao por
adicao de componentes, na qual os nés de borda possuem a mesma posi¢ao. Na imagem,
tais nés foram levemente deslocados a fim de demonstrar a replicacao.

(a) (b) ()

Figura 4.7: Combinagao entre malhas. (a) sdo trés malhas que se tocam nas bordas — o vao entre
elas é apenas ilustrativo demonstrando que sao malhas distintas — evidenciando em cada uma delas
um elemento e seus respectivos nés. (b) exemplifica a combinagao por colagem, com os nés agrupados
(pretos). Em (c) é apresentada a combinagao por adi¢ao de componentes, com nds de borda na mesma
posicao — foram levemente deslocados para demonstrar a replicagao.

Para que uma superficie composta por mais de uma malha esteja livre de frestas,
mesmo quando deformada, é necessario que a sequencia de nds seja coincidente em toda
borda em comum nas malhas combinadas. Ao se utilizar a combinacao, assume-se que
tal requisito é satisfeito, pois nenhuma validagao foi implementada para combinacao.

As combinacoes entre malhas geram descontinuidades geométricas entre as su-
perficies de cada malha, comportamento semelhante a insercao de uma aresta de vinco
na juncao. Na Figura 4.7(b) os nds unidos (pretos) asseguram uma continuidade de
superficie entre os elementos em destaque, porém ha uma descontinuidade geométrica
entre tais elementos. Nesse caso sao utilizados os nés multiplos, Se¢ao 2.3.1.

A forma de representar as descontinuidades geométricas é através do conceito de
elementos descontinuos, Secao 2.3.1. Neste modelo hd nés que ocupam uma mesma
posi¢cao no espaco, no entanto cada um deles possui uma normal de superficie, per-
mitindo assim que forca de superficie diferentes sejam aplicadas independentemente



CAPITULO 4. ARCABOUCO PROPOSTO 67

em cada noé. Tal representacao ocorre quando utiliza-se a combinacao por adi¢ao de
componentes. Vale observar que caso os valores de deslocamentos destes nés sejam
diferentes, a superficie pode conter frestas.

Por fim, além da descontinuidade geométrica ha ainda a descontinuidade de forca
de superficie, a qual pode ocorrer mesmo em regioes geometricamente continuas. Assim,
em um mesmo lugar geométrico ha dois valores diferentes de tragoes, nesse caso, devido
a aplicagao de uma condi¢ao de contorno, e nao a uma descontinuidade geométrica.
No modelo proposto neste trabalho, esta situacao é possivel apenas se houver uma
aresta de vinco entre tais elementos, e isso deve ser definido na modelagem do sélido,
antecipadamente a extragao dos elementos de Bézier.

Na malha, cada né possui um ponto de colocagao associado, pois o nimero de
pontos de colocacao deve ser igual ao nimero de nés. Um ponto de colocacao pode
conter mais de uma amostra, cada qual com sua coordenada do dominio paramétrico de
um elemento, sendo que todas representam a mesma localizacao na superficie, conforme
Secao 3.3.3. Quando ha uma combinacao de malhas por colagem, nés sao eliminados
devido a operagao de uniao, e o numero de pontos de colocacao passa a ser maior que
o nimero de nés. A proposta para solucionar o problema é simples, quando um né é
eliminado, o ponto de colocagao associado também ¢é eliminado. Portanto, tanto na
colagem quanto na adi¢ao de componentes, os pontos de colocacao da malha combinada
sao todos aqueles associados aos nos resultantes nela.

Dois pontos de colocacao nao podem estar em uma mesma posicao na superficie,
entao ao replicar os nds, e consequentemente, os pontos de colocacao, deve-se garantir
que estes nao ocupam a mesma posicao. Isso so seria possivel na combinagao por adi¢ao
de componentes, se os pontos de colocacao estivessem localizados na borda que sera
combinada. Na literatura, esse problema é tratado aplicando um deslocamento cons-
tante para o interior da malha, no caso de NURBS, (veja [5]). No entanto, a estratégia
de geracao dos pontos de colocagao utilizada neste trabalho, com base em coordenadas
de Greville, proposta por Scott [35], cria os pontos afastados das descontinuidades,
referentes as bordas, evitando o problema.

A utilizacao de cada uma das formas de combinacao entre malhas resulta em
diferentes pontos de colocagao, inclusive a ordem de combinacao das malhas podem
alterar a lista final de tais pontos. Além disso, a configuracao de pontos de colocacao
gerada a partir de uma malha tnica, pode ser ainda diferente. No entanto, o resultado
da analise deve ser o mesmo, considerando apenas o erro devido a precisao numérica.

A Figura 4.8 apresenta uma comparagao entre trés formas de representar uma
malha de um cubo de 150 elementos: (a) combinagao por colagem (alguns pontos de
colocagao sao eliminados), (b) combinagao por adigdo (todos os pontos de colocagao
originais das malhas sao utilizados) e (¢) malha tinica. O elemento em destaque na cor
azul visa ilustrar a diferenca entre seus pontos de controle em cada malha. Nota-se
uma diferenca nos pontos de controle no caso da malha tnica, em que nao ha pontos
de tangéncia na regiao associada a vizinhanca 1-anel de um vértice extraordinario da
T-malha.

Os conceitos de nés multiplos e elementos descontinuos podem ser utilizados
concomitantemente em uma mesma malha, combinada por colagem e/ou adi¢ao de
componentes. Entretanto, as descontinuidades geométricas criadas devido as arestas
de vinco na malha sao tratadas apenas com nés multiplos.
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(a) : (b) : (c)
Figura 4.8: Pontos de colocagdo na combinacao de malhas. (a) combinacdo por colagem (alguns

pontos de colocagao s@o eliminados), (b) combinagéo por adigdo (todos os pontos de colocagao das
malhas originais sdo utilizados) e (¢) tnica malha.

Aplicagao das condigoes de contorno

A aplicacao das condicées de contorno no método dos elementos de contorno
resume-se a prescricao de deslocamentos u ou forgas de superficie t em uma regiao
da superficie. Tais valores devem ser representados por valores nodais em cada né
que influencia naquela superficie, por grau de liberdade, Secao 2.3.1, de forma que em
cada n6 contenha apenas um valor incégnito, o qual sera determinado via resolucao do
sistema. A Figura 4.9 mostra os valores nodais de deslocamento e forca de superficie
de nds multiplos, em (a) e (b), e de nds com multiplicidade tnica, em (c) a (e).

Figura 4.9: Valores nodais de deslocamento e for¢a de superficie. Nés multiplos, em (a) e (b), e nés
com multiplicidade tnica, em (c¢) a (e). Elementos descontinuos em (d) e (e).

Ainda considerando a Figura 4.9 (a) e (d), em que sdo destacados nds posicio-
nados no canto do objeto, trés exemplos de prescricao de condicao de contorno sao
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expostos. No primeiro, considere que forgas de superficie {tq, to, t3} sdo prescritas nas
trés regioes do nd, e a incégnita é o deslocamento u. Ambos os conceitos apresenta-
dos permitem tal simula¢ao, porém o resultado com nés multiplos, em (a), é tnico, e
com elementos descontinuos, em (d), sdo 3 incgnitas das quais espera-se, do resultado
do sistema, valores iguais, para que nao ocorram frestas na superficie. No segundo
exemplo, suponha que o deslocamento u é prescrito, restando ao sistema determinar
os valores dos trés valores de forgas de superficies {t1,t2,t3}. Nesse caso, a unica al-
ternativa é a utilizacao de elementos descontinuos com a mesma condicao de contorno
prescrita, (d). Como terceiro exemplo, imagine que a for¢a de superficie t; de uma
regiao do no é incognita, e as demais forcas de superficie t, e t3 e o deslocamento u
sao prescritos. Nesse caso, ndés multiplos sao essenciais para a solucao do problema.

Na literatura, os exemplos encontrados nos resultados dos trabalhos envolvendo
analise isogeométrica utilizando MEC utilizam geometrias simples, com poucos deta-
lhes sobre descontinuidade e composi¢cao de geometrias e com condigoes de contorno
homogéneas, determinadas diretamente no valor de néds especificos, como em Beer [7]
e em Scott [35].

Neste trabalho as condigoes de contorno sao definidas para uma por¢ao da su-
perficie relativa a um conjunto de um ou mais elementos, o que significa condicoes
prescritas para todos os nés que influenciam aqueles elementos. Os valores prescritos
para a superficie devem ser transportados para os valores nodais, que, em condicoes
homogeéneas, é feito com atribuicao direta. Sao consideradas condigoes de contorno
homogéneas aquelas na qual os valores nodais prescritos sao constantes para todos os
nos do conjunto de elementos, seja para deslocamento ou forca de superficie, em cada
um de seus componentes.

Uma forma dinamica para prescrever condi¢oes de contorno heterogéneas através
de fungoes foi implementada neste trabalho. Tais fun¢des determinam os valores a
serem prescritos em uma parte da superficie definida por um conjunto de elementos.
Entretanto, a atribuicao aos valores nodais, que influenciam em tais elementos, a partir
dos valores prescritos por uma fungao nao é direta. Seja f(£!€%) : R? — R a fungao
que prescreve um componente de uma condi¢ao de contorno na superficie I'* do e-ésimo
elemento, e b um vetor contendo n, amostras de valores de f avaliados em coordenadas
do dominio paramétrico [—1, 1], entdo um sistema é definido como

Ax =D, (4.1)

em que A é uma matriz de ordem n, x n¢, em que cada linha é composta pela ava-
liacao das n® funcgoes de forma do elemento nas respectivas coordenadas paramétricas
utilizadas para a determinacao das amostras. O vetor x contém os n¢ valores nodais
do elemento relativos a condicao de contorno prescrita, com os quais deve-se garantir
avaliacoes em I'® resultando em valores mais proximos possiveis daqueles amostrados
pela funcao f. O sistema Equagao (4.1) é montado tal que n, > n®, portanto com mais
equacgoes que incégnitas, sendo a solucao dada no sentido dos minimos quadrados. Note
que x e b foram considerados como vetores devido a condigao de contorno ser aplicada
sobre apenas um componente do né. Caso a condicao de contorno prescrita por uma
funcao implique em ¢ graus de liberdade, utilizam-se matrizes com ¢ colunas para x e
b, e a solucao ¢é obtida em um unico sistema.

Quando a porcao da superficie, na qual sera aplicada uma condicao de contorno,
engloba um conjunto de n. elementos, contendo diversos nés em comum, o sistema ¢é
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construido a fim de determinar, simultaneamente, os valores nodais de todos elementos
do conjunto. A matriz A, nesse caso, armazena valores de avaliacoes das funcoes de
forma de todos elementos do conjunto, no entanto, em cada linha apenas as fungoes de
forma relativas ao elemento da amostra sao nao nulas, tornando tal matriz esparsa. O
nimero de linhas das matrizes A e b sao iguais ao ntimero total de amostras, n. x n%,
e o numero de colunas de A é definido pela dimensao do conjunto obtido da uniao
dos nés que influenciam nos n. elementos. Uma mapa relaciona os indices globais das
funcoes de forma com os indices das colunas de A.

A Figura 4.10 apresenta em destaque parte de uma superficie com n, = 2 ele-
mentos: I'* UT'*2. Os nds (pontos pretos) que influenciam cada elemento sao aqueles
pertencentes ao retangulo tracejado na mesma cor da superficie do elemento. Os va-
lores nodais x; foram distribuidos na imagem de acordo com as coordenadas espaciais
dos pontos de controles de cada elemento. As n, = 36 amostras (pontos vermelhos)
distribuidas em forma de grade no dominio paramétrico sao utilizadas pela funcao
f(€',€?) para avaliagao na superficie de cada elemento (pontos verdes), totalizando 72
amostras. B importante ressaltar que a amostragem regular no dominio paramétrico
nao garante a regularidade espacial das amostras na superficie.

A Equagao (4.2) representa o sistema da Equacao (4.1) referente ao exemplo ilus-
trada na Figura 4.10. O numero resultante da uniao das fungoes de forma de e; e e
¢ 20, enumeradas de 0 a 19. O termo A(7,j) = N;(&/,€7) é o valor da j-ésima fungao
de forma avaliada na i-ésima coordenada paramétrica das amostras (£},£?), em que,
0<7j<19e0<i<71 O termo b(i) = f(&,£?) é valor da i-ésima amostra. Um va-
lor nulo na posi¢ao A(i,j) indica que a i-ésima amostra nao pertence ao elemento que
contém a j-ésima funcao de forma. Por exemplo, a fun¢ao de forma N, nao influencia
no elemento ey, portanto naquela coluna, nas linhas referentes as amostras de e;, os
valores sao iguais a zero.

NS ONO N9 N9 0 N9 ONO NO ... 07 |%o| T[]
N, N N N 0 N N N - oo ||m| |n
NE NP NP NS 0 NP NS NS 0 [0 b
0 NP NS NS NE 0 NS NS NE| L = be| . (42)
0 NFONF ONT NI 0 NT N o NE| |||t
: : : : : f f DT x7 f
0 NPO NP NP NP 0 N NP o NEU| | b
| O N171 N271 Ngl Ngl 0 Ngl N771 N1791_ T10 | b7 |

A solugao do sistema da Equagao (4.2) determina os valores nodais referentes as
condicoes de contorno prescritas na superficie dos dois elementos. No entanto, este
é um exemplo meramente ilustrativo, pois tais valores nodais podem influenciar em
outros elementos caso a superficie nao seja delimitada por arestas de vinco.

A proposta de prescricao das condigoes de contorno sobre uma regiao definida por
um conjunto de elementos é justificada prevendo uma extensao deste trabalho para si-
mulagoes considerando problemas de contato. A utilizagao da operacao de refinamento
da superficie, a qual produz melhores resultados nos casos de superficies representas
por T-spline comparados a NURBS, é capaz de produzir elementos menores, os quais
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Figura 4.10: Exemplo de prescricao de condicao de contorno determinada por uma funcao em uma
porgao da superficie definida pelos elementos e; e es. Os retangulos tracejados relacionam os nés com
os elementos.

representaria um contato, definindo regioes mais detalhadas, sobre as quais sao espe-
cificadas as condigoes de contorno de forma mais controlada.

Para evitar a necessidade de prescrever condigoes de contorno para todos os ele-
mentos/nds da malha, um padrao com prescrigao de forga de superficie nula (t = 0) é
adotado para todos os graus de liberdade em todos os ndés sem condicao de contorno
prescrita.

Montagem do sistema

Apoés a prescricao das condigoes de contorno, um sistema deve ser solucionado
para determinacao dos valores nodais incognitos, conforme apresentado na Segao 2.3.1.
A Figura 4.11 ilustra um exemplo hipotético de uma malha utilizado para demonstragao
da montagem do sistema. Sao dois elementos e; e ey, cada um composto por dois
nos, tal que N = {N7,Na} e N2 = {N,, N3}, totalizando trés nds (em preto,
rotulados como N7, Ny e N3) e trés pontos fonte (em azul). Os valores nodais u e t
incégnitos (ou prescritos U e t) sdo apresentados, na imagem, por grau de liberdade
(z,y,z), com niumero subscrito indicando o indice global do deslocamento ou forga de
superficie, respectivamente. O né AN, apresenta uma descontinuidade geométrica, o
qual foi representado por um né multiplo, my = 2, portanto duas forcas de superficie,
uma referente a cada regiao de elemento, e um deslocamento estao contidos neste no.
Apesar disso, note que apenas uma incognita por grau de liberdade é encontrada em
cada né. Os nés N; e N3 possuem multiplicidade tinica.

O primeiro passo para montagem do sistema é a computagao das matrizes de
influéncia H e G. O nimero de deslocamentos de nés n,, = 3 e forcas de superficies
n; = 4 do modelo, indicam que a matriz quadrada H possui ordem 3n, =9, ¢ G ¢é de
ordem 3n, x 3n; = 9 x 12. A divergéncia entre a ordem das matrizes é devido o nd
multiplo. A Equagao (4.3) ilustra a montagem do sistema HU = GT para o seguinte
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x  ponto fonte
@® 1n6s dos elementos
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(ay, uy, ui)
(1, 11, 7) (t5, 15, 13)

(t5, 13, 13)

(5, 10, 15) I
1 73
(ug, g, up) (a3, uy, u3)

Figura 4.11: Exemplo hipotético de uma malha contendo 3 nds e 2 elementos, usado como demons-
tragao para a montagem do sistema.
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Ambas as matriz H e G sao compostas por submatrizes de ordem 3 x 3. Cada grupo de
3 linhas (1 x3—2,ix3—1, i x 3) sdo relativas ao ponto fonte s;. De forma similar, cada
grupo de 3 colunas (kx3—2,kx3—1, kx3) é relativo & um valor nodal do né N; (veja
mais adiante). O resultado da integracdo entre s; sobre o e-ésimo elemento sao duas
submatrizes matrizes H{ e G¢, ambas de ordem 3 x 3n¢, (n® = |[N¢|). Tais submatrizes
sao adicionadas as matrizes H e G, respectivamente, nas linhas referentes a s; e nas
colunas determinadas pelo mapeamento dos n® indices globais dos nds incidentes no
elemento e, conforme k = A¢(j) e k = Af(j). Na matriz H, o mapeamento é direto, pois
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o numero de grupos de colunas é igual ao nimero total de nds, entretanto, na matriz
G, a multiplicidade my do né N, influencia no mapeamento dos indices das colunas,
assim, o N3 pode ser mapeado para msy indices diferentes dependendo da regiao na
qual o elemento e pertenca. Assim, os mapeamentos referentes a e; sao A (1) = 1,
AS(2) = 2, A7'(1) = 1 e A{'(2) = 2, enquanto os relacionados a ey sdo A2(1) = 2,
A2(2) =3, Ai2(1) =3 e A2(2) = 4.

A seguir é apresentado um trecho de cédigo da implementacao do prototipo em
MATLAB responséavel por computar as matrizes H e G, em que nn é o ntiimero de nés,
e consequentemente pontos fonte, e ne é o nimero de elementos. A linha 4 do cédigo
realiza o mapeamento de cada ponto fonte com as linhas das matrizes. A linha 10
do codigo calcula as submatrizes H; e G}, comentadas anteriormente, além do termo
livre representado pela varidavel ce, conforme apresentado na Secao 4.4. Os n° indices
globais das colunas das matrizes de influéncia sao computados na linha 9, conforme
AS(i) e Af(7), os quais podem idénticos na auséncia de nds miltiplos. As atribuicoes
das linhas 11, 12 e 13 acumulam tais resultados nas matrizes H e G representadas
respectivamente pelas variaveis H e G, assim como a variavel c representando o termo
livre do ponto fonte corrente. Tal termo deve ser adicionado na matriz H, e para isso
¢ multiplicado pelas fungoes de forma (linha 16) resultando em uma matriz de ordem
3 x 3n®, em que n® é o numero de nés do elemento que contém o ponto fonte s. Este
mesmo elemento é utilizado para o mapeamento dos indices das colunas de H, definido
na linha 17 do cédigo.

1 for 1 = 1l:nn

2 c = zeros(3,3);

3 pontoFonte = pontosFonte (i);

4 linhas = i*[1 2 3];

6 [pos, N] = calculaPos (pontoFonte);

7 for e = 1l:ne

8 elemento = elementos (e);

9 [hColunas, gColunas] = mapaColunas (elemento);
10 [ce, h, g] = calculaHG (pontoFonte, pos, elemento);
11 H(linhas, hColunas) = H(linhas, hColunas) + h;
12 G(linhas, gColunas) = G(linhas, gColunas) + g;
13 c =c + ce;

14 end

15

16 c = kron(N', c);

17 cColunas = mapaColunas (pontoFonte.elemento);

18 H(linhas, cColunas) = this.H(linhas, cColunas) + c;
19 end

Uma vez definidas as matrizes H e G, e os vetores U e T, uma reorganizagao é
necessdria para a montagem do sistema, de acordo com a descrigao da Secao 2.3.3. As
matrizes e vetores do exemplo acima, reorganizados, formam um sistema HU=GT
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apresentado como
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Na Equagao (4.4), as colunas ou linhas reorganizadas estdo em destaque, deixando
evidente, por exemplo, as incégnitas dos valores nodais, ilustradas na Figura 4.11, em
um mesmo vetor. O sistema a ser solucionado é Ax = b, em que, A = H, b = GT
e x = U. Com a solucdo do sistema obtém-se os 9 valores incégnitos do exemplo
apresentado.

4.4 Integracao numérica

As integrais da Equagao (2.34), do método dos elementos de contorno, descrita na
Secao 2.3.1 sao resolvidas sobre cada elemento através de quadratura Gaussiana. Para
facilitar a utilizacao desta técnica de integracao, o dominio paramétrico do elemento foi
considerado como [—1, 1], o mesmo utilizado na definigdo dos polinomios de Bernstein,
de acordo com a Equagao (3.3). Mais especificamente, a integracao tem por objetivo
computar as matrizes de influéncia, descritas nas Equacoes (2.36) e (2.37), as quais
considerando o dominio paramétrico definido para o elemento, tornam-se

He(s,x) = /_1 /_1 T*(s,x) S°(&)dx, e (4.5)
G (s,x) = / [ U si(ex (4.6)

A aproximacao das integrais das Equagoes (2.36) e (2.37) usando o método de
quadratura de Gauss para o e-ésimo elemento consiste em uma soma dos resultados
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do termo da integral avaliada sobre um conjunto G¢ de pontos de Gauss no elemento,
tal que o p-ésimo ponto G; € G° possui uma coordenada do dominio paramétrico
(&-&2) € ([-1,1],[-1,1]) avaliada como x°(G¢) pertencente a I'*, ponderados pelos
respectivos fatores wge € R, pré-computados. O conjunto de pontos avaliados sao
os pontos {x°(G7),x(G5),...,x(Gjg)} pertencentes a I'*. O ndmero de pontos de
Gauss |G¢| depende da precisao requisitada no protétipo, quanto maior, mais preciso
é o resultado, e é definido, no caso de uma superficie, pelo produto entre o niimero de
pontos em cada direcao paramétrica. Assim, as matrizes H® e G podem ser rescritas
como
[
= T*(s,x(G5))wg: J* S°(Gy), e (4.7)
p=1
Ig°|
Ge(s) = 3 U (5. x(G5) wig; J° S°(G5). (4.8)
p=1
em que X°(G;) é um ponto em I'*, e S°(G;) = [S7(G5) S5(Gy) - .. S5e(G,)] sdo as fungoes
de forma do elemento, avaliados a partir das coordenadas paramétricas do p-ésimo
ponto de Gauss. J® = [n(Gy)| é o jacobiano referente a mudanca de varidvel de inte-
gragao.
Similarmente as Equagoes (4.7) e (4.8), o termo livre definido pela Equagao (2.39)
pode ser calculado utilizando o método de quadratura de Gauss como

1B| 199

==Y ) T(s,x(G5))wgg J°. (4.9)

e=1 p=1

Os termos das solugoes fundamentais U* ou T* tendem a infinito quando a
distancia 7 = [s — x(Gy)|, se aproxima de zero, caracterizando uma integral singular,
que pode ser de singularidade fraca (%) ou singularidade forte (r%), respectivamente.
Conforme comentado na Se¢ao 2.3.1, apds aplicacao do truque do movimento de corpo
rigido, o do termo T* pode ser tratado com singularidade fraca, e avaliado da mesma

forma que o termo U”.

As integrais foram classificadas em:

e regular (nao singular): quando s estd distante do elemento integrado;
e quase singular: quando s estd proximo ao elemento integrado;

e singular: quando s pertence ao elemento integrado.

A avaliacao das integrais regulares pode ser feitas diretamente aplicando a regra da
quadratura Gaussiana a partir das Equagoes (4.6) e (4.8). No entanto, os casos de
integral quase singular e singular merecem um tratamento especial e algumas técnicas
sao utilizadas em conjunto com tal método.

4.4.1 Integral quase singular

Na integracao quase singular, o ponto fonte s esta proximo ao elemento sendo
integrado. Scott [35] ndo faz um tratamento diferenciado para este caso, e resolve
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da mesma forma que a integral regular. Utiliza, para ambos os casos, um ntmero
alto de pontos de Gauss para minimizar o erro. Beer [5] propoe uma estratégia de
subdivisao do elemento em regioes usando um esquema de subdivisao denominado
com o termo em inglés quadtree, de forma que regioes mais proximas do ponto fonte
sao mais subdivididas, o consequentemente conterd mais pontos de Gauss.

Neste trabalho, a subdivisao do elemento em regioes — definida por uma porgao
retangular do dominio paramétrico do elemento — foi implementada baseada na pro-
posta de Beer, a qual é realizada sobre NURBS e fundada sobre o dominio paramétrico.
Na proposta, a subdivisao é embasada em uma relagao entre a menor distancia pa-
ramétrica do s ao elemento e dimensao paramétrica do elemento. Porém, é importante
ressaltar que a distancia r = ||s — x/|| envolvida nos termos das solugdes fundamentais
considera pontos no espaco global, sem relacao com distancias no dominio paramétrico.
Além disso, como aqui os elementos (de Bézier) sao tratados de forma independentes,
a proximidade de um s a um elemento sé pode ser feita em coordenadas globais.

O esquema inicia considerando, para o e-ésimo elemento, |[R¢| = 1, em que R é
seu conjunto de regides. Entao, segue com a determinagao da razao de aspecto R/L,
associada a cada direcao paramétrica, em que R é a menor distancia entre o ponto
fonte s e a superficie da regiao do elemento, valor calculado através de um algoritmo
iterativo (ver [5]) e adaptado para elementos de Bézier, e L é o comprimento médio das
duas bordas da superficie do elemento em cada dire¢do (Lg1 e Lg2). O comprimento
da borda da superficie de um elemento pode ser por uma integral que na pratica é
aproximada pela soma de pequenas seguimentos definidos por pontos avaliados sobre
a borda, quanto maior o nimero de pontos mais preciso é o resultado.

Uma vez definida a razao de aspecto R/L¢1 para r-ésima regiao, a quantidade de
pontos de Gauss |QT’51| a ser utilizado na regiao na direcao &' é extraida a partir de
uma tabela de relacao que vincula intervalos de tal valor com a quantidade de pontos.
Caso o resultado da tabela seja maior que o valor padrao previamente definido, entao
a regiao deve ser dividida ao meio na direcao £!, caso contrério, yg’“él\ pontos de Gauss
sao utilizados na regidao na direcao £!. O procedimento similar ocorre com a direcao
€% e o conjunto de pontos de Gauss para a regidao ¢ G” obtido pelo produto cartesiano
entre G™¢' e Gré”. Assim, uma regiao pode ser mantida ou subdividida, em 2 ou em 4
regioes, até que o nivel maximo de subdivisao seja atingido.

O parametro que define a classificagao da integral como regular ou quase singular
¢ a distancia R > 0 (se R = 0 a integral ¢ singular). Uma vez estabelecidos a tabela
de relacao e o valor padrao da quantidade de pontos de Gauss, o procedimento de
subdivisao é generalizado, tornando o processo de subdivisao apto para atender ambos
0S €asos.

A Figura 4.12 ilustra um ponto fonte s, trés elementos e, e; € e3 e 0os pontos de
Gauss avaliados na superficie de cada elemento. O elemento e; é integrado de forma
regular, com |R¢| = 1, enquanto ey é subdividido um tnico nivel (|R?| = 4), e e3 em
4 niveis (|R®| = 11), ambos representando integrais quase singulares. Para elemento
ez nota-se um nuimero maior de pontos de Gauss comparado a e; e ey, com maior
concentracao nas regioes mais proximas ao ponto fonte s.

A r-ésima regiao R resultantes da subdivisao do e-ésimo elemento ¢ definida
por um par de coordenadas paramétricas no dominio [—1,1]. O conjunto de pontos
de Gauss G", obtidos em coordenadas locais da regiao, devem ser mapeados para as
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ponto fonte
avaliagao dos pontos de gauss

X

Figura 4.12: Integracao regular/quase singular para o ponto fonte s. Elemento e; integrado de forma
regular, sem subdivisoes. Elemento e e e3 integrados com subdivisao de regioes, quase singulares.

coordenadas do dominio do elemento. Tal transformacao implica em um jacobiano, o
qual para a r-ésima regiao é calculado como

AI*A2
JRT: £ 3
4 Y

em que Ag é o comprimento paramétrico R, em &', e Az é o similar em 2. Quando
|R¢| =1 entao J*1 = 1.

Assim, nas Equagoes (4.7) e (4.8), o somatério do e-ésimo elemento é substituido
pelo somatdério das |R¢| regides do elemento

IR°| 1G]

He(s) =) > T*(s,x(G)))wg: J°T* 8°(Gy), e (4.10)
I;e\ Tg:\

G(s) = > > U*(s,x(Gy))wgs J*T* S(G)). (4.11)

r=1 p=1

De forma similar, o mesmo conceito é aplicado na Equacao (4.9), para a deter-
minag¢ao do termo livre como

1Bl 1G°|
C(s) = =) > T*(s,x(G5))wgs JT*. (4.12)

e=1 p=1

4.4.2 Integral singular

A integracao singular ocorre quando o ponto fonte s estd na superficie do ele-
mento sendo integrado, e é dividida em singularidade fraca ou singularidade forte. No
entanto, conforme ja comentado, o tratamento da singularidade fraca serd suficiente
para avaliacao das integrais singulares do problema.
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4.4.3 Integral singular fraca

A integral singular fraca é devida ao termo (1/r) da solugdo fundamental u*,
na Equacdo (2.37). Na literatura, a solugdo usualmente aplicada é a subdivisao do
elemento em regioes triangulares, cuja a ideia ¢ realizar a integracao em um sistema
de coordenadas local na qual o jacobiano tende a zero ao se aproximar do ponto de
singularidade (ponto fonte). Scott [35] utiliza um sistema de coordenadas polares
centrado no ponto fonte, o qual divide o elemento em até 4 sub-elementos triangulares
integrados de forma regular através de quadratura de Gauss. Beer [5] adota uma
proposta semelhante, cujo objetivo é criar um sistema de coordenadas local (n',n?),
dividir o elemento em regioes triangulares utilizando os cantos como vértices e tratar
cada uma com integracao regular por meio da quadratura de Gauss. Beer aplica esta
solugao sobre NURBS, e neste trabalho, para aplicacao sobre elementos de Bézier,
algumas adaptacoes sao consideradas.

O dominio paramétrico de uma r-ésima regiao triangular R,, assim como con-
siderado no elemento, é [—1,1], portanto, um ponto z € R? com coordenadas locais
(n',n?) de R, é representado em coordenadas locais do elemento (£!,£?) da seguinte

forma:
3

& =>"filn"n)g

=1
; (4.13)

&= fm' g,
i=1
em que, (£},£?) sao as coordenadas locais dos trés vértices z;i = 1,2,3 que definem
R, dos quais z3 é o vértice referente ao ponto fonte s, onde a singularidade ocorre, e
71 e Zy sao dois vértices consecutivos do elemento, entao os valores das coordenadas de
71 € Zo sempre serao 1 ou —1. As funcgoes de forma f;7=1,2,3 de R sao

(' n®) = }1(1 +0') (1 =),
faln' 1) = 0+ )1+ ), (4.14)
Fol' o) = 51 =)

A Figura 4.13 apresenta a subdivisao da regiao de um elemento em 4 triangulos,
situacao que ocorre quando s é interno ao elemento. Se s estiver em um dos cantos do
elemento a subdivisao resulta em 2 triangulos, e se s pertencer a borda do elemento,
sao 3 triangulos.

As derivadas das transformacoes sd@o expressas como:

ot 8fz n 77 s 8f@ n', 77
ont Z ont z; &
, 5 L ) ! (4.15)
o6 - ofintn?) 0§? 812 n', n

8772 - Z 8772 gz 87,] - ; 2’

i=1
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x  ponto fonte
x avaliacao dos pontos de gauss

—
—_
=Y

Figura 4.13: Mapeamento do sistema de coordenadas de um elemento com o sistema de coordenadas
da regiao triangular. Ambos os dominios paramétricos sao [—1, 1].

em que, as derivadas das fungoes de forma sao descritas por

ofitn',n?) _ 1 2 ofitnt,n*) 1 |
3f2(7717772) 1 2 8]02(771,772) 1 1
e S D S R A 4.1
) L) S _laeg) @
Ofs(m',n?) _ 1 Ofs(n’sn*) _
ont 2 on? '

O conjunto de pontos de Gauss G", obtidos em coordenadas locais de R do e-
ésimo elemento, devem ser mapeados para as coordenadas do dominio do elemento.
O jacobiano resultante da transformacao do ponto de Gauss dado pelas coordenadas
(', n?) em R, é
_ agl 352 852 851
Contom? Onlon?’

e tende a zero quando x°(¢',€%) se aproxima do ponto fonte s, o qual, em R,, é
representado por zs.

JRr

Os tipos dos triangulos formados com a subdivisao do elemento influenciam na
precisao dos resultados da integracao. Nos experimentos deste trabalho observou-se
tal fenomeno de forma mais acentuada em triangulos pontiagudos, os quais ocorrem
quando s esta proximo a borda do elemento. A Figura 4.14 ilustra em (a) a subdivisao
de um elemento em triangulos, e em (b) a distribuigdo dos pontos de Gauss (5 em cada
direc@o) sobre o triangulo em destaque simulando o ponto fonte cada vez mais préximo
da borda. Tal aproximacao implica em pontos de Gauss também mais proximos ao
ponto fonte, causando uma singularidade, o que leva a imprecisao numérica nos resul-
tados da integracao.

Beer [5] comenta que a razao de aspecto, que no caso de NURBS é calculada sobre
o elemento, e consequentemente, impacta na forma dos triangulos gerados, possui uma
influéncia significativa nos erros de integracao, e sugere, sem detalhes, que elementos
com razao de aspecto ruins devem ser subdivididos. Tal proposta pode amenizar a
razao de aspecto do elemento, no entanto nao garante um formato satisfatério para os
triangulos gerados.
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(a) (b)
Figura 4.14: Simulac¢do ponto fonte s préximo a borda. (a) A regido do elemento é subdividida em

4 triangulos, a partir de s (azul). (b) Quanto mais préximo da borda estd s, mais pontiagudo serd o
tridngulo em destaque, e mais préximo de s estao os pontos de Gauss.

Na Secao 4.4.4 é apresentada uma proposta de subdivisao em triangulos e regioes
retangulares a fim de melhorar a precisao numérica da integracao singular.

De forma idéntica com o que ocorre no processo de subdivisao em regioes na inte-
gragao regular, considerando R¢ como o conjunto de regides triangulares do e-ésimo ele-
mento, as mesmas Equagoes (4.10) e (4.11), referentes as matrizes de influéncia H(s)
e G°(s), respectivamente, assim como a Equagao (4.12) que trata do termo livre, sao
usadas para o caso de integracao singular.

4.4.4 Comparacao e proposta de subdivisao em tridngulos

Na Segao 4.4.3 ficou evidente que a precisao numérica da integracao estd direta-
mente relacionada com o tipo dos triangulos gerados com a subdivisao do elemento.
Com o objetivo de quantificar triangulos para relacionar com uma precisao foi estabe-
lecida uma medida denominada v que é a altura do menor triangulo da subdivisao com
base na borda do elemento, ou seja, a menor distancia entre o ponto fonte singular e
as bordas do elemento (veja a Figura 4.13).

A Figura 4.15 ilustra em (a) os 4 triangulos obtidos pela subdivisdo a partir de
um ponto fonte, com destaque para o menor triangulo, o qual foi utilizado para analise
da precisao numérica. Foram considerados um conjunto de pontos fonte localizados
a uma distancia v = [0,1] da borda do elemento, e consequentemente um conjunto
de triangulos. O resultado com menor precisao numérica obtida dentre tais pontos
fonte é plotada no grafico (curva em azul) relacionada com ~, apresentado em (b).
Nos experimentos deste trabalho, a andlise da precisao numérica da integracao foi
realizada sobre o termo livre C(s), pois conforme a Equacao (2.28), quando o ponto
fonte s pertence a uma regiao suave da superficie o valor do termo livre é definido

1

matricialmente por C(s) = 51, em que I é a matriz identidade de ordem 3. Assim, foi
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considerado um ponto fonte com tais caracteristicas, e o valor utilizado como precisao
numérica foi o maior valor absoluto da matriz resultante de C(s) — 31I.

0L~ § |
0,010203040506 070809 1

— (b) g
e
N
e
[y § 00005 00% 0045

(c) 7
(a)

Figura 4.15: Comparagao da precisao numeérica da integracao singular relativa a distancia v do ponto
fonte s & borda. (a) Menor tridngulo, dentre os 4 da subdivisao, considerando . (b) e (c¢) grafico da
precisao numérica alcangada com método de Beer [5] (em azul) e método proposto (em vermelho).

Uma proposta de subdivisao é apresentada neste trabalho com o objetivo de evitar
triangulos com razao de aspecto que afetem a precisao dos resultados da integracao.
Durante os experimentos, foram simulados pontos fonte em intervalos de 0,005 de
distancia da borda, a fim de uma comparagao entre ambos os métodos. A Figura 4.15(c)
mostra a precisao do resultado relacionado a v com mais detalhes para v proximo de
zero (s proximo da borda), sendo que o menor valor do experimento foi v = 0,005, no
qual a precisao alcancada foi de 16,367 no método de Beer e 0,131 na nova proposta
(curva em vermelho). A comparagao de precisdo entre os dois métodos é mostrada na
Tabela 4.1, cujas colunas representam os valores de v na qual a precisao é alterada. A
subdivisao proposta neste trabalho atinge precisao < 1072 para v > 0, 040, no entanto,
no método de Beer os experimentos mostraram tal precisao apenas numa pequena
regiao central do elemento.

ol >098 | >09 | >0.145 | >0.040 | > 0.010 | > 0.005
Proposta | <107 | <107 | <1073 | <1072 | <107 | 0.131
Beer 5] | <102 | <101 | <10 | <10 | <10 | 16.367

Tabela 4.1: Precisao dos resultados por método de acordo com os valores 7.

Os resultados apresentados foram extraidos da integracao singular de um ele-
mento localizado em uma regiao plana da superficie. No entanto, outros experimentos
foram realizados com elementos deformados em regioes continuas, e os resultados foram
no maximo uma casa decimal a menos na precisao, o que ainda demonstra uma grande
vantagem sobre o método de Beer.
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A ideia principal da proposta de subdivisao é, em um primeiro passo, subdividir
o elemento em regices quadrangulares, e em um segundo passo, subdividir a regiao que
contém o ponto fonte em triangulos. No terceiro passo, as demais regioes retangulares
sao analisadas e podem ser subdivididas em outras regides retangulares de acordo com
o algoritmo utilizado para integragdo quase singular/regular descrito na Segao 4.4.1.

A Figura 4.16 apresenta dois exemplos da subdivisao proposta. A primeira coluna
ilustra o elemento subdividido em triangulos do modo de Beer, a segunda coluna apre-
senta a subdivisao em regioes retangulares. Na terceira coluna, é mostrado o resultado
da subdivisao em triangulos (linhas tracejadas pretas) e subdivisdo em regides (linhas
tracejadas vermelhas). Em (a) é ilustrado um ponto fonte no interior do elemento, e
em (b) um ponto fonte na borda do elemento. Quando o ponto fonte estd em um canto
do elemento, a unica regiao é subdividida em dois triangulos, conforme apresentado
em (c).

Ainda na Figura 4.16 o termo d indica a menor distancia paramétrica, maior que
zero, do ponto fonte a borda do elemento. Uma regiao principal é criada de forma que
suas bordas sao equidistantes d do ponto fonte, exceto quando o ponto fonte pertence
a borda do elemento, a qual limita a regiao. As demais regides sao consequéncia da
continuagao dos seguimentos utilizados para delimitar a regiao principal. A subdivisao
da regido principal em triangulos utiliza a abordagem descrita em Beer [5] comentada
anteriormente, centrada no ponto fonte. A distancia do ponto fonte até a borda do
elemento é a mesma, no entanto, o formato dos triangulos gerados mudou, e é o mesmo
para todos os triangulos ao redor no ponto, gerando pontos de Gauss de forma simétrica.

Uma vez determinadas as regides, o nimero de ponto de Gauss por regiao é
proporcional ao nimero de ponto de Gauss estabelecido para o elemento, de acordo
com a dimensao da regiao. O ntmero de pontos de Gauss da regiao principal é aplicado
para cada triangulo.

4.5 Consideracoes finais

Este capitulo abordou algumas particularidades de implementacao e do fluxo do
processo de andlise, desde a modelagem do sélido utilizando o Autodesk Fusion 360,
passando pela extragao de Bézier (implementado em C++) até a andlise numérica
(implementacao em MATLAB). Esta etapa envolve importagao e criagao da malha,
prescri¢ao das condigoes de contorno, execucao da analise e visualizagao dos resultados.
As funcionalidades do protétipo foram descritas de forma ilustrativa. Dois exemplos
expoem a prescricao das condig¢oes de contorno a partir de funcgoes, e a reordenacao e
montagem do sistema linear. Por fim, foram descritos os métodos responsaveis pela in-
tegracao numérica utilizando a regra de quadratura de Gauss, os quais sao diretamente
associados com a precisao numérica do sistema.
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Figura 4.16: Proposta de subdivisao em triangulos e regioes. Coluna da esquerda: subdivisao conforme

Beer. Colunas central e direita: nova proposta de subdivisao.



Capitulo 5

Resultados

5.1 Consideracoes iniciais

Este capitulo visa exemplificar resultados graficos e numéricos da andlise iso-
geométrica com método dos elementos de contorno de sélidos representados por um
conjunto de retalhos de Bézier, além de ilustrar as funcionalidades implementadas na
aplicacao.

A modelagem geométrica dos objetos utilizados nos experimentos foram gerados
no software CAD Autodesk Fusion 360 [2] com uma licen¢a educacional. No CAD,
as formas sao modeladas por T-splines com funcoes de base biciibicas e exportadas
para um arquivo no formato TSM, como descrito no Capitulo 4. A anélise numérica
com o MEC ¢ realizada sobre um conjunto de retalhos de Bézier, cuja extracao a
partir de T-splines foi discutida na Secao 3.3. No entanto, tais elementos de Bézier
podem ser oriundos de outras representacoes, como por exemplo NURBS e superficies
de subdivisao, desde que as informacoes estejam contidas corretamente no arquivo .be,
cuja descricao é apresentada no Apéndice A.

Os resultados estao organizados em dois conjuntos. No primeiro, sao utilizados
modelos geométricos simples, no entanto comuns em diversas aplicacoes praticas, com
o objetivo de demonstrar funcionalidades da analise implementada na aplicacao pro-
posta. O foco é testar e validar a corretude da anélise isogeométrica (cilindro vazado
submetido & pressao interna) e demonstrar diferentes condigoes de contorno e verificar
o desempenho do sistema (cubos com resolugoes variadas). O segundo conjunto visa
modelos geométricos mais robustos, com T-malhas contendo T-juncgoes, nés extraor-
dinarios e arestas de vinco.

Todas as medidas de comprimento sao consideradas em uma unidade de compri-
mento qualquer, bem como as medidas de massa e tempo, e sao tomadas em unidades
arbitrarias, u.c., u.m., u.t., respectivamente. Os modelos para os experimentos apresen-
tados neste capitulo estao descritos na tabela Tabela 5.1, contendo informagoes sobre
o numero de elementos e niimero de pontos de controle de suas respectivas malhas.

84
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Tabela 5.1: Modelos utilizados para apresentacao dos resultados.

Modelo # Elementos | # P. Controle
Cilindro vazado 480 680
Cubo (5) 150 200
Viga biengastada 224 268
Mola 448 634
Tubo 682 728
Chapa com furos 876 1108
Bloco com pressao interna 572 574

5.2 Cilindro vazado

No exemplo do cilindro vazado, uma forca de superficie é prescrita na face interna
do cilindro representando uma pressao interna. O objetivo da utilizagao deste modelo
é verificar a corretude e a precisao do método implementado a partir de uma solucao
exata, para pressao constante, em termos de deslocamentos, dada por

uo(r) = %Tgpi? {(1—y)r+7"3(1—+”>}, (5.1)

r

em que u, ¢ a solucao exata do deslocamento radial para o raio r, p é a forca de
superficie aplicada na face interna do cilindro, r. e r; sao os raios externos e internos
do cilindro, ' é o moédulo de Young e v o coeficiente de Poisson. O eixo de orientacao
do cilindro ¢é o eixo z e passa pela origem, e a simulagao da pressao consiste em aplicar
uma condigao de contorno que representa um deslocamento na face interna do cilindro
na diregao do vetor normal a superficie n, conforme a Figura 5.1 (a).

E =10°
v=20 u=—0.1n

p=0

_
(a) (b) ()

Figura 5.1: Cilindro vazado. (a) Especificacdo das condigbes de contorno. (b) Vetores indicando o
deslocamento aplicado na face interna do cilindro (parte da face externa foi ocultada para permitir a
visualizacao dos vetores). (¢) pontos de amostra para avaliacao da solugdo exata.

A comparacao do deslocamento radial v = [|u||, resultado da simulagao, com
solucao exata u, ocorreu a partir de uma amostra de 20 pontos radiais igualmente
espacados, distribuidos entre a face interna e a face externa na direcao z, conforme
ilustrados em azul na Figura 5.1 (¢). O deslocamento em pontos internos ao corpo é
calculado de acordo com a Equagao (2.42) a partir dos valores, de deslocamento e forca

de superficie, determinados no contorno do objeto. O erro maximo calculado, |“=*|,
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considerando os 20 pontos de amostra, foi de 8.47527%. A Figura 5.2 apresenta em (a)
os elementos, pontos de controle (em azul) e pontos de coloca¢ao (em vermelho) do
modelo, em (b) o mapa de cores com escala representada pelo componente z do deslo-
camento e em (c) o cilindro deformado parcialmente oculto para permitir a comparagao
da deformacao e da configuracao original em cinza claro semi-transparente.

R\ - ’ 0.1
7 0.08
0.06
0.04
0.02
0.02
0.04
0.06
-0.08
0.1

() (b) (c)
Figura 5.2: Cilindro vazado componentes e deformacao. (a) Os elementos, pontos de controle (azuis)

e ponto de colocagdo (vermelhos). (b) Mapa de cores com escala representada pelo componente z do
deslocamento. (b) Cilindro deformado parcialmente oculto e configuracao original em cinza claro.

=)

5.3 Cubos

O cubo ¢ utilizado como exemplo visando validar diferentes condigoes de con-
torno e eficiencia. A Figura 5.3(a) apresenta um cubo com comprimento de 10 u.c.
modelado a partir de uma combinacao por colagem de seis malhas representando as
faces, alinhadas com os eixos do sistema global de coordenadas. Conforme comentado
na Secao 4.3, tal combinagao assegura uma continuidade de superficie, e gera uma
descontinuidade geométrica nas arestas do cubo. O material é definido com médulo
de Young e coeficiente de Poisson nos valores de 10% u.c./(u.m X u.t.?) e 0.3, respecti-
vamente. As condi¢oes de contorno representam uma restrigdo de movimento em uma
face e uma forga de superficie na direcao da normal na face oposta, esta representada
pelos vetores na cor laranja. O resultado da andlise é ilustrado na Figura 5.3 em (b),
(c), (d) e (e), através de mapas de cores representando os componentes xz, y, e z do
deslocamento e forga de superficie total (||t||), respectivamente.

Considerando a configuracao da simulagao, incluindo especificacao do material e
das condig¢oes de contorno, o maior deslocamento, obtido na face na qual foi prescrita
a forca de superficie, foi no componente = na ordem de 107°. Tal deslocamento nao é
suficiente para apreciagao visual da deformagao. Portanto, uma escala de deformacao
(200) é aplicada com o objetivo de demonstrar o efeito que as condigbes de contorno
prescritas causam no objeto, e o resultado é mostrado na Figura 5.4. O objeto na
forma original é renderizado com transparéncia, a fim de facilitar a visualizagao da
deformacao. Além disso, os vetores referentes a forca de superficie sao ilustrados na
cor laranja.

As condigoes prescritas para o modelo do cubo podem ser aplicadas em qualquer
uma das trés modelagens mencionadas, no entanto, ha simulacoes que requerem uma
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E =10°

v=20.3 = . .
c)

d) : )

Figura 5.3: Cubo com condigoes de contorno aplicadas (a) e mapa de cores representando componente
x do deslocamento (b), componente y do deslocamento (c), componente z do deslocamento (d) e forga
de superficie total (||t||) (e).

modelagem especifica da malha. A combinagao por colagem e a malha tnica geram
nés multiplos nas descontinuidades geométricas, o que incluem as emendas (colagens).
No exemplo a seguir, as condi¢oes de contorno prescritas para o cubo inviabilizam a
utilizagao de nés multiplos, entdo apenas a combinacao por adi¢ao (nds replicados na
mesma posigao, cada um deles com valores nodais de deslocamento e forca de superficie)
permite que tal configuragao seja simulada. A Figura 5.5 ilustra em (a) um cubo com
condigoes de contorno prescritas que representam duas faces adjacentes restritas de
movimento e uma terceira face adjacente com forca de superficie. No ponto do canto,
em destaque, ha trés valores desconhecidos, sendo um deles o deslocamento u referente
a face superior. Apesar de desconhecido, nas duas bordas superiores referente as faces

Figura 5.4: Cubo original em cinza claro semi-transparente. Cubo deformado (com escala de 200) em
cinza escuro. Vetores referentes a forga de superficie.
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restringidas de movimento, o deslocamento deve ser nulo, e caso nao fosse causaria
um vao entre as faces na superficie. A Figura 5.6 apresenta o cubo deformado com
mapa de cores representado pelo deslocamento total, além dos vetores na cor laranja
indicando forga de superficie, podendo-se notar o deslocamento nulo ao longo das duas
bordas superiores restritas de movimento.

(a) ' (c)
Figura 5.5: Cubo modelado com combinagdo de malhas. (a) Condigdes de contorno prescritas. (b)

Mapa de cores representando a forga de superficie total. (¢) Mapa de cores representando o desloca-
mento total.

O cubo modelado com malha tnica é utilizado para avaliar o desempenho do
método. Os tempos de processamento foram avaliados durante a montagem do sistema
(matrizes G e H) com aplicacdo das condigoes de contorno, tarefa com maior demanda
computacional, e resolucao do sistema, na implementacao em C++. A Tabela 5.2
apresenta 6 cubos modelados com um nimero diferente de elementos tal que o Cubo-
n possui n? elementos por face. Para cada modelo sdao especificados o nimero de
elementos, o nimero de pontos de controle (nés), uma média aproximada de pontos de
Gauss utilizados para integracao referente a cada ponto fonte, o tempo de montagem
e tempo de resolucao do sistema.

Tabela 5.2: Avaliacdo de desempenho da montagem e resolugdo do sistema.

Modelo | # elem. | # nds | Montagem (ms) | Resolugao (ms)
Cubo-3 o4 96 33 1
Cubo-5 150 200 262 19
Cubo-7 294 392 921 101
Cubo-9 486 632 2433 283
Cubo-11 726 920 5275 660
Cubo-13 1014 | 1256 10108 1345
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Figura 5.6: Cubo original na cor cinza claro, e cubo deformado com mapa de cores representando o
deslocamento total. Os vetores na cor laranja indicam a forca de superficie.

5.4 Viga biengastada

A Figura 5.7 apresenta uma viga com condi¢oes de contorno prescritas repre-
sentando uma restricao de deslocamento nas extremidades e uma forca de superficie
na face superior. Porém, a for¢a de superficie prescrita possui 4 valores diferentes ao
longo da face superior, e a solugao foi modelar a viga contendo 3 arestas de vinco nesta
face, permitindo descontinuidades de for¢a de superficie. O resultado da simulacao
é mostrado na Figura 5.8 com o mapa de cor representado pelo componente z do
deslocamento.

t = (0,0, -2)
= (0,0,—4)

Figura 5.7: Viga com condig¢des de contorno prescritas. As arestas na cor preta indicam a arestas de
vinco (descontinuidade de forca de superficie).



CAPITULO 5. RESULTADOS 90

Figura 5.8: Viga original na cor cinza claro, e viga deformada com mapa de cores representado pelo
componente z do deslocamento.

5.5 Mola

A mola foi construida a partir de uma secao transversal quadrada resultando em
arestas de vinco, conforme apresentada na Figura 5.9. As condic¢oes de contorno essen-
ciais foram prescritas nas extremidades da mola, e condi¢oes de contorno naturais no
restante do modelo. O material utilizado ¢ definido com médulo de Young e coeficiente
de Poisson nos valores de 210° e 0, respectivamente. A Figura 5.9 ilustra em (a) as
especificagoes da mola e as condicoes de contorno com destaque nos vetores na cor
laranja indicando o deslocamento prescrito na extremidade superior da mola, e em (b)
o mapa de cores representando o componente z do deslocamento.

u

ie)

o

a) b)
Figura 5.9: Mola. (a) Especificagbes da mola espiral, aplicagao das condigdes de contorno com destaque
nos vetores de forca de superficie da extremidade. (b) Mapa de cores representando o componente z
do deslocamento.

A Figura 5.10 demonstra o resultado da simulacao por meio de uma deformacao
com escala de 1.2. A configuragao original do modelo esta na cor cinza semi-transparente
e a configuracao deformada em azul.
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Figura 5.10: Mola espiral deformada com escala de deformacao variando de 0 a 1.2. A configuragao
original estd em cinza semi-transparente e a configuragao deformada em azul.

5.6 Tubo

Tubo foi o nome dado ao modelo resultante da uniao entre dois cilindros vaza-
dos. Em sua modelagem foram utilizados todos os recursos da T-malha implementados
na extracao de retalhos de Bézier, sendo eles, arestas com vinco, nés extraordinarios
(com suavizagao) e jungoes T. O material utilizado é definido com médulo de Young
e coeficiente de Poisson nos valores 210° e 0.3, respectivamente. A Figura 5.11(a) de-
monstra as condigoes de contorno essenciais e naturais prescritas para o modelo. A
aplicacao de uma forga de superficie que representa um torque em uma regiao sé foi
permitida pois tal regiao é delimitada por arestas de vinco, em que ha uma descon-
tinuidade geométrica. Ainda na Figura 5.11(a) destaca-se os vetores tangentes, que
sao perpendiculares ao vetor normal da superficie e ao eixo de rotacao do torque, que
passa pelo cetro do tubo na dire¢do do eixo z. Em (b) e (c) sdo ilustrados os tubos
com mapa de cores representando o deslocamento total (||u||), e o componente y da
forca de superficie, respectivamente.

Na Figura 5.12 é possivel visualizar, em trés posigoes diferentes o tubo deformado
na cor azul sobreposto com a configuracao original em cinza semi-transparente. A escala
de deformacao utilizada foi 120.
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Figura 5.11: Tubo. (a) Especificagées do tubo, com destaque aos vetores de forga de superficie
resultados da aplica¢ao do torque (q é o vetor tangente & superficie perpendicular ao eixo que define
o torque). (b) Mapa de cores do deslocamento total (||u||). (c) Mapa de cores representando o
componente y da forca de superficie.

upg' ﬂ?

Figura 5.12: Na cor azul, o tubo deformado com uma escala de deformagao 120, e na cor cinza
semi-transparente a configuragao original.
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5.7 Chapa com furos

Visando complementar o exemplo do modelo do tubo, outra peca mecanica repre-
sentada por um modelo nao primitivo é apresentada. A chapa com furos é uma peca
quadrada, especa, com bordas arredondadas, contendo 5 furos de dimensoes iguais,
estes com arestas de vinco em suas bordas. As Figuras 5.13 (a) e (d) mostram duas
versoes de condicoes de contorno aplicadas ao mesmo modelo. Em ambas, os furos dos
cantos estao com restricao de movimento, no entanto, na primeira, um deslocamento
na direcao da normal é prescrito nos elementos das laterais do furo central, ja na se-
gunda, no furo central é aplicado um torque especificado por um eixo paralelo ao eixo
z que passa no centro do furo.

As Figuras 5.13 (b) e (c¢) sao resultados da simulacdo do modelo (a). Primeiro,
em (b) o mapa de cores representando o deslocamento radial ||(u,,u,)||, em que nota-se
o valor ||(ug,u,)|| = 1 na borda do furo central. Em (c), a deformacao, com escala 1
aplicada, estd em azul com omissao de superficie para evidencia-la e a configuragao
original em cinza claro semi-transparente.

As Figuras 5.13 (e) e (f) sao resultados da simulagao do modelo (d). Em (e) os
vetores em vermelho representam os deslocamentos, e em f) a deformagao com escala
de 100, sem a configuragao original, porém com as arestas dos elementos enfatizando
a torcao do furo central.
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f)

Figura 5.13: Chapa com Furos. (a) Deslocamento prescrito em dire¢do ao vetor normal da face interna
do furo central, representando uma pressao (vetores laranja). (b) Mapa de cores representando o
deslocamento radial ||(uz,uy)||. (c) Chapa deformada (azul). (d) Torque prescrito na face interna do
furo central, especificado por um eixo paralelo ao eixo z que passa no centro do furo (vetores laranja).
(e) Vetores do deslocamentos (vermelho). f) Deformagao (azul) e arestas dos elementos (cinza claro).
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5.8 Bloco com pressao interna

A Figura 5.14 ilustra um bloco contendo duas cavidades esféricas em seu inte-
rior. A condicao de contorno prescrita na superficie externa do bloco restringe de
deslocamento a face da extremidade esquerda, cuja as bordas sao arestas de vinco.
Na cavidade, central uma forca de superficie na direcao inversa a normal ¢é aplicada
representando uma pressao e na outra cavidade um deslocamento é aplicado. A forca
de superficie e o deslocamento prescritos estao ilustrados com vetores em destaque nas
cores vermelha e laranja, respectivamente.

Um refinamento foi realizado na regiao central das laterais da malha onde havera
a deformagao devido a pressao interna, conforme Figura 5.14(a).

E =108
v=_0

X

u = (0,0, —400)

t = —10°n

(a) (b)

Figura 5.14: Bloco com pressao interna. (a) Bloco com malha refinada na regiao da cavidade central.
(b) Condigoes de contorno prescritas na face da extremidade esquerda e nas cavidades internas (vetores
em vermelho e laranja).

A Figura 5.15 demonstra a deformacao no bloco, em que nota-se a expansao
da regido onde hé pressao interna. Em (a) e (b) o bloco deformado (com escala 30) é
ilustrado com mapas de cores com escalar representando a coordenada z e a coordenada
y do deslocamento, respectivamente.
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-0.03
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(a) (b)

Figura 5.15: Bloco deformado com mapa de cores representando a coordenada z do deslocamento, em
(a) e coordenada y do deslocamento, em (b).

5.9 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentados os resultados da analise isogeométrica com o
MEC. As imagens foram extraidas diretamente da aplicagao, demonstrando o méaximo
das funcionalidades implementadas. Os resultados numéricos da determinacao de des-
locamento interno no exemplo do cilindro vazado foram satisfatérios quando compa-
rados a solugao analitica. Um cubo foi utilizado como modelo padrao, com grau de
refinamento variado, para avaliar o desempenho do sistema. Os exemplos mais robus-
tos demonstraram a flexibilidade da aplicacao, principalmente quanto a prescri¢ao das
condicoes de contorno, simulando restricao, forca de superficie, pressao, torque, em
conjunto com a utilizagao de nés multiplos e elementos descontinuos, demonstrando a
utilizacao dos conceitos desenvolvidos durante o texto. Os resultados das simulagoes
dos exemplos foram apresentados através de mapas de cores, vetores, e deformacoes,
permitindo de forma clara a visualizacao dos efeitos da simulacao dos sélidos.



Capitulo 6

Conclusao

6.1 Discussao dos resultados

Neste trabalho foi desenvolvido um estudo sobre a aplicacao pratica do método
dos elementos de contorno a analise isogeométrica elastostatica de sélidos com vin-
cos. O propodsito nao foi apenas atestar a efetividade da analise isogeométrica com o
MEC, mas criar uma aplicagao pratica que seja adequada para a solucao de proble-
mas reais com modelos sujeitos a restricoes de movimento e carregamentos genéricos.
O estudo foi complementado com o desenvolvimento de um arcaboug¢o computacional
para IGA com o MEC. O médulo encarregado pela andlise numérica foi desenvolvido
para executar sobre um modelo de analise genérico, o qual pode ser definido indepen-
dente da representagao geométrica do sélido. Tal definicao foi feita por uma malha,
contendo elementos e nods, além do conjunto de pontos de colocagao, requeridos pelo
MEC. Neste trabalho, a superficie geométricas adotada para representagao dos sélidos
a serem analisados sao T-splines, devido suas vantagens sobre NURBS.

O moédulo de andlise proposto, descrito no Capitulo 2, permite a modelagem de
descontinuidades através de elementos descontinuos e nés multiplos. O emprego de nés
multiplos na IGA, nao foi encontrado nos trabalhos na literatura pesquisada, e trata-
se de uma aplicacao original. A multiplicidade de um né esta associada as regioes
de elementos, as quais sao parte da superficie delimitada por vincos. O modelo de
analise proposto considera tal representacao da descontinuidade, portanto, espera-se
que a geometria seja capaz de definir e fornecer as informacoes sobre as regides de
elementos e consequentemente, sobre vincos. As T-splines atendem estes requisitos,
e o modelo de analise correspondente foi obtido pelo processo de extracao de Bézier,
apresentado no Capitulo 3. O algoritmo implementado foi baseado na proposta de
Scott [36], no entanto, extensoes foram introduzidas para tratar arestas de vinco na
T-malha, e calcular pontos de colocagao para pontos de tangeéncia.

No Capitulo 4 foram descritos os médulos do arcabouco proposto. O médulo
de extracao de Bézier, implementado em C++, recebe como entrada um arquivo no
formato TSM do CAD, e o transforma em uma malha com elementos, nés, e pontos
de colocacao em um formato de arquivo proprio .be. No modulo de andlise, imple-
mentado MATLAB, o modelo é especificado a partir de um ou mais arquivos .be cada
um representando uma malha, as quais podem ser combinadas: por adi¢ao de com-
ponentes e/ou por colagem. A combinacao é uma alternativa para caracterizar uma

97



CAPITULO 6. CONCLUSAO 98

descontinuidade, além das arestas de vinco. A colagem gera nés miltiplos, enquanto
a adicao de componentes gera elementos descontinuos, os quais representam a unica
forma de modelar situagoes com mais de uma forca de superficie incégnita no né. Neste
capitulo, também foi abordado sobre a integracao numérica da equagao integral de con-
torno, procedimento essencial para o MEC, cuja solucao utiliza a regra de quadratura
de Gauss. Para a integracao regular e quasi-singular, um esquema de subdivisao adap-
tativa do elemento em regioes de integracao ¢é utilizado. Para integragao singular foi
proposto um esquema de subdivisao o qual obteve melhor precisao comparado com a
subdivisao em triangulos sugerida por Beer et al. [5]. O mddulo de anélise também
foi implementado em C++, a fim de avaliar o desempenho computacional do método,
o qual recebe como entrada a malha, o material e as condigoes de contorno prescritas
através da aplicacao em MATLAB, em um arquivo exportado pela prépria aplicacao
em MATLAB.

O prototipo, apresentado no Capitulo 4, abrange o médulo de andlise, e serve
como interface gréafica para a visualizacao do sdlido representado pelo modelo, tais
como seus componentes, vetores e mapa de cores referentes aos valores do problema
fisico. Todas as ilustracoes dos resultados do Capitulo 5 foram geradas com o prototipo,
o qual ainda possibilita a selecao iterativa de elementos com o propdsito de determinar
parte da superficie na qual serao aplicados carregamentos uniformemente distribuidos,
pressoes, e forcas decorrentes de torques, além de restrigoes de movimentos em graus de
liberdade especificos. Apesar das condicoes de contorno serem impostas na superficie,
estas necessitam ser transportadas para os nés do modelo (demonstrado no Capitulo 4),
os quais influenciam os elementos da selecao, atingindo também os demais elementos
influenciados por aquele né. Na literatura nao se encontrou essa flexibilidade, pois as
condicoes de contorno sao definidas arbitrariamente apenas para demonstracao das fun-
cionalidades, ou sao condicoes de contorno homogéneas, ou sao aplicadas diretamente
sobre os nés que estao na superficie. Ha ainda quem considera fungoes de interpolagao
especificas em diferentes elementos para prescrever as condigoes de contorno daquele
elemento, e note que a definicao de tais fungoes tem a mesma complexidade de se definir
os valores nodais diretamente.

Em virtude dos resultados obtidos, pode-se afirmar que todos os objetivos da tese
foram plenamente atingidos.

Na literatura pesquisada nao foi encontrada aplicacao disponivel com tais funcio-
nalidades, entao o protétipo desenvolvido neste trabalho ficara disponivel na Internet,
com o objetivo de auxiliar a evolucao da pesquisa na area. As funcionalidades desen-
volvidas sao consideradas um avanco mediante ao que foi encontrado na literatura, no
entanto, ainda assim hé vérias limitagoes que necessitam ser investigadas e dependem
de estudos futuros, como discutido a seguir.

6.2 Trabalhos futuros

e A equacao integral de contorno descrita na Capitulo 2 nao considera efeitos que
ocorrem no interior do dominio o que limita a andlise a problemas lineares e
dominios homogéneos. Esta restricao pode ser contornada com a consideracao das
forcas de volume, aquelas ocorridas no interior do dominio. Para consideracao de
forcas de volume constantes, como por exemplo a forca de gravidade, é adicionado
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a equacao integral de contorno (Equagao (2.29)) um termo com uma integral
sobre o dominio. Tal integral pode ser transformada em uma integral de contorno
usando o teorema de Green (veja [5]).

e O calculo dos valores de deslocamento no interior do dominio do sélido foi utili-
zado no cilindro vazado apresentado na Capitulo 5. No entanto, a visualizacao
de tais valores no interior do sélido s6 seria possivel através de uma superficie
obtida por um plano de corte. A determinacao de tal superficie envolve o cédlculo
de intersecao entre uma superficie T-spline, que representa o contorno do sélido
e o plano de corte, resultando em um poligono com valores nodais interpolados
a partir de valores do contorno. Entao, sobre a superficie do poligono uma ma-
lha triangular é gerada, cujos vértices (pontos internos ao sélido) sao avaliados
conforme a Segao 2.3.3, e interpolados para determinacao da grandeza nos de-
mais pontos daquela superficie necessarios para renderizacao (vetores e mapa de
cores).

e Procedimento para realizar refinamento dinamico na T-malha sobre parte da su-
perficie. Neste trabalho, os refinamentos, quando necessarios — como utilizado no
exemplo do bloco com pressao interna no Capitulo 5 — foram realizados durante
a modelagem diretamente no CAD. Tal operacao nao é simples, pode tornar a T-
malha nao adequada para anélise, e notou-se que em alguns casos o refinamento
local em uma face implica automaticamente no refinamento em outras faces vi-
zinhas. Um fator positivo é que a implementacao propria do extrator de Bézier
permitira que operagoes de refinamento sejam aplicadas diretamente na T-malha
em um processo anterior ao processo de extracao, utilizando o CAD apenas para
modelagem original. Alguns trabalhos que tratam os refinamentos locais utilizam
outros tipos de representacao, tais como, PHT-splines e LR-splines.

e Extensao do médulo de andlise para consideracao de solidos com materiais que
nao sao linearmente elasticos, os quais podem representar grandes deformacoes
e materiais plasticos (aqueles que absorvem permanentemente parte das de-
formagoes decorrentes das forcas sob as quais foram submetidos). Tal extensao,
permite incrementar o dominio de analise para outros problemas da mecanica do
continuo e inclui a resolucao de um sistema de equacoes nao lineares, reutilizando
grande parte do modelo de anélise aqui proposto.

e Extensao para problemas dinamicos, com ambiente multi-corpos em movimento
ocasionando contatos. Nesse caso o modelo de andlise deve considerar a equacao
integral de contorno construida a partir da equagao de movimento, a qual consi-
dera aceleracao, velocidade e possui integracao temporal. A malha de andlise deve
ser capaz de calcular a intersecao entre dois objetos, que normalmente ocorre em
duas fases, uma geral e outra exata, a qual é responsavel por determinar a regiao
de contato, sobre a qual deve-se aplicar forcas que impecam a interpenetracao dos
objetos. Conforme ja relatado anteriormente, a aplicagao de cargas em regioes
especificas pode necessitar de operacoes de refinamento local da superficie, o que
nao depende da malha de andlise mas sim da T-malha, ou seja, a geometria do
modelo também ¢ influenciada. No refinamento, mais pontos de controle devem
ser adicionados tal que a aplicacao de carga na regiao nao interfira em outras
parte da superficie.
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e Modulo de extracao de elementos de Bézier para outras representacoes, como
por exemplo superficies de subdivisao, a qual tem sido amplamente utilizada na
industria da animacao, para efeitos especiais e para entretenimento. A Pixar
langou um padrao denominado OpenSubdiv [33], o qual foi adotado por grandes
companhias, tal como a DreamWorks. Na pratica o médulo deve gerar o arquivo
no formato .be contendo os elementos, os nés, e os pontos de colocacao, conside-
rando as arestas de vinco da superficie, e determinando as regioes de elemento.



Apendice A
Formato .be

O arquivo .be contém informacoes dos elementos de Bézier que formam a superficie
do modelo, além dos pontos de colocacao utilizados para a andlise. Cada né possui
um identificador, contendo valores quaisquer de indices, desde que tnicos, além das
coordenadas espaciais. Cada elemento possui um identificador, um grau p (o mesmo
para ambas diregoes, normalmente 3 ou ctibico), uma lista de m indices de nds, uma
lista de m regides de elemento (1,2,...) e uma matriz de extragao de Bézier de ordem
m x (p+1)%. Cada um dos m pontos de colocacao possui uma ou mais amostras, e cada
amostra contém o identificador de um elemento e as coordenadas do ponto no dominio
paramétrico daquele elemento (£;,&2). A organizagao do arquivo .be é demonstrada a
seguir, acompanhada de um exemplo (com algumas linhas omitidas).

//Nimero total de nés (Ex. linha 1)

# néds

//Identificador do né, posigao no espago tridimensional (Ex. linhas 2 a 6)
idnéxyzw

//Nimero de elementos de Bézier (linha 7)

# _elementos_de_Bézier

//ldentificador do elemento, nimero de nés do elemento, grau
do elemento (Ex. linha 8)

id #_nés grau

//Lista de indices do nés do elemento (Ex. linha 9)
lista_indice_nos

//Lista de regides de elemento, uma por né (Ex. linha 10)
lista_regiao_né

//Matriz de extragao de Bézier: nimero de nds X
(grau+1)x(grau+1) (Ex. linhas 11 a 19)
matriz_extracao_Bezier

//Lista de pontos de colocacao (Ex. linhas 54 a 67)

id_né # _elementos
id_elemento &
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Exemplo:
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