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Resumo

A OBMEP desde 2005 incentiva o estudante a buscar na Matematica mais do que simplesmente fazer
calculos, mas sim desenvolver o raciocinio l6gico matematico presente em suas questoes. Com bolsas de
estudo, medalhas e titulos, a instituigao busca somar novos talentos para o Brasil, como bem diz a sua
logo. Neste trabalho, abordaremos as teméticas de probabilidade e combinatéria, utilizando questoes
da OBMEP de 2005 a 2019. Pretende-se enunciar novas solugbes para os exercicios, bem como inserir
comentarios e sugestoes, com o intuito de auxiliar os docentes que venham a utiliza-lo em sala de aula,
como material de apoio. O foco principal, é um olhar pedagogico para cada questao, um auxilio sobre
como um professor pode utilizar o banco de questoes e as provas anteriores como objeto de estudo para
motivar seus alunos a buscarem algo a mais. Sempre ressaltando as diversas oportunidades que essa e

outras competicoes estudantis tém a oferecer.

Palavras-chave: Probabilidade, OBMEP, Ensino de Matemética.



Abstract

OBMEP since 2005 encourages students to look for more than just calculations in Mathematics, but to
develop the logical mathematical reasoning present in their questions. With scholarships, medals and
titles, the institution seeks to add new talents to Brazil, as its logo says. In this work, we will approach
the themes of probability and combinatorics, using questions from the OBMEP from 2005 to 2019. We
intend to enunciate new solutions for the exercises, as well as insert comments and suggestions, in order to
help teachers who come to use it in the classroom, as support material. The main focus is a pedagogical
look at each question, an aid on how a teacher can use the question bank and the previous tests as an
object of study to motivate his students to look for something more. Always highlighting the diverse

opportunities that this and other student competitions have to offer.

Keywords: Probability, OBMEP, Mathematics Teaching.
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Introducao

Motivagao sem duvida nenhuma é palavra chave quando falamos de ensino publico. Temos
alunos sem perspectiva, professores desvalorizados e pelos anos que assim estiveram, agora desmotivados.

Quando decidimos por essa profissao, nosso objetivo nao é ensinar contas, muito menos aplicacao
de férmulas, mas, sim mudar a realidade de alguém. Lecionar é ter uma chance em um dia aleatoério,
munido de 45 minutos, de fazer uma crianga ou adolescente refletir a forma como encara a vida, ensinar
a fazer planos e tracar metas. A maioria das pessoas almejam melhores condi¢oes de vida, mesmo as
que nao pensam nisso desde a juventude, portanto quanto antes adentrarmos na estrada que nos levara
a atingir tais objetivos, melhor. Para isso, as ferramentas que devemos usar pra motivar meus alunos,
sao: nossa trajetoria; casos de amigos que mudaram de vida através da educagao; oportunidades como:
vestibulares, faculdades, concursos publicos e a OBMEP.

Desde 2005 a OBMEP vem tentando transformar a forma como as pessoas veem a matematica,
com diversas premiagoes: titulos, medalhas e bolsas de estudos. Com programas voltados desde a quali-
ficagdo de professores, para que atuem juntamente as escolas, direcionando um treinamento que explore
o potencial do aluno; até um programa que oferece aos estudantes medalhistas a oportunidade de cursar
um mestrado juntamente com a graduagao, com bolsa fornecida pela Capes.

O principal trunfo da OBMEP (e de outras competicoes estudantis) veio a pouco tempo. A
partir de 2018, as mais conceituadas instituigbes de Ensino Superior do pais (Unicamp, USP, Unesp),
passaram a ceder vagas a cursos especificos através dos resultados obtidos por alunos de escolas piiblicas
e particulares na OBMEP e OBM, respectivamente. O aluno entao, passou a ter uma ponte pra realizar o
sonho de entrar em uma faculdade publica, pois ao invés de disputar com milhares de adolescentes, vagas
nos mais concorridos vestibulares, tendo de se aprofundar em todas as disciplinas da grade curricular,
agora poderia simplesmente se dedicar mais aquela que de fato tem interesse, ou facilidade.

O docente dispoe entao, de uma ferramenta poderosa para incentivar seus alunos, e este tra-
balho tem o intuito de evidenciar como a tarefa de propor questoes das olimpiadas com a tematica de
probabilidade, pode ser facil, mesmo para o professor que antes nao tinha tal habito. Mostrando outras
solugoes, sugerindo métodos de ensino e adicionando comentarios as questoes, esse material, faz a fungao
de mediador entre o professor e o estudo de exercicios de probabilidade da OBMEP.

No capitulo 1, abordamos alguns fatos histéricos relacionados a probabilidade, destacando
alguns matematicos que contribuiram para o desenvolvimento desta teméatica. O 2° capitulo narra parti-
cularidades da OBMEP, todos os seus programas de treinamento e incentivo a estudantes e professores,
indo além das avaliagbes. As definigoes, exemplos e desdobramentos dos conceitos principais envolvidos
na combinatoria e na probabilidade estao disponiveis no capitulo 3. Os capitulos 4 e 5, tratam das ques-
toes de probabilidade da OBMEP na primeira e segunda fases, respectivamente, trazendo alternativas
de resolugao e analisando os beneficios pedagogicos das diferentes solugoes para o processo de ensino

aprendizagem do aluno.
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Capitulo 1

Breve Histoérico

Uma forma de enunciar do que trata a probabilidade é “[...] o ramo da matematica que pretende
modelar fené6menos nao deterministicos, isto é, aqueles fendmenos em que o ’acaso’ representa um papel
preponderante.” (VIALI, 2008, p.143). O acaso, expressa toda a variabilidade das coisas, a incerteza a
nossa volta. Ele esta presente em muitas areas, no langamento de uma moeda, em uma partida de futebol
ou nas previsoes do tempo, por exemplo.

Além de permear o estudo dos jogos de apostas, a probabilidade se desenvolveu pela necessidade
de obter dados estatisticos, através da amostragem. “Em 3000 a.C., ja se realizavam censos na Babilonia,
China e Egito. Ha registros de que o rei chinés Yao, nessa época, mandou fazer uma verdadeira estatistica
agricola e um levantamento comercial do pais.” (LOPES, 2005, p.1). Ainda por Lopes (2005), o "acaso”, foi
o responsavel pela criagao de algumas de nossas atividades, como: a criagao do seguro, por comerciantes
maritimos na mesopotamia e os jogos de azar no inicio da era pré-crista, por Gregos, Babilonios, Egipcios
e Romanos. Segundo Calabria (2013), os estudos sobre esses casos, s6 comegaram a aparecer nos séculos
XV e XVI, com os italianos Luca Pacioli (1445-1517), Niccolo Fontana (1499-1557), Tartaglia (1500-1557)
e Girolamo Cardano (1501-1576), que realizavam estimativas baseados na frequéncia em que os resultados
eram obtidos em jogos anteriores.

Cardano, segundo Viali (2008), foi o primitivo no que se refere a utilizagdo de métodos de conta-
gem para determinagao de um evento, além de apresentar a probabilidade como a razao que conhecemos
hoje, porém, restringindo as analises ao langamento de dados.

No inicio do século XVII, conforme Calabria (2013), Galileu Galilei (1564-1642), assim como
Cardano, tratava de resolver problemas como o porqué a apari¢ao de um ntmero como resultado de uma
soma no langamento de trés dados era mais favoravel que outro valor. Porém, a probabilidade de fato
reside nos pensadores europeus desde meados de 1600, a qual temos o marco na Teoria das Probabilidades,
as sete cartas trocadas entre Pierre Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662). As cartas tratavam
da divisao do prémio em jogos de apostas que sao interrompidos antes do seu final, e precisam ter o
bénus distribuindo entre os jogadores. Os dois discutiam sobre métodos de contagem para estimar o
prémio dado ao jogador que estiver ganhando, proporcionalmente a quantidade de rodadas ja realizadas.
Nas correspondéncias, Fermat desenvolve um método de contagem para essa decisao e Pascal afirma que
esté correto, mas apenas para dois jogadores, pois, caso aumentassemos essa quantidade, o jogo poderia
terminar em menos rodadas. Fermat em outra carta diz concordar com os métodos de Pascal, corrigindo
lhe alguns erros e de forma amigavel chegam em um consenso, afirmando ainda que os resultados venham
a ser compartilhados a outras pessoas. A troca de cartas, apresenta dois principios basicos sobre a divisdo
no jogo de apostas: a fragao que ele recebera do total, existe, tanto perdendo, quanto ganhando ou mesmo
que o jogo seja interrompido, dependendo da situacao do jogador no momento da interrupgao, ou seja,

das chances que ele tinha de vencer; e que, se no caso de apenas dois jogadores, ambos tiverem a mesma
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CAPITULO 1. BREVE HISTORICO 18

chance de vencer no instante que o jogo foi interrompido, deverao dividir o prémio igualmente. Algumas
das cartas podem ser vistas, com traducao, em Calabria (2013).

Pascal explica que o nimero de casos favoraveis e o nimero total de um evento especifico, é o
que determina a divisdo das apostas. “[...] No entanto, se eles estao disputando dois jogos e com uma
pontuacao de 1 a 0, ou disputando trés jogos com os pontos de 2 a 1, ou competindo 11 jogos com
pontos de 10 a 9, o resultado da divisao das apostas, no momento da interrupgao do jogo, devera, em
todos os casos, ser a mesma. Este é um dos principios de Pascal.” (CALABRIA, 2013, p.44). Além das
cartas, Pascal publicou o Tratado do Tridngulo Aritmético, relacionando o célculo da probabilidade as
19 propriedades contidas nele, o qual ficou equivocadamente, conhecido como Tridngulo de Pascal.

Segundo Calabria (2013), Chistiaan Huygens, teve acesso as correspondéncias trocadas entre
Fermat e Pascal, além de ser o primeiro a publicar de forma sistemaética a divisdo de apostas, utilizando
regras e desenvolvendo a ideia de expectativa, que pra ele, consistia no valor médio que uma pessoa
ganharia, caso jogasse este mesmo jogo por diversas vezes. Ele publicou esses resultados juntamente com
exercicios sobre retirada de bolas coloridas. Exercicios esses, que foram resolvidos e explicados posteri-
ormente por James Bernoulli (1654-1705), desenvolvendo principios de permutagio e combinagio, além
de aplicar o estudo da probabilidade a situa¢ées morais e econdmicas. Os estudos foram ainda aprofun-
dados por Abraham de Moivre (1667-1754) e Pierre Simon Laplace (1749-1827), apds as publicagbes do
ultimo, a probabilidade ganhou o interesse de diversos nomes conhecidos na Matemaética, como Gauss
(1777-1855), Euler (1707-1783), Poisson (1781-1840) e Lebesgue (1875-1941).

Vejamos agora, um pouco da biografia de alguns dos estudiosos da probabilidade citados neste

capitulo.

1.1 Cardano

Nascido em Roma, no inicio do século XVI. Optou os 15 anos por fazer medicina, mas como
nao teria condigoes financeiras de se manter no curso, lecionava astronomia, geometria e alquimia, além
de escrever hordscopos e participar de jogos de apostas, onde acumulou dinheiro suficiente para custear
sua formagao. Percebendo a aptidao para jogos, dedicou-se ao estudo da probabilidade nos jogos de azar.
Cem anos apoés sua morte, foi publicado um tratado em 1663, denominado O livro dos jogos de azar
(TOMAZ, 2007).

1.2 Fermat

Natural de Beaumont de Lomagne, em 1601, pdde se dedicar aos estudos, pois seus pais,
comerciantes, tinham uma boa condicao financeira. Estudou monastério franciscano e formou-se em
direito. Conselheiro do parlamento de Toulose e da Camara de Requerimentos, aos 30 anos, dedicava-
se & Matemética nas horas vagas. Temas como calculo infinitesimal, geometria analitica e teoria da
probabilidade, além da Teoria dos Numeros, a qual mais contribuiu. A principal contribui¢do foi o
conhecido “Ultimo Teorema de Fermat”, enunciado em 1637 (PEREIRA, 2019).

1.3 Pascal

Nascido em 1623, em Clermont Ferrand na Franga. Filho de professor de Matematica, desde
cedo mostrou aptidao a disciplina. Aos 16 anos, apresentou um trabalho sobre geometria projetiva, onde
continha o hexagono mistico de Pascal, em uma das reunices que ia com seu pai. Publicou ainda traba-

lhos sobre secbes cOnicas, pressao atmosférica e existéncia do vacuo, antes de comegar os estudos sobre
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aritmética e probabilidade. Publicou em 1654, o “Tratado sobre o Tridngulo Aritmético” em Matemética
além de contribuir com o “Tratado do equilibrio dos liquidos”, que conhecemos como Principio de Pascal,
na Fisica. Ainda arrumou tempo para a invengao da primeira calculadora basica, a Pascaline. Faleceu
em 1662 (CALABRIA, 2013).

1.4 Huygens

Holandés, nascido em Haia, em 1629. Estudou direito e Matemaética, fazendo publicagoes sobre
quadratura do circulo e depois sobre a Teoria da Probabilidade. Trabalhou com polimento de lentes,
desenvolvendo um novo método de fazé-lo e com isso, passou a observar a lua, publicando depois uma
obra as suas fases. O relogio de péndulo foi patenteado por ele, ficando conhecido por essas invengoes
como o maior mecanicista do século XVII (CALABRIA, 2013).






Capitulo 2

Conhecendo a OBMEP

As informagoes presentes nesse capitulo sdo pautadas em OBMEP (2020a). A Olimpiada Bra-
sileira de Matemaética das Escolas Publicas - OBMEP é um projeto nacional dirigido as escolas publicas
e privadas brasileiras, realizado pelo Instituto de Matematica Pura e Aplicada - IMPA, com o apoio da
Sociedade Brasileira de Matemética — SBM, e promovida com recursos do Ministério da Educagao e do
Ministério da Ciéncia, Tecnologia, Inovacoes e Comunicagoes — MCTIC.

Identificando talentos na area de matematica desde 2005, a OBMEP tem como objetivos prin-

cipais:
e Promover e estimular o estudo da Matemética;

e Auxiliar a educagdo béasica, possibilitando que um maior nimero de alunos brasileiros possa ter

acesso a material didatico de qualidade;

e Reconhecer estudantes prodigios, incentivando seu ingresso em universidades, nas areas cientificas

e tecnologicas;

e Contribuir com o aperfeigopamento dos professores das escolas publicas, contribuindo para a sua

valorizacao profissional;

e Propor uma maior integracao das escolas brasileiras com as universidades publicas, os institutos de

pesquisa e com as sociedades cientificas;
e Promover a inclusao social por meio da difusdo do conhecimento.

Composto de alunos do 62 ano do Ensino Fundamental até tltimo ano do Ensino Médio, a OBMEP
contou no ano de 2019 com mais de 18 milhoes de alunos participantes da olimpiada.

Vejamos abaixo alguns programas criados pela OBMEP, com os sites eletronicos para quem
quiser conhecé-los mais.

PROGRAMA DE INICIACAO CIENTIFICA JR. (PIC) : Voltado aos medalhistas da
OBMEP, o PIC é composto por professores em polos espalhados pelo pais, com intuito de despertar inte-
resse dos discentes pela Matematica e ciéncias em geral. Os alunos classificados tém entdo a oportunidade
de participar da plataforma, onde podem encontrar apostilas, video aulas, tarefas e féruns de davidas.
Os alunos tem encontros mensais em universidades vinculadas a OBMEP, onde sao avaliados e caso se
mantenham no programa recebem um auxilio financeiro, fornecido pela CAPES. Mais informacgoes sobre
o PIC podem ser obtidas em: www.obmep.org.br/pic.htm.

PORTAL DO SABER :Com diversos materiais de apoio aos estudantes, O Portal do Saber da

OBMEP tem por objetivo preencher possiveis lacunas no aprendizado dos estudantes, inclusive ofertando
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tematicas que nao fazem parte do curriculo no Ensino Fundamental e Ensino Médio, através de video
aulas. Mais informagoes podem ser obtidas em: portaldosaber.obmep.org.br.

OBMEP NIVEL A : Voltada para alunos do 42 e 52 anos do ensino fundamental das escolas
publicas, a olimpiada teve sua 12 edi¢ao no ano de 2019, com previsao de ocorrer no 2° semestre de 2021,
no mesmo formato da edigao anterior. Mais informagoes em: www.obmep.org.br/informacoesNivelA.DO.

BANCO DE QUEST@ES EPROVAS ANTIGAS : Uma plataforma com questoes simila-
res as da OBMEP, voltada para os discentes se prepararem para as proximas edigoes, através do auxilio
de videos e solugoes. Os alunos ainda podem filtrar as questoes por ano, nivel, fase ou tema. Mais
informagoes em: www.obmep.org.br/provas.htm.

PORTAL CLUBES DE MATEMATICA : Um lugar para encontrar outros amigos com os
mesmos objetivos: se preparar para a OBMEP! Com desafios e competigoes semanais que podem ser
acessados em: clubes.obmep.org.br.

POTI — POLOS OLIMPICOS DE TREINAMENTO INTENSIVO : Como todo atleta
olimpico precisa de treinamento, na OBMEP nao é diferente. Os mais de 60 polos presenciais espalhados
pelo Brasil, oferecem treinamento intensivo na preparagao de alunos do 8° e 9° ano e Ensino Médio
que tem a oportunidade de assistir aulas de professores capacitados pela OBMEP. Para os alunos que
nao residem em uma das cidades sedes, existe a possibilidade de assistir remotamente, através dos polos
virtuais. Mais informagGes em: poti.impa.br.

PICME - PROGRAMA DE INICIAGCAO CIENTIFICA E MESTRADO: Com par-
cerias com a CNPq (Iniciagao Cientifica) e com a CAPES (Mestrado), estudantes universitarios podem
fazer cursos concomitantes com a graduagao. Um belo exemplo é Arthur Avila, brasileiro vencedor da
medalha Fields, que foi medalhista da OBMEP e fez mestrado no IMPA junto com a graduagio (CAIRES,
2020). Mais informagoes em: picme.obmep.org.br/.

PROGRAMA OBMEP NA ESCOLA : Um curso voltado a habilitagao de docentes para
exercerem nas escolas cursos extraclasse aos alunos interessados em participar das proximas OBMEPs.
O docente recebe um auxilio financeiro do IMPA, enquanto leciona um total de duas horas semanais no
contraturno de uma turma de vinte alunos, escolhidos por ele, dentre os discentes da escola. O objetivo,
além de tornar a OBMEP mais préoxima dos estudantes, é oportunizar a obtencao de medalhas para a
instituicao, promovendo a aprendizagem de matemética na sua comunidade escolar. Mais informagoes
em: www.obmep.org.br/OBMEP na_escola.html.

Desde 2018 algumas das maiores universidades publicas do Brasil, passaram a dar vagas em
cursos especificos de Ensino Superior, entre elas Unicamp, USP e Unesp, mediante conquistas em compe-
ticoes estudantis como a OBMEP. Uma excelente oportunidade para aqueles alunos que se dedicaram em
uma disciplina especifica a ponto de atingir um certo dominio e por se aprofundar tanto em um assunto,

teriam dificuldades para ter um resultado competitivo nos vestibulares das mesmas instituicoes de ensino.



Capitulo 3

Combinatoéria e probabilidade

3.1 BNCC

Neste capitulo serdo abordadas as temaéaticas de combinatoria e probabilidade no ensino fun-
damental e ensino médio, conforme a BNCC. Veremos como esses conceitos sao trabalhados desde as
séries iniciais e sua evolugdo com o passar dos anos/séries. Antes de estuda-los, vejamos como foram as
mudancgas até aqui, na BNCC, que regulamenta todos os temas da educagao bésica.

Desde a constituicao de 1988, o Brasil tenta inserir uma regulamentacao para a educagao; a
constituigao foi o primeiro espago que o regimento da educagao teve nas leis brasileiras. Em dezembro de
1996, é aprovada a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDBEN), tinhamos entao, o primeiro
documento legal que tratava apenas de educagao e seus desdobramentos. Em 1997, sao consolidados, em
dez (10) volumes, os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) para o Ensino Fundamental, do 1° ao 5°
ano, apontados como referenciais de qualidade para a educacao brasileira; foram feitos para auxiliar as
equipes escolares na execugao de seus trabalhos, sobretudo no desenvolvimento do curriculo, que claro,
ainda passaria por diversas mudancas. Entre 1998 e 2000, sao lancados documentos similares aos PCNs,
mas voltados ao periodo do 6° ao 9° ano e ao Ensino Médio, respectivamente. Homologado em 2008 e
vigente até 2010, o Programa Curriculo em Movimento veio para unir as trés categorias do ensino bésico
em um s6 documento e se adequar aos novos modelos de ensino. Em margo de 2010, houve a Conferéncia
Nacional de Educacdo (CONAE), uma reunido com diversos especialistas em educagao discutindo a neces-
sidade da criagao de uma base nacional curricular. De 2010 & 2012, surgem gradativamente, documentos
orientadores para a implementagao de uma nova diretriz, que s6 em 2012 com o Pacto Nacional pela
Alfabetizacao na Idade Certa (PNAIC) e as agbes do Pacto e define suas Diretrizes Gerais, documento
similar e vinculado aos interesses do Ensino Médio foi langado em 2013 (BRASIL, 2018).

Uma nova CONAE, organizada afora pelo Fundo Nacional de Educagdo (FNE), reafirma em
2014 a necessidade de criagao de uma base nacional curricular. Depois de discutida finalmente por quem
¢ diretamente afetado por estes documentos (professores, alunos e coordenadores), em 16 de setembro de
2015, a 1? versao da BNCC (Base Nacional Comum Curricular) é disponibilizada. Ainda passaria por
outras duas versoes até ser homologada em dezembro de 2017, isso para o Ensino Fundamental, pois a
implementagao para o ensino médio passou também por discussoes e sugestoes de ideias por parte da
sociedade até sua homologacao em dezembro de 2018. A partir das respectivas homologacoes da BNCC, o
governo federal deu prazo de dois anos para que os estados e municipios elaborem o seu proprio curriculo,
pautados na BNCC, mas podendo se adequar as diversidades do nosso pais. A BNCC de 2017, para o
Ensino Fundamental (E.F.), define que a teméatica Probabilidade e estatistica, seria obrigatoria desde o
1° ano do E.F (BRASIL, 2018).

Questoes sobre problemas de contagem, devem, inicialmente, estar restritos aquelas cujas so-

23
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lugoes podem ser obtidas pela descricao de todos os casos possiveis, mediante a utilizacao de esquemas
ou diagramas, e, posteriormente, aqueles que utilizam dos principios aditivos e multiplicativos. Sobre o
estudo de nogoes de probabilidade, a finalidade, no Ensino Fundamental — Anos Iniciais, é promover a
concepcao de que nem todos os fendmenos sao deterministicos. Para isso, o inicio da proposta de trabalho
com probabilidade é baseado no conceito de aleatoriedade, de modo que os alunos compreendam que ha
eventos certos, eventos impossiveis e eventos provaveis. E muito comum que pessoas julguem impossiveis
eventos que nunca viram acontecer. Nessa fase, é importante que os alunos verbalizem, em eventos que
envolvem o acaso, os resultados que poderiam ter acontecido em oposi¢ao ao que realmente aconteceu,
iniciando a construcgao do espago amostral (BRASIL, 2017).

Nas tabelas abaixo, temos os conceitos de Combinacao e de Probabilidade no Ensino Bésico

durante o Ensino Fundamental anos iniciais, conforme documento da BNCC.

Tabela 3.1: Probabilidade - Ensino Fundamental - Anos iniciais
’ \ Probabilidade: Objeto(s) de estudo/habilidade(s)

Nogao de acaso:

o (EF01IMA20) Classificar eventos envolvendo o acaso, tais
como “acontecerd com certeza’, “talvez acontega” e “é im-
possivel acontecer”, em situagoes do cotidiano.

1° ANO E.F.

Analise da ideia de aleatorio em situagoes do cotidiano:

o (EF02MAZ21) Classificar resultados de eventos cotidianos

aleatérios como “pouco provaveis”, “muito provaveis”, “im-
provéveis” e “impossiveis”.

2° ANO E.F.

Analise da ideia de acaso em situagoes do cotidiano: espago
amostral:

3° ANO E.F. e (EF03MA25) Identificar, em eventos familiares aleatorios,
todos os resultados possiveis, estimando os que tém maiores
ou menores chances de ocorréncia.

Analise de chances de eventos aleatorios:

e (EF04MA26) Identificar, entre eventos aleatorios cotidianos,
4° ANO E.F aqueles que tém maior chance de ocorréncia, reconhecendo
caracteristicas de resultados mais provaveis, sem utilizar fra-
coes.

Espaco amostral: analise de chances de eventos aleatoérios;
Calculo de probabilidade de eventos equiprovaveis:

o (EF05MA22) Apresentar todos os possiveis resultados de
um experimento aleatério, estimando se esses resultados sao

5° ANO E.F igualmente provaveis ou nao.

e (EF05MA23) Determinar a probabilidade de ocorréncia de
um resultado em eventos aleatorios, quando todos os resul-
tados possiveis tém a mesma chance de ocorrer (equiprové-
veis).

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 3.2: Combinatoéria - Ensino Fundamental - Anos iniciais
’ \ Combinatoria: Objeto(s) de estudo/habilidade(s)

1° ANO E.F. -
2° ANO E.F. -
3° ANO E.F. -
Problemas de contagem:

e (EF04MAO08) Resolver, com o suporte de imagem e/ou ma-

terial manipulavel, problemas simples de contagem, como a
4° ANO E.F. determinacao do niimero de agrupamentos possiveis ao se
combinar cada elemento de uma cole¢ao com todos os ele-
mentos de outra, utilizando estratégias e formas de registro
pessoais.

Problemas de contagem do tipo: “Se cada objeto de uma colegao
A for combinado com todos os elementos de uma colegéo B,
quantos agrupamentos desse tipo podem ser formados?”:

e (EF05MAO09) Resolver e elaborar problemas simples de con-
5° ANO E.F. tagem envolvendo o principio multiplicativo, como a deter-
minagao do ntmero de agrupamentos possiveis ao se combi-
nar cada elemento de uma cole¢do com todos os elementos
de outra colegao, por meio de diagramas de arvore ou por
tabelas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No Ensino Fundamental — Anos Finais, o estudo deve ser ampliado e aprofundado, por meio de
atividades nas quais os alunos fagam experimentos aleatérios e simulacoes para confrontar os resultados
obtidos com a probabilidade teorica — probabilidade frequentista. A progressdo dos conhecimentos se faz
pelo aprimoramento da capacidade de enumeracao dos elementos do espago amostral, que esté associada,
também, aos problemas de contagem (BRASIL, 2017).

Nas tabelas abaixo, temos os conceitos de Combinagao e de Probailidade no Ensino Bésico
durante o Ensino Fundamental anos finais, conforme documento da BNCC (Base nacional comum curri-

cular).
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Tabela 3.3: Probabilidade - Ensino Fundamental - Anos finais
\ Probabilidade: Objeto(s) de estudo/habilidade(s) ‘

Calculo de probabilidade como a razao entre o nimero de
resultados favoraveis e o total de resultados possiveis em um
espaco amostral equiprovével; Calculo de probabilidade por meio
de muitas repeti¢oes de um experimento (frequéncias de
ocorréncias e probabilidade frequentista).

6° ANO E.F.
e (EF06MA30) Calcular a probabilidade de um evento alea-

torio, expressando-a por ntimero racional (forma fracionéria,
decimal e percentual) e comparar esse ntimero com a proba-
bilidade obtida por meio de experimentos sucessivos.

Experimentos aleatérios: espago amostral e estimativa de
probabilidade por meio de frequéncia de ocorréncias:

7° ANO E.F. e (EFO07TMA34) Planejar e realizar experimentos aleatorios
ou simulagoes que envolvem célculo de probabilidades ou
estimativas por meio de frequéncia de ocorréncias.

Soma das probabilidades de todos os elementos de um espago
amostral:

e (EFO8MA22) Calcular a probabilidade de eventos, com
8° ANO E.F. base na construgao do espago amostral, utilizando o prin-
cipio multiplicativo, e reconhecer que a soma das probabi-
lidades de todos os elementos do espago amostral é igual a
1.

Analise de probabilidade de eventos aleatorios: eventos
dependentes e independentes:

9° ANO E.F. e (EFO9MA20) Reconhecer, em experimentos aleatorios,
eventos independentes e dependentes e calcular a probabili-
dade de sua ocorréncia, nos dois casos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 3.4: Combinatoria - Ensino Fundamental - Anos finais
’ \ Combinatoéria: Objeto(s) de estudo/habilidade(s)

6° ANO E.F. -
7° ANO E.F. -
O principio multiplicativo da contagem:
i e (EFO8MAO03) Resolver e elaborar problemas de contagem
8§ ANO E.F. cuja resolugao envolva a aplicagao do principio multiplica-
tivo.
9° ANO E.F. -

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na tabela abaixo, temos os conceitos de Combinacao e de Probabilidade no Ensino Bésico
durante o Ensino Médio, conforme documento da BNCC.
Observagao: O Ensino Médio nao esta com os contetidos separados por série, pois isso cabe a

cada Estado, individualmente, adequando as habilidades e conhecimentos as séries que julgar conveniente,
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conforme a resolucdo (BRASIL, 2017).

Tabela 3.5: Combinatoéria e Probabilidade - Ensino Médio

Combinatoéria: Competéncia(s)
especifica(s) /habilidade(s)

Probabilidade: Competéncia(s)
especifica(s) /habilidade(s)

ENSINO
MEDIO

Utilizar estratégias, conceitos e
procedimentos matematicos, em
seus campos — Aritmética, Algebra,
Grandezas e Medidas, Geometria,
Probabilidade e Estatistica —, para
interpretar, construir modelos e
resolver problemas em diversos
contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a
adequagao das solugoes propostas,
de modo a construir argumentacao
consistente:

e (EM13MAT310) Resolver e
elaborar problemas de conta-
gem envolvendo diferentes ti-
pos de agrupamento de ele-
mentos, por meio dos princi-
pios multiplicativo e aditivo,
recorrendo a estratégias diver-
sas como o diagrama de &r-
vore.

Compreender e utilizar, com
flexibilidade e fluidez, diferentes
registros de representagao
matematicos (algébrico,
geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de
solugao e comunicacao de
resultados de problemas, de modo a
favorecer a construgao e o
desenvolvimento do raciocinio
matematico:

e (EM13MAT311) Resolver e
elaborar problemas que en-
volvem o calculo da probabi-
lidade de eventos aleatérios,
identificando e descrevendo o
espago amostral e realizando
contagem das possibilidades.

e (EM13MAT312) Resolver e
elaborar problemas que envol-
vem o calculo de probabilidade
de eventos em experimentos
aleatoérios sucessivos.

e (EM13MATS511) Reconhe-
cer a existéncia de diferen-
tes tipos de espagos amostrais,
discretos ou nao, de eventos
equiprovaveis ou nao, e inves-
tigar as implicacoes no calculo
de probabilidades.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 Andalise combinatoria

27

Vejamos agora, alguns conceitos necessarios para o estudo da probabilidade, todos esses con-

ceitos estao presentes na BNCC e sao vistos diversas vezes pelos alunos durante a educagao bésica, eles

serao utilizados depois para resolucao de exercicios da OBMEP. As definigoes e exemplos utilizados nessa

sessdo foram baseadas em Morgado (2016).

Observagao: A Teoria dos Conjuntos, deve ter sido vista, com realizacdo de exercicios em sala

de aula para que o aluno consiga um melhor entendimento deste contetdo.

Principio aditivo: Se A e B s@o dois conjuntos disjuntos, com p e ¢ elementos, respectiva-

mente, entdo A U B possui p + ¢ elementos.

Em outras palavras, se as decisoes d; e d2, que podem ser tomados de z e y maneiras, respecti-

vamente, nao implicam uma na escolha da outra, entao o nimero de maneiras de serem tomadas as duas

decisoes é x + y.
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Exemplo. Maria possui 3 brincos e 5 pulseiras, quantas joias ela possui?

Solugao: Como brincos e pulseiras sao conjuntos distintos, ela possui 3 + 5 = 8 joias.

Principio multiplicativo: Se uma decisao d; pode ser tomada de x maneiras e se, uma vez
tomada a decisao dp, a decisao ds puder ser tomada de y maneiras, entao o ntimero de maneiras de se
tomarem as decisoes dy e dy é x - y.

Em termos de conjunto, dizemos que se um conjunto de escolhas A tem m elementos e um
conjunto de escolhas B tem n elementos, entdao o conjunto de escolhas de A e B é representado por Ax B,

cuja cardinalidade é #(AxB) = m.n.

Exemplo. Uma bandeira é formada por quatro listras, que devem ser coloridas usando-se apenas as
cores amarelo, branco e cinza, nao devendo listras adjacentes ter a mesma cor. De quantos modos pode
ser colorida a bandeira?

Solugéo: A primeira listra pode ser colorida de 3 modos, a segunda de 2 modos (ndo podemos
usar a cor empregada na primeira listra), a terceira listra de 2 modos (ndo podemos usar a cor empregada
na segunda listra) e a quarta de 2 modos (ndo podemos usar a cor empregada na terceira listra) e quarta

de 2 modos (ndo podemos usar a cor empregada na terceira listra). A resposta ¢ 3-2-2-2 =24,

Exemplo. O conjunto A possui 4 elementos e o conjunto B possui 7 elementos. Quantas sao as fungoes
f: A — B? Quantas sdo as fungoes injetoras f: A — B?

Solugao: Como temos de associar cada elemento de A a um tnico elemento de B, para o 1°
elemento de A, temos 7 opgoes, para o 2° temos 7 opgoes, assim como para o 3° e 4° elementos de A.
Logo, teremos: 7-7-7-7 = 2401 funcoes.

Agora, se elas forem injetoras, nao podemos ter um elementos de B associado a dois elementos
distintos em A, desta forma, para o 1° elemento de A, temos 7 opgdes, para o 2° temos 6 opgoes, para o
3° teremos 5 e para o 4° elemento temos 4 opgoes. Logo, teremos um total de: 7-6 -5 -4 = 840 fungoes

injetoras.

Permutagao simples: Dados n objetos distintos by, bo,...,b, de quantas formas é possivel
ordené-los?

A permutagao, como o proprio nome diz, nos auxilia nos problemas sobre troca de posigao. Por
exemplo, para as letras A, B e C temos 6 diferentes ordenagoes: {ABC, ACB, BAC,BCA,CAB,CBA}.
Para o caso geral, de n elementos distintos, temos n opgoes para escolher o elemento que ocupara a
1*posigao, depois n — 1 opgoes para escolher o elemento da 2*posicao e assim sucessivamente, até termos
1 opgao para o elemento que vai ocupar a n-ésima posicao, assim temos que o nimero de modos de

ordenar n objetos distintos é,

n-(n—1)---(1) =nl

Exemplo. Quantos sao os anagramas da palavra PRATICO?
Solugao: Cada anagrama de PRATICO nada mais é que uma ordenacao dasletras P, R, A, T, I, C, O.
Assim o nimero de anagramas de PRATICO ¢ P, =T'=7-6-5-4-3-2-1 = 5040.

Exemplo. Se A é um conjunto com n elementos, quantas sao as fungdes f : A — A bijetoras?
Solugao: Sejam aq,as, ..., a, os elementos de A. Dai, para o elemento a; como dominio, temos

n opgodes para a imagem f(a1). Como a fungao é bijetora, ela é particularmente injetora, entao, elementos
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distintos do dominio nao podem ter a mesma imagem, assim, para as, teremos n— 1 opgoes para a imagem

f(az) e assim sucessivamente, até que em a,, reste apenas 1 opgao para a imagem f(a,). Logo, teremos
n-(n—1)---(1) = n! fungoes.

Combinacao Simples: De quantas formas podemos escolher p objetos distintos dentre n
objetos distintos dados? Ou o analogo, quantos sao os subconjuntos com p elementos do conjunto
{a1,a2,...,a,}7?

Vejamos, cada um dos p elementos é denominado uma combinagao simples de classe p dos n

objetos ay,as,...,a,. Dai, por exemplo, as combinacoes simples de classe 2 dos objetos a1, as, az, aq sao

{a1,a2} {a1, a3} {a1,a4} {az, a3} {as,as} {as, a4} .

Logo, o niimero de combinagdes é denotado por CP, neste caso ¢ dado por C7 = 6. Uma outra

notagao usada para C? é (;)

Analisando esse resultado, temos: A escolha do 1° elemento podia ser feita de 4 formas e a do
2° de 3 formas. O que resultaria em 4 - 3 = 12. Porém, as combinacoes {a1, a2} {az, a1} s@o as mesmas,
mas contamos como se fossem distintas. Em geral, na resposta 12, contamos cada combinagao uma vez
para cada ordem de escrever seus elementos. Assim, como em uma combinagao os elementos podem ser
escritos em P, = 2! = 2 ordens, cada combinacao foi contada 2 vezes. Segue que a resposta é 12—? = 6.

Abrangendo para um caso geral, com n elementos e subconjuntos com p elementos, temos

ngn-(n—l)'(n_?‘ ..... (n_p+1)mod08,

talque 0 <p<n,eC=1.
E multiplicando, numerador e denominador, por (n — p)!, obtemos:
n!

C? = =) modos de escolha.
p-(n—p)!

Exemplo. Edélcio é dono de uma escola e deseja contratar 3 pessoas para o mesmo cargo. Chegaram
até ele, 5 curriculos, de quantas formas ele pode escolher os 3 funcionarios?

Solugao: Como visto, temos 5 curriculos, que serao escolhidos em subconjuntos com 3 em cada,

dai
n! . 5! 5-4-3
CP = = Cd = = =10.
" pl(n—p)! >3l (5-3) 6
Exemplo. Sejam I, ={1,2,...,m}e I, ={1,2,...,n}, com m < n. Quantas sdo as fungoes f : I, —

I,, estritamente crescentes?

Solugao: Ao definirmos uma fungdo qualquer satisfazendo tais condigées, definimos uma ima-
gem, que nada mais é do que um subconjunto do contradominio. Ou seja, cada fungao f estritamente
crescente da origem a uma combinacao de m elementos do contradominio {f(1), f(2),..., f(m)} e vice
versa, dado uma combinagao {ai, ag, . . ., a; } no contradominio existe uma tnica forma de ordenar eles de
maneira crescente, ou seja, essa combinagao esta associada a uma imagem de uma tnica fungao f. Resu-
mindo, existe uma bijegao entre as fungoes estritamente crescentes de I,,, e I,, e o nimero de combinagoes

de m elementos agrupados n a n, ou seja o nimero pedido &,
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C) fungoes estritamente crescentes.

Arranjo simples: Na combinagao simples de n elementos agrupados p a p, definida a pouco

como C? = os agrupamentos feitos ndo diferem um dos outros caso os elementos mudem de

n!
pl-(n—p)!”
posigao dentro do agrupamento. No caso do Arranjo, quando mudamos a ordem desses elementos geramos
um novo agrupamento, no mesmo caso, como temos p elementos juntos, eles podem trocar de posigao
P, = p! vezes. Assim, denominamos o agrupamento e p elementos dentro os n disponiveis, quando a

ordem importa, como

AP — P ) n! | AP n!
= pl=——-p! = =—.
R R CR] " )
Exemplo. Nayara é professora e decide escolher 3 alunos para apresentar um projeto na feira de Ciéncias
da escola. Um deles fara a apresentacao dos fatos historicos, outro vai explicar o fenémeno como vemos
hoje e o ultimo vai mostrar quais sdo as expectativas dos estudos sobre o futuro deste tema. Se ela tem
20 alunos, de quantas formas essa escolha pode ser feita?

Solugao: Como as fungoes dos 3 alunos na apresentagao serao distintas, a ordem de escolha
importa. Logo, queremos arranjar 3 dos 20 alunos disponiveis, dai
20!

AP = 7 = A3 = m =20-19 - 18 = 6840 formas de escolha.

Exemplo. (PUC-SP 2018/1) A secretéaria de um médico precisa agendar quatro pacientes, 4, B, C'e D,
para um mesmo dia. Os pacientes A e B ndo podem ser agendados no periodo da manha e o paciente C
nao pode ser agendado no periodo da tarde. Sabendo que para esse dia estao disponiveis 3 horéarios no
periodo da manha e 4 no periodo da tarde, o nimero de maneiras distintas da secretaria agendar esses
pacientes é:

(A)72 (B)126 (C)138 (D) 144

Solugdo: Primeiramente, os pacientes A e B devem ser tratados a tarde e o paciente C de

manha. J4 o paciente D, nao tem restricao, vamos entao separar o problema em dois casos:

Caso 1. Paciente D é atendido de manha: Temos entdo, 2 pacientes de manha para 3 horarios, onde
a ordem de encaixe deles nos respectivos horérios gera um atendimento diferente, entao de
manha temos A% formas de encaixe. JA para o perfodo da tarde, restaram 2 pacientes e
4 horarios disponiveis, entdo temos A3 possibilidades. Entdo, pelo principio multiplicativo,
temos A% - A7 =6 - 12 = 72 formas de atender.

Caso 2. Paciente D é atendido a tarde: Temos entao, 3 horédrios de manha para o paciente C. No
periodo da tarde, restam 3 paciente e 4 horarios disponiveis, assim A3 = 24. Entdo, pelo

principio multiplicativo, temos 3 - 24 = 72 formas de atender.

Portanto, pelo principio aditivo, temos 72 + 72 = 144 formas distintas de realizar os atendimentos, letra
D).

Permutagao com repeticao: Quantos anagramas existem com a palavra “BANANA”?
Desde ja, nao é P = 6!, pelo fato da palavra conter letras repetidas, no caso, trés letras “A”
e duas letras “N”, e quando essas letras s@o trocadas de posi¢do entre si, A com A e/ou N com N, nao

temos um novo anagrama, mas o mesmo ja obtido.
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Vejamos entdo como resolver esse impasse, temos trés A, dois N e um B, se as letras fossem
todas diferentes, teriamos Ps = 6!, mas como os A sdo iguais, contamos cada anagrama 3! = 6 vezes e

como os N sao iguais, contamos cada anagrama 2! = 2 vezes, logo

32 61 6-5-4
6 73120 2

Abrangendo a ideia para um caso geral, seja o + 8 + --- + kK + v = n, onde as letras que se

= 60 anagramas.
repetem sao «, 3,...,k ey, entdao teremos um total de

! (n—a)! m—a—-F—-—k)!
paBry — e of Lo = " .
" On - Cn-ar Cnmamprn alln—a)! Bln—a-p)! Aln——-a—-F——k—79)!

n! n!

B,y _ :
= T ABl A0l gl A

Exemplo. Quantos sdo os anagramas da palavra “MATEM ATICA™
Solugdo: Como temos 3 letras A, 2 letras M, 2 letras T, 1 letra C, 1 letra I e 1 letra E, a

resposta é

10!
3,2,2,1,1,1 —
Pig Cogtlarola a1l 151200.

Exemplo. Quantos sao os nameros de 7 digitos, maiores que 6000000, podem ser formados usando
apenas os algarismos 1, 3,6, 6,6, 8, 87
Solugao: Primeiramente, para ser maior do que 6000000 com os digitos disponiveis ele obriga-

toriamente deve comegar por 6 ou por 8, vejamos esses casos separados.

Caso 1. Comegando por 8: Temos Pg’ para alocar os algarismos restantes, ja4 que o 6 se repete trés

vezes, daf 1- P§ = § = 120.

Caso 2. Comecando por 6: Temos P62 2 para alocar os digitos restantes, pois os algarismos 8 podem
trocar de lugar e os dois algarismos 6 restantes também podem se permutar, daf 1 - PG2 2 =

2 = 180.

Portanto, teremos 120 + 180 = 300 numeros satisfazendo a condicao.

Combinacao com repeticao (completa): De quantas formas é possivel comprar 4 sorvetes
em uma loja que os oferece em 7 sabores?

Desde j4, a resposta nao é C4 = 35, pois este é um resultado quando queremos escolher 4 sabores
distintos dentre os 7 sabores disponiveis, porém, na questao levantada, podemos sim repetir os sabores,
entdo essas possibilidades nio podem ser ignoradas. Representamos a resposta desse exercicio como C R%
que é o numero de combinagoes com repeticao de classe 4 de 7 objetos, entao, essa representagao é usada
quando podemos repetir os elementos ja escolhidos, diferente da combinacao simples.

Vamos pensar em C'RP ainda usado o exemplo da compra de sorvetes. Para isso, vamos precisar
escolher as variaveis 1, xo, ..., 27, onde cada variavel x; é a quantidade de sorvetes comprados daquele
determinado sabor, ou seja, no nosso exemplo, x1 + 2 + x3 + x4 + 5 + x5 + 7 = 4, onde 0 < z; < 4,
1 <4 < 7. Para resolver isso, precisamos interpretar a equacao como tendo 6 sinais “+” que separam as

quantidades escolhidas de sorvete, que serdo 4 (sejam eles distintos ou iguais), sendo assim, a quantidade
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de escolha dos sabores pode ser expressa por uma permutacao dos 4 sabores escolhidos e dos 6 sinais “+”,
ou seja, Pjg onde se repetem 4 vezes um objeto (sorvete) e 6 vezes o objeto “+7, daf
10!
4,6 _ pd6 _ _ 4
Pye = P —F&—Clo

Logo, CR% = C{, = 210.

Abrangendo a ideia para n sabores de sorvete e p bolas escolhidas C'RP, ou seja, para expressar
o nimero de solucoes nao negativas da equagao 1 + x2 + - -+ + x,, = p, onde terfamos p bolas e n — 1
sinais “4”, teremos

(p+n—1)!

p _ ~pn—1l _ (P
CR’I’L - Cp-‘,—n—l - p'('fl . 1)' - CVn-l—p—l'

Portanto, CR) = Cp,, ;.
Exemplo. De quantos modos podemos comprar 3 refrigerantes em uma loja onde ha 5 tipos de refrige-
rantes?

Solugao: Supondo que os tipos sdo: A, B,C, De E, como podemos comprar até e vezes 0 mesmo
refrigerante quer dizer que podemos repetir essa escolha, logo, trata-se de uma combinacao com repeticao,
dai

7!
CRg - C§+3_1 == C% = m == 35

Exemplo. Quantas sdao as solugdes inteiras nao-negativas da inequacdo = + y + z < 57

Solugao: A solugbes podem ser dividas em diversos grupos: onde x +y+ 2z =5,z +y + 2z =
4. x4+y+2=0.

Logo, temos: CR3 + CR3+ CR3 + CR:+ CRy + CR} =C2+ C¢+C3+C3+ CY + CF =
214+15+104+6+ 3+ 1 = 56.

3.2.1 Outros métodos de contagem

Principio da Inclusao-Exclusao: E uma férmula para contar o nimero de elementos que
pertencem & uniao de varios conjuntos nao necessariamente disjuntos. Na sua versao mais simples, ele

afirma que,
e Para dois conjuntos, 4 e B:
#(AUB)=#A+#B—-#(ANB).
O que é facilmente verificavel, pois, se # (AN B) # 0, entdo quando fazemos a soma # A+ #B,

estamos somando a intersecao duas vezes, por isso, subtraimos uma delas.

e Para a uniao de 3 conjuntos, A, B e C, teriamos:
H#(AUBUC)=#A+#B+#C —#(ANB)—#(ANC)—#(BNC)+#(ANBNC).

Logo, contamos os elementos dos trés conjuntos (A4, B e C) e ao fazer isso, estamos contando
as intersegoes dois a dois duas vezes cada e a interse¢ao dos trés conjuntos trés vezes. Depois subtraimos
as trés intersecgoes dois a dois. Mas ao fazer isso, excluimos trés vezes a intersecao dos trés juntos, que

foi contado trés vezes e retirada trés vezes, resta somar esta, uma vez.
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e De um modo geral, para n conjuntos, teriamos:
#H(AUAU---UA,) =8 —So+---+(=1)"1. 8,

onde, Sl :i:l #(AZ), SQ S Z #(Al N Aj), ce

1<i<j<n
Ou seja, o nimero de elementos da unido, é obtido somando os nimeros de elementos de cada

conjunto, subtraindo os nimeros de elementos da intersecao das interse¢oes dois a dois, somando os
das intersegoes trés a trés, subtraindo os das intersegoes quatro a quatro etc. Essa demonstragao sera
omitida neste trabalho por nao ser o foco dele, porém, pode ser vista na integra em (MORGADO, 2016,
p. 173-174).

Exemplo. Quantos sao os anagramas da palavra CAPITULO que tém C em 1° lugar, ou A em 2° lugar
ou P em 3° lugar ou [ em 4° lugar?

Solugao: Defina-se

Ay = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém C em 1° lugar;

A, = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém A em 2° lugar;

As = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém P em 3° lugar;

A4 = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém I em 4° lugar;

Queremos calcular #(A; U Ao U A3 U Ay) e temos que:

H#A = #Ay = #A3 = #A, = n° de anagramas de CAPITULO que tém uma letra fixa —
7! = 5040.

H#AINA)=#(A1NAs) =H#H(A1NAY) =# (A2 NAs) =#(AaNAy) =#(A3NAy) =1°
de anagramas de CAPITULO que tém duas letras fixas = 6! = 720.

H#AINANA) =H#(A1NAsNAY) = # (A1 NA3sNAY) = # (AN A3N Ay) = n° de ana-
gramas de CAPITULO que tém trés letras fixas = 5! = 120.

# (AN AN A3 N Ay) = n° de anagramas de CAPITULO que tém 4 letras fixas = 4! = 24.

Pelo Principio da Inclusao-Exclusao,

#(AUAyU A3 U Ay) = 4-5040 — 6 - 720 + 4 - 120 — 24 = 16296.

O Principio das Gavetas de Dirichlet: Se n objetos forem colocados em no maximo, n — 1
gavetas, entao pelo menos uma delas contera pelo menos dois objetos.

Vejamos a prova desse resultado por absurdo, vamos entao supor que em cada gaveta existe,
no maximo, um objeto. Entao o total de objetos colocados em todas as n — 1 gavetas, serd no maximo
n — 1 objetos, o que é um absurdo visto que tinhamos n objetos inicialmente.

Esse principio é também conhecido como Principio da Casa dos Pombos.

Exemplo. Dado um conjunto de 13 pessoas, pelo menos duas delas aniversariam no mesmo més.
Solucao: Como temos 13 pessoas e 12 meses no ano, temos que o maximo de pessoas fazendo

aniversario em meses distintos sao 12, logo a 13° pessoa fara aniversario no mesmo més que uma das 12

pessoas que fazem em meses distintos, assim, pelo Principio de Dirichlet, ao menos duas pessoas fazem

aniversario no mesmo meés.

Exemplo. Escolhem-se 5 pontos ao acaso sobre a superficie de um quadrado de lado 2. Mostre que pelo
menos um dos segmentos que eles determinam tem comprimento menor que ou igual a v/2.

Solugao: Podemos dividir o quadrado de lado em 2 em quatro quadrados de mesma area,
eles terdao dimensdes 1x1 e portanto a diagonal de um desses quadrados, por Pitagoras, mede /2. Se

colocarmos cada um dos quatro pontos em um desses quadrados, quando alocarmos o 5° ponto, teremos
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dois pontos dentro de um mesmo quadrado de lado 1, dai como a maior distancia dentro de um quadrado

¢ a sua diagonal, segue que a distancia maxima entre eles sera a distancia da diagonal, que é v/2.

3.3 Probabilidade

Nesta secao abordaremos alguns conceitos importantes da teoria de probabilidade que serao
importantes para a resolucao de exercicios nos capitulos seguintes, usamos como principais referéncias
Morgado (2016) e Iezzi (1997).

Definigao 3.3.1. Seja um experimento aleatério, com as seguintes caracteristicas:

e H4 um namero finito (digamos n) de eventos elementares (casos possiveis). A unido de todos os

eventos elementares é o espago amostral (2.
e Os eventos elementares sdo igualmente provaveis.

e Todo evento A é uma unidao de m eventos elementares onde m < n.

. numero de casos favordveis  #(A4) m
Probabilidadede A = P(A) = = = —.
robabiiidade de (4) numero de casos possiveis  #(£2) n

As propriedades a seguir, sdo consequéncias imediatas de defini¢do acima.

1) Dado um espago amostral {2, entdo P({2) = 1;
Comentéario: Vamos supor que o espago amostral {2 tenha n elementos. Dai, por definigdo,

temos:

P(2) = nimero de casos favordveis  #({2) n _1
~ ntmero de casos possiveis  #(02) o

2) P(Q) = 0;

Comentario: Seja §2 o espaco amostral, como #(()) = 0, entdo

3) Para todo evento A,0 < P(A) < 1;
Comentéario: Seja {2 o espago amostral, entao #(A4) < #(12), dai

_ #A) #(D) _
P(A)_#(Q)g#(m 1 = PA<1).
E como A é um evento de {2, entdo #(A4) > 0, entdo
_ #4)
P(A) = #0) >0 =0< P(A) (I1).
Segue por (I) e (II), que
0<PA)<1

4) Se AN B = @, entao P(AU B) = P(A) + P(B).
Comentario: Vamos supor que #(A) = n e #(B) = m e o espago amostral é (2 tal que

#(2) =z > n+ m, entdo
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P(AUB) = #(7;4(?259) - ntm=g+%:P(A)+P(B).

Exemplo. Trés moedas sao jogadas simultaneamente. Qual é a probabilidade de obter 2 caras? Qual a
probabilidade de obter pelo menos 2 caras?

Solugao: Vamos indicar com H, cara e com T coroa. O espago amostral é entao

Q={(HHH),(HHT),(HTH),(HTT),(THH),(THT) ,(TTH),(TTT)}.

Donde, #(£2) = casos possiveis = 8.
Seja A o evento “obter 2 caras” temos que,
A= {(HHT),(HTH),(THH)} .

Assim, #(A) = 3 e portanto,

#(A) _ 3
PA =T = 5

Seja B o evento “obter pelo menos duas caras” temos que,
B={(HHT),(HTH),(THH),(HHH)} .

Logo,

4 1
B=4eP(B)=-=—-.
#B=4eP(B) =5 =5

Exemplo. Suponhamos que de n objetos escolhermos r ao acaso com reposi¢ao. Qual a probabilidade
de que nenhum objeto seja escolhido mais de uma vez?
Solugao: O numero de casos possiveis é igual a n”. Ja a quantidade de casos favorédveis é dada
porn-(n—1)-(n—2)---(n—r+1). Logo, a probabilidade &
n-(n—1)-n—-2)---(n—r+1)

n’f'

Uma aplicag@o interessante deste resultado é a seguinte: vamos supor que seja igual a pro-
babilidade do aniversario de uma pessoa em qualquer dia do ano. Se tivermos 7 pessoas ao acaso,
a probabilidade de que todas facam aniversario em dias diferentes é dada pela férmula acima, onde
n = 365.

Muitas vezes dado um evento A, fica mais facil calcular P (A°) ao invés de P(A). Para casos
assim, temos o seguinte resultado que pode ser usado para o calculo de P(A) através de P (A€), ou o

contréario.

Teorema 3.3.1. Dado um evento A, P (A°) =1— P(A).
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Figura 3.1: “A” complementar

Af

Fonte: Elaborada pelo autor.

Demonstra¢io. Como AN A =0 e AU A = (2, pela propriedade 4), temos

P(AUA®)=P(A)+P(A°) = 1=P(A)+P(A°) = P(A°)=1-P(A).

Exemplo. Uma urna contém 100 bolinhas numeradas de 1 a 100. Uma bolinha é escolhida e obser-
vado seu numero. Admitindo-se probabilidades iguais a ﬁ para todos os eventos elementares, qual a
probabilidade de:

a) Observarmos um niamero ndo miltiplo de 57

Solugao: Seja D o evento, o ntimero é multiplo de 5. Temos:

D = {5,10,15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90, 95, 100} .

Dai, P(D) = % = 1.
O evento que nos interessa é D¢. Logo, P (DC) =1-PD)=1- % = %.

Exemplo. Uma moeda foi cunhada de tal forma que é 4 vezes mais provével sair cara do que coroa.
Calcule as probabilidades de sair cara e coroa.
Solugao: Seja C' o evento cara e K o evento coroa, temos entdo que P(C) = 4 - P(K) e como

os dois eventos sao os Unicos possiveis, segue que
1
P(C)+PK)=1 = 4-P(K)+P(K)=1 = P(K)= 5 =0,2.
Dai,
P(C)=1-P(K) = P(C)=1-0,2=0,8.

Probabilidade condicional: Dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional de B

dado A é o ntiimero Pgaj)g). Representaremos este nimero pelo simbolo P(B/A). Logo,
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P(AN B)

P(B/A) = =5

, onde P(A) # 0.

Exemplo. Um grupo de pessoas esté classificado da seguinte forma:

Tabela 3.6: Probabilidade condicional - Exemplo

fala inglés \ fala alemao \ fala francés

homens 92 35 47
mulheres 101 33 52

Fonte: MORGADO, 2015.

Escolhe-se uma pessoa ao acaso. Sabendo que esta pessoa fala francés, qual a probabilidade de
que seja homem?
Solugao: Seja A o evento que ocorre se a pessoa escolhida fala francés e B se a pessoa escolhida

é homem. Temos entao

_4T+52 99 A7

W= =300 TP =550

e portanto,

47
360

Exemplo. Considere um tetraedro, como um dado, com 4 faces numeradas de 1 a 4. Dois tetraedros, t;
e t9, sao langados sobre um plano e observam-se os ntimeros das faces nas quais se apoiam os tetraedros.
Se a soma dos pontos obtidos for maior que 5, qual a probabilidade de que o niimero observado em t;
seja 47

Solugao: Para obtermos um valor na soma maior que 5, esse valor poderé ser 6,7 ou 8, o que
gera os pares de resultados em ¢ e to, respectivamente: {(1,4),(3,3),(3,4), (4,2), (4,3), (4,4)}, portanto
sdo 6 possiveis combinagdes. Destas, t; =4 em {(4,2), (4,3), (4,4)}.

Sejam entao, B o evento: sair 4 em t; e A o evento: t1 + ¢ > 5, temos

P(B/A) = P(;l(z)B) = PB/MA)=:=1.

No caso particular em que o fato de ja ter acontecido o evento A, ndo interfere em nada nas
chances de ocorrer o evento B, segue que a probabilidade condicional do evento B dado o acontecimento
do evento A, é P(B). Logo,

P(B/A) = P(B)

P(BnNA)
———= =P(B P(BNA)=P(B)-P(A).
Bl = PB) = PBNA)=P(B)- P(4)

Definigao. Dois eventos A e B sdo chamados independentes se P(AN B) = P(A) - P(B).
Essa definicao pode ainda ser estendida para n eventos A1, Ao, ..., A,, eles serdo independentes

se Vk e Viy,io,...,1, tem-se

P(A;, N Ay, N...NA;,) = P(Ai,) - P(Ay,) - P(As).



CAPITULO 3. COMBINATORIA E PROBABILIDADE 38

Exemplo. Treze cartas sao escolhidas de um baralho de 52 cartas. Seja A o evento “o rei de espada esta
entre as 13 cartas” e B o evento “as 13 cartas sao do mesmo naipe”. Prove que A e B sao independentes.
Solugao: Temos,

_CY 511-131-390 131

P(A>*0751§*12!~39!-52! S
Cs3
Daf,
P(ANnB) = !
Cs3

Assim, P(AN B) = P(A) - P(B), ou seja, A e B sao de fato eventos independentes.

Exemplo. As probabilidades de que duas pessoas A e B resolvam um problema sdo, P(A) =
P(B) = 2. Qual a probabilidade de que:

5 -

W=

a) ambos resolvam o problema?

Solugao: Como os eventos A e B sdo independentes, pois uma pessoa saber resolver um problema

nao remete nada ao fato de outra pessoa também conseguir, temos

P(ambosresolvam) = P(A) - P(B) =

b) ao menos um resolva?

Solugao: Nesse caso, temos 3 casos: A resolver o problema e B nao, B resolver o problema e A
nao, ou ainda ambos resolverem, dai

2 2 1 11

3
5T 55T

P(ao menos um resolva) =

¢) nenhum resolva?

Solucao: E preciso que A nao resolva e que B também nao consiga, dai

P(nenhum resolva) =



Capitulo 4

Exercicios da OBMEP - Primeira Fase

Neste capitulo, serao abordados todos os exercicios da 1? fase, de nivel 3, de probabilidade da
OBMEP, até o ano de 2019. Em alguns casos, havera uma solugao sugerida e comentarios de que auxiliam
o docente a exemplificar tais conceitos para os alunos durante as aulas, com o objetivo de que tenham
uma melhor compreensao do contetido e sequencialmente melhores resultados nas proximas edigoes da
competicao. Todos os exercicios e as “solugoes da OBMEP”, foram retirados integralmente de OBMEP

(2020b), ja as “solugodes sugeridas’, bem como os comentarios e sugestoes, foram elaborados pelo autor.

Questao 19 (Nivel 3 — 2005) Brasil e Argentina participam de um campeonato internacional
de futebol no qual competem oito selegbes. Na primeira rodada serao realizadas quatro partidas, nas quais
os adversarios sao escolhidos por sorteio. Qual é a probabilidade de Brasil e Argentina se enfrentarem na
primeira rodada?

(A) /s
(B) 1/7
(C) /e
(D) s
(E) Y4
Solucao da OBMEP :

Alternativa B.
Como ha 7 possiveis adversarios para o Brasil, todos com a mesma chance de serem escolhidos,

a probabilidade do adversério do Brasil na primeira rodada ser a Argentina é 1/7.

Solucao sugerida :

Vamos calcular a probabilidade de Brasil e Argentina nao serem adversarios. Como o Brasil tem
7 possiveis adversérios e 6 nos interessam (Argentina ndo entra), a probabilidade de nédo se enfrentarem é
g. Logo, como o exercicio quer a probabilidade deles se enfrentarem de fato, e os eventos enfrentamento

ou nao enfrentamento sao disjuntos, temos:

P(enfrentamento) = 1 — P(ndo ter enfrentamento)

P(enfrentamento) = 1-2=1.

Outra solugao: A quantidade total de possiveis partidas ¢ dada por C2 - C2 - C3 - 1. Vejamos,
aquelas em que Brasil e Argentina se enfrentam, primeiramente, temos 4 partidas para acontecer, entao
devemos escolher uma delas para o confronto. Depois, para que as duas selegoes estejam nela temos uma
possibilidade. Dai, para a préxima partida, vamos escolher 2 dos 6 times restantes, logo, CZ restaram 4
equipes das quais vamos escolher outras duas, C% e as duas tltimas equipes se enfrentaram. Assim, a

probabilidade desejada vai ser dada por:

39
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1

p_ 4.C2.C3 _ 4 _
cTcz 1 477
Comentarios e sugestoes : A ideia de fixar um time é pega chave para a resolucao do exercicio
e vale a pena questionar o aluno do porque nao é “contado duas vezes”’, pois poderiamos ter fixado a

Argentina para analisar os casos.

Questao 16 (Nivel 3 — 2006) Uma caixa contém cinco bolas numeradas de 1 a 5. Dela sdo
retiradas ao acaso duas bolas. Qual a probabilidade de que o maior nimero assim escolhido seja o 47
(A) Y10
(B) /5
(C) 310
(D) %5
(E) 1/2
Solucao da OBMEP :
Alternativa C.
O namero de maneiras de retirarmos duas bolas da caixa é 10, o que podemos ver listando as
possibilidades: {1,2},{1,3},{1,4},{1,5} {2,3} {2,4} {2,5} {3,4},{3,5},{4,5} .0 4 é o maior nimero
escolhido em {1,4},{2,4} e {3,4}, ou seja, em 3 casos. Logo, a probabilidade pedida é %.

Solucao sugerida :

Podemos retirar da caixa os pares {1,2},{1,3},{1,4},{1,5}{2,3} {2,4} {2,5} {3,4}

{3,5},{4,5} ou seja, temos 10 pares distintos. Vamos calcular a probabilidade do 4 ser o
menor, o que acontece quando escolhemos o par {4,5} logo essa probabilidade é %. E ainda va-
mos calcular a probabilidade do 4 nao pertencer ao par, assim os pares em que isso acontece sao:

{1,2},{1,3},{1,5}{2,3},{2,5}, {3, 5} ,logo essa probabilidade é %. Logo, a probabilidade pedida é

P(4seromaior) = 1— (P(4seromenor)+ P(4 nao pertencer ao par))
P(4seromaior) = 1—({5+5)=1-5%=2.

Outra solugao: O nimero total de possibilidades de se retirar duas dentre as cinco bolas
disponiveis ¢ C2. Primeiramente é preciso que o 4 seja sorteado, dai temos uma possibilidade. E para
que ele seja o maior, o 5 ndo pode ser sorteado, logo, restam 3 opgdes. Assim, a probabilidade desejada
é,

P4 ior) L
Ser o maior) = —5 = —.
C2 10

Comentarios e sugestoes : Pensar no complementar é uma saida muito usada em Combina-

toéria e principalmente em Probabilidade, é importante sempre resolver os exercicios com os alunos pelos

menos dessas duas formas (calculo direto e inverso) para que os alunos consigam identificar o comple-

mentar.

Questao 20 (Nivel 3 — 2008) Em um jogo, Pedro langa uma moeda para decidir quantas casas
avangar. Quando sai cara, ele avanga uma casa; quando sai coroa, ele avanga duas casas. O jogo acaba
quando Pedro alcanga ou ultrapassa a dltima casa. Faltam trés casas para Pedro terminar o jogo. Qual
é a probabilidade de que ele tire coroa em sua tultima jogada?

(A)

(B)

(©)

WK Ut col~1
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4.

5.

(D)§

(B)3

Solucao da OBMERP :

Alternativa D.

Pedro pode terminar o jogo de cinco maneiras diferentes, listadas abaixo:
cara, cara, cara - probabilidade %;

cara, cara, coroa - probabilidade %;

cara, coroa - probabilidade %;
coroa, cara - probabilidade %;

coroa, coroa - probabilidade i.

Ele terminar com coroa nas alternativas 2,3 e 5. Como as alternativas acima sao mutuamente exclusivas,

a probabilidade de sua tltima jogada ser coroa é é + % + % = 2.

5
8

Solugao sugerida :

Vamos calcular a probabilidade de ele terminar com cara. O que pode acontecer de duas formas:

® cara, cara € cara;

® COroa e cara.

Logo a probabilidade pedida pode ser obtida por,

P(terminar em coroa) = 1 — P(terminar em cara)
P(terminar em coroa) = 1— (P(cara, carae cara) + P(coroa e cara))
P(terminaremcoroa) = 1-(3-3-24+4-3)=1—4—1=2.

Comentarios e sugestoes : Na situacao onde o professor resolve esse exercicio em sala, é

interessante deixar os alunos construirem os casos, mesmo que verbalmente; por nao ser tao complexo, o

discente consegue explanar ao menos algum caso, o que pode gerar nele interesse pelo contetdo.

Questao 15 (Nivel 3 — 2009) Luciana tem trés canetas pretas e trés vermelhas. Ontem ela

pegou, ao acaso, uma dessas canetas e colocou-a na bolsa. Hoje ela colocou uma caneta preta na bolsa.

Se ela retirar uma dessas duas canetas da bolsa, sem olhar, qual a probabilidade de essa caneta ser preta?

(A)
(B)
(©)
(D)
(E)
Solucao da OBMEP :
Alternativa D.

Vamos denotar por P e V canetas pretas e vermelhas, respectivamente. Como o numero de P

N N oo O WIN M=

e V que Juliana tem sao iguais, as probabilidade de ela escolher uma P ou uma V ao acaso sao ambas

iguais a % Podemos entao fazer a seguinte tabela:
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Tabela 4.1: Questao 15 - Resolugao

caneta colocada na . canetas na bolsa no probabilidade de
probabilidade . . .
bolsa ao acaso dia seguinte tirar uma P
P % P, P 1
T T
\% 5 V,P 5

Fonte: OBMEP, 2020b.

Como os eventos (P, P) e (P, V) sao disjuntos, a probabilidade de Juliana tirar uma caneta

preta da bolsa é

o] oo

N -
N
N

Solucao sugerida :

Sejam V e P, respectivamente, as canetas vermelha e preta. Vamos calcular a probabilidade de
retirar uma caneta vermelha no dia seguinte. Ontem, quando escolhemos uma caneta ao acaso a chance
de ser vermelha ou de tirar preta era de %. Vejamos abaixo, com a adicao da caneta quais as chances de

tirar vermelha,

P(V hoje) = P(V ontem) - P(V hoje, tendo V e P) + P(P ontem) - P(V hoje, tendo P e P)
P(Vhoje) = 2-31+1-0=1

Logo, como os eventos V e P sao disjuntos, temos

P(Phoje) = 1— P(V hoje)
P(Phoje) = 1-31=3.

Comentarios e sugestoes : Importante sempre ressaltar nesse tipo de exercicio os principios
usados (multiplicativo e aditivo) com os alunos, visto que na questéo eles se misturam, pois sdo a base
para compreensao do tema. O aluno que compreende que a proxima escolha dele é alterada se a primeira

for e associa isso rapidamente ao principio multiplicativo, esta a par dos conceitos vistos.

Questao 12 (Nivel 3 — 2011) Trés amigas possuem, cada uma, trés blusas: uma amarela, uma
branca e uma preta. Se cada amiga escolher ao acaso uma de suas blusas, qual é a probabilidade de que
as cores das blusas escolhidas sejam todas diferentes?

(A)g
)§
)3
)3
)i
Solucao da OBMEP :

Alternativa C.
As amigas podem escolher suas blusas, sem restrigdao, de 3 - 3 - 3 = 27 maneiras diferentes. Por

(B
(C
(D
(E

outro lado, se elas devem escolher blusas sem repeticao de cores e uma delas ja escolheu a sua entre as
3 possibilidades, uma outra terd apenas 2 possibilidades e a tultima apenas 1, num total de 3-2-1 =6

possibilidades sem repeticao de cores. Logo a probabilidade em questao é igual a 2% = %.

Solucao sugerida :

Primeiramente vejamos que,
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P(todas diferentes) = 1 — (P(todas iguais) + P(duas iguais)) .

Dali, para que sejam todas iguais, precisamos escolher qual é essa cor, entao temos 3 opcgoes.

Depois disso, a chance de que cada menina escolha a cor desejada é de % Logo, P(todas iguais) =
3°3°3 %. Para escolher duas blusas iguais, temos novamente 3 opgoes de escolha da cor que
repetira; depois temos 2 opgoes de escolha da cor diferente; 3 opgoes de escolha da menina que usaré essa

cor distinta e como a probabilidade de que cada uma delas escolha a cor designada é de %, temos que a

P(duasiguais) =3-2-3- % . % . % = g, contudo, como visto acima:
P(todas diferentes) = 1 — (P(todasiguais) + P(duas iguais))
P(todas diferentes) = 1—(3+%)=1-7=2

Comentarios e sugestoes : A solucao sugerida, nos d4 um modo de resolver o exercicio que
é atraente pro aluno, pois pensar em cada decisao e suas respectivas escolhas, sao atividades cognitivas

que fazemos o tempo todo.

Questao 14 (Nivel 3 — 2013) Um dado foi construido usando a planificagido da figura. Qual

é a probabilidade de obtermos dois resultados diferentes quando jogamos esse dado duas vezes?

Figura 4.1: Questao 14 - Enunciado

O1€|0|®

0@

Fonte: OBMEP, 2020b.

g‘g oot Wl 'o_o“: Do

Solucao da OBMEP :
Alternativa B.
As probabilidades de obter um quadrado cinza, um circulo branco ou um circulo preto em um

% % % e %. A probabilidade de obter dois simbolos
7.

)
iguais em dois langamentos consecutivos é entao % . % + = % + % . % = % = 1g;segue que a probabilidade
11

de obter dois simbolos distintos é 1 — 1—78 = I5-

Uma segunda solugao é como segue. Os mesmos dois simbolos distintos podem ser obtidos de

lancamento desse dado sao, respectivamente, % =

i ||

duas maneiras diferentes em lancamentos consecutivos. Logo, a probabilidade de obtermos um quadrado

cinza e um circulo branco é 2- % % = %, a probabilidade de obtermos um quadrado cinza e um circulo preto
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. Assim,

1
1

é2- % . % = % e a probabilidade de obtermos um circulo branco e um circulo preto é 2% .

a probabilidade de obtermos dois simbolos diferentes em lancamentos consecutivos é % +

=

SallacNTSN
©l= ol

¢

Solucao sugerida :
Sejam CB, CP e QC, respectivamente, circulo branco, circulo preto e quadrado cinza, que tem

probabilidades de sairem no langamento do dado de %, % e %. Logo,

P(figuras diferentes) = P(CB).P(néo sair CB)+

P(CP). P(nao sair CP) + P(QC).P(néo sair QC)
P(figuras diferentes) = 2. (1— %) —|— - +2-(1-92)
P(figuras diferentes) = =+ 2%+ 2 =22 =1l

Comentarios e sugestoes : Quando a questao tem muitas formas de se resolver, onde nenhuma
é muito mais extensa que as demais, é interessante pedir para que o aluno trace o caminho da resolucao,
pois podemos ter a sorte de ao menos dois alunos pensarem diferentes estratégias de resolugao, e entao

podermos mostrar que ambas chegam ao mesmo lugar.

Questao 12 (Nivel 3 — 2015) Na figura, o circulo das centenas esta dividido em trés setores,
um semicircular e outros dois de mesma area. Cada um dos outros dois circulos estao divididos em setores
de mesma &area. As setas nesses circulos, quando giradas, param ao acaso em algum setor, determinando

um numero de trés algarismos. Por exemplo, na figura elas determinam o nimero 331.

Figura 4.2: Questao 12 - Enunciado

centenas dezanas unidades

Fonte: OBMEP, 2020b.

Qual é a probabilidade de que o naumero determinado pelas setas, apos serem giradas, seja maior

do que 2607

Solucao da OBMEP :

Alternativa B.

Na roleta das centenas, a probabilidade de a seta parar no setor marcado com o ntimero 3 é de
1/2, e a probabilidade de a seta parar no setor marcado com o nimeros 1 ou 2 é de /4 para cada um deles.
Na roleta das dezenas, a probabilidade de a seta parar num dos setores com os ntimeros 1,3,4,5, e8 é de
1/5 para cada um deles. O ntmero determinado pelas setas, depois de giradas, é maior que 260 quando

acontece alguma das situacoes seguintes:
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e A seta da roleta das centenas para no setor marcado com 3, o que acontece com probabilidade 1/2.

Nao importa o que ocorre nas casas das dezenas e das unidades.

e A seta da roleta das centenas para no setor marcado com 2 e a seta do setor das dezenas para no
setor marcado com 8, o que acontece com probabilidade (1/4) - (1/5). N&o importa o que ocorre na

casa das unidades.

Assim, a probabilidade de que o nimero determinado pelas setas, ap0s serem giradas, seja maior do que
260 é

1 1 1 1 1
2 15 2w
o que representa uma porcentagem de 50% + 5% = 55% de probabilidade.
Solucao sugerida :
Vejamos que P(maior que 260) = 1 — P(menor que 260). Considerando as mesmas probabilida-
des iniciais: para os valores dentro das roletas da centena, dezena e unidade, segue que para obtermos

um valor menor que 260, temos dois casos:

e Com o ntimero 1 na centena e seguido de quaisquer valores na dezena e unidade, assim P(1 na centena) =
1 =1
7-1-1=73.

e Com o numero 2 na centena e seguido de uma dezena diferente de 8 e uma unidade qualquer, assim

P(2na dezena e ndo ter 8 na dezena) = 1 - 2.1 =1

Assim, a probabilidade de desejada, pode ser obtida, como mostrado acima, por

P(maior que 260) = 1 — P(menor que 260)
P(maior que 260) = 1 — (P(1 nacentena)+ P(2 na dezena e nao ter 8 na dezena))
P(maior que 260) = 1— (3 +1) =1L

E aplicando uma regra de trés basica, % = 55%.

Outra solugao: Note que os circulos a principio estao divididos em &, 5 e 10 partes. No
entanto, para usar a abordagem escolhida para essa solucao, vamos dividir o 1° circulo em 4 partes iguais,
ao invés de 3 partes distintas como no enunciado. Como os circulos estao divididos em 4 ,5 e 10 partes,
vamos analisé-los como se estivessem divididos em 20 partes, que é o MMC entre esses valores, sendo
assim, no 1° circulo, o espago destinado ao namero 3 equivale a 10 partes (pois ele é metade do circulo), os
nimeros 1 e 2 equivalem a 5 partes cada. No 2° circulo, como ele possui 5 divisérias, cada uma equivale a
4 partes das 20 partigdes que fizemos e no 3° circulo que tem 10 divisorias, cada uma equivale a 2 partes
das 20 parti¢oes iniciais. Portanto, a quantidade total que pode ser escolhida sao 20 - 20 - 20 partigoes
distintas.

Comegando por 3, teremos 2—20 = 10 possibilidades e para os outros dois circulos independe,
pois serd maior que 260 de qualquer forma, entao temos 10 - 20 - 20 = 4000 possiveis partigoes que geram
ntmeros maiores que 260 comegando por 3.

Ja no caso em que comega por 2, que representa 1/4 do 1° circulo, teremos % = b possibilidades,
no 2° precisamos que seja o ntmero 8 a sair, assim, como ele representa 1/5 do circulo, teremos 25—0 =4
possiveis valores e no 3° circulo qualquer valor é valido entao temos 20 opgoes de partigoes, assim, teremos
5420 = 400 parti¢coes que geram nimeros maiores que 260. Logo, a probabilidade é dada por:

4000 +400 11

— = 0,55 = 55%.

P(maior que 260) = m = 20
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Comentarios e sugestoes : Outro caso onde é importante deixar o aluno tragar caminhos de
resolugao, porque mesmo que nao conclua esses pensamentos, é plausivel de se imaginar que consiga dizer
quais podem ser os nimeros na centena e dezena. A ideia de usar o MMC nesses casos, quase sempre
passa pela cabeca do aluno, porém muitas das vezes a falta de pratica com a aplicacao dessa ferramenta

em uma situagao problema acaba por inibir a tentativa.

Questao 16 (Nivel 3 — 2016) A professora decidiu premiar, por sorteio, dois dentre os 20
alunos da turma de Jodo. Para o sorteio, 20 bolas com os niimeros dos alunos foram colocadas em uma
caixa. A primeira bola sorteada pela professora caiu no chéo e se perdeu, sem que ninguém visse seu
ntumero. Ela decidiu fazer o sorteio das bolas restantes. Qual é a probabilidade de que Joao tenha sido
um dos dois alunos sorteados?

1

(A) 5

2
B) 15
19
(€) 206
39
(D) 356
37
(E) 555

Solucao da OBMEP :

Alternativa A.

Como a bolinha que caiu nao foi encontrada, nada se pode afirmar sobre ela, isto é, se ela era
de Joao ou nao era, entao, tudo se passa como se ela ainda estivesse na caixa. Portanto, a probabilidade
de Jodo vencer é de 2 chances em 20, ou seja, 2/20 = 1/10.

Uma outra maneira de resolver o problema é dividi-lo em casos:

Caso 1. A bolinha que caiu era a de Joao. Neste caso, a probabilidade de Joao ganhar é 0, sua bolinha

nunca seré sorteada.

Caso 2. A bolinha que caiu nao é a de Joao. Neste caso, a probabilidade de Joao ganhar é

19 (1 18 1y _ 1
20 \19 19 18/ 10°

De fato, a probabilidade da bolinha nao ser a de Jodo é de 19/20. Para Jodo ter ganhado, ou
isto ocorreu ja na primeira retirada (1 bola entre 19 no total) ou isto ocorreu da primeira vez (com

probabilidade 18/19) e a segunda bola retirada foi a de Jodo (com probabilidade de 1/18).

Solucao sugerida :

Vamos calcular a probabilidade de Jodao nao ganhar o sorteio. Dai, Se a bola que caiu no chao
foi a dele, é obvio que ele tera 100% de chance de perder no sorteio das duas bolas, mas se a primeira bola
nao foi dele, restam % chances de perder na 1* bola sorteada e % na 2% bola sorteada, logo, indicando

o verbo pertencer, quando a bola era a de Joao, temos

P(nao ganhar) = P(1* pertencer).P(perder|1* pertencendo)+

P(1? néo pertencer ao Jodo).P(perder|1* ndo pertencendo)
P(ndo ganhar) = o5-1-1+33-(18.10)
P(ndo ganhar) = o5+ 30 =18 = 5.

Assim, como ganhar e nao ganhar sao eventos disjuntos, temos

P(ganhar) = 1— P(ndo ganhar)

P(ganhar) = 1- 4 =1.
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Outra solugao: Temos que as formas de escolher as 3 bolas dentre as 20 ¢ dada por A3, =
20-19- 18, pois a ordem importa, ja que uma das bolas sera descartada. Dentre essas formas, Joao pode
ganhar na 2% bola sorteada (a 1* sorteada que ndo caiu no chéo), o que pode acontecer de 19 -1 - 18
modos, ou ele ainda pode ganhar na 3* bola (a 2% sorteada que néo caiu no chao), o que pode acontecer

de 19-18 -1 modos. Logo, a probabilidade é dada por

19-1-18+19-18-1 2 1

P(canhar) = S
(ganhar) 2019 - 18 20 10

Comentarios e sugestoes : A questao pode gerar mais interesse por parte dos discentes se
trouxermos uma caixa com as bolinhas para a sala e a partir dai fazer questionamentos, como “Se a sua
bolinha caiu no chao, serd que ainda da pra ganhar?”. Sobre os modos de resolugao, o mais usado pelos
alunos deve ser o 2* da OBMEP, mas é importante articular com o aluno a solucao usando o arranjo

simples.

Questao 19 (Nivel 3 — 2017) Uma caixa contém nove bolas idénticas numeradas de 1 a 9.
Uma bola é sorteada, seu nimero é anotado e a bola é devolvida a caixa. Repete-se esse procedimento
mais duas vezes, anotando-se também os nimeros da segunda e terceira bolas sorteadas. Qual é a
probabilidade de que a soma dos nimeros nas duas primeiras bolas sorteadas nao seja um miltiplo de 3
e a soma nas trés bolas sorteadas seja um multiplo de 37

(A)
(B)
(©)
(D)
(E)
Solucao da OBMEP :
Alternativa A.
O espago amostral desse experimento é formado pelas trincas (a, b, ¢) com a,be ¢ variando de 1

©IN oo WIN Wl ©o

a 9, ouseja, 9-9-9 = 729 pontos equiprovaveis.

Observe que um numero natural pode ser miltiplo de 3 ou estar a uma distancia 1 ou 2 do
préoximo miltiplo de 3. Por exemplo, 4 estd a uma distancia 2 de 6, e 5 estd a uma distancia 1 de 6.

Assim, a pode ser escolhido de 9 maneiras, e b nao pode assumir 3 dos 9 valores, isto é, ou nao
pode assumir 3,6 ¢ 9 ou ndo pode assumir 1,4 e 7, ou nao pode assumir 2,5 e 8. Assim, b pode assumir 6
valores.

Para escolha de ¢, utilizamos o mesmo argumento, s6 que agora queremos que assuma um dos
trés valores que tornem o resultado da soma a + b + ¢ um multiplo de 3.

Portanto, o namero de pontos que satisfazem o enunciado é 9 -6 -3 = 162, e a probabilidade é
162 _ 2

729 — 9°

Solucao sugerida :

Para obtermos uma soma de dois nimeros a e b, onde 3 nao divide a + b, precisamos que a + b
deixe resto 1 ou 2 na divis@o por 3, dai o terceiro numero, ¢, devera completar o que falta para ser

multiplo de 3, como nos casos abaixo:

e Caso 1: A soma a + b deixa resto 1 e ¢ deixa resto 2, ambos na divisdo por 3, assim: a + b =
(1+3),3+1),(24+2),(14+6),(64+1),(44+3),34+4),2+5),(6+2),(7T+3),3+7),(2+38),

i (
(8+2),(4+6),(6+4),(9+1),(1+9),(5+5),(6+7),(7T+6),(5+8),(8+5),(4+9),(9+4),
i

(7+9)
e c=2,50u8, dos 9 resultados possiveis, dai

94 7), (8 + 8) sao os valores que satisfazem a condicao, dos 9-9 = 81 resultados possiveis
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27 3 81

P(Casol)= — - = = —.

(Casol) = 57575 = 729
e Caso 2: A soma a + b deixa resto 2 e ¢ deixa resto 1, ambos na divisdo por 3, assim: a + b =
(1+1),(144),(4+1),(243),3+2),(14+7),(T+1),(24+6),(6+2),(3+5),(5+3),(4+4),

7(
(24+9),9+2),3+8),8+3),(4+7),(7+4),56+6),(6+5),(56+9),(9+5),(6+38),(8+6),
7(

(7T+7),(8,9),(9,8) sdo os valores que satisfazem a condigao, dos 9 -9 = 81 resultados possiveis e
c=1,40u7, dai
2 3 81
P(Caso2)= — - — = —.
(Caso2) = 5755 = 729
Logo,
P(3naodividira + be3dividira+b+¢) = P(Casol)+ P(Caso2)
P(3naodividira + be3dividira+b+c) = 25+ 2L =18
P(3naodividira +be3dividira+b+c¢) = 2.

Comentarios e sugestoes : Fica mais facil conseguir que os alunos construam a linha de raci-
ocinio da solugao sugerida se pedirmos para testarem ntimeros, até que percebam um padrao nas somas,
padrao que na verdade estd baseado nos restos. Conseguindo tracar esse pardmetro é provavel que

estabelegam os dois casos que a questao precisa.



Capitulo 5

Exercicios da OBMEP - Segunda Fase

Neste capitulo, serao abordados todos os exercicios da 2% fase, de nivel 3, de probabilidade da
OBMEP, até o ano de 2019. Em alguns casos, havera uma solugao sugerida e comentarios de que auxiliam
o docente a exemplificar tais conceitos para os alunos durante as aulas, com o objetivo de que tenham
uma melhor compreensao do contetido e sequencialmente melhores resultados nas proximas edigoes da
competicao. Todos os exercicios e as “solugoes da OBMEP”, foram retirados integralmente de OBMEP

(2020b), ja as “solugodes sugeridas’, bem como os comentarios e sugestoes, foram elaborados pelo autor.

Questao 5 (Nivel 3 — 2005) Em um jogo cada participante recebe um cartdo com 4 nimeros
distintos de 1 a 20, dispostos em duas linhas e duas colunas. Os ntimeros sao sucessivamente sorteados
de uma caixa que contém 20 bolas idénticas, que foram numeradas de 1 a 20. Ganha o participante que

for o primeiro a ter sorteados dois niimeros de uma linha ou dois ntimeros de uma coluna.

S L 15 4 1|5 ox ; ; 5
a) Os cartdes 15 | 5 e 13 | 3 sdo equivalentes, porque se um deles ganha o jogo entdo o outro
ganha também. Descreva todos os cartoes equivalentes a % | %.

b) Qual a probabilidade de que o cartao % | % ganhe logo na segunda bola sorteada?

Solucao da OBMEP :
a) Dois cartoes sdo equivalentes quando suas linhas e colunas sdo compostas pelos mesmos
quatro pares de nimeros. No caso do cartao g | %, os quatro pares sao (7,2),(2,4),(4,9) e (9,7). Os

outros cartoes que possuem estes mesmos pares em suas linhas e colunas sao:

s (§]

) i

N
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b) Solucdo 1: Existem 20 maneiras de sortear a primeira bola. Uma vez sorteada a primeira

)

bola, ha 19 maneiras de sortear a segunda (pois ndo ha nimeros iguais nos cartoes). Pelo Principio

Fundamental da Contagem, ha 20 - 19 maneiras de sortear os dois primeiros nameros. Este é o numero

. i - 50 L | 5
total de casos possiveis para o experimento. Para que o cartao 75 | 3 ganhe logo na segunda bola

sorteada, os dois nuimeros sorteados devem formar uma de suas linhas ou colunas, em um nimero de

quatro. Como ha duas maneiras de sortear uma linha ou uma coluna, o nimero de casos favoraveis é 8.
8 _ 2

20-19 ~ 95°

Solucao 2: Para que o cartao ganhe na segunda bola sorteada, a primeira bola deve ter um dos

4 nimeros do cartao. Como hé 20 bolas, a probabilidade de isto ocorrer é % = é Além disso, o niimero

Logo, a probabilidade pedida é

da segunda bola deve ser um dos dois niimeros que estao na linha ou na coluna do primeiro; como agora

restam 19 bolas na caixa, a probabilidade disto ocorrer é 1—29. Assim, a probabilidade do cartao ganhar

\ fl.2 2
logo na segunda bola sorteada ¢ £ - 15 = g=-

Solucao 3: Podemos pensar nos dois primeiros nimeros sorteados como um subconjunto de dois

20) _ 20

9 S1sT — 10 - 19. Este é o namero

elementos dos ntumeros de 1 a 20, que sao em um numero de (

49
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total de casos possiveis para este experimento. Por outro lado, o ntimero de casos favoréaveis é 4, que € o
namero de pares do cartao que estao na mesma linha ou na mesma coluna. Deste modo, a probabilidade

. A 4 _ 2
pedida ¢ 1575 = o= -

Solucao sugerida :

b) Vamos calcular a probabilidade de o cartdo ndo ganhar nas duas primeiras rodadas. O que
pode acontecer se nenhum dos 4 ntimeros for escolhido na primeira rodada (P(néo sair na 1#) = (18 . 1))
ou se um dos quatro ntmeros sair na primeira, porém um dos dois que formam linha e coluna nao sair

na segunda (P(sair na 1* mas nao sair na 2*) = (55 - 15)), dai

20 19
P(ganhar na 2 rodada) = 1 — P(ndo ganhar na 2* rodada)
P(ganharna 2*rodada) = 1— (32 1+ 56-17)
P(ganhar na 2 rodada) = 1-— % = 9%,

Comentarios e sugestoes : O item b) possui diversas formas de resolugio, a mais comum deve
ser a 22 por ser um linha de pensamento mais direta, porém é muito importante que o docente mostre
ao aluno que existem varias formas de se fazer aquilo, visto que um discente pode ter pensado em uma
das solugoes mas nao quis falar por imaginar estar errada. Para gerar entusiasmo com dos alunos pelo
contetuido, o professor pode aplicar a situagao na sala, montando pecas e fazendo as perguntas aos alunos

sobre as probabilidades.

Questao 5 (Nivel 3 — 2008) No brinquedo ilustrado na figura, bolinhas sdo colocadas nas
entradas A,B ou C' e movem-se sempre para baixo, terminando em uma das caixas 1,2 ou 3. Ao atingir

um dos pontos marcados com A, as bolinhas tém chances iguais de ir para cada um dos dois lados.

Figura 5.1: Questao 5 - Ilustragao

A
|

"I |
AN

Fonte: OBMEP, 2020b.

a) Se uma bolinha for colocada em C, em quais caixas ela pode parar? E se ela for colocada
em B?

b) Se uma bolinha for colocada em A, qual a probabilidade de que 14 v4 parar na caixa 27 E
se ela for depositada em B, qual é essa probabilidade?

¢) Se colocarmos uma bolinha em cada entrada (uma de cada vez), qual a probabilidade de

que, no final, haja uma bolinha em cada caixa?

Solucao da OBMEP :
a) Uma bolinha colocada em C' s6 podera parar nas caixas 2 e 3; se colocada em B, ela podera

parar em qualquer uma das caixas.
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b) Se ela parte de A, para chegar a caixa 2 ela deve ir para a direita tanto na primeira como
na segunda bifurcagao. Como a bolinha tem chances iguais de ir para a direita ou para a esquerda em
cada bifurcagao, a probabilidade dela chegar & caixa 2 é % - % = i ou 25%.

Se a bolinha for depositada em B, pelo mesmo raciocinio, ela podera chegar a caixa 2 por dois
caminhos diferentes: direita, esquerda ou esquerda, direita; ambos ocorrem com probabilidade %. Como
esses eventos sao disjuntos, a probabilidade de um deles ocorrer é a soma das probabilidades de cada
evento individual. Logo, a probabilidade da bolinha sair de B e chegar a caixa 2 é % + i = % ou 50%.

c¢) Existem trés situagdes possiveis para que no final, haja uma bolinha em cada caixa. Descre-
vemos estas situagoes na tabela abaixo, onde (por exemplo) a primeira linha indica a situagdo em que
uma bolinha colocada em A cai na caixa 1, outra colocada em B cai na caixa 2 e a ultima, colocada em

C, cal na caixa 3.

Tabela 5.1: Questao 18 - Possiveis casos

’ \ caixa 1 \ caixa 2 \ caixa 3 ‘

12 A B C
22 A C B
32 B A C

Fonte: OBMEP, 2020b.

Observando que os eventos “bola colocada em X caiu na caixa Y” sao independentes e lem-
brando que a probabilidade de eventos independentes ocorrerem simultaneamente é igual ao produto das

probabilidades de cada evento, a probabilidade de que cada uma dessas situagoes ocorra é:

1 situacio. 3. LB _ 9
S uagao.4 5 1= 3%
9% situac 13 3
szuagao.4 1160
3 1 1 3

a ) a e e e — — —
3% situacao : 11161

Por outro lado, a ocorréncia de cada uma das configuracoes acima é um evento disjunto dos
outros dois; a probabilidade de ao menos um deles ocorrer é entao igual & soma das probabilidades dos
eventos individuais. Logo, a probabilidade de que haja uma bolinha em cada caixa é

9 3.3 _:u_3
32 64 64 64 8
A titulo de observacgao, listamos abaixo as 12 possibilidades para a distribui¢ao de trés bolinhas

pelas caixas e suas respectivas probabilidades.
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Tabela 5.2: Questao 18 - Todas as probabilidades

[ caixa 1 | caixa 2 | caixa 3 | probabilidade |

A B C 18/64
A C B 3/64
A BC vazia 6/64
A vazia BC 9/64
AB vazia C 9/64
AB C vazia 3/64
B C C 3/64
B AC vazia /64
vazia AB C 6/64
vazia ABC vazia 2/64
vazia AC B /64
vazia A BC 3/64

Fonte: OBMEP, 2020b.

Solugao sugerida :
¢) Vejamos as probabilidades das bolinhas terem saido de A,B e C e pararem nas caixas 1, 2 e

3 separadamente:

Tabela 5.3: Probabilidades das bolinhas separadas

\ caixa 1 caixa 2 caixa 3
: T I . I_3] L.I_1
Part%ndodeA 21—|—212—14 22 =1 i 10 i
Partindo de B 5+5=1 11+1Z :15 i 5 15 T I ;
PartlndodeC 0 5521 §+§§:Z

Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora que sabemos quais sdo as probabilidades individualmente, vamos junta-las, mas como

queremos saber a probabilidade de ficarem separadas, podemos fazer:

P(separadas) = 1 — P(juntas).

Onde,
P(juntas) = P(AeBeml)+P(AeBem2eC #2)+ P(BeCem2eA+#2)+
P(BeCem3)+ P(AeCem2eB #2)+ P(A,BeCem2)
POute) = -4+3-4(0-Ded b 0-Debdvb b 0-Debdd
P(juntas) = S+ 3+ 35 +35+3+3 =29 = 2.
Logo,
5 3
P das) =1— - = —.
(separadas) 3= 35

Comentarios e sugestoes : Excelente exercicio, os itens a) e b) constroem a linha de raciocinio
a ser usada em c¢), é interessante que o professor trabalhe questoes desse tipo com o aluno, principalmente
para que ele consiga resolver questoes em OBMEPs futuras, pois apesar dessa questao, a prova nao tem
por costume criar esse caminho com os itens anteriores, geralmente o aluno tem de pensar nessas etapas

antes de pensar na questao maior proposta pelo exercicio.
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Questao 4 (Nivel 3 — 2009) Quatro times, entre os quais o Quixajuba, disputam um torneio

de volei em que:
e cada time joga contra cada um dos outros uma tinica vez;

e qualquer partida termina com a vitéria de um dos times;

em qualquer partida, os times tém a mesma probabilidade de ganhar;

ao final do torneio, os times sdo classificados em ordem pelo ntamero de vitorias.

a) E possivel que, ao final do torneio, todos os times tenham o mesmo ntimero de vitorias? Por
qué?

b) Qual é a probabilidade de que o torneio termine com o Quixajuba isolado em primeiro lugar?

¢) Qual é a probabilidade de que o torneio termine com trés times empatados em primeiro

lugar?

Solucao da OBMEP :

a) O namero total de partidas disputadas no torneio é 3+ 2 + 1 = 6. Como 6 nao é divisivel
por 4, o torneio nao pode acabar com os quatro times tendo o mesmo nimero de vitérias.

b) 12 solugdo: Para que o Quixajuba termine isolado em primeiro lugar, ele deve ganhar todas
as suas partidas. De fato, se ele ganhar duas ou menos, entao os outros trés times dividirao pelo menos
quatro vitérias entre si, e assim algum deles deve ter pelo menos duas vitorias; nesse caso, o Quixajuba
nao seria o campeao isolado. Para cada um dos trés jogos entre os outros times ha duas possibilidades.
Logo, o numero de maneiras do Quixajuba terminar sozinho em primeiro lugar ¢ 1-1-1-2.2-2 = 8.
Como ha 25 = 64 resultados possiveis para as seis partidas, a probabilidade de o Quixajuba ser o campeao
isolado é 6% = %.

2% solucdo: Argumentamos como acima que o Quixajuba serd o campedo isolado se e somente
se ele vencer suas trés partidas. Como a probabilidade de o Quixajuba ganhar um jogo contra qualquer
dos outros times é 1, a probabilidade de ele ganhar suas trés partidas ¢ 3 -4 -1 = £,

¢) Suponhamos que os times sejam A,B,C' e D e que o torneio termine com D isolado em tltimo

lugar. Entdo D perdeu todas suas partidas; de fato,

e se D tivesse ganho suas trés partidas, teria terminado o torneio em primeiro lugar (como vimos no

item anterior);

e se D tivesse ganho duas (ou uma) partidas, os outros times dividiriam quatro (ou cinco) vitorias
entre si; nesse caso, pelo menos um deles teria ganho no maximo uma partida e assim D nao teria

ficado em ultimo lugar isolado.

Logo A,B e C dividem entre si as seis vitorias, ou seja, cada um deles ganhou duas vezes; uma
contra D e uma contra um dos outros. Para as partidas entre A, B e C temos apenas duas possibilidades:
A ganhou de B que ganhou de C que ganhou de A, ou A ganhou de C que ganhou de B que ganhou de A.
Em resumo, ha apenas duas possibilidades para que A, B e ' dividam a lideranga, e neste caso D acaba
o torneio em ultimo lugar isolado. Como qualquer um dos times pode acabar em ultimo lugar isolado,
enquanto os outros dividem a lideranca, segue que o nimero de possibilidades para que isto acontega é

4-2 = 8. Por outro lado, o niimero total de possibilidades para os resultados das seis partidas é 26 = 64.

Logo a probabilidade de que trés times dividam a liderancga é 6% = %.
Solugao sugerida :
Observagao: Vamos utilizar tabelas de resultados, onde 1é-se: o time da coluna obteve vitéria

(verde)/ derrota (vermelho) contra o time da linha.
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a) Vamos supor que isso acontega com uma vitoria para cada time:

Tabela 5.4: Uma vitéria para cada

A|B|C|D

Q| Q| =| =

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como visto na tabela acima, se A vencer B e B vencer C, ja teriamos D com duas vitorias.
Ou ainda, se A vencer D e B vencer A, ja terfamos C' com duas vitorias, enfim, é impossivel ter todos
empatados com uma vitoria.

Vamos supor que todos os times terminem empatados com duas vitérias para cada:

Tabela 5.5: Duas vitérias para cada

A|B|C|D A|B|C|D

ou

wik@]ivs/ i
wil@]les] i

Fonte: Elaborada pelo autor.

Do mesmo modo do caso anterior, teremos um dos times com uma quantidade de vitérias
diferente, no caso diferente de duas.

Vamos supor que todos os times tenham 3 vitérias:

Tabela 5.6: Trés vitorias para cada

A|IB|C|D

wik@]ivs/ i

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como vemos na tabela acima, caso A obtenha trés vitorias, nenhum dos outros trés times
conseguiriam fazer o mesmo.
Portanto, os quatro times nao podem terminar o torneio com o mesmo ntumero de vitorias, seja
qual for esse nimero.
¢) Como visto nas tabelas em a), esse caso s6 pode acontecer, caso trés times tenham duas
vitérias e o quarto time tenha trés derrotas. Vamos supor que o time D tenha as trés derrotas; assim, os
1.1.1_1

time A,B e C venceram o time D (5 55 = §), mas o time A ainda tem de vencer B ou C (2 - % = }L),

logo temos duas opgoes:
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Tabela 5.7: D perde os trés jogos e A vence B ou C.
A|B|C|D A|B|C|D

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na tabela acima, os quadros pretos representam que os resultados estao conectados, em outras
palavras, se B vencer C entdao C perdeu para B. Assim, analisando o time B, temos de escolher o
resultado contra os times C' e D (% - % - i = %) e depois escolher o resultado do confronto entre C' e D
(% . 1—16 = é) mas fizemos essa anélise fixando o time D como aquele que teria quantidade de derrotas
diferente dos outros trés, logo, temos quatro opg¢des de times para fazerem esse papel, assim,
. 1 1
P(trés times empatados) =4 - — = —.
32 8
Comentarios e sugestoes : O desenho das tabelas facilita ao aluno a concepg¢ao do que trata
o exercicio, sem muito esforgo é possivel responder os itens pedidos aplicando o principio multiplicativo
junto a nocao que a tabela nos da dos possiveis acontecimentos e esse é um recurso conhecido no geral
por conta dos campeonatos que existem, ¢ uma maneira pratica de fazé-lo. E mais comodo ao aluno, se

mostrarmos primeiro essa forma de pensar e depois a resolucao feita pela OBMEP.

Questao 5 (Nivel 3 — 2011) Em uma caixa ha 10 bolas idénticas, numeradas de 1 a 10. O
namero de cada bola corresponde a um dos pontos da figura, os quais dividem a circunferéncia em 10

partes iguais. Nos itens a seguir, considere que as bolas sao retiradas ao acaso, uma a uma e sem reposigao.

Figura 5.2: Questao 24 - Enunciado

Fonte: OBMEP, 2020b.

a) Se forem retiradas duas bolas, qual é a probabilidade de que o segmento determinado pelos
pontos correspondentes seja um didmetro da circunferéncia?

b) Se forem retiradas trés bolas, qual é a probabilidade de que os pontos correspondentes sejam
vértices de um tridngulo retangulo?

Um &angulo inscrito em uma circunferéncia é reto se e somente se o arco correspondente é uma
semicircunferéncia.

¢) Se forem retiradas quatro bolas, qual é a probabilidade de que os pontos correspondentes

sejam vértices de um retangulo?
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Solucao da OBMEP :
a) 1? solugao: O principio multiplicativo mostra que o nimero de maneiras de retirar duas bolas,
uma a uma, ¢ 10 -9 = 90. Dessas retiradas, ha dez para as quais o segmento determinado pelos pontos

retirados é um didmetro, a saber, (1,6),(2,7),(3,8),(4,9),(5,10),(6,1),(7,2),(8,3),(9,4) e (10,5).

Logo, a probabilidade pedida é % = %.

22 solucao: Retira-se uma bola qualquer. Das nove possibilidades de retirar uma bola, apenas

uma determinara, junto com a primeira, um didmetro. Logo, a probabilidade de retirar duas bolas que

determinam um didmetro é %.

3 solucao: E possivel retirar duas bolas de (120) = 45 maneiras diferentes. Dessas retiradas ha

cinco que determinam didmetros; logo a probabilidade procurada é % = %.

b) 12 solugao: O principio multiplicativo mostra que o niimero de maneiras de retirar trés bolas,
uma a uma, é 10-9 -8 = 720. Para que uma retirada determine um triangulo retangulo, ela deve conter
duas bolas a e b que determinam um didmetro e uma terceira bola x distinta dessas duas. Ordenando
essas trés bolas das 3! = 6 maneiras possiveis, vemos que ha seis retiradas que consistem dessas bolas.
Como ha cinco pares de bolas que determinam um didmetro e a bola extra pode ser escolhida de oito
maneiras diferentes, o ntimero de retiradas que determinam um tridngulo retangulo inscrito é 6-5-8 = 240.
Logo, a probabilidade procurada é 233 = 1.

22 solugao: Uma vez retiradas trés bolas, podemos formar com elas trés grupos de duas bolas.
Observamos que se um desses grupos determina um didmetro, entdo isso ndo pode acontecer para os
outros dois grupos. Como cada grupo de duas bolas tem probabilidade é de determinar um didmetro, a
probabilidade procurada é entao % + % + é = %

3% solucao: Ha (130) = 120 maneiras de escolher trés bolas, ou seja, ha 120 tridngulos inscritos
com vértices nos vértices do decagono. Por outro lado, cada didmetro determina oito tridngulos retangulos

inscritos, num total de 5-8 = 40; ou seja, ha 40 escolhas de trés bolas que determinam tridngulos retangulos
1

§.

c¢) 1* solugao: O numero de retiradas de quatro bolas ¢ 10-9-8-7 e cada uma dessas retiradas

inscritos. A probabilidade procurada é entao 147% =

determina um quadrilatero inscrito. Por outro lado, as bolas de uma retirada que determina um retangulo
inscrito devem determinar dois didmetros. Ha dez escolhas para a primeira bola de uma tal retirada e a
bola diametralmente oposta pode entao aparecer em qualquer uma das trés posicoes seguintes; as outras
duas bolas podem entao ser escolhidas de oito maneiras diferentes, correspondentes aos quatro didmetros

ainda nao determinados. Assim as retiradas que determinam um tridngulo retangulo sdo em nimero de

1038 _ 1
10-9-87 — 21°

2% solucao: Para que as quatro bolas retiradas determinem um retangulo, as trés primeiras

10 - 3 - 8 e a probabilidade procurada é entao

devem determinar um tridngulo retadngulo, o que acontece com probabilidade %;uma vez fez feito, ha

uma tdnica escolha para a quarta bola entre as sete remanescentes. Logo, a probabilidade procurada é
1.1 1

3°7 21"

3% solugao: Ha (10

4
inscritos com vértices nos vértices do decadgono. Por outro lado, um retangulo inscrito é determinado por

) = 210 maneiras de escolher quatro bolas, ou seja, hd 210 quadrilateros

dois didmetros, ou seja, ha (g) = 10 retangulos inscritos, correspondentes a dez escolhas de quatro bolas.

10 1

Logo, a probabilidade procurada é 575 = 57-

Solucao sugerida :

b) Podemos calcular a probabilidade de néo ser tridngulo retangulo. Para isso, temos 10 opgoes
de escolha para o primeiro ponto; o segundo ponto nao pode ser o primeiro e nem o oposto a ele, logo
temos 8 opgoes e para o terceiro ponto, nao podemos escolher o primeiro, nem o segundo e nem os seus
opostos, ou seja, nos restam 10 — 4 = 6 pontos a disposi¢ao. Como temos 10 -9 -8 = 720 opgoes de

escolher 3 dentre os 10 pontos disponiveis, a probabilidade desejada é
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P(ser retangulo) 1 — P(nao ser retangulo)

1086 _ 1 _ 2 _ 1

P(serretangulo) = 1— <=5 5=3

Comentarios e sugestoes : Construir com os alunos a ideia do complementar é imprescindivel,
nessa questao vemos como ela pode nos auxiliar bem e com uma linha de pensamento bastante direta,
ainda mostrar a quantidade de formas de se resolver, apesar de diminuir a quantidade de exercicios vistos
no todo, contribui para a aprendizagem e a motivacao do aluno de uma forma mais significativa por vezes
do que dezenas de exercicios que s6 seguem um caminho . Articular diferentes segmentos da matemaética
durante as aulas é um desafio constante enfrentado pelos educadores, exercicios que fazem isso trazendo
tanto conceitos juntos tem de ser vistos como essenciais ao final dos contetidos, pois o aluno geralmente

nao imagina que temas tao distintos podem se encaixar em uma s6 questao.

Questao 5 (Nivel 3 — 2012) Em uma caixa ha 9 bolas amarelas numeradas de 1 a 9 e, em uma
segunda caixa, ha 9 bolas brancas, também numeradas de 1 a 9. Todas as bolas sao idénticas, exceto
por sua cor e seu numero. Uma bola amarela é sorteada e colocada na segunda caixa; a seguir, uma é
sorteada da segunda caixa.

a) Qual é a probabilidade de que a bola sorteada na segunda caixa seja amarela?

b) Qual é a probabilidade de que as duas bolas sorteadas tenham o mesmo nimero?

¢) Qual é a probabilidade de que a bola sorteada da segunda caixa tenha o namero 17

Solucao da OBMEP :
a) Ao se tentar sortear uma bola da 2* caixa, ha 10 bolas idénticas, uma das quais é amarela.
1

Logo, a probabilidade de que a segunda bola retirada seja amarela é ;.

b) Ao se sortear uma bola da 2% caixa, ha duas bolas com o mesmo ntmero da primeira bola

sorteada (uma amarela e uma branca). A probabilidade de que uma delas seja a 22 bola é % = %
c¢) 12 solugdo: A primeira bola pode ser sorteada de 9 maneiras e a segunda de 10. O namero
total de possibilidades para o sorteio das bolas é, portanto, 9 - 10 = 90. Para contar quantos sao os

sorteios em que a segunda bola tem o ntimero 1, consideremos dois casos:

e A bola sorteada da 1* caixa tem o numero 1. Neste caso, ha apenas uma possibilidade para o
sorteio da 1* bola, mas duas para o sorteio da 2 (ja que ha duas bolas com o namero 1 na segunda

caixa quando ela é sorteada). Logo, ha 1-2 = 2 formas de se obter 1 na 2* bola.

e A bola sorteada da 1* caixa tem o numero diferente de 1. Neste caso, ha 8 possibilidades para o
sorteio da 12 bola, e apenas uma para o sorteio da 2% (ja que ha somente uma bola com o nimero

1 na segunda caixa quando ela é sorteada). Logo, ha 8 -1 = 8 formas de se obter 1 na 2* bola.

A probabilidade de que a segunda bola tenha o namero 1 é, portanto,

numero de casos favordveis 2+ 8 1

namero de casos possiveis 90 9
22 solugdo: As bolas de 1 a 9 figuram em igual quantidade em ambas as caixas. Logo, mesmo
depois de passada uma bola da 1?* para a 2%, todos os nimeros continuam tendo a mesma chance de
serem sorteados. Portanto, a probabilidade de que a segunda bola seja a bola de niimero 1 é %.

3% solugao:

P(2*bola=1) = P(1*bola=1)-P(2*bola=1|1*bola = 1)+
P(1*bola# 1) - P(2*bola=1]| 1*bola # 1)

P(2*bola=1) o282

Ol
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Solucao sugerida :
a) Vamos calcular a probabilidade de nao ser amarela, como temos 9 bolas brancas e 1 amarela

na segunda caixa, P(ndo ser amarela) = %. Logo,

P(ser amarela) = 1— P(ndo ser amarela)
1

— 9 _ 1

P(ser amarela) = 1-— 5 = 15

b) Temos 9 opgdes de escolha para ser o namero que vai aparecer em ambas as bolas; temos

chance de % de desse estar na bola amarela que foi para a 2% caixa e depois temos 1—20 de chance de uma

dessas duas bolas ser sorteada, logo

1 2 1
P(mesmo nimero) =9 - — - — = —.
9 10 5

¢) Vamos calcular a probabilidade de nao ser 1 o ntumero sorteado na 2% caixa, daf

P(naosairl) = P(ndoserl|1*foil)+ P(naoserl |1*naofoil)
P(nfosairl) = P(1*sair1)- P(nfo sair 1 na 2* tendo saido 1 na 1%)+

P(1* ndosair 1) - P(nao sair 1 na 2% ndo tendo saido 1 na 1?)
P(naosairl) = §-5+3.-2 =25

Logo, como os eventos sair 1 e nao sair 1 sao independentes, temos

P(sairl) = 1— P(ndosairl)=1- 30
1
9

P(sairl) = 13=1.

Comentarios e sugestoes : Trazer uma caixinha com bolinhas e mostrar pro aluno a situa-
¢a0 na pratica, ajuda no desafio de ndo se agarrar a formula, principalmente no caso da probabilidade

condicional, que como visto nas duas solugoes do item ¢), a concepgao chega ao aluno de forma natural.

Questao 5 (Nivel 3 — 2013) Homero segura um ntumero impar de barbantes idénticos e pede
para Sofia amarrar pares de pontas ao acaso, de cada lado de sua mao, até que sobre somente uma ponta

de cada lado. A figura ilustra o procedimento para trés barbantes.

Figura 5.3: Questao 5 - Enunciado

7 7

™ [
?ﬁ [
I

|'I"I I Ura arnico fio
W

I ,-';??;
| I;_r._Um fio separado
Il YW dos demais

Fonte: OBMEP, 2020b.

a) Com trés barbantes, qual é a probabilidade de que todos os barbantes fiquem unidos em um

anico fio?
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b) Com cinco barbantes, qual é a probabilidade de que um dos pedagos originais de barbante
fique separado dos demais?

¢) Com cinco barbantes, qual é a probabilidade de que os barbantes fiquem unidos em um tnico
fio?

Solucao da OBMEP :
a) 12 solugdo: Apos amarrar dois barbantes do lado de cima da méo, temos a situagao da figura
a direita. Os possiveis resultados apés amarrar duas pontas do outro lado da mao sao mostrados na

figura & esquerda.

Figura 5.4: Questao 5 - Solugao 1

oul

A com C AcomB
ou A
B com C

m
(|

esquerda e direita

Fonte: OBMEP, 2020b.

Temos duas possibilidades para o caso da esquerda (barbantes unidos em um tnico fio) e 1
possibilidade para o caso da direita, num total de 24+ 1 = 3. Assim, a probabilidade de formar um tnico
fio é % Podemos expressar esse raciocinio dizendo que, uma vez dado um né do lado de cima da mao,
a ponta em baixo correspondente & ponta solta em cima tem 3 escolhas: ficar sozinha ou unir-se a uma

das outras duas. Em 2 dessas escolhas (unir-se a uma das outras duas) é formado um unico fio, ou seja,
2
3
22 solugao: Vamos supor que as pontas dos barbantes do lado de cima da mao sejam rotuladas

a probabilidade de formar um tnico fio é

com as letras A, B, C e as pontas correspondentes do outro lado com A’, B’, C’. Para dar um no em cima,
da mao, basta escolher a ponta que vai ficar solta (3 possibilidades) e amarrar as outras duas. O mesmo
ocorre do outro lado da mao, e segue que temos 3 - 3 = 9 possibilidades para dar nés de ambos os lados
da mao. Havera um barbante isolado quando a ponta solta do lado de baixo fora ponta correspondente a
ponta solta do lado de cima; isso ocorre uma vez a cada escolha de como amarrar os barbantes na parte
de cima, num total de 3 casos. Logo, a probabilidade de que os barbantes nao estejam unidos em um
unico fio é % = % e a de que estejam unidos em um tnico fio é 1 — % = %

b) 12 solugdo: Como na 1* solugdo do item (a), apos dar dois nos de um dos lados da mao, a
outra ponta de barbante nao usado tem 5 escolhas, sendo que em apenas 1 delas ele ficara solto; logo, a
probabilidade de que um dos pedagos fique isolado é %

2% solugao: Como na 22 solucdo do item (a), vamos supor que as pontas dos barbantes do lado
de cima da méo sejam rotuladas com as letras A, B, C, D e E, enquanto as pontas correspondentes do
outro lado sdo rotuladas com A’, B’, C’, D’ e E’. Para dar os nés em cima da mao, basta escolher a
ponta que vai ficar solta (5 possibilidades) e amarrar as outras quatro duas a duas (3 possibilidades; por

exemplo, se A ficou solta, as possibilidades sao (BC, DE), (BD, CE) e (BE,CD)), como podemos ver na
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imagem a seguir elaborada pelo autor:

Figura 5.5: Questdo 5 (2013) - item b)i

(BC) (DE) (BD) (CE) (BE) (CD)

AVAVAVAVAY,

DI c‘ I EI cl DI

Fonte: Elaborada pelo autor.

O mesmo ocorre do outro lado da méao, e segue que temos (5 - 3)2 possibilidades para dar nos
de ambos os lados da mao. Havera um barbante isolado quando a ponta solta do lado de baixo for a
ponta correspondente & ponta solta do lado de cima, exemplificado na imagem a seguir elaborada pelo

autor:

Figura 5.6: Questao 5 (2013) - item b)ii

(BC) (DE) (BC) (DE)
(CD) \ A'B ) (c D]/\
@ -
totalmente isolado ndo esta isola do

Fonte: Elaborada pelo autor.

Isso ocorre uma vez a cada escolha de como amarrar os barbantes na parte de cima, num total
de (5-3) -3 (5-3 escolhas da ponta solta na parte de baixo, uma para cada possibilidade de dar nos na

parte de cima, e 3 escolhas de como amarrar as outras quatro pontas). Logo, a probabilidade de que um
(5:3)3 _ 1

(532 — 5°
c¢) 12 solugao: Como na 1* solugdo do item (b), apés dar dois nés de um dos lados da mao, a

dos pedagos originais de barbante fique separado dos demais é

outra ponta do barbante nao usado tem 5 escolhas, a saber, ficar solta ou unir-se a uma das outras 4
pontas; para formar um tnico fio, ela deve ser unida a outra ponta, o que acontece com probabilidade %.
Isso feito, a outra ponta do fio ao qual a ponta solta foi unida tem 3 possibilidades, a saber, ficar solta

ou unir-se a uma das outras 2 pontas; para formar um tnico fio, ela deve ser unida a outra ponta, o que

acontece com probabilidade % Logo, a probabilidade de os barbantes formarem um tnico fio é % - % = %.

Para exemplificar, observamos na figura abaixo, que a ponta E pode ser unida as pontas A, B,
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C e D. Se, por exemplo, ela for unida a ponta A, para que os barbantes formem um tnico fio é necessario

que a ponta B seja unida a um das pontas, C ou D.

Figura 5.7: Questao 5 (2013) - item c)

Fonte: OBMEP, 2020b.

22 solugao: Supomos aqui também que as pontas dos barbantes do lado de cima da mao sejam
rotuladas com as letras A, B, C, D e E e as pontas correspondentes do outro lado com A’, B’, C’, D’ e
E’. Ja vimos que o nimero de maneiras de dar dois nés de ambos os lados da mao é (5 - 3)2. Para cada
maneira de amarrar os barbantes na parte de cima (5 - 3 possibilidades), havera um fio tnico quando a
ponta da parte de baixo correspondente & ponta solta em cima for unida a uma das outras quatro (4
possibilidades) e, depois disso, a outra ponta (embaixo) do barbante de trés fios assim formado for unida

a uma das restantes (2 possibilidades). Logo a probabilidade de os barbantes formarem um tnico fio é
(53)42 _ 8
(5-3)2 ~ 15°

Solugao sugerida :

a) Vejamos a figura abaixo, onde as pontas superiores sdo A, B e C e as inferiores respectivas,
sao A’, B’ e C.

Figura 5.8: Questao 5 - Solugao sugerida a)

Fonte: OBMEP, 2020b.
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Para escolhermos ao acaso os dois nos feitos em cima e os dois nos feitos em baixo, temos
C2-C2 = 3-3 =9 modos distintos. Dentre esses, os casos em que temos os trés barbantes unidos por
um tnico fio, s3o aqueles em que os nos sao dados em: AB e B'C' ABe A'C', AC e A’B",AC e B'C’,
BC e B'A’, BC e A’C'. Logo, temos 6 casos favoraveis, dai

Comentarios e sugestoes : Um exercicio com entendimento simples do que se pede, porém
os itens b) e ¢), por disporem de muitos casos, necessitam de uma andlise criteriosa para abranger todos
0s casos. Seria interessante, para o professor que venha a trabalhar essa questao em sala com os alunos,
que trouxesse os barbantes afim de que os préprios pudessem argumentar sobre alguns dos principios

presentes nas solugoes.

Questao 6 (Nivel 3 — 2014) Cada uma das cem pessoas de uma fila escolhe, ao acaso, um
ntimero de 1 a 20 e escreve em um papel, mantendo esse nimero em segredo. Depois que todos escre-
veram, o primeiro da fila anuncia o seu nimero. Em seguida, o segundo da fila faz o mesmo, e assim
sucessivamente. A primeira pessoa que anunciar um ndmero igual a um nimero ja anunciado ganha um
prémio.

a) O primeiro da fila ndo tem chance de ganhar o prémio. Qual é a posi¢do da proxima pessoa
da fila que também nao tem chance alguma de ganhar o prémio?

b) Qual é a probabilidade de que o terceiro da fila ganhe o prémio?

¢) Quem tem maior probabilidade de ganhar o prémio: o sétimo da fila ou o oitavo? Justifique.

d) Em que posigao ou posigoes da fila é maior a probabilidade de ganharem prémio? Justifique.

Solucao da OBMEP :

a) O 22° da fila, pois até o 21° teremos 21 cartdes para 20 ntumeros e podemos afirmar, pelo
Principio da Casa dos Pombos, que havera pelo menos dois cartées com o mesmo nimero, ou seja, o
prémio ja tera saido.

b) Para que o terceiro ganhe, o segundo deve ter um nimero diferente do primeiro e o terceiro

ter um numero igual a um dos cartoes dos dois primeiros:

20-19-2 19

P3:7:7
20-20-20 200

=9,5%.

¢) Vamos calcular £5:
7

P 20-19-18-17-16:+15-14.7 14-7 98
48 2020-20-20-20-20-20-20 __ _20

= == =—<1L
20-19-18-17-16--15-14-6 6
Pr 20-20-20-20-20-20-20 1 120
Logo, Py < Ps.
o P’VL .
d) Vamos calcular a fragao —5:
20-19-18-...[20— (n—2)]-[20— (n—1)]- 21—n).
Pri _ 2[0-20-(2%”..‘)]20[‘20 S _ : 2(7)1) - _21-n— n?
P, 20-19-18-...[20—(n—3)]-[20— (n—2)]-(n—1) (n—1) 20-n —20°
20-20-20-...-20-20 1

Vamos analisar agora a partir de qual n, maior do que 1, P,4; fica menor que P,, ou seja,
P,
P <L

21-n —n?

s <1e2ln-n’<20n—-20n’ —-n>0n>55n>6.
20-n — 20

Logo, Ps > P; > P3 > ... > P»;. Analogamente, P,.1 = P, quando n? —n —20 = 0, ou seja,
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quando n = 5. Logo Ps = Ps e P,y1 > P, quando n? —n — 20 < 0, ou seja, quando n < 5. Logo,
P, < P33 < Py < Ps.

A maior probabilidade ocorre para os participantes nas posicoes 5 e 6.

Solucao sugerida :
b) Temos 20 opg¢oes para escolher o nimero que repetiré; 2 opgoes para escolher qual das pessoas
(1* ou 2*) tera o mesmo ndmero que a 3%; como a probabilidade de uma pessoa estar com um ntmero

especifico é %, entdo essa ¢é probabilidade da 3* pessoa e daquela que possui o mesmo nimero terem esse

tal namero, logo a probabilidade da pessoa com nimero diferente sera é—g, assim

1 1 19 19
P(3% ganhar) =202+ — « — . —> —
(3% ganhar) = 20-2- 55 o5 - 55 = 555

¢) Vamos calcular P(8* ganhar) e P(7* ganhar),

e Para 7% ganhar: Temos 20 opgoes para escolher o ntimero que ira se repetir; 6 opgoes para escolher

qual das pessoas (1* &6%) que terd o mesmo ndmero que a 7%; dai temos % de chance que essas

duas pessoas tenham a placa com o ntimero escolhido e para as outras 5 pessoas restantes, temos

: I 19 18 17 16 , 15 . ot :
sequencialmente as probabilidades de 37, 55, 555 30 € 35 de que tenham ntmeros distintos entre si e

ainda distintos do niimero que se repete, logo
1 1 19 18 17 16 15
P(7T*ganhar) =206 — + — + — + — « — . — . —.

(7" ganhar) 20 20 20 20 20 20 20
e Para 8% ganhar: Temos 20 opgoes para escolher o nimero que ira se repetir; 7 opgoes para escolher
qual das pessoas (1* & 7%) que terd o mesmo ndmero que a 8%; dai temos % de chance que essas
duas pessoas tenham a placa com o nimero escolhido e para as outras 6 pessoas restantes, temos

19 18 17 16 15 . 1

. 1s 4 , . s
sequencialmente as probabilidades de 37, 55, 555 30+ 30 € 35 de que tenham nimeros distintos entre

si e ainda distintos do nimero que se repete, logo
1 1 19 18 17 16 15 14
20 20 20 20 20 20 20 20°

Como as duas probabilidades sao escritas como produto de varios fatores e varios desses fatores

P(8* ganhar) =207 -

sao iguais, basta usar aqueles que diferem para saber qual delas é maior, dai como P(7*ganhar)eP(8*ganhar),tem
como fatores diferentes 6 e 7 - é—é = 4,9, respectivamente, entdo, como 6 > 4,9, temos que P(7* ganhar)

é malor.

Comentarios e sugestoes : O modo de resolver os itens b) e ¢) da solugao sugerida, deixa o
exercicio mais cotidiano para o aluno, pois pensar nas solugoes uma a uma é algo que fazemos o tempo
todo, como ja mencionado. O item d) de fato exige muitos conceitos de analise do aluno, o que torna

dificil a resolugao, poderia ser passado em sala algo parecido, para resolver a inequagao.

Questao 6 (Nivel 3 — 2016) Para a primeira fase de um torneio internacional de futebol foram
classificadas 3 equipes espanholas, 2 francesas, 1 alema, 1 portuguesa e 1 italiana. Nessa fase, serao
realizadas quatro partidas, com os confrontos definidos por sorteio. Em seguida, duas semifinais seréo
realizadas com as quatro equipes vencedoras da primeira fase, também com os confrontos definidos por
sorteio. As duas equipes vencedoras jogarao a partida final.

a) Qual é a probabilidade de que, na primeira fase, as duas equipes francesas se enfrentem?

b) Qual é a probabilidade de ocorrer, na primeira fase, um confronto entre duas equipes espa-
nholas?

¢) Admitindo que em cada confronto do torneio as equipes tém, todas, iguais probabilidades de

ganhar, qual é a probabilidade de que a final seja realizada entre duas equipes de um mesmo pais?

Solucao da OBMEP :
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a) Fixada uma equipe, todas as demais 7 equipes tém a mesma probabilidade (igual a %) de

ser sua adverséaria na proxima fase, Logo, a probabilidade de que uma equipe francesa enfrente a outra
1
2
Outra solugao: Um modo de definir os confrontos consiste em ordenar, por sorteio, as 8 equipes

na primeira fase é

e determinar os quatro jogos: Equipel x Equipe2, Equipe3 x Equipe4, Equiped x Equipe6 e Equipe7 x
Equipe8. Procedendo deste modo, ha 8-7-6-5-4-3-2-1 sorteios possiveis para as equipes. Para produzir

um caso favoravel devemos:
e Escolher a partida em que as equipes francesas vao se enfrentar (4 possibilidades);
e Escolher a ordem dessas equipes no sorteio (2 possibilidades);
e Definir a posigao das demais equipes (6-5-4-3-2- 1 possibilidades).

Logo, o ntimero de casos favoraveis € 4-2-6-5-4-3-2-1 e a probabilidade de que duas equipes

francesas se enfrentem na primeira fase é

=

Outra solugao: O ntmero de emparelhamentos possiveis entre duas equipes é %7 = 28 (seleciona-

se a primeira equipe dentre 8, depois a segunda dentre 7 e divide-se o resultado do produto por 2 devido
A simetria dentro de cada par, pois a ordem das equipes em uma partida nao deve ser levada em conta na
contagem). Desses 28 emparelhamentos, ha um so6 entre equipes francesas, mas isto pode ocorrer em qual-
quer dos quatro jogos da primeira fase. Logo, a probabilidade de duas equipes francesas se enfrentarem
e (k) 4=1

b) H& trés confrontos possiveis entre equipes espanholas. A probabilidade de cada confronto
na primeira fase é % Como esses confrontos sdo mutuamente excludentes (isto é, no maximo um dos
confrontos pode ocorrer), a probabilidade de que duas equipes espanholas se enfrentem na primeira fase
és+i+i=41

Outra solugao: Como na segunda solugao do item a), hA 8-7-6-5-4-3-2-1 sorteios possiveis.

Para produzir um caso favoravel devemos:

e Escolher duas das trés equipes espanholas para se enfrentarem (3 possibilidades);

Escolher a partida em que essas equipes vao se enfrentar (4 possibilidades);

Escolher a partida em que essas equipes no sorteio (2 possibilidades);

Definir a posigdo das demais equipes (6-5-4-3-2 -1 possibilidades).

Logo, o ntmero de casos favoraveis € 3-4-2-6-5-4-3-2-1 e a probabilidade de que duas

equipes espanholas se enfrentem na primeira fase é

3:4-2:6-5-4-3-2.1 _ 3

8:7-6-5:4-3-2-1 e

Outra solugao: O ntmero de emparelhamentos entre as trés equipes espanholas é igual a 3.
Qualquer um desses emparelhamentos pode ocorrer em qualquer um dos quatro jogos da primeira fase e

assim a probabilidade de duas equipes espanholas se enfrentarem nessa fase é 2—3’8 -4 = %

c) Ha %—7 = 28 possibilidades para o par de equipes que se enfrentarao na final. Como as

chances de vitéria sao iguais em cada confronto, todos estes 28 possiveis encontros sao equiprovaveis.

Deles, um é entre duas equipes francesas e trés sao entre equipes espanholas. Logo a probabilidade de

. . e 4 1
que a final seja entre equipes do mesmo pais é 55 = .
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Outra solucdo: A final sera entre duas equipes: Equipe A x Equipe B. Como todas as equipes
tém a mesma probabilidade de chegar & final, a probabilidade da Equipe A ser espanhola é %, pois sao
trés equipes espanholas dentre oito equipes participantes do torneio. Se a Equipe A for espanhola, a

probabilidade da Equipe B ser também espanhola é % Logo a probabilidade de uma final entre duas

; 43.2_ 3 ; i s 2 . 1_ 1
equipes espanholas ¢ § - 2 = 5. De forma anéloga, a probabilidade de uma final francesa é 55 - 7 = 55.
Logo a probabilidade de uma final entre duas equipes de um mesmo pais é % + % = % = %

Outra solugao: Para que haja dois times franceses na final é necessario que eles estejam presentes
na 2% fase, que nao disputem jogos entre si e que vengam seus jogos da 2? fase. Para que estejam na 2*
fase é necessario que nao disputem partidas entre si e que vencam seus jogos da 12 fase. A probabilidade

de dois times franceses disputarem a final é, portanto,

Analogamente, ha trés possibilidades da final ser realizada com dois times espanhois e, como
caso dos times franceses descrito acima, cada uma das duplas de times espanhois tem probabilidade igual
a % de disputar a final. Logo a probabilidade de dois times do mesmo pais disputarem a final é 4- % = %

Outra solugao: Como vimos acima, a probabilidade dos dois times franceses disputarem a final
é %. Para calcular a probabilidade de uma dupla de times espanhoéis disputar a final, vamos dividir em
casos simultaneamente excludentes:

1) Trés times espanhois disputam a 22 fase.

2a) Dois times espanhois disputam a 2% fase e nao ha dois times espanhois que se enfrentam na
12 fase.

2b) Dois times espanhdis disputam a 22 fase e dois times espanhdis se enfrentam na 1* fase.

No caso 1), nenhum dos times espanhoéis disputou com outro espanhol jogos da 12 fase, todos
eles venceram seus jogos e, na segunda fase, o time espanhol que nao disputou com outro time de seu
pais venceu o jogo. A probabilidade, neste caso, é = 55555 = 5=

Nocaso2n) §-4-(1+1+1)-2. 1=k

No caso 2b) 2 - 1.2. 4 =4
1

Logo a probabilidade de dois times do mesmo pais disputarem a final é % +3- % =z

Solucao sugerida :

a) Vamos calcular a probabilidade das duas equipes francesas nao se enfrentarem na 1? fase,
como uma equipe tem 7 possiveis e adversarias e dessas 7, 6 nos convém (a outra francesa nao serve), temos
que P(ndoseenfrentarem) = %. Como os eventos se enfrentarem e nao se enfrentarem sao independentes,

temos

P(se enfrentarem) = 1— P(nfo seenfrentarem)

_ 6 _ 1
P(se enfrentarem) = 1-—2 ==z,

b) Vamos calcular a probabilidade de nao se enfrentarem. A 12 equipe espanhola tem 7 opgoes
de confronte, dos quais 5 nao sao equipes espanholas; para a 2* equipe restam 5 opgoes de confronto, dos
quais 4 nao sao equipes espanholas; e para a 3% restam 3 opgoes de equipes donde nenhuma é espanhola,
logo
5 4 3 4

P(espanhdis nao se enfrentarem) = = E 37

E como os eventos espanhois se enfrentarem ou nao, sdo independentes, temos
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P(espanhdis se enfrentarem) 1 — P(espanhdis ndo se enfrentarem)

_4_3
1-2=%

P(espanhdis se enfrentarem )

Comentarios e sugestoes : Importante mostrar aos alunos que a 3* solugao da OBMEP no
item a), no que diz respeito ao emparelhamento, na verdade usa combinacao, ressaltando que podemos
pensar nessa ferramenta sem necessariamente usar a formula. As segundas soluc¢oes em cada item, utilizam
um raciocinio de escolha por partes, o que deve ser estimulado em sala, pois auxilia o aluno desenvolver

uma auto correcao, pelo fato de analisar passo a passo nao esquecendo de fazer uma escolha.

Questao 6 (Nivel 3 — 2015) Seis bolas idénticas foram numeradas de 1 a 6 e colocadas em
uma caixa. Joaquim retira, uma a uma, quatro bolas da caixa e observa seus nimeros, sem recolocé-las
na caixa.

a) Qual é a probabilidade de que o menor ntumero observado seja 17

b) Qual é a probabilidade de que o maior nimero observado seja 57

¢) Qual é a probabilidade de que o menor nimero observado seja 1 e o maior seja 57

d) Qual é a probabilidade de que o menor ntimero observado saia na primeira bola retirada e o

maior, na ultima bola?

Solucao da OBMEP :

a) O namero de retiradas possiveis é 6 -5 -4 - 3. Para que 1 seja 0 menor nimero observado,
basta que ele saia. Isso pode ocorrer em qualquer das 4 bolas retiradas (4 possibilidades). Nas demais
posicoes, podem ocorrer quaisquer das bolas restantes, para um total de 5 - 4 - 3 possibilidades. Logo a

probabilidade de que 1 seja o menor niimero observado é

IS
e
hallen
doldo
win

Outra solugao: Como argumentado acima, para que 1 seja o menor niimero observado, basta

que ele saia. Em cada bola retirada, a probabilidade de que saia 1 é %. Logo, a probabilidade de que saia

1emalgumab01&é%+%+%+%:%.

Outra solucao: E irrelevante se as bolas sao retiradas uma a uma ou todas de uma vez. Con-
siderando que as bolas sdo retiradas simultaneamente, o niimero de retiradas possiveis ¢ Cg. O niimero
de retiradas em que aparece o 1 é C2. Logo, a probabilidade de que 1 seja o menor niimero observado é

a
Cs

2 5x4
CS 2

cz = Bxs =
[F 5

b) O namero de retiradas possiveis é, como no item anterior, 6 -5 -4 -3. Para que 5 seja o
maior nimero observado, é preciso que ele saia e que o 6 nao saia. A posi¢do em que o 5 ocorre pode
ser escolhida de 4 modos. Nas demais 3 posigoes, podem sair quaisquer dos niimeros de 1 a 4; hé, assim,

4 - 3 -2 para estas escolhas. Logo, a probabilidade de que 5 seja o maior ntimero observado é

|
Y|
o
o

=)

o]

IS
ool
Gl

Outra solugao: Como no item anterior, é irrelevante se as bolas sao retiradas uma a uma
ou todas de uma vez. Considerando que as bolas sao retiradas simultaneamente, o nimero de retiradas
possiveis & Cg. O ntimero de retiradas em que aparece o 5 mas nio aparece o 6 ¢ C3. Logo, a probabilidade
de que 5 seja o menor niimero observado é

ol
Cs

Ci _ 4 4
cz — 5 T 15
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¢) O namero de retiradas possiveis é, como nos itens anteriores, 6 -5 -4 - 3. Para que o 1 seja
o menor nimero observado e 5 seja o maior, é preciso que ambos saiam e que o 6 nao saia. A posigao
em que o 1 ocorre pode ser escolhida de 4 modos; aquela em que o 5 ocorre, de 3 modos. Nas demais 2
posigoes, podem sair quaisquer dos nimeros de 2 a 4; ha, assim, 3 - 2 possibilidades para essas escolhas.

Logo, a probabilidade de que 1 seja o menor e 5 seja 0 maior nimero observado é

Outra solugao:

Como nos itens anteriores, é irrelevante se as bolas sao retiradas uma a uma ou todas de uma
vez. Considerando que as bolas sao retiradas simultaneamente, o ntimero de retiradas possiveis é Cg. O
ntimero de retiradas em que aparecem o 1 e o 5 mas nao aparece o 6 ¢ C2 (de fato, precisamos escolher
dois dentre os trés nimeros: 2, 3 e 4). Logo, a probabilidade de que 1 seja o menor ntumero observado e
de que 5 seja o maior numero observado é

g _ Gy
Cs

G _ 3 _
2 =

(SN

d) O numero de retiradas possiveis é, como nos itens anteriores, 6 -5 -4 - 3. As possibilidades
para o menor e o maior nimero retirado e o nimero de retiradas em que eles ocorrem na primeira e

ultima posicoes, respectivamente, sao listados na tabela abaixo:

Tabela 5.8: Questao 3, item d) - Solugao

Numero de retiradas em que aparecem
Menor | Maior na primeira e ultima posigao Possibilidades de cada caso
respectivamente.
1 4 2 (1234) e (1324)
5 (1235), (1325), (1245), (1425),(1345) e
1 5 3-2=6 (1435)
(1236), (1326), (1246), (1426), (1256),
1 6 4-3=12 (1526), (1346), (1436), (1356), (1536),
(1456), e (1546).
2 5 2 (2345) e (2435)
o (2346), (2436), (2356), (2536), (2456) e
2 6 3-2=6 (2546)
3 6 2 (3456) e (3546)

Fonte: OBMEP, 2020b.

Logo, a probabilidade de que o menor nimero saia na primeira posi¢ao e o maior na tultima é

246412424642 30 _ 1

6-5-4-3 6-5-4.3 12 °

Outra solugao:

Quaisquer que tenham sido as 4 bolas retiradas, as diversas ordenagoes dos ntimeros das bolas
tém todas a mesma chance de ocorrer. O nimero de ordenagoes possiveis é 4-3-2-1. As ordenagoes em
que 0 menor numero aparece na primeira posigao e o maior na ultima sdo apenas duas (correspondentes
as duas possiveis ordenagoes dos ntimeros do meio). Logo, a probabilidade de que o menor nimero saia
na primeira posi¢ao e o maior na ultima é:

2 = 1
4321 — 12 ¢
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Solucao sugerida :
a) Para 1 ser a menor, a bola nimero 1 tem de ser retirada. Vamos calcular a probabilidade de

ela nao ser retirada.

P(bolalndosair) = —-—-—- - =z,

Logo, como bola 1 sair ou nao sao eventos independentes, entao

P(bolalsair) = 1— P(bolalnéo sair)

P(bolalsair) = 1—3=2.

b) Vejamos a possibilidade de isso acontecer na 1# bola. Para que o 5 saia na 1% bola, temos %

de chance; considerando que o 5 saiu na primeira bola, queremos que o 6 nao saia na segunda, terceira
e nem na quarta bola, essas probabilidades sao: %, %, %, respectivamente. Essa mesma analise, pode ser
feita 4 vezes, pois o 5 pode sair na 2%, 3% ou 4* bolas, logo

1 4 2 4
P(5 sair e 6 ndo sair) =4 - (3>

c¢) Precisamos que as bolas 1 e 5 saiam além da bola 6 nao sair. Supondo que a bola 1 estivesse
na 1% posicao e bola 5 na 2* posicio, terfamos P = 1. 1.3 .2 (pois a bola 6 ndo pode sair), mas as bolas
1 e 5 podem mudar de posi¢ao nos 4 espagos disponiveis, uma pode ocupar 4 espagos e a outra 3 espagos

(visto que um deles ja foi ocupado pela primeira), dai, a probabilidade desejada pode ser obtida por

113 2\ 1
P=4.3.-[2.2.2.2) =2,
5 (6 5 4 3) 5

d) Escolhidas as 4 bolas, existe sempre uma de menor nimero e uma de maior nimero dentre
elas. A chance da bola de menor nimero ser sorteada na 1? bola é de %; para a segunda bola, queremos
que nao seja aquela de maior niimero, ou seja temos % de chance disso acontecer; para a terceira bola,
também nao queremos que seja de maior nimero, logo % e para a ultima resta . Assim, a probabilidade

pedida pode ser obtida por:

P(menor na 1* e maior na ultima) =

[SCI )
N =
==

1 =

Comentarios e sugestoes : Mostrar ao aluno a solucao utilizando combinagoes por tltimo,
ajuda na dificil missao do docente de convencer o aluno sobre a importancia de saber usar a férmula,
nao queremos que ele so saiba fazer dessa forma, mas sim que consiga julgar qual caminho venha a ser

melhor, e no exercicio, a anélise usando combinacao facilita bastante.



Consideracoes Finais

Como pdde ser observado, a OBMEP cumpre o regimento de contetidos no ensino, imposto pela
BNCC, logo, cada temética nela presente, ja foi também articulada pelo professor em sala de aula, pois
este também segue a BNCC, assim, os conteiidos cobrados na OBMEP nao sao novos aos alunos.

Cabe ao docente mostrar que existem diversas maneiras de se resolver um problema, valorizando
sempre 0 processo cognitivo do aluno, por exemplo, apresentando um problema para a turma, que instigue
a participacgao dos estudantes a expor suas ideias, de modo a guiar o seus pensamentos para a resolugao
da questao. O bom funcionamento dessa metodologia de ensino esté vinculado a preparagao do professor,
que deve dispor de diferentes métodos de resolugao. Contudo, nao é utopia imaginar que qualquer discente
empenhado possa alcangar bons resultados nesta avaliagao.

As oportunidades que as grandes faculdades publicas estdo concedendo aos jovens talentos do
Brasil, mediante conquistas nas competigoes estudantis, nao podem ser desperdigadas, por isso os alunos
devem conhecer todas essas vantagens, ji especificadas neste trabalho, que estao a disposigao de quem
se interessar pela competicao.

Os professores em geral, tém o habito de comegar a aula respondendo perguntas que nao foram
feitas, desestimulando o aluno, que nem havia se dado conta do problema e ji tem que buscar uma solugao.
E preciso preparar o aluno antes de iniciar um novo conceito, contar uma historia, fazer perguntas a fim
de que ele chegue na questao desejada é uma forma de fazé-lo. Articular questoes de probabilidade que
tratem de problemas do cotidiano é uma tarefa relativamente simples, podemos ver isso inclusive nas
questoes abordadas no trabalho, todas ilustravam alguma situagao corriqueira, onde mesmo que nao
tenhamos o habito de parar e calcular a melhor decisao naquele dado momento, ela existe e o seu calculo
também.

Os diversos métodos de resolucao na probabilidade, tornam a disciplina mais agradavel, e foi
um aprendizado primordial durante o trabalho, principalmente para nao descartar uma ideia dada por

um aluno para a solucao de uma questao, pois ela pode se encaixar em alguma dessas varias solugoes.
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