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“Depois de muito refletir, calcular e
suar, conclui paradoxalmente que o
mundo € composto de uma desordem

organizada”.

Lorenz!, 1970.

! Edward Norton Lorenz (1917 — 2008) foi meteorologista do Instituto de Meteorologia de
Massachusetts, seus estudos meteorolégicos deram origem a teoria do Caos.
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RESUMO

O trabalho apresenta a Geometria Fractal de grande importancia por
modelar geometricamente fendbmenos e objetos ndo contemplados pela Geometria
Euclidiana. Este texto faz uso desta geometria ndo apenas como contetdo a ser
trabalhado em sala de aula, mas vinculado ao ensino/aprendizagem de contetdos
curriculares de grande importancia muitas vezes tomados pelos alunos como
enfadonhos. As caracteristicas fractais sao utilizadas neste texto como suporte para
elaboracdo de atividades diferenciadas, capazes de abordar trés ferramentas
fundamentadas em documentos oficiais de educagdo como propostas de melhoria
na educacdo, sao elas: contextualizacdo, protagonismo juvenil e insercdo de

tecnologias.

Palavras — chaves: fractais, geometria, contextualizagcéo, protagonismo, tecnologias.



ABSTRACT

The paper presents the Fractal Geometry of great importance for modeling
geometrically phenomena and objects not covered by Euclidean geometry. This text
makes use of the geometry not just as content to be worked in the classroom, but
linked to the teaching / learning curricula of great importance often taken by students
as boring. The fractal features are used in this paper as support for developing
differentiated activities, able to address three tools based on official education
documents with proposals for improvements in education, they are: contextualization,

youth participation and integration of technology.

Words - keys: fractals, geometry, contextualization, protagonism, technologies.
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INTRODUCAO

A Matematica tem importancia fundamental na evolucdo da humanidade.
Associada a esta ciéncia esta a geometria, uma area da Matematica que possibilitou
a superacdo, suprindo necessidades de sobrevivéncia. O seu surgimento esta
intimamente ligado as atividades do dia a dia, basta observarmos o significado de
Geometria: “medir a terra”. Esta grafia surgiu devido as cheias do rio Nilo no Egito
que destruiam as divisas das propriedades; os governantes da época nomeavam
pessoas (0s agrimensores) com o papel de remarcar as divisas perdidas.

Os conhecimentos geométricos construidos pelo homem com base nas suas
experiéncias deram origem a geometria euclidiana, recebendo essa denominacao
devido ao estudioso Euclides, tendo até hoje papel principal nos curriculos do ensino
de Matemética no Brasil.

Frente a atual realidade da educacéo brasileira, tem - se buscado ferramentas
gue possibilitem avancos significativos na aprendizagem, capazes de fornecer aos
jovens brasileiros formacéo integra tornando - os capazes de exercer a cidadania
plenamente. Neste cenario surge a necessidade de novos conhecimentos que
melhor expliqguem fen6menos e elementos do cotidiano, 0 que motivou o
desenvolvimento das diversas areas e ciéncias. Nesta linha, dentro da area
geométrica novas geometrias foram criadas como a Eliptica, Hiperbdlica e a Fractal,
sendo esta ultima a abordada neste trabalho.

A motivagao para a pesquisa desta geometria se deu pelo fato dela permitir o
estimulo de diversas habilidades necessarias para o entendimento ndo s6 da
Matematica, mas do mundo em geral, por exemplo, saber pensar iterativamente e
recursivamente e o desenvolvimento da percepcdo de autossimilaridades e do
raciocinio dedutivo. Além do mais, fornece ferramentas ao professor para trabalhar
diferentes sentidos como visao, audicdo e atividades manuais. Possibilita a
abordagem de diversos conteddos matematicos de areas ndo geométricas como
também de outras disciplinas, podendo ser utilizado como tema central para um
projeto interdisciplinar.

Pensando na modernizacdo e adequacéo das aulas as linhas pedagogicas
atuais, neste trabalho seréa focada a Geometria fractal como um conteudo curricular
capaz de enriguecer as aulas e, consequentemente 0 processo

ensino/aprendizagem. Os fractais, além de sua importancia intrinseca, permitem
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abordar trés ferramentas apontadas pelos norteadores da educacéo brasileira? como
fundamentais na melhoria da educacédo: contextualizacdo, protagonismo juvenil e
insercdo das tecnologias nas aulas, aléem do mais, permitem trabalhar conceitos ja
constituintes dos curriculos do ensino fundamental e médio.

Desta forma, espera - se construir um material que apresente a Geometria
Fractal com linguagem simplificada, porém completa, fazendo um apanhado de
conceitos, definicbes e informacdes necessarias a uma compreensao geral sobre o
assunto, também, colocar em evidéncia trés ferramentas que segundo o0s
norteadores da educagdo sdo caminhos para a melhoria do processo
ensino/aprendizagem, a contextualizagcdo, o protagonismo juvenil e insercdo das
tecnologias e, a partir das atividades propostas no capitulo 3, promover uma
tentativa de modernizacdo do cotidiano da sala de aula, contribuindo para um
enriquecimento nas possibilidades de se trabalhar os diversos conteudos da
matematica, podendo vir a servir de apoio e consulta a professores, alunos e demais
pessoas interessadas por essa geometria e pela melhoria do processo

ensino/aprendizagem da Matemética na educacao basica.

O trabalho esta organizado da seguinte forma:

No capitulo 1 é feita uma breve retrospectiva histérica sobre a origem da
geometria, evidenciando a contribuicdo de Euclides. Além disso, mostra - se
fundamentando — se nos curriculos de Matematica do ensino médio dos estados de
Mato Grosso do Sul e Sdo Paulo, a presenca macica da geometria euclidiana no
ensino e a insuficiéncia da mesma na representacao dos elementos e fen6menos da
Natureza o que da abertura a inclusdo da geometria fractal.

No capitulo 2 comenta-se a curiosidade do homem em encontrar padrées nos
fenbmenos e elementos do seu cotidiano, utilizando muitas vezes a Matematica
neste trabalho e que ao longo da busca por decifrar 0 mundo o homem encontrou
situacdes em que acreditava ndo poder modela-las matematicamente, para esses
casos acreditava-se que ocorria desordem, caos. Neste momento surge a Teoria do
Caos e associada a ela, a Geometria Fractal. Neste item, define-se fractal através da

caracteristica de autossimilaridade, sdo apresentados alguns precursores dessa

> Entende — se como norteadores da educacgdo brasileira as leis e documentos que regem o0s
trabalhos educacionais no pais e respectivos estados. Ex.: Parametros Curriculares Nacionais e a lei
n°® 9.394, de 20 de dezembro de 1996 (Lei de Diretrizes e Bases da Educacao).
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nova geometria e alguns fractais criados por esses estudiosos. Define-se também a
dimenséo fractal e € mostrado o significado da dimenséo néo inteira. Finalizando o
capitulo, sdo disponibilizadas algumas aplicacbes da geometria fractal em diversas
ciéncias.

No capitulo 3 sdo analisados os resultados de duas avaliacdes de larga
escala sobre a educacao brasileira, constatando - se a necessidade de mudancas
no processo ensino/aprendizagem. Visando contribuir a melhoria deste processo sao
propostas atividades que aliadas a trés ferramentas muito divulgadas pelos
norteadores da educacéo (contextualizacdo, protagonismo juvenil e insercdo das
tecnologias) mostram algumas maneiras de se trabalhar com a geometria fractal na
sala de aula, evidenciando sua importancia ndo sé como uma nova area com forte
ligacdo a realidade, mas como artificio a ser utilizado como apoio ao estudo de
outros conteudos curriculares.

Nas consideracoes finais, propde - se a Geometria Fractal como tema a ser
utilizado por professores na elaboracéo de atividades diferenciadas que permitam o
estudo de conteudos matematicos e de outras disciplinas buscando melhorias no

processo ensino/aprendizagem na educacao béasica.
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1 UM POUCO DE HISTORIA, CENARIO EDUCACIONAL ATUAL E
DEFICIENCIAS DA GEOMETRIA EUCLIDIANA.

A Geometria, segundo a literatura, surgiu da necessidade de resolver
situacOes do dia - a - dia como, por exemplo, o plantio. Para tanto, foi essencial a
capacidade do homem de reconhecer configuracdes fisicas e comparar formas e
tamanhos.

Além do plantio, a demarcacdo de terras no Egito esteve associada ao
desenvolvimento da Geometria. Durante uma determinada época do ano as
inundacbes do rio Nilo, no Egito, destruiam as marcagfes que delimitavam as
propriedades, o que ocasionava um desconforto entre os individuos daquela
comunidade sobre o uso da terra ndo delimitada. Os agricultores ndo sabiam as
limitacdes de suas propriedades para cultivar. Além disso, essa situacao prejudicava
a cobranca dos impostos. Foi por ocasido desses problemas que os governantes da
época, os farads, passaram a nomear funcionarios para a funcdo de agrimensor.
Esse profissional ficou responsavel por avaliar os prejuizos das cheias e remarcar as
fronteiras das propriedades. Essa delimitacdo de terras deu base ao conhecimento
das formas geométricas mais simples, como o quadrado, retangulo e triangulo.

A Geometria (medir a terra) foi fundamental para subsidiar atividades ligadas
a agricultura e a engenharia ndo s6 ao longo do rio Nilo, mas por outras areas do
Oriente Antigo, as margens de outros rios como o Tigre e Eufrates da Mesopotamia,
o Indo e o Ganges na regido Centro - Sul da Asia e o Hwang Ho e Yang - Tsé na
Asia Oriental. Nas bacias desses rios se formaram sociedades avancadas,
conhecidas por sua habilidade em engenharia na drenagem de pantanos, irrigacao,
obras de defesa contra inundacgdes e construcdo de grandes edificios e estruturas.

Os conhecimentos geométricos foram se construindo através das atividades
do dia - a - dia, eram conhecimentos praticos. A no¢cdo de vertical, paralela e
perpendicular, por exemplo, tiveram inicio nas constru¢cdes de muros e moradias. As
observacfes da natureza, como o contorno do sol e da lua, o arco iris, as sementes
de algumas plantas, o corte transversal de uma arvore, a parabola descrita pelo
arremesso de uma pedra deram a ideia de curvas, superficies e solidos. A simetria
era vista no corpo dos animais e homens, nas flores, nos troncos de arvores. O

volume, nos recipientes utilizados para armazenamento de alimentos e agua.
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A existéncia dos conhecimentos geométricos na pratica levaram os cientistas
a construirem definicbes, regras e teorias. A partir das observacdes das
semelhancas nas formas, tamanhos e objetos fisicos, 0 homem passou a extrair
propriedades gerais passando a ter a nocdo de leis e regras geométricas. Por
exemplo, a constante encontrada ao efetuar o quociente do comprimento pelo
didmetro de dois circulos quaisquer.

Foi na Grécia que surgiu a figura do cientista profissional, homem que
buscava conhecimentos em troca de salario. Ptolomeu | estimulado por um filésofo
chamado Demétrio, de Falero criou em Alexandria o centro de estudos chamado
“Museo” dotado de uma grande biblioteca. Este centro atraiu grandes pensadores da
época e teve como associado o notavel matematico Euclides que viveu por volta do
século de 300 a. C, chamado por muitos o pai da geometria. Esse codinome se deve
a importancia deste matematico para a Geometria.

Durante muitos séculos estudiosos buscaram sistematizar a Geometria de
forma a descrever teoricamente os dados geométricos obtidos através da medicdo e
observacdo do cotidiano, mas foi Euclides (cerca de 300 a.C.) que escreveu uma
sequéncia logica mais aprimorada. A Geometria de Euclides propunha algumas
afirmacdes que deveriam ser admitidas sem demonstracao e, entdo utilizadas para
demonstrar resultados. Esse sistema é chamado dedutivo, as afirmacfes tomadas
inicialmente como verdadeiras sdo denominadas postulados ou axiomas.

O sistema dedutivo apresentado por Euclides € constituido por trés entes
primitivos (ponto, reta e plano), cinco “no¢des comuns” que deveriam ser aceitas
hip6teses a todas as ciéncias ou admissiveis a qualquer pessoa e 0s cinco
postulados que seriam hipoteses especificas a geometria.

Nocbes comuns:

+ Coisas gque sao iguais a uma mesma coisa sdo também iguais.

* Se iguais sao adicionados a iguais, os totais sao iguais.

+ Se iguais sao subtraidos de iguais, 0s restos sdo iguais.

» Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais.

* O todo é maior do que qualquer uma de suas partes.

Cinco postulados:
1. Pode-se tracar uma Unica reta ligando quaisquer dois pontos distintos.

2. Pode-se continuar de uma Unica maneira qualguer segmento em uma reta.
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3. Pode-se tracar um circulo com qualquer centro e com qualquer raio.

4. Todos os angulos retos sédo iguais.

5. E verdade que, se uma reta, ao cortar duas outras, formando angulos
internos, no mesmo lado, cuja soma é menor do que dois angulos retos, entdo as
duas retas, se continuadas, encontrar-se-a4o no lado onde estdo os angulos cuja
soma € menor do que dois angulos retos.

O pioneirismo em organizar os conhecimentos geométricos ja conhecidos,

seguindo uma ldgica, foi citado por Garbi (2010, p.58):

O toque de génio de Euclides est4 ndo na descoberta de teoremas, o que
ele certamente fez, mas na organizacdo légica com que os apresentou e
provou de forma rigorosa e concatenada, preenchendo as lacunas deixadas
por outros.

Dos conhecimentos adquiridos de suas pesquisas e de estudos de outros
matematicos, Euclides escreveu o notavel livro “Elementos”; obra essa que o
concedeu papel importante na historia da Mateméatica e respeito dos estudiosos

Sucessores.

Nenhum outro autor de livros-texto conseguiu éxito comparavel a Euclides:
seus Elementos sdo o mais antigo livro de Matematica ainda em vigor nos
dias de hoje, uma obra que somente perde para a Biblia em numero de
edicdes e, para muitos, o mais influente livro matematico de todos os
tempos. (GARBI, 2010, p. 57)

A Geometria Euclidiana até hoje faz parte do curriculo escolar no ensino da
Matematica. Podemos constatar esse fato observando os conteidos geométricos
presentes nas propostas curriculares para o ensino médio dos estados Mato Grosso

do Sul e S&o Paulo disponiveis nas tabelas a seguir.
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Quadro 1 - Conteudos curriculares geométricos do ensino médio (Mato Grosso do Sul).

PROPOSTA CURRICULAR DO ESTADO DE MATO GROSSO DO SUL -

GEOMETRIA
ENSINO MEDIO
1° ANO 2° ANO 3° ANO
Geometria
Resolugédo de Triangulos:
lei dos senos; lei dos
L cossenos; area de um
P_: triangulo; area de um
7 triangulo em funcdo de
= um lado e da altura
gﬂ relativa a esse lado; area
— de um tridangulo em
funcdo de dois lados e do
angulo correspondente
entre eles.
" Geometria Espacial
o postulados e teoremas;
('7) paralelismo;
'-é perpendicularidade;
= poliedros; prismas;
2, piramides; cilindros;
cones; esferas.
L
o4
|_
N
L
=
0
&
W [Geometria
,D_: semelhancas de
@ |triangulos;
= |relagbes métricas no
gﬂ triangulo retangulo.
2.

Fonte: Do autor, com dados do Referencial Curricular de Mato Grosso do Sul
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Quadro 2 - Conteudos curriculares geométricos do ensino médio (S&o Paulo).

PROPOSTA CURRICULAR DO ESTADO DE SAO PAULO — GEOMETRIA

ENSINO MEDIO

1° ANO 2° ANO 3° ANO

Geometria analitica
Pontos: distancia, ponto
médio e alinhamento de

Iﬁ':J trés pontos; Reta:

= equacdo e estudo dos

7 coeficientes,  problemas

= lineares; Ponto e reta:

gﬂ distancia; Circunferéncia:

— equacao; Reta e
circunferéncia: posicoes
relativas; Conicas: nocoes
e aplicagoes.

L

o

|_

n

w

=

m

o

N

w

[

|_

n

L

=

a)

o

(0]

w . Geometria meétrica

o | Geometria espacial

t5 | Poligonos  regulares: lp q .

ol | - : . ~_|Elementos de geometria

S |inscricdo, circunscrigdo | posicio:  Poliedros

T |€ pavimentagdao de| - T

5 | superficies prismas e piramides;

< ' Cilindros, cones e esferas.

Fonte: Do autor , com dados da Proposta Curricular de Sdo Paulo.

Habitamos um mundo repleto de formas. Os conceitos geomeétricos estao

inseridos no mundo tridimensional sendo percebidas na natureza, na arquitetura, na

arte e nas diversas areas do conhecimento. Por tantas aparicbes e utilidades,

constitui - se como um dos conhecimentos estruturantes do ensino fundamental e

médio.

Além disso, Geometria reune facilitadores para o estudo das demais areas da

Matematica e proporciona ao homem a aquisicdo de conhecimentos diversos
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necessarios a compreensao do mundo, possibilitando - o resolver problemas das
mais diversas areas do conhecimento e, portanto, ndo ser mero expectador das
conquistas e desenvolvimentos da sociedade.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais, Brasil (1997, p. 39):

Os conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de
Matematica no ensino fundamental, porque, por meio deles, o aluno
desenvolve um tipo especial de pensamento que Ihe permite compreender,
descrever e representar, de forma organizada, 0 mundo em que vive.

Lorenzato (2008, p. 70) refere-se a importancia do ensino da geometria na
educacdo basica como fator de alta relevancia para o entendimento completo da
Matemética:

Sabemos que, por varias razdes, a geometria ndo tem ocupado o seu
devido lugar no ensino da matematica. Porém, é possivel, desejavel e
necessario que o ensino dessa parte importante da matematica seja
fortemente enfatizado, porque, como ja vimos, sem experiéncia geométrica
ndo se consegue raciocinar geometricamente e, por consequéncia, se
constréi uma visdo capenga, falaciosa e incompleta da matematica.

Apesar da importancia, mesmo que propostos nos documentos oficiais, 0
ensino da Geometria na maioria das escolas publicas brasileiras passa a ser item
em segundo plano, sendo omitido ou abandonado, muitas vezes motivado pela falta
de tempo, pela falta ou ma elaboracao dos materiais didaticos e até mesmo pela
falta de preparacdo dos educadores.

Quanto aos materiais didaticos, Lorenzato (1995, p.4) diz que talvez pela falta
de preparacao dos professores ou mesmo pelas cansativas jornadas de trabalho, o
apoio que os professores buscam nos livros didaticos se torna exagerado. Esses
materiais apresentam a Geometria como um conjunto de definicbes, propriedades,
nomes e formulas, desligado de quaisquer aplicagfes ou explicagbes de natureza
histérica ou légica, quando apresenta alguma contextualizacdo a Geometria é
reduzida a meia duzia de formas banais do mundo fisico. Os livros apresentam os
conteudos geomeétricos ao final do livro aumentando a probabilidade de nédo serem
estudados pela falta de tempo.

Sobre o despreparo dos professores Lorenzato (1995, p. 3) escreveu:
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Considerando que o professor que ndo conhece Geometria também néo
conhece o poder, a beleza e a importancia que ela possui para a formacéo
do futuro cidadéao, entéo, tudo indica que, para esses professores, o dilema
€ tentar ensinar Geometria sem conhecé-la ou entdo nédo ensina-la.

Como podemos perceber, a Geometria teve sua origem nas atividades
cotidianas do homem, nas observagdes do meio em que vivia, na admiracdo das
formas presentes na natureza. A descoberta da roda, por exemplo, foi um marco na
evolucdo humana, porém novas necessidades surgiram e com elas o homem
procurou novas invencdes, chegando até o cenario atual, em que a rapidez da
transmissdo de informacdo e as inovacOes estdo cada vez mais presentes no
cotidiano, que perguntas surgem a todo instante procurando preencher as lacunas
do saber, procurando desenvolver solucbes para problemas cujas descobertas feitas
até o momento ja ndo sao suficientes para explicar.

O quinto postulado de Euclides promoveu uma abertura para busca de novos
conhecimentos geométricos, varios matematicos tentaram deduzi-lo dos demais
axiomas e postulados devido a sua complexa formulacdo e insuficiente apelo
intuitivo. Essas tentativas perduram até hoje.

Deste postulado foi levantada a questdo: A Geometria Euclidiana considera
superficies planas, como tratar a geometria existente sobre uma superficie curva
como a da Terra? Se tomarmos uma pequena superficie, localmente poderiamos
supor que estamos trabalhando em um plano, ao considerar grandes superficies
como as longas distancias entre paises a geometria Euclidiana ja nao é suficiente. O
quinto postulado, que trata da existéncia de retas paralelas, para a Terra nao
poderia ser aplicado, linhas em uma esfera sdo grandes circulos, se considerarmos
uma linha a paralela a linha b que intercepta a linha c (linha do Equador no caso da
Terra) teremos que a soma dos angulos a e B somam 180°, porém as duas linhas se
encontram nos polos e qualquer linha que passe pela origem do angulo a encontrara

a linha b em algum lugar (Figura 1).
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Figura 1 - Negacdo do quinto postulado de Euclides para
regides esféricas.

\Ma._._/_—f"/

Fonte: do autor.

Questdes como esta e outras que se basearam no quinto postulado levaram
matematicos a descoberta de novas Geometrias como a Geometria Esférica,
Geometria Eliptica e Hiperbdlica,

As inquietacbes sobre como a Geometria Euclidiana modela
matematicamente a Natureza deram suporte ao surgimento da Geometria Fractal.
Inquietacdes essas: a natureza € constituida apenas de quadrados, esferas e
cubos? Ha espaco na Geometria apenas para a beleza dos alvéolos hexagonais das
abelhas?E os amorfos cupinzeiros? E a beleza das nuvens, das montanhas, das
arvores, das sinuosidades dos rios? Como se nota, a Geometria Euclidiana apesar
de ser originaria das atividades do dia a dia ndo consegue traduzir tais belezas,
apresenta deficiéncias para o estudo de formas da natureza, tendo como foco as
figuras do mundo pensadas pelo homem, como construcdes de casas, prédios,
pontes, estradas.

Segundo Ricieri (1990, p. 17):

Do ponto de vista geométrico, a matematica moderna néao rejeita as formas
irregulares da natureza, como faziam os gregos. N&o existem, para ela,
formas perfeitas ou imperfeitas: todas as manifestacdes da vida séo
merecedoras de estudo e compreenséo.

Neste trabalho, apresentaremos a Geometria Fractal, uma geometria que visa
complementar a Geometria Euclidiana. E importante salientar que a Geometria de

Euclides ndo perde em nenhum momento sua importancia. Como escreve Ricieri
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(1990, p. 59), a geometria euclidiana serviu as exigéncias do homem, na revolucao
industrial, permitiu a producdo de produtos por meio de maquinas em larga escala,
ja que para esse feito era necessario um modelo geométrico. O autor comenta: “Que
dizer de latinhas de cerveja nado cilindricas?" Nao da sequer para imaginar! As
Geometrias ndo euclidianas devem ser tomadas como forma de modernizacédo da
Matematica, com a finalidade de preencher lacunas, de responder questdes do
mundo que vive permeado de tecnologias e tornar a escola um local de
aprendizagens significativas, contextualizadas em seu tempo real e ndo mais teoria
pela teoria.

Apesar da grande importancia da Geometria Euclidiana para a evolugao do
homem, ela ndo foi suficiente para satisfazer todos os anseios da humanidade. Foi
necessaria a presenca de novos conhecimentos geométricos que abrangesse o
maéaximo possivel de formas existentes no mundo. Neste contexto surge a Geometria
Fractal. No proximo capitulo serdo apresentados os entes constituintes desta nova
geometria: os fractais, com suas definicbes, precursores e aplicacdes. Como sera
visto, as caracteristicas fractais carregam grande apelo estético, possibilitam
construgdes utilizando diversos materiais, permitem o desenvolvimento de diversas
competéncias e habilidades e possuem grande aplicacdo no cotidiano. Desta forma,
no capitulo 3, com base nos conceitos disponibilizados no capitulo 2 serd mostrada
a utilizacdo deste tema na elaboracdo de atividades que levam em conta trés
ferramentas propostas pelos norteadores da educacéo brasileira como fundamentais
na melhoria do processo de ensino/aprendizagem, a contextualizagdo, o
protagonismo juvenil e a insercdo das tecnologias na sala de aula.
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2 GEOMETRIA FRACTAL

O interesse da humanidade em decifrar padres na Natureza sempre existiu.
Os calendarios sofisticados e as regras astrondmicas para prever eclipses sao

exemplos desse interesse.

Viam figuras nas estrelas do céu e teciam lendas em torno delas.
Inventavam panteons de divindades para explicar as extravagéncias de um
mundo que, sem isso, seria aleatério e sem sentido. (STEWART, 2011,
p.11)

E a Matematica serviu de apoio a representacdo de padrdes encontrados na
Natureza. Isaac Newton (1643 — 1727), reconhecido matematico e fisico, descreveu
muitos de seus estudos por meio de equacfGes matematicas, como a lei de

gravitacdo universal que € representada pela equacao:

r.
r2

F,=G

onde F;, € aforca de atracdo gravitacional entre os dois corpos, medida
em Newtons;

G é constante gravitacional universal, que determina a intensidade da forca,
6,67 x 107 "Nm?
G= >
kg

m; € m, S0 as massas dos corpos que se atraem entre si, medidas

em quilogramas;
r é a distancia entre os dois corpos, medida em metros e,

t 0 versor do vetor que liga o corpo 1 ao corpo 2.

Nas ultimas décadas o homem, com o apoio das tecnologias, vem tentando e,
muitas vezes conseguindo, interpretar o crescimento e complexidade da natureza.
Tem notado que as leis que regem o natural nem sempre seguem padrfes e se
tornam em inUmeras ocasides imprevisiveis. Foi com base nessas observacdes e na
curiosidade por decifrar tantos mistérios que surgiu a Teoria do Caos. Cientistas das
mais diversas areas passaram por meio desta nova teoria a entender, ou pelo
menos comegar a entender, fendmenos naturais de suas respectivas areas, como
descreveu Barbosa (2005, p. 10):


http://pt.wikipedia.org/wiki/Newton
http://pt.wikipedia.org/wiki/Vetor_unit%C3%A1rio
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Essa ciéncia trouxe consigo o ver ordem e padrdes, onde anteriormente so
se observava o irregular, o aleatério, o imprevisivel, digamos mesmo o
caético. Entretanto, nota-se que o Caos colocou elos entre temas nao
relacionados, justamente pelas suas irregularidades. Seus cientistas, de
areas diversas, tiveram dificuldades e desanimo até mesmo para publicar,
para colocar suas ideias e resultados de forma publicavel. Temas como
desordem na atmosfera, turbuléncia nos fluidos, variacdo populacional de
espécies, oscilacbes do coracdo e cérebro, interligacdes microscépicas de
vasos sanguineos, ramificagdes alveolares, cotagGes da bolsa, forma das
nuvens, reldmpagos, aglomeracbes estelares, etc. eram estudados
buscando — se ent&o ligagbes entre diferentes tipos de irregularidades: e
surpreendentes ordens no caos foram descobertas.

Nos dicionérios, caos se refere a confusdo, desordem, perturbacdo que néo
transmitem o verdadeiro significado da palavra caos quando entendida como teoria.
Segundo Stewart (2011, p.23), uma definicho foi proposta em conferéncia
internacional sobre caos em 1986. Até entdo, nenhum dos estudiosos dessa ciéncia
havia se arriscado a conceitua-la. Segundo Stewart (2011, p.11), a conceituacao
matematica apresentada foi: "Comportamento estocastico que ocorre hum sistema
deterministico”.

O autor tenta explicar a definigdo proposta:

Temos aqui mais dois termos de jargao — “estocastico” e “deterministico”. O
determinismo laplaciano ja é nosso conhecido. “Estocastico” significa
“aleatério”. Para compreender o fendbmeno do caos precisaremos discutir
mais detidamente seus significados, porque, em sua presente forma, esta
definicdo € um paradoxo. O comportamento deterministico € governado por
uma lei exata e ndo passivel de infracdo. O comportamento estocastico € o
oposto: sem lei e irregular, governando pelo acaso. Stewart (2011, p.23)

E apresenta a sua conclusdo: O Caos €, portanto: “comportamento sem lei
inteiramente governado pela lei”. Stewart (2011, p.23)

A ordem na desordem procurada pela Teoria do Caos pode ser percebida na
marcagcdo aparentemente desordenada de pontos no plano apresentada por
Barbosa (2005, p. 15) e Janos (2008, p. 32) que intitula essa atividade como “O jogo
do Caos”. O primeiro parte de trés pontos e o segundo de um triangulo equilatero.
Vamos seguir 0s passos propostos por Barbosa (2005, p. 15):

Considere 3 (trés) pontos A, B e C e um ponto qualquer Pi (preferencialmente
do triangulo ABC, exceto no seu baricentro)

Sigamos as instru¢cdes dadas pelos passos seguintes:

Passo 1 — Faca i = 0; (Figura 2).



Figura 2 — Passo 1 do Jogo do
Caos.

Pe

(]

Fonte: do autor.
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Passo 2 — Por um processo de sorteio escolha um dos vértices, A, B e C.

(Para usar um dado usual nos sorteios associe ao vértice A os numeros 1 e 4, ao

vértice B os nimeros 2 e 5, e a C 0os numeros 3 e 6);

Passo 3 — Troque i pori + 1,

Passo 4 — Marque o ponto Pi+1 médio do segmento PiV (onde V € o

vértice sorteado);

Passo 5 — Va ao passo 2. (Figura 3)

Figura 3 — Jogo do Caos apods sete

jogadas.

Fonte: do autor.
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A aleatoriedade gera sensacao de desordem, porém ao construir o triangulo
cujos Vvértices sdo os pontos médios M, N e L dos segmentos AB, BC e AC

respectivamente, ndo existem pontos nesse triangulo além de Py (Figura 4).

Figura 4 — Tridngulo central contendo
apenas o ponto PO.

Fonte: do autor.

Ainda, ao construir os triangulos centrais nos triangulos ALM, CLM e BMN,

nao teremos pontos interiores a esses poligonos. (figura 5)

Figura 5 — Triangulos ALM, CLM e BMN
contendo apenas o ponto Py.

Fonte: do autor.
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Em Janos (2008, p. 32) é proposta a mesma atividade partindo de um
tridngulo equilatero e de um ponto Py qualquer. Apos aproximadamente 75 jogadas €
obtida a Cesta de Sierpinski (Triangulo de Sierpinski) (Figura 6). O autor comenta o
resultado: “Produzimos, entdo, uma estrutura extremamente ordenada gerada por

um meétodo totalmente aleatorio!”.

Figura 6 — Tridngulo de Sierpinski obtido através do Jogo do Caos.

20 pontos 50 pontos 75 pontos 100 pontos 150 pontos

Fonte: Janos (2008, p. 33).

Segundo Janos (2008, p. X) a ciéncia do Caos normalmente estdo associadas
duas areas relativamente novas e interligadas da Matematica: Os Sistemas
Dindmicos e a Geometria Fractal.

Neste trabalho apresentaremos a Geometria Fractal. Barbosa (2005, p. 9)

explica o elo existente entre essa nova geometria e a teoria do Caos:

Contudo, a Geometria dos Fractais esta intimamente ligada a uma ciéncia
chamada CAOS. As estruturas fragmentadas, extremamente belas e
complexas dessa geometria, fornecem certa ordem ao Caos, razdo de ser,
as vezes, considerada como a sua linguagem, que busca padrdes dentro de
um sistema por vezes aparentemente aleatorio. Ambas, Geometria Fractal e
Caos se desenvolveram principalmente pelo rapido aprimoramento das
técnicas computacionais; a primeira teve e tem como poderoso propulsor o
seu inegavel apelo estético, dai sua entrada no dominio das artes.

Para Janos (2008, p. X) a geometria fractal: “¢ uma linguagem matematica

gue descreve, analisa e modela as formas encontradas na natureza”.

2.1 Definindo fractal.

O pioneiro no estudo dos fractais, Mandelbrot, denominou essas formas

geomeétricas encontradas na Natureza como fractais [...] baseando - se no latim, do
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adjetivo fractus, cujo verbo correspondente frangere significa quebrar: criar
fragmentos irregulares, fragmentar. Decorre que quando se diz Geometria Fractal
refere-se ao estudo dos fractais. (BARBOSA, 2005, p. 9)

Com base em Barbosa (2005, p. 18) foram varias as definicbes de fractais
dadas por diferentes estudiosos:

Inicialmente, Mandelbrot conceituou fractal baseando-se em ideias de
dimenséo:

- um fractal é, por definicdo, um conjunto para o qual a dimenséo Hausdorff —
Besicovitch excede estritamente a dimenséo topoldgica.

J. Feder (1988) em sua obra preocupou - se em ndo excluir alguns objetos da
fisica considerados fractais formulando a seguinte definicéo:

- um fractal é uma forma cujas partes se assemelham ao seu todo sob alguns
aspectos.

K. J. Falconer, autor de duas importantes obras sobre fractais (1985 e 1990),
sugeriu a definicdo de fractal por caracterizacoes:

Um conjunto F é fractal se, por exemplo:

- F possui alguma forma de “autossimilaridade” ainda que aproximada ou
estatistica;

- A dimensdo fractal, definida de alguma forma, € maior que a sua dimenséao
topologica,

- O conjunto F pode ser expresso através de um procedimento recursivo ou

iterativo.

O fato é que, uma definicdo que conceitue de forma precisa um fractal ainda
nao foi estabelecida. Desta forma, para simplificar os estudos da Geometria Fractal,

utilizaremos a conceituagao de autossimilaridade. Segundo Barbosa (2005, p. 9):

Essas formas geométricas possuem, entre outras, uma propriedade
especial, que pode ser considerada caracteristica. Esses entes constituem
uma imagem de si, propria em cada uma de suas partes. Segue que suas
partes |he sdo semelhantes; propriedade conhecida como
autossimilaridade.

Em outras palavras, pode-se dizer que uma figura dispbe de

autossimilaridade se apresenta sempre o mesmo aspecto visual, em qualquer
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escala, ap6s sofrer uma reducdo ou ampliacdo, quando uma parte da figura se

assemelha a figura inteira.

2.1.1 Exemplos de fractais na natureza.
Nas Figuras 7, 8 e 9 sdo mostrados trés fractais presentes na Natureza.

Figura 7 — Ondas se propagam no mar formando uma
cadeia de ondas similares as anteriores.

Fonte: Disponivel em
<http://revistageo.uol.com.br/cultura-
expedicoes/16/artigo180354-1.asp> Acesso em 23 de
abril de 2014.

Figura 8 - Mapa hidrografico brasileiro.

] Atisesico Norceste Ocigents!
[ Famaica

[ Atisnsco Norceste Orients
[E 580 Francisco

Fonte: <http://asnovidades.com.br/2010/mapa-da-bacia-
hidrografica-brasileira/> Acesso em 23 de abril de 2014.
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Figura 9 — Estalactites - Caverna do diabo — Eldorado - SP.

http://www.fotolog.com/geografia_global/23650236/>
Acesso em 23 de abril de 2014.

2.2 Autossimilaridade

Janos (2008, p. X) trata da autossimilaridade da seguinte forma:

Tire uma foto de uma couve-flor e de uma pequena parte de seu corpo e
amplie as duas fotos no mesmo tamanho. Se a foto néo tiver fundo, sera
geralmente impossivel dizer qual é a couve-flor inteira e qual € o pedaco.
Isto é assim porque pequenos pedacos da couve-flor sdo semelhantes ao
todo. Dizemos, entdo, que a couve-flor € autossemelhante.

Na figura 10 pode ser observado o que Janos (2008, p. X) descreveu.

Figura 10 - Autossimilaridade presente na couve — flor.

Fonte: Adaptado de
<http://lwww.frasesparafacebook.info/tags/couve+flor/Pag
e/9/>. Acesso em 044 de marc¢o de 2014.

A autossimilaridade também pode ser observada na samambaia (Figura 11).
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Figura 11 — Autossimilaridade presente nas folhas da
samambaia.

Fonte: Adaptado de <
http://ultradownloads.com.br/papel-de-
parede/Samambaia/>. Acesso em 04 de marc¢o de 2014.

Carvalho [et al.] ([data desconhecida], p. 10) escreve que uma forma
autossimilar ¢ “Uma forma que se repete dentro de si mesma de maneira
semelhante e independente de propor¢céo ou escala € denominada autossimilar”.

De acordo com Nunes (2006, p. 29) devemos considerar dois tipos de
autossimilaridade (ou autossemelhanca), a exata e a aproximada.

A primeira ocorre em figuras geradas por processos matematicos, ado
conjunto formado de réplicas da figura inicial ou através de fun¢Bes, ambos através
de um processo iterativo. A autossemelhanca aproximada atinge muitas formas da
natureza, elas possuem a caracteristica de autossemelhanca uma vez que cada
parte se assemelha ao todo, porém n&o séo réplicas exatas do mesmo. E importante
notar que diferente do triangulo de Sierpinski em que podemos fazer quantas
iteracOes desejar, uma forma da natureza pode ser modelada como um fractal,

desde que seja considerado que as iteracdes encontradas serao finitas.

2.2.1 Processo iterativo

Iteracdo: Diz-se do processo que se repete diversas vezes para se chegar a
um resultado e a cada vez gera um resultado parcial que sera usado na vez
seguinte. Feito de novo; repetido. Repetido muitas vezes.®

Podemos verificar o processo de iteracdo na construcdo do Triangulo de

Sierpinski. Iniciamos com um triangulo equilatero e retiramos o triangulo central

® Dicionério informal, disponivel em <http://www.dicionarioinformal.com.br/iterativo/>. Acesso em 10
de abril de 2014.
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(formado pelos pontos médios dos lados) essa atividade € tomada como primeira
iteracdo. Ao substituir cada um dos trés triangulos restantes por uma figura
semelhante a resultante na iteracdo 1 obtemos a 22 iteracdo. Para a 32 iteracéao,
aplica-se a mesma regra para os triangulos restantes. Esse processo deve ser
repetido indefinidamente para obter a figura limite denominado “Tridngulo de

Sierpinski” (Figura 12).

Figura 12 - Sequéncia do processo iterativo para
construcdo do Triangulo de Sierpinski

A L

triangulo solido 1% iteracéo

2% iteracdo 3* iteracdo

Fonte: do autor.

Neste exemplo temos um processo iterativo por meio da manipulacdo de
figuras. Mas € possivel ocorrer um processo iterativo por meio de funcdes iterativas
ou funcdo iterada. Para tanto, toma-se uma funcdo F(x), com x real (que
denominaremos funcéo iterativa). Partindo de um X, obtemos sua imagem F(xo) que

€ a primeira iteracdo. Aplica-se a essa imagem a mesma funcéo para se obter x;:
X1 = F(F(Xo)),
Para obter x, aplica — se a funcéo F a x;:
Xz = F(x1) = F(F(F(xo))

E assim sucessivamente.
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Logo, funcéo iterativa (ou funcdo iterada) é toda funcdo definida em um
conjunto X, tal que F: X — X e FXn+1 = FoF", onde F° = id, (idy € a funcéo identidade
em X)

O Tridngulo de Sierpinski pode ser obtido também através de funcéo iterativa.
Consideremos que o triangulo inicial possui vértices em (0,0), (1,0) e (0,5, 1,5v) com
v > 0, ou seja, um triangulo isésceles. Temos apds a 12 iteracdo que os triangulos
restantes sdo originados da combinacao de reducédo com fator 0,5 do triangulo inicial
com translagao.

1. O tridngulo inferior esquerdo € obtido da reducao com fator 0,5.

2. O triangulo inferior direito é obtido por reducédo com fator 0,5 e translacao
horizontal de 0,5 unidade.

3. O triangulo superior € obtido por reducdo com fator 0,5, translacéo
horizontal de 0,25 e translacao vertical de 0,75v unidades.

Tomando T3, T, e T3 os triangulos obtidos apds as combinacdes descritas em
1, 2 e 3 respectivamente, chegamos as trés transformac¢des geradoras do Triangulo

de Sierpinski:

T1 (X,y) = (0.5%, 0.5y);
T2 (x,y) = (0.5x+0.5, 0.5y);

T3 (x,y) = (0.5x+0.25, 0.5y+0,75v).

Para chegar ao Triangulo de Sierpinski, escolhe-se aleatoriamente um ponto

(x, y) e aplicam - se as transformacdes sucessivamente a cada triangulo obtido.

2.3 Precursores da geometria fractal e suas criagdes

Algumas figuras ou objetos que tinham caracteristicas de fractais jA eram
conhecidos anteriormente a divulgacdo dessa geometria por Benoit Mandelbrot em
1975 e, possivelmente, deram base aos seus estudos.

Veremos alguns criadores e objetos ou figuras, que muitas vezes foram
tomados como “monstros” ou “entes patoldgicos” devido as caracteristicas e

resultados inusitados.
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2.3.1 Benoit Mandelbrot

O precursor da Geometria Fractal foi Benoit Mandelbrot (Figura 13). Segundo
BARBOSA (2005, pagina 11), Mandelbrot nasceu em Varsodvia (1924), de familia
judia, da Litudnia. Em 1936 sua familia mudou-se para Paris. Antecipando-se ao
nazismo, deslocaram-se para Tulle. Quando Paris foi libertada da opressao alema,
submeteu-se aos exames de admissdo da Escola Normal e da Escola Politécnica,
sendo aprovado mesmo sem preparo, em ambas as instituicdes de prestigio. Iniciou

pela Escola Normal, onde pouco tempo permaneceu, passando a Politécnica.

Figura 13 — Benoit Mandelbrot

Fonte:
<http://www.santarita.g12.br/matematicos/gm3/benoit_mand
elbrot.htm>. Acesso em 05 de marcgo de 2014.

Na época havia o movimento do grupo Bourbaki, talvez iniciadas como reacao
ao grande pensador Poincaré, que ndo tinha muitas exigéncias em relacéo ao rigor,
visavam uma matematica formal e pura, sem influéncias possivelmente enganosas
pelo visual geométrico. As ideias se propagaram por Varios paises, atingindo
inclusive os Estados Unidos, e nds brasileiros chegamos a ter 0s mesmos excessos,
principalmente na educagdo, de muitos de seus adeptos fanaticos. A matematica
tornou-se mais rigorosa, pautando-se pelo método axiomatico. E claro que os
preceitos de Bourbaki tornaram-se quase obrigatoriedade e trouxeram louros para a
propria matematica, desvinculando-a de outras ciéncias, ressaltando o seu primado
entre elas.

Entretanto, mesmo diante das ideias de seu tio, Mandelbrot ndo suportou o

dominio da abstracéo imposta por Bourbaki. Deixou a Franca em 1948, indo estudar
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Ciéncia Aeroespacial nos Estados Unidos, tendo conseguido posteriormente um
cargo na IBM — Centro de Pesquisas Thomas Watson, que na época prestigiava
projetos de pesquisa. Mandelbrot trabalhou, entdo, com problemas de economia.

Na IBM deparou-se com questdes de ruidos nas linhas telefénicas utilizadas
em rede entre os computadores. Mandelbrot soube dos engenheiros que algum
ruido ndo podia ser eliminado e interferia nos sinais; a aleatoriedade e a
irregularidade dos ruidos afastavam os engenheiros da busca de solucdes.
Mandelbrot resolveu o problema empregando um trabalho antigo de Georg Cantor
chamado Poeira de Cantor, pensando nos erros de transmissdao como um desses
conjuntos de Cantor.

A geometria fractal de Mandelbrot reflete uma natureza de irregularidades, de
reentrancias, saliéncias e depressodes, de fragmentacao.

E famosa sua indagacdo: “Que extens&o tem o litoral da Gra-Bretanha?”

A resposta possivel variard conforme a escala de medi¢cdo. Baias e
peninsulas aparecerdo ou ndo, dependendo da escala adotada. Sabe-se, por
exemplo, que em documentos dos dois paises vizinhos, a fronteira da Espanha com
Portugal difere cerca de 20%, o mesmo acontecendo, por exemplo, com a fronteira
da Holanda e da Bélgica. Claro é que ao efetuar as medidas cada pais empregou
instrumentos com unidades de escala diferentes.

Mandelbrot, pesquisador protegido pelos recursos computacionais da IBM,
entre outras investidas, pesquisou em Economia sem ter grandes conhecimentos do
assunto; assim, estudou a distribuicdo de pequenas e grandes rendas. Nessa
ocasiao, convidado para proferir uma palestra, por Hendrick Houthaker, professor de
Economia em Harvard, deparou-se com esquematizacdes, conforme seus estudos,
no quadro do colega, mas com dados relativos aos precos de algodao
correspondentes a oito anos. De volta a IBM, levava os dados do colega aos quais
acrescentou dados do Departamento de Agricultura, desde o inicio de 1900,
constituindo uma enorme e invejavel fonte para os computadores. Verificou-se
entdo, que as aberracbes estatisticas dos precos, imprevisiveis, apresentavam
analisados a maneira de Mandelbrot, uma ordem inesperada.

Benoit Mandelbrot chegou a fama e obteve honrarias, passando a ocupar
varios cargos académicos, desde professor em Harvard ou professor de Fisiologia

na Faculdade Einstein de Medicina.
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Sua gama vasta e variada de trabalhos publicados inclui os seguintes livros:
Les objects fractals, forme, hassard ET dimensio, Paris, Flamarion, 1975, Fractals:
form, chance and dimension, San Francisco, Freeman, 1977, e a sua obra
reformulada e mais famosa: The Fractal Geometry of Nature, New Yor, Freeman,
1977.

2311 Fractal de Mandelbrot

Apesar de tentar descrever os elementos presentes na Natureza, alguns
fractais foram construidos pelo homem através de meios computacionais, € 0 caso
do Fractal de Mandelbrot. A sua beleza e mistério atraem amantes e ndo amantes
da Matematica. Ele é gerado através de uma funcao iterativa que usa o sistema de

duas equacoes:
— a2 2
Xnt1 =Xp— Ynt a

Yn+1 = 2XpYn+ b

Neste sistema, cada ponto € obtido do anterior. A Ultima imagem é gerada
pelo deslocamento dos pontos da ultima iteracdo. Os valores de a e b (constantes)
determinam a que distancia e em que direcdo sera colocado o proximo ponto.

Vamos obter o Fractal de Mandelbrot, como descreve JANOS (2008, p. 86):

(i) desenhe um circulo de raio 2, com centro na origem do plano (x,y);

(if) selecione um valor para a e um valor para b;

(iif) com estes valores de a e b, calcule os pontos x, ey, e faca n = 100 por
exemplo;

(iv) transporte os pontos (utilizando as equacgfes 1 e 2) até chegar a x4 €
Y1o00-

(v) se o ponto permanecer dentro do circulo, pinte-o de preto, caso contrario,
despreze-o;

(vi) selecione novos valores para a e b, e volte para (iii).

O Fractal de Mandelbrot é a figura formada pelos pontos pretos que sobraram
apos k selegcbes de a e b.

Nas figuras que seguem sao apresentados o Fractal de Mandelbrot, cujos
pontos que escapam para o infinito também foram plotados (Figura 14) e uma

ampliacdo 3D do mesmo conjunto (Figura 15).
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Figura 14 — Fractal de Mandelbrot e detalhes do mesmo.

' ‘af-ﬂ%ﬁ; | e ;
Fonte: Adaptado de <http://aidobonsai.com/2011/10/18/fractais-
e-0-bonsai/> Acesso em 05 de margo de 2014.

Figura 15 - Segunda, terceira e quarta ampliacdo 3D do
Conjunto de Mandelbrot.

Fonte: (Pietgen et al., 1992 — extraido de Diban, 2000, p.
42).
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2.3.2 Georg Cantor (1845 — 1918)

De acordo com BARBOSA (2005, p. 24), matemético com descendéncia
portuguesa, nascido na RuUssia, Georg Cantor (1845 — 1918) (Figura 16) adotou
nacionalidade alema, lecionou na Universidade de Hale, dedicou-se as pesquisas
referentes a fundamentacdo da matematica, principalmente o relacionado a parte

conhecida hoje como Teoria dos Conjuntos.

Figura 16 - Georg Cantor.

Fonte:<http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm25/cantor.ht
m> Acesso em 06 de mar¢o de 2014.

2.3.2.1 Conjunto de Cantor

Foi em 1883 que Cantor publicou um trabalho que traz a construcdo de um
conjunto, chamado atualmente “Conjunto de Cantor” (“Polvo de Cantor” ou “Poeira
de Cantor”) (Figura 17).

Pode-se construir esse fractal seguindo 0s passos:

1. Considerar um segmento de reta;

2. Dividir o segmento em trés partes iguais e eliminar a central;

3. Repetir a construgdo 2 em cada segmento e assim, sucessivamente e

indefinidamente.
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Figura 17 - Conjunto de Cantor ap6s quatro iteracdes.

Fonte: do autor.

2.3.3 Giuseppe Peano

Segundo BARBOSA (2005, p. 32), Giuseppe Peano (Figura 18), italiano,
nasceu em Cuneo em 1858 e faleceu em Turim em 1932. Lecionou na Academia
Militar de Turim (nesta mesma instituicao trabalhou Joseph Louis Lagrange por volta
de 1755), contribuindo aos estudos ligados as preocupac¢des dos matematicos da

época.

Figura 18 — Giuseppe Peano

Fonte:
<http://www.fisicanet.com.ar/biografias/cientificos/p/peano.p
hp> Acesso em 06 de marco de 2014.

Autor de alguns livros, dentre eles, Aplicaciones geométricas Del Calculo

Infinitesimal, 1887; Teoria Axiomatica, 1889; Arithmetices Principia — Nova methodo
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exposita, 1889; Lezione di Analisi Infinitesimal, 1893 e Formulaire Mathematique,
1895 (quatro edigbes em francés e uma em latim).

Seus trabalhos surpreendem pelas notacdes e rigor da logica. Em 1890,
publica sua famosa curva, que trata do aprofundamento das no¢des de continuidade
e dimensdo, que era uma proposta para cobrir totalmente uma superficie plana

quadrangular.

2.33.1 Curva de Peano

A Curva de Peano (Figura 19) pode ser obtida seguindo 0s passos:

1. Iniciamos com um segmento de reta;

2. Substituimos o segmento de reta por uma curva de nove segmentos;

3. Substituimos cada segmento anterior pela curva de nove segmentos, e
assim sucessivamente.

A curva vai preenchendo uma regido quadrada em que a diagonal coincide
com o segmento tomado inicialmente. A area da regido quadrangular, caso o

2
segmento inicial tenha medida 1 sera dada por A = 12 = (\/%) = %

O comprimento da curva de Peano pode ser encontrado observando que no

inicio o segmento mede 1. No passo seguinte o comprimento € obtido pela soma

das medidas dos nove segmentos, ou seja, 9% = 3; no segundo passo cada um dos
9 segmentos transformam-se em outros 9 segmentos, o0 que da 81% =9=32% no
terceiro passo teremos 81 x 9 = 729 segmentos de medida 2—17 logo o comprimento
serd igual a 729 x 21—7 =27 = 33,

Logo, os comprimentos da curva de Peano serédo dados pelas poténcias de 3,
com expoentes iguais a ordem de iteracdo. Desta forma, ao aumentar a ordem da
iteracdo, o comprimento da curva aumenta indefinidamente multiplicando pelo fator

3, tendendo ao infinito.
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Figura 19 — Curva de Peano apdés trés iteracdes.

Fonte:
<http://www.avaad.ufsc.br/moodle/mod/hiperbook/view.php?id=2089&pagenum=10&tar
get_navigation_chapter=3713&show_navigation=1> Acesso em 06 de marco de 2014.

2.3.4 David Hilbert

De acordo com BARBOSA (2005, p. 36), David Hilbert (Figura 20) nasceu
préximo a Konigsberg (da antiga Prussia), em 1862, e faleceu em 1943. Obteve seu
doutorado em 1885. Convidado por Félix Klein, passou a trabalhar na Universidade

de Gottingen, onde permaneceu até 1930 quando encerrou sua atividade

académica.
Figura 20 — David Hilbert.
R
Fonte:
<http://www.marxists.org/reference/subject/philosophy/works
/ge/hilbert.htm> Acesso em 06 de margo de 2014.
2341 Curva de Hilbert

A Curva de Hilbert (Figura 21) pode ser obtida seguindo 0s passos:



a7

1. Considerar um quadrado e dividi-lo em quatro quadrados, dando inicio a
curva com 3 segmentos consecutivos com extremos nos seus pontos centrais;

2. Substituir cada quadrado por novos 4 quadrados com a mesma construgcao
da curva iniciadora, conectando cada curva parcial com um segmento ha mesma

ordem dos anteriores, e proceder assim sucessivamente.

Figura 21 — Curva de Hilbert ap6s quatro iteracdes.

[ N

Fonte: Adaptado de <http://argomar.es/mundofractal/peano.htm> Acesso em 06 de marcgo de 2014.

2.3.5 Helge Von Koch

Segundo BARBOSA (2005, p. 38), pouco é conhecido da vida de Helge Von
Koch (Figura 22), matemético polonés. No periodo entre 1904 e 1906 introduziu uma
curva que hoje recebe o seu nome.

Sua curva € um exemplo de curva sem tangente, ela pode ser modificada
com outras construgdes analogas e deve ter influenciado Mandelbrot, j& que tem

muito de uma linha costeira.

Figura 22 — Helge Von Koch

Fonte: <
http://www.math.ubc.ca/~cass/courses/m308/projects/fung/p
age.html> Acesso em 06 de marco de 2014.
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2.35.1 Curva de Koch

A Curva de Koch (Figura 23) é construida seguindo 0s passos:

1. Considerar um segmento de reta;

2. Dividir o segmento em 3 segmentos iguais, substituindo-os por 4
congruentes; intermediario, por um triangulo equildtero sem o0 segmento
intermediario (que seria sua base);

3. Substituir cada um dos segmentos conforme a regra 2, e assim
sucessivamente e iterativamente.

A curva de Koch é uma curva gerada fazendo copias de coépias. Da
construgcdo resulta a autossemelhanca, bastando por exemplo escolher numa
determinada fase um segmento a ser substituido e observar que ele gerara a seguir
uma curva semelhante a curva completa de Koch; a escala de reducao adotada sera

dada por uma poténcia de 1/3.

Figura 23 — Cinco itera¢des da curva de Koch.

Fonte: <
http://ojovemarquiteto.wordpress.com/2010/05/31/ron-
eglash-e-os-fractais-africanos/> Acesso em 06 de marcgo
de 2014.
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2.3.5.2 llha de Koch (floco de neve)

Iniciando com um poligono regular e construindo sobre cada lado a sua curva
de Koch, teremos o que se chama llha de Koch (Figura 24). Abaixo, a figura obtida a
partir do triangulo equilatero, que aparenta um floco de neve, uma formacgéao

cristalina, denominado “Floco de Neve”.

Figura 24 — Trés primeiras iteraces da llha de Koch.

L4

Fonte: Adaptado de <
http://www.scielo.br/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S1806-
11172008000200005> Acesso em 06 de margo de 2014.

Interessante perceber que a Curva de Koch, pode ter perimetro infinito
abrangendo uma area finita. Para mostrar esse fato, vamos determinar o perimetro
da curva e a area formada por essa linha. Com o intuito de facilitar o entendimento,

serd feito uso dos quadros 3 e 4 a seguir:



Quadro 3 - Perimetro da llha de Koch
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n° de _ . comprimento ) .
_ configuracéo perimetro Progresséao
iteracbes* do lado
4 0
0 1 3 <_>
A E
1 1 4\1
1 - 34~ (—)
> < 3 3 3 3
2 1 3.4.4 ! Y
b s | a()
1 1 403
3 — 444 — —
ig 27 3444 27 3 <3>
n Figura limite ! 3.444 .. 4 ! 3 A’
g = sasdeat| 3(d)

Fonte: Adaptado Carvalho et al. ([data desconhecida], p. 161)



Quadro 4 - Area delimitada pela Curva de Koch.
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. Numero | |
_ Area do Area dos
n° de ) . Comprimento | de .
, . configuracéo triangulo | triangulos
iteracoes do lado _ tridngulos _
colorido _ coloridos
coloridos
0 s R T I
4 4
1 ' ' - 143 3 33
9 4 9" 4
L/\KA
1
2 Z 13 12 12 V3
9 81 4 81 4
OVas
r\_L’
_A_,'/L:E:‘ (;A_YNY_L
) A
s ~ 1
3 ) £ 1 1 V3] g | 48 V8
'X/f 2 27 729 4 729 4
e .A"‘v‘\/ [ﬂf‘x
Yy
ROV
. . 1 n-1
n Figura limite — 1 ﬁ 3qn-t | AT E
3n 32n° 4 32n-1" 4

Fonte: Adaptado de Carvalho et al. ([data desconhecida], p. 162)

Podemos perceber no quadro 3 que a sequéncia formada pelos perimetros

. ~ . ~ o . ~ ;4 o z
em cada iteracdo € uma progressao geométrica cuja razéo é 3 € 0 n-esimo termo &

4\1 4, . o -
dado por 3.(5) . Comoge maior que 1, a sequéncia sera divergente, e podemos

escrever:
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4\" 4\"
f 3. (5) = fm 3. (5) =

Concluimos que o perimetro da Ilha de Koch podera ser tanto maior quanto
maior for o valor de n, tendendo ao infinito apods infinitas iteracdes.

Agora, analisando os dados disponiveis na ultima coluna do quadro 4,

verificamos que a area da curva para n iteracées (n > 0) é dada por:
\/§+ 3\/§+12 \/§+48 \/§+ +4n-1\/§
4 9°4 81 4 729 4 32n-1° 4

Simplificando e colocando o fator ? em evidéncia obtemos o produto:

V3 1 4 16 4n-1
T.1+ §+—+—+---+—

27 243 32n-1
, . 1 4 16 4n-1 ~
Podemos notar que a série formada por 3 27" 723"~ ' 32n=1 € UMa progressao

it - 4 , -
geometrica derazdor= 3 e, cComo r € menor que 1, a série converge.

Desta forma,
o) 401 . aq % 3
Ln=13zmm = Mnoe S = 170 = 755 = 3
Logo, a area total sera:
V3 (1 3) _ 23
4" 5/ 5
e, portanto, ao contrario do perimetro, a area delimitada pela Ilha de Koch ndo

. e . - 2v/3
tem crescimento ilimitado, ou seja, ndo ultrapassa o valor -

2.3.6 Waclaw Sierpinski

Waclaw Sierpinski (1882-1969) (Figura 25), matematico polonés, foi
professor em Lvov e Wariaw. Uma das crateras lunares possui 0 seu nome devido a
sua grande reputacdo na década 1920-1930. Destacamos a obra “Legons sur les

nombres transfini”, de 1928. Em 1916 apresentou sua curva.
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Figura 25 - Waclaw Sierpinski

Fonte: < http://www.corbisimages.com/stock-photo/rights-
managed/42-21184288/waclaw-sierpinski> Acesso em 07
de marco de 2014.

2.3.6.1 Curva de Sierpinski

A Curva de Sierpinski (Figura 26) é obtida seguindo 0s passos:

1. Considerar um segmento de reta e o triangulo equilatero tendo esse
segmento por lado;

2. Substituir o segmento por uma poligonal de 3 segmentos formando os 3
lados de um trapézio is6sceles com veértices nos extremos do segmento inicial e nos
pontos médios dos outros dois do triangulo;

3. Substituir cada segmento anterior por 3 segmentos conforme a acédo 2, em
cada um dos 4 triangulos equilateros de vértices nos pontos médios, com excec¢ao
do central;

4. Repetir sucessivamente a agao 3.
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Figura 26 — Seis iteracdes para a curva de Sierpinski.

Fonte: Adaptado de
<http://sabia.tic.udc.es/gc/Contenidos%?20adicionales/trabajos/Imagenyvideo/frac
tales/sierpinski.htm> Acesso em 07 de marco de 2014.

2.3.6.2 Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski (Figura 27) € obtido seguindo os passos:

1. Considerar inicialmente um triangulo equilatero;

2. Marcar os segmentos dos pontos médios formando 4 triangulos equilateros;

3. Eliminar (remover) o triangulo central, o que pode ser codificado, por
exemplo, com cor preta e 0S outros com uma cor cinza;

4. Repetir em cada um dos triangulos ndo eliminados as construgdes 2 e 3;

5. Repetir a operacao 4 sucessivamente.

Figura 27 — Quatro primeiras iteracdes do tridngulo de Sierpinski.

AL

Fonte: Adaptado de <http://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo_de_Sierpinski> Acesso em 07
de marco de 2014.
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2.3.6.3 Tapete de Sierpinski

Aplica-se a mesma técnica de eliminacdo (remog¢do) usada no Triangulo de
Sierpinski, partindo de um quadrado, dividindo-o em 9 pequenos quadrados
congruentes, e eliminando o central. Em seguida, aplicar-se esse mesmo
procedimento em cada um dos 8 quadrados restantes, e assim sucessivamente e

iterativamente (Figura 28).
Figura 28 — Quatro primeiras iteracdes do tapete de Sierpinski.

Fonte: Adaptado de <http://professorandrios.blogspot.com.br/2011/06/geometria-fractal-arte-e-
matematica-em.html> Acesso em 07 de margo de 2014.

2.3.7 Pierre Fatou e Gaston Julia

De acordo com BARBOSA (2005, p. 45), Pierre Fatou (1878 — 1929) e Gaston
Julia (1893 — 1978) ambos franceses nao trabalharam em pesquisas conjuntas.
Seus estudos serviram de base a Mandelbrot, que os aproveitou juntamente com os
recursos computacionais disponiveis para chegar ao conhecido Conjunto de
Mandelbrot e os Conjuntos de Julia.

Julia, servindo como soldado foi gravemente ferido, perdendo seu nariz. Sua
pesquisa foi desenvolvida hospitalizado, originando seu principal trabalho sobre
sistemas dindmicos complexos, com o estudo de iteracdes de funcdes, apenas com

25 anos.

2.3.7.1 Conjunto de Julia

O Conjunto de Julia (Figura 29) é obtido através da imagem no plano
complexo quando se aplica iteradamente a transformacéo f(z) = z% + ¢, para um z

complexo inicial e ¢, complexo constante.
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Figura 29 - Conjuntos de Julia para quatro coordenadas diferentes.

o8 -

Fonte: Adaptado de <http://www.dmae.upm.es/cursofractales/capitulo5/4.html> Acesso em
08 de marco de 2014.

2.4 Dimenséao fractal
2.4.1 Recordando o conceito de dimensao

Janos (2008, p. 64) apresenta o conceito de dimensao como a seguir:

Para entender porque uma linha tem dimensdo 1 ou um quadrado tem
dimensdo 2, recorremos ao conceito de massa. Considere um “fio” de
comprimento | e “massa” m unitarios, cujo didmetro é desprezivel. Cortando
o fio pela metade, obtemos dois pedagos de comprimento 2 e “massa” .
Cortando de novo ao meio, obtemos 4 pedagos de “massa” Y e
comprimento 4, etc. Ou seja, a “massa” e o comprimento do fio s&o “iguais”.
Isto €, nadimensaod=1

m=1

Se aplicarmos um raciocinio equivalente a um quadrado de lado unitario e
massa unitaria, resultam 4 quadrados de lado 2 e “massa” ¥4 e depois16
quadrados de lado ¥4 e “massa” 1/16, etc., ou seja, na dimensao d = 2

m=

Repetindo o raciocinio acima para o cubo de lado e massa unitarios,
obtemos, parad =3

m=F

2.4.2 Encontrando a dimensao fractal

Com base no raciocinio exposto por CARVALHO et al. ([data desconhecidal],
p. 19) chegaremos a generalizagéo da dimensao fractal.

Um objeto de uma dimenséo, por exemplo, um segmento de reta pode ser
dividido em N partes idénticas, cada qual reduzidas em uma razdo s = 1/N. Na figura

30temosocasoemque N=5


http://www.dmae.upm.es/cursofractales/capitulo5/4.html
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Figura 30 — Segmento de reta divido em 5 partes iguais reduzidos em uma razao s = 1/5.

Fonte: do autor.

Ao dividir um objeto bidimensional em N partes, um quadrado, por exemplo,
teremos que a razdo ao qual cada lado do quadrado obtido foi reduzido é s = 1/v/N.

Na figura 31 temos o caso em que N = 25.

Figura 31 — Quadrado dividido em 25
quadrados menores (N = 25) com
comprimento dos lados reduzidos em
uma razao s = 1/5.

N =25 s=1/425 = 1/5

Fonte: do autor.

Para um objeto tridimensional, um cubo, por exemplo, ao dividi - lo em N
pequenos cubos obtemos arestas reduzidas pela razdo s = 1/3/N. Na figura 32,

temos o caso em que N = 64.
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Figura 32 — Cubo dividido em 64 cubos
menores ( N = 64) com arestas reduzidas na
razéo s = Ya.

N = 64 s=1/164 =1/4

Fonte: do autor.

Desta forma, um objeto de dimensdo d com a caracteristica de
autossimilaridade, pode ser dividido em N partes, sendo cada parte uma reducéo da

primeira em uma escala s = 1/9/N. Assim:
. YN=1
Elevando a d a equacao:
sdN=1
Para obtermos d, aplicamos o logaritmo decimal:

log (s4.N) = log1

Utilizando as propriedades dos logaritmos:

logsd +logN = log 1

d.logs +logN =0
Logo,

_ —logN logN  logN

logs  —logs logs™!

Portanto,

logN

ol

d=
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Concluimos que qualquer objeto constituido de N objetos idénticos (sendo
que esses objetos idénticos sdo as coOpias reduzidas do proprio objeto) possui
dimenséo d onde:

log N
d=-¢

1
log§
em que s € o fator de escala da reducédo do objeto.

Esse fato pode ser verificado para a reta, o quadrado e o cubo:
Para uma reta, ao dividi-la em duas partes, teremos N =2 e s =% 0 que nos

da (Figura 33):

Figura 33 - Reta divida ao meio (duas semirretas de mesma origem e sentido opostos)

N=1 N=2 5=1/2

Fonte: do autor.

No caso do quadrado, temos N =4 e s = % (0 lado do quadrado € divido

ao meio) (Figura 34), logo:
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Figura 34 — Quadrado dividido em quatro quadrados com comprimento dos
lados reduzidos na razéo s = %.

N=1 N=4 S=1j’2

Fonte: do autor.

No caso de um cubo temos N = 8 e s = % (a aresta do cubo é dividida ao

meio) (Figura 35) logo:
_logN

log%

_log 8

log%
2

_log8

~ log2
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Figura 35 — Cubo dividido em 8 cubos menores com comprimento das
arestas reduzido na razéo s = %.

/ /

]
e

N=1 N=8 5=l_,l'r2

Fonte: do autor.

24.2.1 Dimenséao do Conjunto de Cantor.

Temos N = 2, pois a figura obtida apds a iteracdo consiste de duas copias

idénticas a figura inicial, reduzidas por uma escala s = 1/3 (Figura 36), logo:

log(N

d = og(N)
1

logg

_log 2

log%
3

_log2

~log3

d = 0,6309
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Figura 36 — Primeira iteracdo do conjunto de Cantor
resultando em dois segmentos (N = 2) com comprimento
reduzido na razdo s = 1/3.

N=1

N=2 s=1/3

Fonte: do autor.

242.2 Dimensao da Curva de Koch.

Temos N = 4, pois a figura obtida apos a iteracdo consiste de 4 copias

idénticas a figura inicial, reduzidas em uma escala s = 1/3 (Figura 37), logo:

log(N
4 = log(N)
1

logg

_log 4

d 1
lOgT
3
_log4
~ log3

d=1,261

Figura 37 — Primeira itera¢cdo da curva de Koch
resultando em 4 segmentos com comprimentos
reduzidos na raz&o 1/3

N=1

Fonte: do autor.



2.4.2.3

Temos N = 3, pois a figura obtida apdés a primeira iteracdo consiste d

Dimenséo do triangulo de Sierpinski
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e 3 copias

idénticas a figura inicial reduzidas em uma escala s = 1/2 (Figura 38), logo:

1,58496.

2.4.3 Significado geométrico da dimens&o néo inteira.

log N
d=-8

log%

log 3

log%

2
log 3

d= log 2

0,477121
0,30103

d=

d = 1,5849

Figura 38 —Tridngulo de Sierpinski com lado inicial unitario.

Fonte: do autor.

Desta forma, a dimensdo do Triangulo de Sierpinski € aproximadamente

Dimenséo esta relacionada a maneira como medimos um objeto, a linha so

pode ser medida em uma dimensao, um quadrado em duas dimensdes e o cubo em

trés. Janos (2008, p. 67) propde supor a existéncia do “comprimento” de um

quadrado e executar a medicdo do mesmo cobrindo o quadrado com linhas
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horizontais e verticais levando a concluir que como a linha ndo possui espessura, 0
comprimento final serd infinito. Com esse mesmo raciocinio, o autor propde supor a
existéncia do “volume” de um quadrado. Ao tentar preencher um cubo utilizando-se
desses quadrilateros concluiremos que por ndo existir espessura o preenchimento
do cubo nunca ocorrera, mostrando que o volume do quadrado é zero.

Desta forma, o quadrado tem uma é&rea (dimensédo 2), seu “comprimento”
(dimensao 1) tende para o infinito e seu “volume” (dimenséao 3) tende para zero.

Janos (2008, p. 67) diz que quando se tem uma dimensao nao inteira ocorrera
que “a medicdo usando uma dimensédo abaixo serd infinita e usando uma dimenséao
acima sera zero”.

Um exemplo de um objeto cuja dimenséo esta entre 2 e 3 é uma bola obtida
de uma folha de papel amassada (Figura 39). Objetos que tentam representar 3
dimensdes a partir de duas, séo estruturas fractais quebradicas, com espacos vazios

irregulares.

Figura 39 — Bola obtida de uma
folha de papel amassada que
representa a dimensdo néo inteira

Fonte: do autor.

2.5 AplicacGes da geometria fractal.

A geometria euclidiana serviu ao desenvolvimento das mais diversas areas.
Com o descobrimento e divulgacdo da geometria fractal muitas delas passaram a
fazer uso dessa nova geometria para tentar explicar fenbmenos até entdo nao
explicados pela geometria euclidiana. A seguir s@o apresentadas algumas
aplicacbes da geometria fractal sem levar em conta o aprofundamento tedrico de
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cada uma, visando apenas divulgar as contribuicbes que esses entes tém dado nas

variadas atividades do homem.

2.5.1 Computacéo gréfica

Em 1978, na Boing Aircraft, em Seattle, de acordo com o documentério
“Fractais — Uma jornada pela dimens&o oculta” de Scientific American Brasil, Loren
Carpenter, cientista da computacdo, ajudava a criar a visualizacdo do
comportamento de uma aeronave durante o voo. Tentando tornar mais real a
animacao, o cientista passou a imaginar como poderia ilustrar montanhas ao fundo
da imagem. As ferramentas e tecnologias de animacdo até entdo conhecidas nao
eram o bastante ja que para compor as montanhas seriam necessarios milhdes de
poligonos. Consultando o livro “Fractals: Form, Chance and Dimension” de Benoit
Mandelbrot (Figura 40) que dizia que muitos elementos da natureza poderiam ser
representados matematicamente por fractais, fractais estes que poderiam ser

obtidos a partir de uma figura, partindo-a em pedacos repetidas vezes.

Figura 40 — Livro Fractals: Form, Chance and
Dimension de Benoit Mandelbrot.

FRACTALS

FORM, CHANCE, AND DIMENSION

Fonte: Adaptado de <
http://www.raptisrarebooks.com/pages/books/
1584/benoit-mandelbrot/fractals-form-chance-
and-dimension> Acesso em 29 de abril de
2014.

Com esta ideia em mente, Loren Carpenter conseguiu construir as

montanhas. Comecando de uma paisagem feita de grandes triangulos, parte-se
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cada triangulo em quatro tridngulos, fazendo esse processo muitas vezes (processo
iterativo) (Figura 41).

Figura 41 — Primeiros passos da constru¢do da montanha fractal idealizada por Loren
Carpenter com base nos estudos de Benoit Mandelbrot.

Fonte: Adaptado de < http://aidobonsai.com/tag/fractais/ >Acesso em 29 de abril de 2014.

Essa descoberta abriu portas para o mundo de criacdo de imagens, pois era
um método relativamente facil para a computacdo grafica, dando suporte para a
criacdo de inumeros efeitos especiais hoje vistos nos desenhos, filmes e demais
comunicacgdes visuais (Figura 42)
Figura 42 - Cena do filme Star Wars —

Episédio Ill, em que a lava do vulcédo foi
construida com base nos fractais.

Fonte: Documentario “Fractais — Uma jornada
pela dimensao oculta” de Scientific American
Brasil.
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2.5.2 Otimizacao de objetos que dependem da radiacéo eletromagnética

Os fractais tém sido utilizados na melhoria da eficiéncia de variados objetos. A
adocdo das antenas fractais (Figura 43) na telefonia mével, por exemplo, tem
ocorrido satisfatoriamente. As antenas usuais sdo sensiveis a um numero limitado
de frequéncias. No caso das antenas fractais quanto maior o niamero de iteracdes,
maior o numero de frequéncias que a antena sensibiliza ocupando um espaco

menor.

Figura 43 — Dois modelos de antenas fractais.

Fonte: Disponiveis em <http://aglle.blogspot.com.br/2011/12/antenna-experiments-
fractal-quad-for-28.html> e <http://circuit-diagram.hgew.net/Fractal-antenna-
constructions_13876.htm|> respectivamente. Acesso em 23 de abril de 2014.

2.5.3 Elementos da natureza

Cada objeto ou ser vivo possui suas moléculas organizadas de forma a
melhor atender suas necessidades de sobrevivéncia. As plantas e arvores (Figura
44), por exemplo, demandam luz do sol, agua e oxigénio. A estrutura fractal é
essencial para que esses elementos sejam mais facilmente absorvidos,

oportunizando um maior contato do ser com o exterior.
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Figura 44 - Raizes de uma arvore em um manguezal e uma arvore cujas formas
apresentam caracteristicas fractais.

Fonte: Disponivel em < http://pt.wikipedia.org/wiki/Raiz> e
<http://essetalmeioambiente.com/dia-da-arvore-%E2%80%93-jogando-pelo-meio-
ambiente/>respectivamente. Acesso em 23 de abril de 2014.

No caso dos seres humanos, de acordo com o video “Os Fractais na

”» 4 0s corpos sdo fractais ao contrario, por fora sdo constituidos por

Natureza
elementos que os protegem dos riscos exteriores, possuem orificios de entrada e
saida que mantém contato com o interior, possibilitando a entrada de alimentos e o
descarte de toxinas. Mas por dentro os érgdos muitas vezes se apresentam na
forma fractal. O corpo necessita de um sistema que consiga transportar nutrientes e
substancias por todo o corpo e os fractais sdo perfeitos nesse caso. Pode-se citar 0
sistema renal, o sistema respiratorio (Figura 45), o sistema nervoso (Figura 46), os
brénquios, o aparelho digestivo e o sistema circulatério (Figura 47). No caso do
sistema circulatério, o coracdo bombeia sangue e 0s vasos sanguineos que se
ramificam e se dividem até constituirem os capilares (formando um sistema com
forma fractal) sdo responsaveis pelo transporte, permitindo que o sangue chegue a

todas as partes do corpo.

Figura 45 - Pulmdes e um modelo fractal para 0 mesmo.

Fonte: Disponivel em Alves (2007, p. 145).

4 Disponivel em <http://www.youtube.com/watch?v=DwsoxSN-8Xg>.
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Figura 46 - Neurdnios.

Fonte:
<http://tecnologia.br.msn.com/noticias/artigo
.aspx?cp-documentid=26125744>  Acesso
em 23 de abril de 2014.

Figura 47 - Modelo do sistema de
irrigacdo do coragdo humano.

Fonte: Alves (2007, p. 146)

As bactérias de acordo com Alves (2007, p. 150) podem formar padrbes
interessantes quando crescem em laboratorio. As estruturas formadas mostram
como esses seres vivos (Figura 48) se adaptam as condigbes impostas pelos
estudiosos que tentam simular as condigbes naturais. As imagens formadas
possibilitam o entendimento do modo em que as bactérias se comunicam e tentam

vencer os obstaculos, permitindo conhecer o comportamento desses seres perante

antibiéticos.
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Figura 48 - Padrdo formado por bactérias
em crescimento, em laboratério, em prato
petri. A imagem é da autoria de Eshel Ben

Fonte: Alves (2007, p. 150).

2.5.4 Arguitetura e urbanismo

De acordo com Martins e Librantz,(2006, p. 2) a geometria fractal permite
representar planetas, nuvens, costas geograficas, morfologia urbana, pois consegue
através de formas simples descrever entes geométricos complexos. Possibilita
tratamentos graficos como sombra, cor e luminosidade e vem sendo utilizada na
elaboracdo de projetos urbanos e arquitetbnicos ndo s6 como elemento de
inspiracdo, mas como ciéncia que representa as cidades e as urbanizacdes ja que
as caracteristicas presentes nos fractais sdo as mesmas caracteristicas do
urbanismo, como nao homogeneidade, fragmentacdo, rugosidade, organizacao
hierarquica interna, mesmo principio de distribuicdo dos elementos em varias
escalas entre outras. “Nesse sentido, pensar a cidade como um multiplo fractal
representa um grande avango na ciéncia do urbanismo” (BATTY; LONGLEY, 1994;
FRANKHAUSER, 1994; SALINGARQOS, 2005 citado por Martins e Librantz, 2006).

Os conhecimentos da geometria fractal estdo sendo adotados no urbanismo
para o estudo de modelos de crescimento, como ferramenta de desenho e estudos
comparativos entre padrbes fractais e outros indices, como o de violéncia, o de

qualidade urbana, aspectos funcionais e evolugao das cidades (Figuras 49 e 50).
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Figura 49 - Simulacdo do crescimento elaborada com modelos
fractais de uma cidade “real” Cardiff, capital do Pais de Gales.

Fonte: Martins e Librantz, 2006 de (BATTY; LONGLEY, 1994)

Figura 50 - Simulacdes de fractais matematicos para
planejamentos de ruas e distribuicdo, localizacdo e
dimensionamento de iméveis.

S

TP PRV PR . e

?@m:g“ e

Fonte: Martins e Librantz, 2006 de (BATTY; LONGLEY,
1994).

Neste capitulo foram apresentados conceitos pertinentes a Geometria Fractal,
que permite de forma natural interligar conceitos matematicos, algébricos ou
geométricos, com elementos e fenbmenos presentes no cotidiano. Podendo assim
contribuir na elaboracdo de atividades para o ensino da matematica na educacao
béasica.

No proximo capitulo serdo tratadas trés importantes ferramentas:
contextualizacdo, protagonismo juvenil e insercdo de tecnologias na sala de aula,
colocadas em evidéncia por alguns autores e norteadores da educacdo como
importantes colaboradoras na melhoria do processo ensino/aprendizagem.
Complementando o capitulo serdo expostas atividades que utilizam a Geometria

Fractal como base e que visam contemplar essas trés vertentes.
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3 GEOMETRIA FRACTAL NA SALA DE AULA

Iniciaremos este capitulo com alguns dados extraidos de uma avaliacdo de
larga escala e de um relatério sobre a educacao brasileira. A primeira € o Programa
Internacional de Avaliagéo de Alunos (Pisa®), aplicada em 2012 que indica que entre
0s 44 paises avaliados o Brasil ocupou o 38° lugar em raciocinio e resolu¢fes de
problemas do dia a dia. Dentre 65 paises comparados, o Brasil ficou em 58° lugar
em matematica, 55° em leitura e 59° em ciéncias. (Revista Exame.com). A segunda
é o Relatério de Capital Humano, promovido pelo Férum Econémico Mundial (WEF®,
sigla em inglés) que colocou o pais em 88° lugar em um total de 122 paises em
relacdo a educacdo. Em Matematica, o Brasil ficou entre os 15 piores, no 112° lugar.
(Revista Exame.com)

Sabe — se que a educacdo é essencial para o desenvolvimento sécio —
cultural, politico e econémico da sociedade. O crescimento de uma comunidade, de
uma sociedade, de um pais deve-se aos talentos, competéncias e habilidades de
sua populacdo. Se a educacao de um pais vai mal, ndo ha crescimento sustentavel.

Toda a sociedade deve estar engajada em procurar solugbes para um
problema de tdo alta magnitude e o que tem se discutido é a necessidade de se
renovar o processo ensino/aprendizagem. Os Parametros Curriculares Nacionais de

Matematica (1997, p. 12) ja registraram esta preocupacao:

A insatisfacdo revela que h& problemas a serem enfrentados, tais como a
necessidade de reverter um ensino centrado em procedimentos mecéanicos,
desprovidos de significados para o aluno. H& urgéncia em reformular
objetivos, rever conteldos e buscar metodologias compativeis com a
formacao que hoje a sociedade reclama. (BRASII, 1997, p. 12)

Visando a melhoria, os norteadores da educacéo brasileira sugerem o uso de
novas metodologias de ensino/aprendizagem, entre eles o protagonismo juvenil, a

contextualizacdo e a insergéo de tecnologias .

°0 Programme for International Student Assessment (Pisa) - Programa Internacional de Avaliacédo de
Estudantes - é uma iniciativa internacional de avaliagdo comparada, aplicada a estudantes na faixa
dos 15 anos, idade em que se pressupde o término da escolaridade basica obrigatéria na maioria dos
paises.

O programa € desenvolvido e coordenado pela Organizacdo para Cooperacdo e Desenvolvimento
Econdmico (OCDE). Em cada pais participante h4 uma coordenacgdo nacional. No Brasil, o Pisa é
coordenado pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep).

®Word Economic Forum ( WEF) é uma instituicao internacional empenhada em melhorar o estado
do mundo através da cooperacao publico-privada.
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3.1 Contextualizacdo e protagonismo juvenil.

Para o protagonismo juvenil o foco do processo ensino/aprendizagem passa
do professor para o aluno, o docente deixa de ser transmissor e se torna mediador
do conhecimento. Continua a ter papel fundamental ja que € dele a responsabilidade
identificar o contexto em que os seus alunos estdo inseridos, de escolher a melhor
metodologia a ser adotada, sempre levando em conta as peculiaridades regionais,
as reais necessidades e interesses da comunidade. Nesta circunstancia é papel do
professor, pesquisar, estimular e promover ambientes de aprendizagem com
situacdes e condicdes que aproximem a sala de aula a realidade, para que o0 jovem
construa seu proprio conhecimento, tornando-o capaz de resolver problemas e
participar ativamente da sociedade em que esta inserido. A Lei de Diretrizes e Bases
da Educacgao (1996, p. 14), artigo 35°, inciso Il propde essa formagao para a vida: “o
aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formacéo ética e o
desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento critico”.

Quanto a contextualizacdo, a temos presente na Lei de Diretrizes e Bases da
Educacao (1996, p. 14), artigo 35°, inciso IV. Ela é colocada como finalidade do
ensino médio: “a compreensdao dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos
processos produtivos, relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada
disciplina.”

E importante ressaltar que na ansia por se conseguir contextualizar o
ensino/aprendizagem, muitos educadores excluem contetdos dos curriculos quando
nao encontram atividades que os contextualizem. No caso da Matematica, além de
ser uma ciéncia com papel fundamental na formacao do aluno é essencial para o
aprendizado de outras areas, é o que mostra os Parametros Curriculares Nacionais -
Matematica (1997, p.15):

A constatacdo da sua importancia apoia-se no fato de que a Matematica
desempenha papel decisivo, pois permite resolver problemas da vida
cotidiana, tem muitas aplicacdes no mundo do trabalho e funciona como
instrumento essencial para a construgao de conhecimentos em outras areas
curriculares. Do mesmo modo, interfere fortemente na formacdo de
capacidades intelectuais, na estruturacdo do pensamento e na agilizacdo do
raciocinio dedutivo do aluno. (BRASIL, 1997, p. 15)

Desta forma, a Matematica possui um forte carater integrador e

interdisciplinar. O conhecimento ndo é propriedade privada dos matematicos, ele
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tem evoluido também no contexto de outras ciéncias. Isso significa que a maneira de
pensar matematicamente deve ser aprendida n&o apenas por aqueles que irao
dedicar-se a Matematica. (FERNANDES, [data desconhecida], p. 6).

A importancia de se aprender a Matematica em sua plenitude, requer dos
professores consciéncia de que nem todos o0s conteddos poderdo ser
contextualizados no momento da aprendizagem. Como exemplo, podemos citar o
conteudo equacdes. Aprende - se em Matematica, porém seu uso sera evidenciado
e aplicado no estudo de outras disciplinas como Fisica, ao se estudar a lei de
gravitacdo universal ja vista neste trabalho por exemplo.

Bachelard (1996) citado por Fernandes ([data desconhecida], p. 6) diz que, 0
conhecimento é um s0, e é 0 contexto de interesses que faz ora ser Matematica
aplicada, ora ser pura. Mesmo que se considere esse contexto, ha de se observar
que uma depende da outra se 0 que se deseja € aprimorar a formacao do espirito
cientifico.

Mas néo é facil contextualizar, fazer com que o aluno perceba a importancia
dos contetdos, domine as habilidades e competéncias e consiga o0s aplicar em sua
relagdo com o mundo externo & escola. Fernandes ([data desconhecida], p. 8)
propbe formas de contextualizar. A primeira seria fazer uso da historia da
Matematica possibilitando situar o conhecimento no tempo e no espaco bem como
motivar os alunos para um despertar para a aprendizagem Matematica, lembrando
que ela foi construida ao longo do tempo pelo homem visando suprir suas
necessidades. A segunda é a contextualizacdo do conhecimento matematico em
conteldos de outras disciplinas como forma de mostrar a contribuicdo da
Matematica para a leitura dos diversos fenbmenos naturais e sociais em que as
outras ciéncias se apresentam, é a interdisciplinaridade que propde a solucdo de um
problema ou compreensdo de um fendmeno com diferentes pontos de vista. O
terceiro pode ser usado quando o nivel de abstracdo € alto e o professor tem
dificuldades em explanar sobre o assunto, o docente podera situar raciocinio do
aluno a partir de um conceito que seja uma forma mais elementar daquele
conhecimento considerado, ou valer-se de uma estrutura de pensamento elementar

para atingir outra mais elevada.

3.1.1 Contextualizagao e protagonismo juvenil através de atividades com fractais
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O estudo dos fractais na sala de aula pode contribuir para o ensino da
Matematica, possibilitando o preenchimento de lacunas da Geometria Euclidiana.
Por exemplo, pode viabilizar a representacdo das formas presentes na natureza até
entdo ndo modeladas pelos conhecimentos existentes. Além disso, pode dar
condi¢cdes de desenvolver competéncias e habilidades ligadas ao raciocinio-légico,
ao senso estético, a criatividade, entre muitas outras, além de integrar conceitos
matematicos e elementos cotidianos.

O trabalho com fractais em sala de aula’ pode criar oportunidades em que se
consiga valorizar os conhecimentos pré - existentes dos alunos, adquiridos de suas
vivéncias em familia, entre amigos de suas descobertas individuais buscando
reconhecer e entender o meio em que vive, possibilita a vinculacdo do conhecimento
a sua origem e a sua utilidade no dia-a-dia dos alunos, é o que chamamos de

contextualizag&o.

As necessidades cotidianas fazem com que os alunos desenvolvam uma
inteligéncia essencialmente pratica, que permite reconhecer problemas,
buscar e selecionar informacgdes, tomar decis6es e, portanto, desenvolver
uma ampla capacidade para lidar com a atividade matematica. (PCN, 1997,
p. 29)

De acordo com Sallum (2005, p. 1):

A introducao de fractais no ensino médio, além de satisfazer a curiosidade
de quantos ja ouviram falar neles, propicia a oportunidade de trabalhar com
processos iterativos, escrever férmulas gerais, criar algoritmos, calcular
areas e perimetros de figuras com complexidade crescente, introduzir uma
ideia intuitiva do conceito de limite e é um excelente tépico para aplicagédo
de progressfes geométrica e estimulo ao uso de tabelas.

Nas Diretrizes Curriculares do estado do Parana - Matematica (2008, p. 55)
pode - se observar o estudo dos fractais como componente curricular do ensino
meédio, sendo abordado como nog¢des basicas de geometrias nao euclidianas. Neste

mesmo texto:

Também, no Ensino Médio, aprofundam-se os estudos das nocdes de
geometrias ndo euclidianas ao abordar a geometria dos fractais, geometria
hiperbdlica e eliptica. Na geometria dos fractais, pode-se explorar: o floco
de neve e a curva de Koch; triangulo e tapete de Sierpinski, conduzindo o
aluno a refletir e observar 0 senso estético presente nessas entidades

" Considera-se neste trabalho que sala de aula é todo ambiente utilizado para promover a
aprendizagem, seja a sala propriamente dita, 0 patio da escola ou o entorno.
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geométricas, estendendo para as suas propriedades, atraves da
“regularidade harmoniosa nas suas proprias irregularidades” (PARANA,
2008, p. 57)

3.1.1.1 Atividades para sala de aula

Neste item, sdo propostas atividades que possam servir de base para o
estudo de alguns conteudos presentes no curriculo do ensino médio. Vale ressaltar
que ndo sao suficientes e, fica longe de ser, para a aquisicdo de todas as
competéncias e habilidades necessérias aos alunos, o estudo devera ser sempre

complementado com os demais materiais didaticos disponiveis no ambiente escolar.

3.1.1.1.1 Grupo de atividades 1 — Descobrindo uma nova geometria.

e Conteldo curricular abordado:

Formas geométricas planas, formas geométricas espaciais, geometria fractal.

e Objetivos:
Despertar nos alunos por meio da observacdo do ambiente a insuficiéncia da

Geometria Euclidiana na representacao de elementos da natureza.

e Atividades:

1. Desenhe as formas geométricas (planas e espaciais) que vocé conhece.

2. Observando a Natureza, preencha o quadro 5 listando 10 elementos e a

respectiva forma geométrica que vocé conhece que mais a assemelha.

® Atividades adaptadas de Padilha, et al, ([data desconhecida], p. 2)



Quadro 5 - Elementos da natureza e formas geométricas que os representa.
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Elemento observado

Forma geométrica

Fonte: do autor.

3. Para facilitar o seu trabalho, nesta atividade ja foram listados 5 elementos

da natureza (Quadro 6) para que vocé o associe a uma forma geométrica:

Quadro 6 - Alguns elementos da natureza e forma geométrica gue os representam.

Elemento observado

Forma geométrica

raio
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caracol

Fonte: do autor. Imagens disponiveis em <http://pt.dreamstime.com/fotos-de-stock-royalty-free-
samambaia-com-gota-de-orvalho-no-fundo-branco-image32712468>
<http://bdasartes.blogspot.com.br/2011/01/couve-romanesca-fractal-natural.htm|>
<http://www.redemaranatha.com.br/?p=8745> <http://photoconversa.blogspot.com.br/2011/04/galhos-
secos.html> e <http://dodecaedroverde.blogspot.com.br/2011/06/las-nubes-no-son-esferas.htmi>
respectivamente. Acesso em 11 de maio de 2014.

Observacdo: Na atividade 1 os alunos deverdo recordar as formas
geométricas conhecidas, espera-se que os alunos desenhem as formas usualmente
exploradas no ensino fundamental e médio como quadrado, retangulo, triangulo,
circulo, cubo, paralelepipedo, esfera entre outros. Na atividade 2 é esperado que os
alunos encontrem dificuldade em listar os 10 elementos naturais e suas respectivas
formas geométricas e a atividade 3 tem o propésito de confirmar e evidenciar aos
alunos esta dificuldade. O interessante € que o aluno utilizar4 a sua vivéncia e
experiéncias para preencher os quadros e a partir de suas préprias observacdes
chegara ao entendimento de que a geometria euclidiana ndo consegue abranger
todas as formas encontradas no dia a dia, que existe a necessidade de uma nova
geometria. Neste momento, o professor podera promover uma roda de conversa
com o propésito de discutir e refletir sobre as dificuldades encontradas na execucao
das atividades, além de motivar os alunos a concluirem que existem novas

geometrias dentre elas, a geometria fractal.

4. Apresentar aos alunos o documentario “Hunting the Hidden dimension” de
Nova Series Graphics (“Fractais — Uma jornada pela dimensao oculta”).
Observacao: Este documentario apresenta a geometria fractal de forma

simples, em que cientistas e profissionais de diversas areas mostram as aplicacdes
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dos fractais na solucdo e estudos de problemas do cotidiano. Destaca - se as
entrevistas com Benoit Mandelbrot, precursor da geometria fractal e Loren Carpenter
ja citado neste trabalho por utilizar e aplicar os estudos de Mandelbrot na
computacdo grafica. Com esta atividade, os alunos terdo uma nocdo do que é
geometria fractal, trabalhardo sentidos néo utilizados nos métodos tradicionais como
o da audicao e da visdo, além do mais, podera ocorrer um trabalho concomitante na

disciplina de lingua estrangeira inglesa (lingua em que o video foi editado).

3.1.1.1.2 Grupo de atividades 2 — Geometria fractal com sequéncias e
progressGes geométricas.

e Conteldo curricular abordado:

Sequéncias e progressfes geométricas.

e Competéncias e Habilidades:
Resolver problemas através de dados expostos em graficos e tabelas;
Interpretar dados em graficos e tabelas e utilizd-los para formacdo de
argumentacao;
Ler, organizar e interpretar dados fornecidos por diferentes linguagens;
Identificar padrdes numéricos;

Identificar regularidades para estabelecer regras, algoritmos e propriedades.

e Atividades:

1. Construcao do fractal triming.°
Materiais necessarios para construcdo: Tesoura, uma copia do anexo 1,

folhas sulfites e cola.

Passos para construcao:
Cortar os triminos de nivel 1 presentes no anexo 1, que sao constituidos por
trés pecas quadradas. (Para melhor aproveitamento do tempo, pode se pedir que 0s

alunos tragam cortados de casa). (Figura 51)

o Adaptado de Barbosa (2005, p. 92).
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Figura 51 - Fractal trimin6 nivel 1.

Fonte: do autor.

Em uma folha sulfite, os alunos substituirdo cada quadrado por um trimind. O
fractal obtido sera o fractal trimin6 de nivel 2 (Figura 52). Por se tratar de colagem,
os alunos construirdo o fractal nivel 2 ao lado do nivel 1. A presenca do trimin6 de
nivel anterior permite que o aluno ndo se perca na ordem das pecas a serem
substituidas (no caso, coladas).

Figura 52 - Fractal nivel 2.

Fonte: do autor.

O fractal em nivel 3 é obtido trocando cada quadrado por um triminé (Figura
53).

Figura 53 - Fractal nivel 3.

Fonte: do autor.
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Os fractais de nivel 4, 5 e assim por diante sdo obtidos da mesma forma. A

seguir, um fractal trimind nivel 4 (Figura 54).

Figura 54 - Fractal trimind de nivel 4.

Fonte: do autor.

2. Analisando os fractais triminds construidos, preencha o quadro (Quadro 7):

Quadro 7 - Quantidade de quadrados que constituem o fractal triminé em cada nivel.

Nivel do fractal

Quantidade de quadrados

1

2
3
4
5

Fonte: do autor.

3. Analisando as construcdes e o quadro responda as questdes:

a) Como varia o0 numero de quadrados de um nivel para outro?

b) Quantos quadrados havera no triminé nivel 10? E, no nivel 14?E, no nivel

n?

Observacado: Espera-se que os alunos percebam que a quantidade de

quadrados necessarios para construcdo do triminé de nivel subsequente € igual ao

anterior multiplicado por 3 ou, que a razéo entre o termo subsequente e o anterior é

3. A tabela também permitira ao aluno deduzir a férmula do termo geral da
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progressdo geométrica. Ainda para o estudo deste mesmo conteudo, o professor

também podera fazer uso das atividades 4 e 5 a seguir:
4. Considerando que o segmento inicial da construcdo da Curva de Koch

possui comprimento igual a p, complete o quadro (Quadro 8): 1°

Quadro 8 - Comprimento da curva de Koch.

figura Numero | Numero de | Comprimento | Comprimento
de segmentos de cada da curva de
iteracOes segmento Koch

VAN

PO
o
R

Fonte: do autor

5. Quantos segmentos terd a Curva de Koch ap0s n iteracdes? Qual sera o

comprimento de cada segmento? Qual sera o comprimento da Curva de Koch?

10 Adaptado de Padilha, et al, ([data desconhecida], p. 12)
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Para iniciar o estudo da soma dos termos de uma Progressdo Geométrica

propomos que os alunos completem a tabela e respondam a questéo 6:

6. Em nossa proposta de atividade, os triminds de nivel 1 ja foram entregues
prontos mas, e se fosse necessario recortar cada quadrado, ja refletiu sobre quantos

seriam necessarios? Para auxiliar o raciocinio, preencha o quadro (Quadro 9):

Quadro 9 - Total de quadrados necessarios para a construcdo do fractal triminé.

Niveis dos fractais a serem construidos Quantidade de quadrados

1

le?2

1,2e3

123e4

1,2,3,4e5

Fonte: do autor.

Provavelmente, os alunos tentardo encontrar uma regra para o céalculo da
soma dos termos da progressao geométrica, como foi feito para a quantidade de
quadrados necessarios para construcao de cada nivel do fractal trimind, mas nédo é
uma tarefa simples de ser obtida apenas por inspecéo, neste momento, o professor
aproveitando-se da curiosidade agucada podera iniciar, com ajuda dos demais

materiais didaticos, o estudo da soma dos termos da progressao geométrica.

3.1.1.13 Grupo de atividades 3 — Geometria fractal com fungdes.

e Conteldo curricular abordado:

Funcdes e Fungdes Exponenciais.

e Competéncias e habilidades:
Resolver problemas através de dados expostos em graficos e tabelas;
Interpretar dados em graficos e tabelas e utilizd-los para formacdo de
argumentacao;

Ler, organizar e interpretar dados fornecidos por diferentes linguagens;
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Entender os significados e as diferentes formas de representacdo dos
nameros;

Resolver situacdes-problema.

e Atividades:
1. Observando o Quadro 7 - Quantidade de quadrados que constituem o
fractal trimin6 em cada nivel, construa o grafico que relaciona o nivel do fractal

trimind e o numero de quadrados necessarios para sua construcéo.

2. Analisando o gréfico, responda:
a) Seria simples a construcado de um fractal triminé de nivel 20? Por qué?

b) E correto no gréafico construido unir os pontos encontrados? Por qué?

Observacdo: Espera-se que o0s alunos percebam que a cada nivel a
dificuldade para a construcédo do fractal se eleva rapidamente, por isso, 0 momento
ja podera ser utilizado como uma breve introducéo as funcdes exponenciais. Com o
item b da questdo 2 é possivel abordar dominio, contradominio e imagem de uma
funcdo. As atividades 3 e 4 a seguir, além de trabalhar os mesmos contetdos das
questbes 1 e 2 poderdo ser utilizadas como forma de iniciar o conceito de

crescimento da fungdo exponencial.

Para responder as questdes 3 e 4 consulte caso necessite 0 Quadro 8 —
Comprimento da curva de Koch.
3. Construa o grafico que relaciona o nivel do fractal e o numero de

segmentos da Curva de Koch.

4. Construa o gréafico que relaciona o nivel do fractal e o comprimento de cada

segmento da Curva de Koch.

3.1.1.14 Grupo de atividades 4 - Fractais com geometria espacial
(paralelepipedo).

e Conteudo curricular abordado:
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Geometria Espacial — Paralelepipedo

e Competéncias e habilidades:
Fazer uso da geometria espacial para leitura e representacao da realidade;
Reconhecer caracteristicas de figuras planas e espaciais;

Analisar caracteristicas e propriedades dos paralelepipedos.

e Atividades:

1. Construcao do fractal degraus centrais:**

Materiais necessarios para construcao: folha sulfite e tesoura.

Passos para construcao;

Passo 1:

Dobre uma folha sulfite A4 ao longo de sua altura. Chamaremos a altura de a
e o comprimento de b (Figura 55).

Figura 55 - Passo 1 da construgéo do fractal Degraus Centrais.

F 3

—
b

Fonte: do autor.

Passo 2.
Faca dois cortes verticais de comprimento a/4 e a distancia b/4 dos lados do

retangulo e dobre o retangulo obtido vincando a dobra (Figura 56).

1 Adaptado de Padilha, et al, ([data desconhecida], p. 30)
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Figura 56 - Passo 2 da construcéo do fractal Degraus Centrais.

Iam

Fonte: do autor.

b o

bi4

Passo 3:
Dobre a folha de forma que os segmentos obtidos pelos cortes formem
angulos retos dois a dois. Chegamos ao fractal nivel 1 (Figura 57).

Figura 57 — Nivel 1 do fractal degraus centrais.

Fonte: do autor.

Para o nivel 2 deve-se fazer 0 mesmo processo porém, 0s cortes terao

medida a/8 e estardo a uma distancia b/8 dos lados (Figura 58).

Figura 58 - Passo 4 da construcdo do fractal Degraus Centrais.

Fonte: do autor.
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Para obter as demais iteracdes, retorne as dobras e recortes a posicéo obtida
Nno passo 2 e repita quantas vezes conseguir este mesmo passo no retangulo

dobrado. Na figura 59 um fractal degraus centrais apos 4 iteracdes.

Figura 59 - Fractal Degraus Centrais.

Fonte: do autor.

Com base na construcdo do fractal degraus centrais, responda as questdes
que seguem:

2. Que formas geométricas foram obtidas através dos cortes e dobraduras?

3. Qual o volume da forma geométrica obtida na primeira iteracao?

4. Qual o volume da forma geométrica obtida da segundo iteracédo?

5. Considerando que todas as faces da forma geométrica existam (considerar
gue as laterais esquerda e direita existam), qual a area total dessa forma no nivel 1?
E, no nivel 2?

6. Qual a medida das diagonais das faces?

7. Qual a medida da diagonal da forma geométrica?

Observacgao: Esta atividade proporcionara uma estimulacdo das habilidades

manuais dos alunos. Quando ocorrer dificuldades por parte de algum aluno, o
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professor pode solicitar que outro, com maior habilidade o auxilie promovendo desta
forma, uma interacdo entre o grupo.

Com a construcdo do préprio material concreto, espera - se que 0S
estudantes se familiarizem com a estrutura da forma, o que provavelmente facilitara
o entendimento de seus elementos. Além do mais, podera fazer a observacdo da
estrutura do angulo que melhor satisfazer suas necessidades.

A construcdo permitira trabalhar as caracteristicas do paralelepipedo, como
angulos formados entre aresta e aresta, entre aresta e plano, entre plano e plano,
paralelismo e perpendicularismo, formas das faces e 0 que mais o professor sentir

necessario destacar no momento.

3.1.1.15 Grupo de atividades 5 — Fractais com circulo e circunferéncia. *2

e Conteudo curricular abordado;

Circulo e circunferéncia (raio, diametro, comprimento e area)

e Competéncias e habilidades;
Fazer uso da geometria plana para leitura e representacdo da realidade;
Identificar circunferéncia e seus elementos;

Resolver situacdes-problema que envolva circulo e/ou circunferéncia.

e Atividades:
O professor antes das atividades apresentara a construcdo do fractal circular

da maneira que melhor se enquadrar a realidade e necessidades de sua turma.

Construcgéo do fractal circular:
Construir um circulo de raio r e o dividir em seis partes iguais. Dividir cada

segmento que une o centro com a circunferéncia em trés partes iguais (Figura 60).

12 Atividades adaptadas de Pereira (2013, p. 60).
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Figura 60 — Construcdo do fractal
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Fonte: do autor.

Construir seis circulos com centro nos pontos que distam 2/3 do centro e
outro circulo central. O raio dos sete circulos obtidos é igual a 1/3.r (Figura 61):

Figura 61 - Primeira iteracdo do fractal circular.
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Fonte: do autor.

Para as demais iteracdes faz-se 0 mesmo processo nos circulos obtidos
anteriormente. Na figura 62 temos duas iteracgoes:

Figura 62 - Fractal circular ap6s duas iteragdes.
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Fonte: do autor.

1. Analisando o fractal circular e suas iteracdes, preencha o quadro (Quadro
10:
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Observacdo: para cada linha da tabela (nivel) leve em conta apenas os

circulos obtidos no mesmo nivel, ou seja, apenas os circulos congruentes.

Quadro 10 - Comprimento e area do fractal circular.

Nivel do N° de Raio d Comprimento | Comprimento | Area Area
aio do
fractal circulos ] do Circulo Total do Total
Circulo ]
Circulo
0
1
2

Fonte: do autor.

2. Encontre os mesmos dados pedidos na tabela para o nivel n.

Observacao: Para esta atividade os alunos ja deverdo dominar os elementos
do circulo, area e comprimento, ela servird como forma de aplicar os conhecimentos
ja adquiridos. O professor que optar poderd ndo sO apresentar, mas propor a
construcdo dos fractais circulares aos alunos, fazendo uso do desenho geométrico
com compasso ou de softwares. Como ja dito, a construcdo pelos proprios alunos
propicia uma maior familiaridade com as formas e, facilitando consequentemente o

entendimento de qualquer conceito ligado a elas.

Neste trabalho ndo se prega a inclusdo da Geometria Fractal como conteddo
curricular obrigatério de Matematica da educacdo basica embora o estado do
Parana, como ja visto neste texto (p. 81), ja o incluiu dada sua importancia, mas te -
lo como tema capaz de tornar mais atrativo e integrador o conhecimento de diversos
conteudos matematicos de extrema importancia, mas que devido ao seu nivel de
abstracdo, podem tornar - se enfadonhos e desinteressantes.

As atividades propostas anteriormente visam estimular e desenvolver
competéncias e habilidades muitas vezes nado trabalhadas com as atividades
tradicionais. A utilizacdo do tema Fractais pode possibilitar a contextualizagéo, pois o
professor ao mediar a relacdo ensino/aprendizagem, “provocando” o aluno a
observar, refletir e constatar sozinho a insuficiéncia da Geometria Euclidiana, estara
levando o aluno a construir seus conhecimentos através de suas préoprias deducgdes

€ 0 que chamamos de protagonismo juvenil, também estimulado quando o aluno
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constréi seus proprios fractais. Desta forma pode ser criado um ambiente de
aprendizagem em que o aluno € o centro do processo ensino/aprendizagem, em que
todas as atividades sédo voltadas para o objetivo principal, a construcdo do
conhecimento de forma significativa para o discente, E importante destacar que
essas atividades ndo séo e estdo longe de ser a solugdo para os baixos indices da
educacao brasileira, mas poderao servir de contribuicdo a professores que tenham

interesse em diversificar a sua pratica.

3.2 Ainsercéo das tecnologias na educacao

Tecnologias ndo sao apenas objetos, equipamentos ou aparelhos, mas séo
todas as criacdes provenientes do raciocinio humano, que visam conforto e melhoria
da qualidade de vida desta forma, um remédio, um chinelo, uma roupa sao
exemplos de tecnologias. Uma boa ideia sobre tecnologia pode ser vista em Kenski
(2007, p. 24):

Ao conjunto de conhecimentos e principios cientificos que se aplicam ao
planejamento, & construgdo e a utilizacdo de equipamento em um
determinado tipo de atividade, chamamos de “tecnologia”. Para construir
qgualguer equipamento — uma caneta esferogréfica ou um computador -, 0s
homens precisam pesquisar, planejar e criar o produto, 0 servico, 0
processo. Ao conjunto de tudo isso, chamamos de tecnologias.

As tecnologias nao fazem parte apenas da sociedade contemporanea, desde
a origem do homem, as inovagbes acompanham a humanidade. De acordo com as
necessidades o homem pensava, sistematizava e alterava o meio ambiente ou
construia objetos que facilitassem sua existéncia. De cada descoberta e baseando -
se nos conhecimentos adquiridos dos antepassados e de suas proprias
experiéncias, 0 homem extraia novas ideias para construcao de outras inovacoes.

A evolucédo social do homem esta interligada com as tecnologias conhecidas
e empregadas em cada época, sendo muitas vezes cada periodo da histéria da
humanidade reconhecido pelas descobertas tecnoldgicas do seu tempo. A evolugéo
tecnoldgica, ndo se restringe apenas ao uso e manipulacado de novos equipamentos,
ela transforma o modo de pensar, sentir e agir, ndo s6 de um individuo, mas de toda

a sociedade.
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Atualmente, a rapidez da transmissdao de informacdo, a globalizacao
econdmica e financeira e o poder que as tecnologias tem de influenciar a sociedade
deu base a formacdo de uma nova classe de excluidos, a classe dos que ndo tem
acesso as inovacgles tecnologicas. Desta forma, € na educacdo que os individuos
buscam adquirir competéncias e habilidades, que os proporcione uma formacao
integra e que os permitam exercer de forma completa sua cidadania. De acordo com
Brito e Purificacdo (2008, p. 22):

Na totalidade das formas de existéncia do ser humano, 0s grupos sociais
criam, de geracdo em geracdo, formas de continuidade de transmisséo e
conhecimento, valores, regras, normas, procedimentos, com o intuito de
garantir o convivio entre homens e difundir a cultura de cada sociedade, o
gue ocorre por meio da educacéo.

Desta forma, cabe a escola e toda a sociedade refletir sobre as novas
demandas sociais, culturais e tecnologicas e adequar o curriculo escolar as
necessidades de sua clientela e, na sala de aula ao professor fazer uso adequado
das tecnologias e selecionar metodologias adequadas para a melhoria do processo
ensino/aprendizagem.

Nos diversos norteadores da educacéo basica tem - se visto o direcionamento
do ensino/aprendizagem ao uso das tecnologias. Na Lei de Diretrizes e Bases da
Educacao (1996):

Art. 35°. O ensino médio, etapa final da educacdo bésica, com duracao
minima de trés anos, ter4 como finalidades:

[...] IV a compreensdo dos fundamentos cientifico-tecnologicos dos
processos produtivos, relacionando a teoria com a préatica, no ensino de
cada disciplina.

Na Proposta Curricular do Estado de Séo Paulo - Matematica (2008, p. 19) se
tem:
As novas tecnologias da informacgéo produziram uma mudanca na
producdo, na organizacdo, no acesso e disseminacdo do conhecimento. A
escola hoje jA& ndo é mais a Unica detentora da informacdo e do

conhecimento, mas cabe a ela preparar seu aluno para viver em uma
sociedade em que a informacédo é disseminada em grande velocidade.

Especificamente sobre o0 ensino/aprendizagem da Matematica, nas

Orientagdes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (2006, p. 87) encontramos:
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“E importante contemplar uma formacdo escolar nesses dois sentidos [..] a
Matematica como ferramenta para entender a tecnologia, e a tecnologia como

ferramenta para entender a Matematica.”

A mudanca do processo ensino/aprendizagem é essencial quando se almeja
a melhoria da educacdo, mas é importante destacar que os recursos tecnolégicos
nao ensinam por si sO.

Segundo Moraes citado por Brito e Purificacdo (2008, p. 24):

Dependendo do paradigma, tanto a informética como qualquer outro recurso
tecnolégico aplicado a educacdo podem ser apenas instrumentos
reprodutores dos velhos vicios e erros do sistema, otimizando o péssimo.

Na Proposta Curricular do Estado de Sdo Paulo — Matemética (2008, p.41)

quanto a construcao de uma nova proposta curricular:

Uma nova proposta deve estar especialmente atenta a incorporacéo critica
dos inimeros recursos tecnoldgicos disponiveis para a representacdo de
dados e o tratamento das informacdes, na busca da transformacgdo de
informacéo em conhecimento.

7

O docente tem papel fundamental no processo educacional, é de sua
responsabilidade a escolha do material didatico, do ambiente, da tecnologia e da
metodologia. Faz - se necessario a mudanca do professor que transmite o
conhecimento, para o professor que é mediador da relacdo aluno/conhecimento
logo, deve ocorrer a preparacdo dos docentes, tornando-os capazes de reorganizar
as acOes pedagogicas visando promover aprendizagens significativas, que
despertem a curiosidade dos discentes, que leve em consideracdo 0s
conhecimentos prévios, as necessidades e os interesses dos alunos, formando
cidadaos capazes de participar ativamente da vida em sociedade, com habilidades e
competéncias para observar, refletir e intervir nas diversas situacfes que achar
necessario.

Neste cenario tecnoldgico os softwares educacionais ndo sado apenas
facilitadores do processo ensino/aprendizagem, eles sdo uma das ferramentas que
possibilitam a estimulacdo, dinamizacdo e o desenvolvimento de habilidades e

competéncias para o uso das tecnologias.
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Para a Matemética, que € uma ciéncia repleta de abstragfes, as tecnologias
sao oportunidades de construir ligagcdo entre abstrato e realidade, oportunizando a
melhora dos indices de aprendizagem, € o0 que pode ser constatado no projeto de
pesquisa conduzido pela Faculdade de Ciéncias e Letras da Universidade Estadual
Paulista (UNESP), campus de Araraquara, divulgado na Agéncia de Noticias da
Fundacdo de Amparo a Pesquisa do Estado de S&o Paulo — Divulgando a cultura
cientifica (2013). Neste estudo, constata-se a importancia de inovacdo das
metodologias e variacdo nas formas de apresentacédo dos conteudos para os alunos
como forma de melhoria da qualidade do ensino. No periodo de dois anos
professores e bolsistas do Nacleo de Ensino da UNESP aplicaram atividades a
alunos utilizando objetos diferenciados. Os alunos tiveram em média um
aprendizado 32% superior aos conteudos trabalhados de forma tradicional segundo
o coordenador do projeto, Silvio Henrique Fiscarelli. Além do mais, constatou - se
que os alunos com maior dificuldade de aprendizagem foram os que mais evoluiram
com as metodologias que fizeram uso das tecnologias.

Tendo em vista a necessidade de remodelagem das metodologias e
modernizacdo da educacdo sdo propostas no proximo item o passo a passo das
construgdes dos Fractais Curva de Koch, llha de Koch, Triangulo de Sierpinski e
Fractal Pitagorico, que podem ser executadas em sala de aula servindo de base ao
estudo de inUmeros conceitos matematicos, vinculando vérias areas matemaéticas
como Geometria e Algebra, varias disciplinas como Matematica e Arte, possibilitando
0 uso de tecnologias e promovendo o estreitamento da relacdo entre escola e
realidade devido a forte presenca da Geometria Fractal na Natureza.

3.2.1 Uma breve apresentacéo do software Geogebra

O Geogebra por ser um software livre (pode-se utilizar, copiar ou distribuir o
aplicativo de modo que nédo se tenha fins comerciais) pode ser uma ferramenta
importante no processo ensino/aprendizagem como recurso metodolégico. Permite
abordar diversos conteudos curriculares da educacdo permitindo a construcao,
visualizagédo e “manipulagao” (através do mouse) de figuras, promovendo um maior
entendimento dos conceitos trabalhados.

O programa pode ser obtido em diversos enderegos eletrénicos como
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http://www.geogebra.org/webstart/geogebra.html, por exemplo.

Ao iniciar o programa visualizamos a seguinte janela (Figura 63):

Figura 63 - Tela inicial do software Geogebra.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Ajuda
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&

54

2

a4

Fonte: <http://www.geogebra.org/webstart/geogebra.htmi>

A janela inicial esta dividida em duas partes, a da esquerda é a algébrica e da
direita a geométrica. Para exibir ou ocultar basta ir ao menu exibir, ativar ou
desativar, respectivamente.

Temos o0 menu de edigdo do arquivo que contém os itens (Figura 64):

Arquivo: Apresenta comandos para abrir, fechar, salvar, compartilhar, exportar
ou visualizar impressodes.

Editar: apresenta opcGes para copiar, colar, inserir imagem e ver as
propriedades do arquivo.

Exibir: apresenta as opc¢des de janelas que podem ser exibidas na tela, e
comandos para atualiza¢do do arquivo e do campo de entrada.

Opcdes: apresenta varias opcdes ligadas a descricdo, arredondamento,
tamanho da fonte, comando de gravacao e de restauracao do arquivo.

Ferramentas: permite criar novas ferramentas e gerenciar as ferramentas
existentes no software.

Janela: permite a abertura de uma nova janela de trabalho.

Ajuda: indica as opc¢des de ajuda do software.


http://www.geogebra.org/webstart/geogebra.html
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Figura 64 - Menu de edicdo do software Geogebra.
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Na tela inicial temos a barra de ferramentas de acesso rapido (Figura 65).

i

Cada icone dessa barra de ferramentas possui diversas funcdes. Para ativar uma

dessas fungdes, primeiro deve-se clicar no icone e depois na janela algébrica.

Figura 65 - Ferramentas de acesso rapido.
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Fonte: <http://www.geogebra.org/webstart/geogebra.html>
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3.2.2 Construcgoes.
3.2.2.1 A curva de Koch. *®

Utilizar a janela do Geogebra sem os eixos e malha quadriculada (o clique
com o botdo direito sobre a area a ser trabalhada permite exibir ou ocultar) (Figura
66).

13 Adaptado de Padilha, et. al., ([data desconhecida], p. 12).



Figura 66 - Ocultagdo dos eixos coordenados e malha quadriculada.
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.
—

Mover
Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

A
[ ]
|

o

W

Arguive Editar Exibir Opcles Ferramentas Ajuda
S clEFN
- -
]

a=21
| 9,°)

) ) ) W )

ABC
7

e

i

Janela de Visualizagao

_l_ Eixos
H mana

Barra de Navegacio

X, Zoom »
EixoX : EixoY r
Exibir Todos o0s Objetos

Visualizacdo Padrdo Ctrl+i
Entrada:

¢ Janela de Visualizacdo ...

Fonte: <http://www.geogebra.org/webstart/geogebra.html|>

Construir uma reta definida por dois pontos utilizando o terceiro icone (Figura

67).

Dividir o segmento em trés partes iguais seguindo 0s passos a seguir:

Figura 67 - Construcdo da curva de Koch (1)

Arguive Editar Exibir Opecfies Ferramentas Ajuda

% A {‘r'h . b. @ O ? elllagclll -2 xS Reta definida por Dois Pontos !‘
JL® ‘,, L ! i . == 4| Selecione dois pontos D i
= Ponto
J A=(-218,0.7)
-3 B={8.06,0.66)
= Reta
L a0.04x +10.24y=7.08
A B
Entrada: =

Fonte: do autor.
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Construir um segmento CD em um canto da tela que serd a unidade de

medida (utilizar o terceiro icone - segmento definido por dois pontos) (Figura 68).

Figura 68 - Construcdo da curva de Koch (2)

Arguivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Ajuda

.
L)

A
L ]
)

L)

>

)

©,

2]

ABC
]

a=2
|

&

|

= Ponto

@ A=(-2.18,0.7)

@ B=(8.06,0.66)

@ C=1(6.78,5.16)

‘@ D=(B.56,518)

= Reta

L a:0.04x + 10,24y = 7.08
= Segmento

L@ b=1T8

Entrada:

Semirreta Definida por Dois Pontos
Selecione primeiro a origem e, depois, um outro ponto

ae

Ly 5

Fonte: do autor.

Tragar uma semirreta qualquer com origem no ponto A (utilizar o terceiro

icone - semirreta definida por dois pontos) (Figura 69).

Figura 69 - Construcéo da curva de Koch (3).

.

L ] /',fv

LA

7|

|

b

©,

N

ABC
)

a=1

7]

7]

= Ponto
@ A=(-2.18,0.7)
3 B=(2.06, 0.66)
¥ C={6.78,5.16)
3 D=(856,518)
B E = (5.98, -0.96)

= Reta

w0 a:0.04x +10.24y = 7.08
= Segmento

L@ b=178

= Semirreta

g e 1.66x + 8,16y = 2.09

\.' i

Entrada:

Semirreta Definida por Dois Pontos
Selecione primeiro a origem e, depois, um outro ponto

e

P

Fonte: do autor.
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Marcar na semirreta trés segmentos de mesmo tamanho a partir da unidade
de medida b fornecida pelo segmento CD. Para isso, tragar uma circunferéncia de
centro A e raio b utilizando o sexto icone e marcar a intersec¢do da circunferéncia
tracada e da semirreta AE, encontrando o ponto F. Da mesma forma, construir a
circunferéncia com centro F e raio b e encontrar o ponto G e construir a

circunferéncia com centro em G e raio b e encontrar o ponto H (Figura 70).

Figura 70 - Construcdo da curva de Koch (4).

Arguive Editar Exibir Opcles Ferramentas Ajuda

O E S B EN

I
e
@ di(k+ 2187 + (y - 0.7 =347
@ e (x+0.44) +(y - 0.357 =37 o D
@ BR3Py + 0017 =347 — o
= Ponto
A={(-218,07)
3 B=(8.06,0.66)
3 C=(6.78,5.16)
3 D-=(8.56,5.18)
@ E=(5.98, -0.96)
)
?

a=2

V|

'%' ‘ Mover D

ABC " .
o Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

.
|\

0 ©

F = (-0.44, 0.35)
- @ G={1.31,20.01)
5 6,=(218,07)
@ H=(3.05,-0.36)
@ 1=(-0.44, 0.35)
= Reta
w0 a:0.04x +10.24y =7.08
= Segmento
L b=178
=l Semirreta
fe @ e 1.66x + 816y = 2.09

Entrada:

Fonte: do autor.

Construir o segmento de reta BH e tracar as retas paralelas ao segmento BE
gue passam pelos pontos F e G, marcando os pontos | e J que sdo 0s pontos de
interseccdo das paralelas com a reta AB (utilizar o terceiro icone, seguido do quarto
e, por ultimo o segundo) (Figura 71).
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Figura 71 - Construcéo da curva de Koch (5).

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Ajuda

M\El /| Y

@ :
Lt Al RRC Il SN

v v v v v
- Chnica -

Iy
@ (X218 (y-0.7F =317
@ F(x+044F + y - 0.357 =317 c D
X -13MF+ Yy £ 0.017 =317 @
= Paonto
A=(-218,0.T)
B = (8.06, 0.66)
C=(6.78,5.16)
D = (8.56, 5.18)
E = (5.98, -0.96)
F={-0.44, 0.35)
w0 Fy=(-0.44,035)

~@ G={131,-0.01)
0 6,=(-218,07)

@ H=(3.05,-0.36)
@ 1=(1.23,0.69)

@ J=(4.65,0.67)

= Reta

- @ a:0.04x+10.24y =7.08
3 b0.04x+10.24y=7.08 H

& i-1.02x+ 501y =-1.39 E
ol -1.02%+ 5.01y = 217
=l Segmento
@ b=1.78
@ d=1.78
# h=511 2

Entrada: =

a=2

‘%' ‘ Intersegao de Dois Objetos

e
r ABC . . N . " " =
-""7 o Selecione dois objetos ou clique diretamente na intersecao

¥ s

COULEE

m

Fonte: do autor.

Para ocultarmos as construcdes feitas para se obter a divisdo do segmento
em trés segmentos menores e congruentes basta clicar no objeto com o botdo

direito e desativar o botéo exibir objeto.

Agora, queremos que figuem aparentes apenas os segmentos Al e BJ, para
iISSO Seguimos 0S passos:

Construimos os segmentos Al e BJ utilizando o segundo icone;

Ocultamos a reta AB clicando com o botéo direito e em seguida, ocultar objeto
(Figura 72).



Figura 72 - Construgéo

ATQUIVO EQiTar EXIor Upcoes Ferram
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da curva de Koch (6).

enas Ajuaa

e

I
‘V

Segmento definido por Dois Pontos D [od

ABC .
Selecione dois pontos P i

)

a=2
&)

$

=

)
\e /

OJOL)N

—
=
=l Cdnica

O ek 2A8F +(y - 0T =347
O OFk + 0.44F + (y - 0357 =347
2@ -13MP + (y+ 0.01F =317
= Ponto
9 A=(-218,07)
@ B=1{8.06,0.66)
- C=(6.78, 5.16)
- D=(8.56,5.18)
O E=(5.98, 0.96)
0 F=(-0.44, 0.35)
0 F =(-0.44,0.35)

={1.31,-0.01)
5 G, =(-2.18,0.7)
O H=(3.05, -0.36)
@ 1=(1.23,0.69)

@ J=1{4.650.67)
a

-0 G
, G

=l Ret:
S ar0.04x +10.24y =7.08
1 b1:0.04x+ 10.24y =7.08

-0 102X+ 5.01y = -1.39
0 j-1.02% + 5.0y = 247
= Segmento
2 b=178
2 d=1.78
2 h=51

Entrada:

Fonte: do autor.

"

m

L ]

Vamos substituir a parte central por um triangulo equilatero para isso,

devemos construir

duas circunferéncias centradas em | e J com raio igual a medida

do segmento Al e marcando o ponto de interseccdo L (os objetos que nao

influenciam a construcdo podem ser ocultados) (Figura 73).

Figura 73 - Construcéo da curva de Koch (7).

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Ajuda

&>,

[
il (g
& )

Mover D [nd

Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) ? -]

) .

@lol<l N

]
|

ABC
|

&

|

a=2

|

=l Chnica

----- Do+ 248F + (y -0.7F =347

O (X o+ 0.44F + (y - 0.357 = 31T
----- 2og (X -1LHP +(y+ 0,017 =317
----- D (x-1.23F + (y - 0.69F = 11.65
----- D q(x-4.657 +(y - 0.6TF = 11.65
= Ponto

----- 3 A=(-218,07)

3 B=(8.06,0.66)

----- 0 C=(6.78,5.16)

) D={(8.56,518)

- E=(5.98,-0.96)

O F=(0.44, 0.35)

F1 = (-0.44, 0.35)

-0 G={1.31,-0.01)
0 6,=(-218,07)

-

m

----- 2 H=(3.05,-0.36)

----- 3 1=(1.23, 0.69)

@ J={(4.65,067)

----- P L=(2.95,3.64)

..... oL, =1(2.93,-2.28)

= Reta

----- 2 a0.04x +10.24y =7.08
..... b1:0‘04x+10.24‘;=?.08

e e A Nw 2 ENAw— 420
< | i 3

Entrada:

Fonte: do autor.
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Desenhar os segmentos IL e JL, ocultar as circunferéncias e exibir rétulo dos
segmentos e retornar o segmento CD e o ponto E (os dois ultimos facilitardo o

préximo passo) (Figura 74).

Figura 74 - Construcdo da curva de Koch (8).

Aluivu Cunan Caon Upguss Fenanisies Auua

% X / - \.\.b- @ Ip:’q '/\,L-;_ ® |llagcl|| a=2 H:—D Se_lemonar[:_'bjeto . Ll
L O | | A it o \./_{ AL N P [ | o Clique no objeto para seleciona-lo ]

)P {X-1.23F +(y - 0.69F = 11.65 »

O qi (k- AB5F +y - 0.67F = 1165
= Ponto c D
@ A=(218,07) P
B = (8.06, 0.66)
C - (6.78, 5.16)
D = (8.56, 5.18)
-3 E-(5.98,-0.96) L
O F=(-044,0.35)

o Fy=(0.44,0.35)
O G=(1.31,-0.01)
0 6, =(-218,0.7)
O H=(3.06, 0.36) m n
@ 1=(1.23, 0.69)
@ J=(4.65,0.67)
@ L=(2.95,3.64)
) L, =(2.93,2.28) A J B

= Reta

2 ar0.04x +10.24y =7.08
b1:0.04x+10.24y=7.08

2 i -1.02% + 5.01y = -1.39 E

-0 | -1.02x+ 501y =217
egmento

@ b=178

L d=17R

4 m 3

Entrada: =

&
e (@
e @
r

m

Fonte: do autor.

Para obter a curva de Koch deve - se repetir todos esses passos nos
segmentos IL e LJ. Esse processo € chamado de iteracdo. Nao é simples, porém o
software Geogebra permite criar uma ferramenta que reproduza a construgédo. Para
tanto, deve-se ativar a opcéo ferramentas - criar nova ferramenta. Abrira uma janela
com as abas objetos finais, objetos iniciais e nome e icone.

Objetos finais sao os objetos que deseja - se reproduzir e que dependem de
outros no caso, sdo os pontos I, J e L, segmento k, segmento m, segmento n e
segmento |.

Objetos iniciais sdo 0s objetos que déo base a construgdo. Sao os pontos A,
B, C, D e E que aparecem selecionados automaticamente.

Nome e icone é onde se nomeia 0 novo icone criado para selecionar a nova

ferramenta construida.
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Para seguir a construcéo da curva de Koch deve-se clicar na nova ferramenta
e nos pontos A, |, C, D e E e ocultar o segmento KM (queremos fazer a iteracdo no

segmento AL) (Figura 75).

Figura 75 - Construcdo da curva de Koch (9).

e s s g e <
‘ [l e /'/ Yl @ £ A:‘VH\' aBc || azz ||| s Szl @&l
3 5 =l e | e N | e i [ Ponto, Ponta, Ponto, Ponto, Ponto D &
0 pX-1.23F + (y-0.69F =11.65 ~
O gi (x-4.65F + [y - 0.67 =11.65
= Ponto I D
3 A=(218,0.7) r — @
@ B=(8.06,0.66) b
3 C=(6.78,5.16)
- D=(8.56,518)
3 E=(5.98,0.96) L
0 F=(-0.44,0.35)
.0 F,=(044,0.35) 1
0 6 =(1.31,-0.01) 1
0 6,=(-2.18,07)
-0 H=(3.05,0.36) N m n
3 1=(1.23,069)
@ J=(4.65,0.67) A
3 K=(1.04,0.7)
@ L=(2.95,3.64) o el : M . oF
.0 L, =(293,228)
3 M=(01,069)
@ N=(-04T,1.68)
=l Reta E
-0 ar0.04x +10.24y =7.08 ®
.0 b,:0.04x+1024y=7.08
D i .02x% + 5.01y = 1,39
i ANy + ANMw=217
4 1 3
Entrada: ©

Fonte: do autor.

Agora, na nova ferramenta e nos pontos I, L, C, D e E e ocultar o segmento

(queremos fazer a iteragdo no segmento IL) (Figura 76).

Figura 76 - Construcéo da curva de Koch (10).

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Ajuda

DR ENSCE

.

’/'-;v

a=2

=

<

)

A ABC
{
b ) ) \e-/‘v V|

D pr(X-1.237+y - 0.69F = 11.65

) d = o
b . Ponto, Ponto, Ponto, Ponto, Ponto D
B
LoD g (X - A.65F + (y - 0.6TF = 11.65

=l Ponto o D
@ A={-218,0.7) — @

<

»

’)
@ B=(8.06,0.66)
@ C=(6.78,5.16)
3 D=(8.56,5.18)
3 E=(598,-0.95)
F = (-0.44, 0.35)
F, =-0.44,0.35)
G={1.31,-0.01)
6,=(-218,07)
H = (3.05, 0.36)
1=(1.23,0.69) 4
J = (4.65, 0.67)
K =(-1.04, 0.7)
L = (2.95, 3.64)
L, =(2.93,-2.28)

M= (0.1, 0.69)
N ={-0.47, 1.68)
0=(1.81,1.67) E
P =(2.38, 2.65) [}
Q=(1.24, 2.66)

eta

a: 0.04x +10.24y =7.08 -
‘ [ i | »

Entrada: =@

m,

OO0 00000«

e00oecC

oD

Fonte: do autor.
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Da mesma forma fazemos para o segmento LJ e BJ (Figura 77).

X
e

|

ABC
]

a=2
=
]

@ Koch
74 Ponto, Ponto, Ponto, Ponto, Ponto o]

it

xR

A
L ]
7 7|

m

Figura 77 - Construcéo da curva de Koch (11)
VA RN
a
| ) V) ) . W)
O pr{x-1.23F+(y - 0.69F = 11.65 »
e geX - 4858 + (y - 0.67F = 11.65

A=(-218,07) *——®
B = (8.06, 0.66) b
D= (8.56, 5.18)
E =(5.98, -0.96)
F,=(0.44,035)
G=(1.31,-0.01)
H={3.05, -0.36)
1=(1.23,0.69)
K=(-1.04,0.7)
L =(2.95, 3.64)
M=(0.1,0.69)
N=(-0.47,1.68)
P=(2.38, 2.65) .
Q={1.24, 2.66)
S =(4.08, 1.66) -

4| IT] 2

AL el
|

,. Ponto i c D
C=(6.78, 5.16)
F =(-0.44, 0.35)
6, =(-2.18,0.7)
J = (4.65, 0.67)
L, =(293,-2.28)
0={1.81,1.67) E
R=(3.52, 2.65)

Entrada: =@

C00000E 0 00PE0 0000000 0E

Fonte: do autor.

A figura 78 apresenta a curva de Koch apds trés iteracoes.

Figura 78 - Curva de Koch apdés trés iteracdes.

A
A . O \l - % % Mover Janela de Visualizagio
S J ABC? —a'—_v_ i | > 5 | Armaste a Janela de visualizagZo ou um eixo (Shift + Arrastar)

Fonte: do autor.
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3.2.2.2 llha de Koch (floco de neve).

Inicialmente, em uma nova janela do software Geogebra deve-se criar uma
nova ferramenta como a criada para a constru¢ao da curva de Koch.

Apaga-se todos os objetos exceto os pontos A, B, C, D e E e o segmento CD.

Através do quinto icone (poligono regular) constréi-se um triangulo JKL
(Figura 79).

Figura 79 - Construcéo da ilha de Koch (1).

Arguive Editar Exibir Opcies Ferramentas Ajuda

Y [ 255 153 ol 151 Pl N

= Cdnica &

D d:(x + 0147 + (y - 1.04) = 4.16
) e (X -1.79F + {y - 0.377 =416

O E(X-3TIF+(y + 0.3F =416 c D
= Ponto —=
-0 A=(-0.14, 1.04)
D B=(572,1.04)
C =(6.94, 4.86)
D =(8.98, 4.86)
E=(6.74,-1.36)
F=(1.79,0.37)
-0 G=(3.71,-0.3)

'
i

A

a=2
L]

|

v"‘ Mover D

@\: Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

ABC
o o

¥y

C0eE

m

@ J=(0.28,0.28)
@ K=(4.74,0.28)
=l Reta
-0 h:-2.02x +0.08y =751
b1 -2,02X + 0.08y = -3.57

= Semirreta
w0 cr24x +6.88y =6.82
= Tridngulo -

Entrada: =

Fonte: do autor.

Clicar na nova ferramenta e em seguida nos pontos J, L, C, D e E, nos pontos
L, K, C, D e E e nos pontos K, J, C, D e E (Figura 80).

1 Adaptado de Padilha et. al., ([data desconhecida], p. 6).



Figura 80 - Construgéo da ilha de Koch (2).
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A
L]
bl

a=2
—
|

Arquivo  editar Exioir UD(}OES Ferramentas Ajuda
] Al elel <l
.
) )

ABC
)

+ ]

Ferramenta1
Ponto, Ponto, Ponte, Ponto, Ponto

| 2 ) a
= Cdhnica =
O di(x+ 0148 + {y - 1.04F = 4.16
O el (x-179F + [y - 0.37F =416
O R (X -3T1F + (y + 0.3 = 416
= Ponto
A=(-0.14,1.04)
B=(5.72 1.04)
C = (6.94, 4.86)
D= (8.98, 4.86)
E=(6.74,-1.36)
F={1.79, 0.37)
G=(3.71,-0.3)
H=(1.79, 0.37)
I = (5.64, -0.98)
J=(0.28,0.28)
K= (4.54, 0.24)
M=(1,1.5)
N={1.72,2.73)
0=(0.3, 2.74)

m

P=(3.14, 2.71)
Q=1(3.84, 1.48)
R=(4.56, 2.7)

$=(3.12,0.25)
T=(1.7,0.27)

. U=(24,-0.97)
= Reta

Fe 0 hz-2.02% +0.08y = -7.51 -

COOOLEEEOVEEDO00EEEOT

Entraca’

Fonte: do autor.

Ocultar o tridngulo JKL (Figura 81).

Figura 81 - Construcdo da ilha de Koch (3).

AIQUIVD EdQar exioir Opcoes Ferramentas Ajuda
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A
L ]
)
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|

Y

L

)

©

|
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|
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N

ABC
]

2
)

i

W
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Ponto, Ponto, Ponte, Ponto, Ponto

= Cohnica

0 (X -1.79F + [y -0.377=4.16
O R(X-3TIF+(y +0.3F =416
= Ponto
¥ A=(-0.14,1.04)
B=(572,1.04)
C=(6.94, 4.86)

D= (8.98, 4.86)

E =(6.74, -1.36)
F=(1.79,0.37)
G=(3.71,-0.3)
H=(1.79, 0.37)

I = (5.54, -0.98)
J={0.28,0.28)

K= (4.54, 0.24)
M=(1,15)
N=(1.72,2.73)
0=(0.3, 2.74)
P=(3.14, 2.71)

Q@ =(3.84, 1.48)
R={4.56, 2.7)
$=(3.12,0.25)
T=(1.7,0.27)
U=(24,-0.97)

=l Reta

O h:-2.02x+0.08y =-7.51

COEEOEEELEOOO00EEROD

O A X+ 0.4F +(y - 1.04F =446 | |

-

m

Entrada:|

Fonte: do autor.
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Para a segunda iteragéo, clica-se na nova ferramenta e em cada ponto do
segmento seguido pelos pontos C, D e E, por exemplo, se deseja fazer a construgéo
sobre o0 segmento ON, clica-se na nova ferramenta, no ponto O, no ponto N, seguido
dos pontos C, D e E. Para eliminar o segmento central basta ocultar o segmento que

deu base a iteracdo, no exemplo, o segmento ON (Figura 82).

Figura 82 - Construcéo da ilha de Koch (4).

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Ajuda

Ll 3

L ‘ Mover Janela de Visualizagdo: Arraste a janela de D (s

a=1
—'—J &\ visualizacio ou um eixo (Shift + Arrastar)

ABC
&y

¥ a

olEFRN

= Chnica —
o0 dr (k0 + 0.14F + (y - 1.04) = 4.16
w0 e X-1TIF + [y -0.3TF =416 |-
O R(x-3T1F+(y+037=416 |
= Ponto

0 A=(-0.14,1.04)

O A, =(069,473)

0 Ay=(0.52,0.38)

~0 B=(572,1.04)
0 B,=(1.07,5.34)

5 B,=(1.24,0.)

0 C=(6.94,4.86)
0 €, =1(0.35,5.36)

0 Cy=(-0.89,-0.24)

-0 D=(8.98,4.86)
5 D, =(1.79,532)

.0 D,=(158,1.04)

0 E=(6.74,1.36)
0 E,=(213,459)

0 Ey=(1.2,1.65)

-0 F=(1.79,0.37)
0 F,=(251,53)

Ay E.={1.93,167) -
Entrada: =

=y

.
L
)

.
v

Fonte: do autor.

A figura 83 corresponde a llha de Koch apos trés iteracoes.
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Figura 83 — llha de Koch apos trés iteragdes.

Arquive __

-]

= Cdnica o
O d(x+0.14P + {y - 1.047 =416

O oe(x-1.T9F + {y - 0.37F = 4.16
0 Rk -3T1P +{y + 0.37 =416

=l Ponto

-0 A=(-0.14,1.04)

0 A, =10.85,503)

5 A, =(043,03)
0 A =(412,473)
0 A, =14.95,132)
5 A =(241,1142)
0 Ag=(-0.96,-0.14)
5 A, =(-1.8,3.28)
5 Ay=(0.74,572)

-0 B={5721.04)
5 B, =(1.26,57)

5 B,=(1.22,032)

-0 B,=(424,45)

5 B,=(4.82,1.00)

5 B =(2.15,1.41)

-0 Bg=(-1.09,0.00)

o Bo=1-1.67. 3.5) i
Entrada: ®

"I" Mover |_‘
| ¥ & Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) )

Fonte: do autor.

3.2.2.3 Triangulo de Sierpinski. *°

Tracar um triangulo equilatero ABC utilizando o quinto icone (poligonos
regulares) e editar a cor e transparéncia com um clique com o botdo direito,
propriedades, cor (Figura 84).

Figura 84 - Construgéo do triangulo de Sierpinski (1).

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Ajuda

Ponto Médio ou Centro
Selecione dois pontos, um segmento, um circulo ou uma cénica

= Poligono
LG pol=3555 C
= Ponto

L@ A=(1.2,-2.26)
3 B=(7.86,-214)
-l Segmento

L@ a=9.06

Fonte: do autor.

1 Adaptado de Padilha et. al., ([data desconhecida], p. 17).
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Utilizando o segundo icone (ponto médio ou centro) encontrar o ponto médio
de cada lado do triangulo e utilizar a ferramenta poligono (quinto icone) para
construir o triangulo DEF. Altere a cor e transparéncia deste triangulo (de preferéncia
branco para simbolizar a retirada do triangulo) (Figura 85).

Figura 85 - Construcéo do triangulo de Sierpinski (2).

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Ajuda

. - @ ) -C’: . Poligono

L] | i L ABC a=2 . - 5
‘ [%7 o /7 .---’7‘ '7 e ;7 L A | ‘-I_'—/ & Selecione todos os vértices e, entdo, clique novamente no vértice inicial
= Poligono
@ poll =3555 c

= Ponto

@ A=(1.2,-2.26)
@ B=(7.86,-2.14)
D=(3.33,-2.2)

E=1{5.54,1.75)

J F=(1.01,159)

Segmento

J a=9.06

4
4

Fonte: do autor.

Fazer o mesmo processo para os triangulos em preto. Para tornar mais facil a
mudanca da cor preta para branca, basta utilizar o décimo segundo icone (copiar
estilo visual), clicar sobre o triangulo em branco e apds nos triangulos que se queira

colorir de branco.

Na figura 86 podemos visualizar o triangulo de Sierpinski apds quatro
iteracoes.



Figura 86 - Triangulo de Sierpinski apds quatro iteragoes.

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Ajuda

. . . Al . . as ot Mover
[}SI * 1 /-/7 — r\’,{ O,{ e Al 'é:._( x7 ABC7 —'17 07 & Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

pol2=8.89

pol20=10.14
pol21=0.14
pol22 = 0.14
pol23=10.14
pol24=0.14
pol25 = 0.14
pol26 = 0.14
pol27=0.14
pol28 =0.14
pol29 = 0.14
pold =222

pol30 = 0.14
pol31 =0.14
pol32=0.14
pol33=0.14
pol34=0.14
pol35=0.14
pol36=10.14
pol37 = 0.14
pol38 = 0.14
pol39=10.14
pold = 2.22

pol40 = 0.14
pol41 = 0.14
pols=2.22

pol6 = 0.56

pol7 = 0.56

polé = 0.56

LSl Sy W S W Wi S S S S Sl SR Y S S S S S S v S S S S Sl S a8

Fonte: do autor.

3.224

-

Ab AR

Fractal pitagérico (arvore pitagérica). *°
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Deve-se partir de um triangulo retangulo, para construi-lo deve-se marcar dois

pontos (A e B), através do oitavo icone (angulo com amplitude fixa) encontrar os

pontos A’ e B’ tal que medida do angulo BAB’ seja 30° e a medida do angulo ABA’

seja 60°. Marcar o ponto C, interseccdo dos segmentos AB’ E BA’' (Figura 87).

10 Adaptado de <http://www.youtube.com/watch?v=z0O_0QKIlax9E> Acesso em 13 de julho de 2014.



Figura 87 - Construcédo da arvore pitagorica (1).

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Ajuda

111

- @ B'=(5.14,1.37)
“eg C=(4.68,1.12)
= Segmento

-0 a=392

L b=3.92

= Angulo

@ =30

LD B=60°

Fonte: do autor.

DNEN Ol = NS =

Intersegdo de Dois Objetos
Selecione dois objetos ou cligue diretamente na intersecio

Ocultar todos os objetos exceto os pontos A, B e C e através do quinto icone

(poligono) construir o triangulo retangulo ABC. Construir com 0 mesmo icone 0s

guadrados adjacentes aos lados do triangulo com medidas iguais as medidas da

hipotenusa e dos catetos (Figura 88).

Figura 88 - Construcéo da arvore pitagorica (2).

Arquive Editar Exibir Opcfes Ferramentas Ajuda

= Poligono

L@ pold =837
Paonto

& A=(0.46,0.54)
OOA'=(2.1,3.45)
# B=(3.8,058)
0 B'=(3.33,2.24)
@ C=1{2.95, 2.02)
=l Quadrildtero

@ pol2=11.16
@ pold =279

= Segmento

- a=3.34

.3 a,=167

b=3.34

Fonte: do autor.

1 5 P B 3 folls) P N R =

Mover
Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
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Selecionar o triangulo e os dois quadrados menores e utilizando o menu

ferramentas e, em seguida criar uma nova ferramenta selecionar como objetos finais

0s trés objetos citados, como objetos iniciais os pontos A e B e nomear a

ferramenta. Clicar no icone criado e nos pontos G e F, novamente clicar nos pontos |

e H (sentido horario) (Figura 89).

Figura 89 - Construcéo da arvore pitagodrica (3).

Arguivo Editar Exibir Opcles Feramentas Ajuda

@
- I
@

e (@
e (@

@
J
@
@
o
@
@

©C

@
o
@
e (@
J
o
@

DEEN G

FPonto

A=(0.82,018)

o A'=(2.33,2.72)

B=(3.78,0.14)

D B'=(3.4,1.63)

C =(3.06,1.43)
J=(5.45,1.5)
0=(0.7,4.32)

= Quadrilatero

pol10 =493

m

pol2=8.76
pol3=2.19
pold = 6.57
pol6 = 0.55
pol7 = 1.64
pold = 1.64

= Segmenio

a=296

a, =148

) b=296

Fonte: do autor.

JLg
HINDEEF
s

Mover
Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

P

1}

Fazer a quantidade de iteracbes que desejar. Na figura 90 foram

iteracoes.

cinco
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Figura 90 - Arvore Pitagérica apés cinco iteracdes.

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Ajuda

. 4, (ﬁ - ° _ o Mover Janela de Visualizagao
\ ABC =2 ‘ 4{-. ' ! > 10 )
AR EENE B AR ETZEED L0 e T ATEsan)

Fonte: do autor.

Para o caso em que o triangulo inicial é isdsceles obtemos o seguinte fractal

apos sete iteracoes (Figura 91):

Figura 91 - Arvore Pitagérica partindo de um tridngulo isésceles apds sete iteracdes.

AMQUVD  EQTar EXIor Upcoes Feramentas Ajuaa

Mover Janela de Visualizagao
Arraste a janela de visualizacio ou um eixo (Shift + Arrastar)

Fonte: do autor.

A falta de habilidades em lidar com as tecnologias tem se mostrado um fator

de exclusédo que atravessa as barreiras digitais e atinge o social e cultural. A escola
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esta inserida neste mundo movido por tecnologias e por ser o local da disseminacdo
de conhecimentos tem o papel de adequar - se a essa realidade e suprir as
necessidades dos alunos, seja oportunizando o contato com as inovacdes e 0s
preparando para o uso dessas novas ferramentas, seja incluindo as inovacdes nas
metodologias didaticas visando tornar o processo ensino/aprendizagem mais
interessante e significativo. As construcdes apresentadas neste item tem esse
propésito, ao mesmo tempo em que propde a familiarizacdo com o computador e o
software Geogebra, também é possivel trabalhar diversos conceitos matematicos de

forma contextualizada ao tema fractais.
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4 CONCLUSAO

Este trabalho pretende ter apresentado com éxito a Geometria Fractal,
expondo - a através de conceitos e definicdes simplificadas, entendivel a um aluno
do ensino médio, porém completa, satisfazendo, por exemplo, as necessidades de
um aluno da area computacional que tenha curiosidade e pretenda aplicar esta
geometria em seus estudos (modelagem computacional para objetos classificados
como fractais poderia ser uma possibilidade).

No texto foi feita uma breve abordagem historica da geometria, passando pela
forte importancia de Euclides na organizagdo dos conceitos geométricos através de
sua obra Elementos, do inicio da busca por novas geometrias que explicassem
situacdes ainda ndo explicadas pela geometria euclidiana, até entdo chegar a
Geometria Fractal, tornando - se a base para o restante do trabalho, que passa a
fazer uma analise da real situacdo da aprendizagem da matematica na educacédo
basica para entdo apresentar trés ferramentas tomadas atualmente como essenciais
para a construcdo de novas metodologias pelos norteadores da educacao brasileira:
a contextualizacéo, o protagonismo juvenil e a insercdo das tecnologias que foram
trabalhadas na forma de atividades utilizando diversos materiais e métodos.

E importante destacar que o trabalho ndo foi idealizado com o intuito de
defender a inclusdo da Geometria Fractal como conteddo do curriculo de
Matematica seja do ensino fundamental ou médio, jA que estes se encontram
saturados de itens a serem trabalhados durante o ano letivo. A riqueza desta
geometria em desenvolver diversos sentidos, habilidades e a possibilidade de se
trabalhar com diversos contelldos matematicos e de outras disciplinas evidenciam
um tema a ser inserido nas escolas por meio de projetos interdisciplinares.

Desta forma, para um trabalho futuro, pretende - se fazer a elaboragdo de um
projeto interdisciplinar conjunto aos professores das demais areas utilizando como
tema central a Geometria Fractal.

Que aos professores comprometidos com o seu papel de mediador do
processo ensino/aprendizagem, este trabalho sirva de apoio e contribua de forma
enriqguecedora as aulas de matematica, fornecendo atividades que poderdo ser
utilizadas na integra ou adaptadas a cada realidade, tornando as aulas mais

atrativas e promovendo situagdes de aprendizagens significativas, que os levem a
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perceber a Matematica em suas vidas e entdo possibilitar no dia - a - dia da sala de

aula melhorias no ensino da Matemética na educacéo béasica brasileira.
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ANEXO 1




