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Resumo

Dados um texto e um padr~ao, o problema de busca de padr~oes em textos consiste em determinar

as posi�c~oes do texto onde existe uma ocorrência do padr~ao. Quando texto e padr~ao s~ao cadeias

de caracteres, a busca �e dita unidimensional. Quando ambos s~ao matrizes, a busca �e dita ser

bidimensional. Existem varia�c~oes deste problema onde se permite a busca do padr~ao, de alguma

maneira, modi�cado. A modi�ca�c~ao que permitiremos ao nosso padr~ao �e que ele possa estar es-

calado. Descrevemos algoritmos seq�uencias lineares para estes problemas, uni ou bidimensionais,

com e sem escala, presentes na literatura. Para o caso bidimensional sem escala �e apresentado,

ainda, um algoritmo de tempo sublinear sob determinadas condi�c~oes nas matrizes de entrada.

Para estes problemas propomos novos algoritmos paralelos, utilizando o modelo CGM (Coarse

Grained Multicomputers), cujos tempos de computa�c~ao local s~ao lineares na entrada (local),

consomem mem�oria tamb�em linear e utilizam apenas uma rodada de comunica�c~ao em que s~ao

trocados, no m�aximo, uma quantidade tamb�em linear de dados. As condi�c~oes do modelo s~ao,

assim, respeitadas. Do nosso conhecimento, n~ao h�a na literatura outros algoritmos paralelos em

modelos de granularidade grossa para o problema de busca unidimensional com escala e para os

problemas de busca bidimensional com ou sem escala.

Estes algoritmos propostos foram implementados em linguagem C, utilizando interface PVM

e foram executados na m�aquina Parsytec PowerXplorer. Os resultados experimentais obtidos

mostraram que as implementa�c~oes tiveram ganhos signi�cativos ao utilizar-se mais de um pro-

cessador.

Abstract

Given a text and a pattern, the problem of pattern matching consists of determining all the

positions of the text where the pattern occurs. When the text and the pattern are strings,

the matching problem is said to be unidimensional. When both are matrices, the matching is

termed bidimensional. There are variations of this problem where we allow the matching using a

somehow modi�ed pattern. A modi�cation that we will allow is that the pattern can be scaled.

We describe sequential linear algorithms known in the literature, for both uni and bidimensional

problems, with and without scale. For the bidimensional case, without scale, we describe also

an algorithm using sublinear time under certain conditions on the matrix input.

For these problems, we propose new parallel algorithms, under the CGM (Coarse Grained Mul-

ticomputer) model, with local computing time linear in the input, requiring linear memory and

use only one communication round, during which at most a linear amount of data are exchan-

ged. The conditions of the model are thus satis�ed. For the unidimensional scaled matching

problem and the bidimensional matching with or without scale, there are no coarse-grained

parallel algorithms, to our knowledge, known in the literature.

These proposed algorithms were implemented in C, using the PVM interface and were executed

on the Parsytec PowerXplorer. The experimental results obtained showed a signi�cant speedup

using more than one processor.
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forma alterado, neste caso, cada p�agina indica a primeira apari�c~ao do item com o novo signi�cado.
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Cap��tulo 1

Introdu�c~ao e Preliminares

1.1 Introdu�c~ao

Neste trabalho, apresentamos algoritmos paralelos e�cientes, no modelo CGM (Coarse Grained

Multicomputers), para os problemas de buscas unidimensional e bidimensional de padr~oes, com

e sem escala.

O problema de busca unidimensional de padr~oes consiste em: dados um vetor texto T de

comprimento n e um vetor P de comprimento m, m � n, cujos elementos pertencem a um

alfabeto �nito �, determinar as posi�c~oes do texto em que os subvetores de comprimento m,

come�cando nestas posi�c~oes, sejam iguais a P . O algoritmo mais conhecido para este problema foi

apresentado por Knuth, Morris e Pratt [41], �e denominado algoritmo KMP e resolve o problema

em tempo O(n+m). Outros algoritmos podem ser encontrados em [17, 30, 38, 42, 50]. Aplica�c~oes

para este problema s~ao encontradas em processamento de textos, reconhecimento de fala, vis~ao

computacional e biologia molecular [37].

Este problema pode ser estendido ao caso bidimensional, onde temos uma matriz texto T

de dimens~ao nl � nc e uma matriz padr~ao P , de dimens~ao ml �mc, com ml � nl e mc � nc,

com elementos pertencentes a um alfabeto �nito �. Para estas matrizes estamos interessados em

determinar todas as posi�c~oes de T , onde as submatrizes de dimens~ao ml�mc, come�cando nestas

posi�c~oes, sejam iguais a P . Algoritmos seq�uenciais para este problema, lineares no tamanho da

entrada, podem ser encontrados em [3, 7, 9, 10, 11, 14, 20, 21, 23, 29, 34, 35]. Aplica�c~oes de

buscas bidimensionais s~ao encontradas em bibliotecas multim��dia, vis~ao computacional e busca

de dados heterogêneos [6].

Por uma quest~ao de simplicidade, consideramos matrizes texto e padr~ao quadradas de ordem

n e m, respectivamente, sendo que os algoritmos funcionam tamb�em para os casos de matrizes

retangulares. O tamanho de uma matriz �e o seu n�umero de elementos. Assim, as matrizes texto

ter~ao tamanho n2 e as matrizes padr~ao ter~ao tamanho m2.

Para alguns problemas de busca de padr~oes em imagens, queremos buscar n~ao s�o o padr~ao,

mas tamb�em algumas varia�c~oes deste. Vamos considerar o caso em que o padr~ao pode estar

1



CAP�ITULO 1. INTRODUC� ~AO E PRELIMINARES 2

presente no texto com altera�c~oes em suas dimens~oes, mais especi�camente, consideraremos que

cada dimens~ao do padr~ao pode estar multiplicada por um inteiro k, que denominaremos escala.

Em uma imagem, as escalas de um padr~ao podem ocorrer, por exemplo, por causa da distância

da fonte de capta�c~ao ou pelo uso de zooms.

Neste caso, o problema �e determinar todas as ocorrências da matriz padr~ao P na matriz

texto T , para todas as escalas k. Uma id�eia inicial �e fazer buscas de padr~oes para cada escala;

por�em, isto leva a um tempo superlinear. Amir et al [8] apresentaram um algoritmo principal que

determina todas estas ocorrências para cada escala k em tempo linear no tamanho da entrada.

Apresentaram, ainda, um algoritmo de tempo linear para a busca unidimensional com escala e

dois algoritmos para a busca bidimensional sem escala: um de tempo linear e outro de tempo

sublinear, sob algumas condi�c~oes nos dados de entrada.

Na Figura 1.1 ilustramos um exemplo de matrizes texto e padr~ao com ocorrências do padr~ao

no texto com escalas 1 e 2.

5 10 15 20

5

10

15

20

PT

Figura 1.1: Exemplo de �guras armazenadas nas matrizes texto T e padr~ao P com ocorrências

de P em T nas posi�c~oes [1; 15], [2; 9], [3; 2], [11; 1] com escala 1 e na posi�c~ao [8; 7] com escala 2.

A partir da descri�c~ao de Amir et al [8] desenvolvemos um algoritmo paralelo para este

problema no modelo CGM (Coarse Grained Multicomputers) de mem�oria distribu��da.

Este modelo �e composto por um conjunto de p processadores com suas mem�orias locais que

se comunicam atrav�es de uma rede de interconex~ao que permite comunica�c~ao ponto-a-ponto

entre os processadores.

Um algoritmo no modelo CGM, ou simplesmente algoritmo CGM, para um problema que

tenha entrada de tamanho n e que utilize p processadores �e descrito atrav�es de superpassos

compostos por uma rodada de computa�c~ao local e uma rodada de comunica�c~ao. Na rodada de

computa�c~ao s~ao manipulados os dados armazenados localmente. Na rodada de comunica�c~ao s~ao
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trocadas informa�c~oes entre os processadores. O modelo imp~oe algumas restri�c~oes: a mem�oria

utilizada n~ao pode exceder O(n=p) e em cada rodada de comunica�c~ao cada processador pode

enviar e/ou receber no m�aximo O(n=p) dados. Neste modelo, nosso objetivo �e minimizar o

n�umero de rodadas de comunica�c~ao e a quantidade de computa�c~ao local.

O algoritmo CGM, proposto neste trabalho, para o caso bidimensional com escala tem tempo

de computa�c~ao local linear e utiliza apenas uma rodada de comunica�c~ao, respeitando a quanti-

dade m�axima de dados na comunica�c~ao imposta pelo modelo. Al�em deste algoritmo, obtivemos

tamb�em algoritmos CGM para as buscas unidimensional sem e com escala e para a busca bidi-

mensional sem escala. Estes algoritmos tamb�em rodam em tempo local linear e utilizam apenas

uma rodada de comunica�c~ao.

Estes algoritmos foram implementados em linguagem C utilizando interface PVM e executa-

dos na m�aquina paralela PowerXPlorer de arquitetura grade bidimensional com 16 processado-

res. Os resultados obtidos se mostraram bastante relevantes, levando a speedups bons, mesmo

a conex~ao entre processadores sendo tipo Ethernet.

Apesar de no modelo CGM n~ao estarmos preocupados diretamente com a quantidade de

dados trocados em cada rodada de comunica�c~ao (desde que respeitando o limite imposto pelo

modelo), mas com a quantidade de rodadas de comunica�c~ao, os algoritmos descritos trocam uma

quantidade de informa�c~oes que depende da quantidade de poss��veis posi�c~oes de ocorrência, como

pode ser visto nos algoritmos a serem discutidos.

Nos algoritmos CGM desenvolvidos minimizamos o n�umero de rodadas de comunica�c~ao (uma

rodada), a quantidade de dados comunicados (igual ao n�umero de poss��veis ocorrências) e a

quantidade de computa�c~ao local (linear no tamanho da entrada local). As implementa�c~oes

destes algoritmos mostraram resultados experimentais promissores, obtendo speedups pr�oximos

ao �otimo, para padr~oes pequenos.

Para os problemas de busca de padr~oes sem escala, existem algoritmos paralelos, no modelo

PRAM, que est~ao descritos em [22, 33, 40, 42, 53] para o caso unidimensional e descritos em [4,

5, 19, 22] para o caso bidimensional.

Em modelos de granularidade grossa, n~ao �e de nosso conhecimento a existência de outros

resultados para o problema de busca unidimensional com escala e de buscas bidimensionais

com e sem escala. Publica�c~oes recentes relacionadas com este trabalho foram apresentadas por:

Mongelli e Song [46, 47], para o problema de m��nimo intervalar (range minima), que utilizamos no

algoritmo CGM para busca bidimensional com escala (Cap��tulo 4); Ferragina e Luccio [31], para o

problema de buscas m�ultiplas em cadeias no modelo BSP e para outros modelos de granularidade

grossa; Boxer et al [15], para o problema de reconhecimento de padr~oes geom�etricos, no modelo

CGM. Ainda relacionado a este trabalho, Amir et al [6] apresentaram um algoritmo seq�uencial

para o problema de busca unidimensional de padr~oes com escala real.

Os algoritmos CGM apresentados, neste trabalho, para os problemas de busca de padr~oes s~ao

in�editos, n~ao sendo encontrados, na literatura, algoritmos em modelos de mem�oria distribu��da

para estes problemas. Contribu��mos, ainda, com o algoritmo CGM para o problema de m��nimo

intervalar [46, 47], que �e utilizado no algoritmo CGM para o problema de busca bidimensional

com escala.
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Neste primeiro cap��tulo, apresentamos tamb�em uma descri�c~ao mais completa do modelo

CGM, os conceitos de �Arvore Cartesiana, �Arvore de Su�xos, do problema de LCA (Lowest

Common Ancestor) e do problema de determina�c~ao do comprimento do pre�xo mais longo de

dois su�xos de uma cadeia dada, apresentando uma no�c~ao de como resolvê-los seq�uencialmente.

Descrevemos ainda o problema de M��nimo Intervalar, utilizado no algoritmo de busca bidi-

mensional de padr~oes com escala, e os algoritmos seq�uencial e CGM para resolvê-lo. Tamb�em

enumeramos as opera�c~oes sobre listas duplamente ligadas que ser~ao utilizadas nos algoritmos e

descrevemos o ambiente computacional em que os algoritmos foram implementados e executados,

gerando os dados experimentais.

No Cap��tulo 2, descrevemos o algoritmo KMP e sua vers~ao CGM, o algoritmo de busca

unidimensional com escala e o correspondente algoritmo paralelo CGM. Para os algoritmos

CGM mostramos os resultados experimentais obtidos.

No Cap��tulo 3, apresentamos dois algoritmos para o caso bidimensional sem escala e suas

correspondentes vers~oes CGM . O primeiro algoritmo �e linear no tamanho da entrada e o segundo

�e sublinear sob algumas condi�c~oes. Ambos os algoritmos no modelo CGM rodam em tempo linear

e utilizam uma �unica rodada de comunica�c~ao. Os resultados experimentais destes algoritmos,

obtidos a partir da implementa�c~ao de cada um deles, s~ao mostrados nesse cap��tulo.

O Cap��tulo 4 cont�em a descri�c~ao do algoritmo de Amir et al [8] para o caso bidimensional

com escala. Descrevemos o correspondente algoritmo CGM e, ao �nal do cap��tulo, apresentamos

os resultados obtidos com sua implementa�c~ao.

No Cap��tulo 5, apresentamos conclus~oes e sugest~oes de trabalhos futuros.

1.2 Modelo CGM

Em 1990, Valiant [52] introduziu o modelo BSP (Bulk Synchronous Parallel) e o conceito de

que a computa�c~ao paralela deveria ser modelada como uma s�erie de superpassos em vez de

passos individuais de troca de mensagens ou acessos �a mem�oria compartilhada. Todo algoritmo

BSP consiste de uma seq�uência de tais superpassos, cada um consistindo de v�arias opera�c~oes

de troca de mensagens (ou acessos �a mem�oria compartilhada). Os superpassos s~ao separados

por barreiras de sincroniza�c~ao. Toda mensagem enviada em um superpasso est�a dispon��vel para

o recebedor somente no passo subseq�uente. O modelo BSP tornou a computa�c~ao paralela de

granularidade grossa e levou a uma redu�c~ao substancial no overhead de sincroniza�c~ao. Neste

modelo, uma h-rela�c~ao em um superpasso corresponde ao envio e/ou recebimento de no m�aximo

h mensagens em cada processador.

O modelo CGM (Coarse Grained Multicomputers), proposto por Dehne et al [27] adicionou

a restri�c~ao de comunica�c~ao de granularidade grossa. Um algoritmo CGM �e um caso especial

de um algoritmo BSP onde todas as opera�c~oes de comunica�c~ao de um superpasso s~ao feitas em

uma h-rela�c~ao com h � n=p.

Assim, um CGM(n; p) consiste de p processadores, onde cada processador tem O(n=p) de

mem�oria local. Os processadores podem estar conectados por qualquer meio de interconex~ao.
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A mem�oria local �e tipicamente maior que O(1) (n=p � p). Esta caracter��stica d�a ao modelo

o nome de coarse grained (granularidade grossa). Na Figura 1.2 temos uma representa�c~ao do

modelo CGM. Um algoritmo CGM consiste de rodadas (rounds) alternadas de computa�c~ao

local e comunica�c~ao global. Em uma rodada de comunica�c~ao uma h-rela�c~ao (com h = O(n=p))

�e roteada, isto �e, cada processador envia O(n=p) dados e recebe O(n=p) dados. O tempo para

um algoritmo CGM �e a soma dos tempos para as rodadas de computa�c~ao e comunica�c~ao.

n/p n/p n/p n/pn/p

. . .

Rede de Interconexão

Processador

Memória

Figura 1.2: Representa�c~ao do modelo CGM para p processadores, considerando entradas de

tamanho n.

Os algoritmos CGM, quando implementados em multiprocessadores atualmente dispon��veis,

se comportam bem e exibem speedups similares �aqueles previstos em suas an�alises [24]. Para

estes algoritmos, o maior objetivo �e minimizar o n�umero de superpassos e a quantidade de

computa�c~ao local.

1.3 Listas

Na descri�c~ao dos algoritmos utilizaremos listas duplamente ligadas. Sobre estas listas ser�a

poss��vel efetuar as seguintes opera�c~oes:

� a cria�c~ao de uma lista vazia feita atrav�es da atribui�c~ao do conjunto vazio �a lista;

� a inser�c~ao de um elemento i no in��cio de uma lista L se dar�a pela opera�c~ao Insere(i; L);

� a opera�c~ao Remove(L) remove o primeiro elemento da lista L;

� Elemento(L) obt�em o primeiro elemento da lista L; e

� Pr�oximo(L) aponta para o pr�oximo elemento da lista L.
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Cada n�o de uma lista �e formado pelos campos que contêm os apontadores para os elementos

anterior e posterior da lista. Os demais campos, contendo as informa�c~oes, v~ao depender dos

algoritmos onde as listas ser~ao utilizadas.

1.4 Cadeias de Caracteres

Vamos supor que um texto est�a representado em um vetor indexado de 1 a n e um padr~ao �e

um vetor indexado de 1 a m, n � m, cujos elementos s~ao caracteres (ou s��mbolos) sobre um

alfabeto � dado. Assim, consideremos T um vetor texto e P um vetor padr~ao com T [i] 2 �

e P [j] 2 �, 1 � i � n, 1 � j � m. Estes vetores ser~ao tamb�em denominados cadeias de

caracteres, podendo ser representadas por seq�uências de caracteres; por exemplo, T = �1�2 : : : �n
e P = �1�2 : : : �m. Utilizaremos, indistintamente, qualquer uma destas duas representa�c~oes.

Assim teremos T [1] = �1; : : : ; T [n] = �n e P [1] = �1; : : : ; P [m] = �m.

De�ni�c~ao 1 A cadeia aaa � � � a, denotada por ak, onde o s��mbolo a �e repetido k vezes, �e deno-

minada escala da cadeia de um �unico a por um fator multiplicativo k, ou simplesmente

como a escalado a k. Analogamente, consideremos a cadeia A = a1 � � � al. A escalado a k,

denotado Ak, �e a cadeia ak1 � � � akl .

De�ni�c~ao 2 Seja P = (pi;j), onde 1 � i; j � m, uma matriz bidimensional sobre um alfabeto

�nito �. P escalada a k �e a matriz km� km que resulta da substitui�c~ao de cada s��mbolo Pi;j
de P por uma matriz k � k cujos elementos s~ao todos iguais ao s��mbolo pi;j. Isto �e,

P k[i; j] = P

��
i

k

�
;

�
j

k

��
.

Denominamos �� o conjunto de todas as cadeias de comprimento �nito formadas utilizando-

se o alfabeto �. A cadeia vazia ser�a denotada por ", e temos que " 2 ��. O comprimento de

uma cadeia x �e denotado por jxj. Dadas duas cadeias x e y, a concatena�c~ao destas cadeias,

contendo jxj+ jyj caracteres, �e representado por xy e consiste dos caracteres de x seguidos pelos

caracteres de y.

Dizemos que uma cadeia w �e um pre�xo de uma cadeia x, denotado w < x, se x = wy para

alguma cadeia y 2 ��. Notemos que se w < x ent~ao jwj � jxj. Analogamente, dizemos que uma

cadeia w �e um su�xo de uma cadeia x, denotado w = x, se x = yw para alguma cadeia y 2 ��.
A cadeia vazia " �e ao mesmo tempo pre�xo e su�xo de qualquer cadeia. Notemos, ainda, que

para quaisquer duas cadeias x e y e qualquer caracter a, temos x = y se e somente se xa = ya e

que, tamb�em, < e = s~ao rela�c~oes transitivas.

1.5 �Arvore Cartesiana

Esta estrutura de dados foi apresentada por Vuillemin [54]. A de�ni�c~ao de �arvore Cartesiana �e

dada a seguir. A constru�c~ao desta estrutura a partir de um vetor �e feita em tempo seq�uencial
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linear. Esta estrutura �e �util no algoritmo seq�uencial do M��nimo Intervalar (se�c~ao 1.8) e nos

algoritmos seq�uenciais de Busca Bidimensional sublinear sem escala (se�c~ao 3.4.1) e com escala

(se�c~ao 4.2).

De�ni�c~ao 3 (�Arvore Cartesiana [54]) Dado um vetor A0;n�1 = (a0; a1; : : : ; an�1) de n n�u-

meros reais distintos, a �arvore Cartesiana de A0;n�1 �e uma �arvore bin�aria com n�os rotulados

com os elementos do vetor A. A raiz da �arvore tem r�otulo am = minfa0; a1; : : : ; an�1g. Sua

sub�arvore esquerda �e a �arvore Cartesiana de A0;m�1 = (a0; a1; : : : ; am�1), e sua �arvore direita �e

a �arvore Cartesiana de Am+1;n�1 = (am+1; : : : ; an�1). A �arvore Cartesiana de um vetor vazio �e

a �arvore vazia.

Na Figura 1.3 apresentamos um exemplo de uma �arvore Cartesiana para um vetor particular.

7

12

10

6 8

2

1

5 11

4 9

3

Figura 1.3: �Arvore Cartesiana correspondente ao vetor (10; 6; 12; 7; 2; 8; 1; 4; 5; 3; 11; 9).

A �arvore Cartesiana para um vetor A0;n�1 = (a0; a1; : : : ; an�1) �e obtida construindo-se uma

seq�uência de �arvores Ti, i = 0; : : : ; n � 1, onde Ti �e a �arvore Cartesiana para o vetor A0;i. Ti �e

obtida de Ti�1, subindo-se nesta �arvore pelo caminho mais �a direita at�e encontrarmos o n�o cujo

r�otulo ak seja menor que ai. A sub�arvore direita de ak torna-se a sub�arvore esquerda de ai e ai
torna-se �lho direito de ak. O tempo total para construir a �arvore �e O(n), uma vez que um n�o

deixa de pertencer ao caminho mais �a direita assim que ele �e visitado.

1.6 �Arvores de Su�xos

Emmuitos problemas que envolvam manipula�c~ao de cadeias podemos utilizar estruturas de dados

obtidas do pr�e-processamento de uma cadeia dada S, de forma que consultas sobre subcadeias

de S possam ser processadas rapidamente. A descri�c~ao a seguir �e baseada em J�aJ�a [37].

Uma estrutura de dados poss��vel �e uma �arvore digital de busca (ou trie) T associada a um

conjunto de cadeias distintas C1; C2; : : : ; Cm sobre um alfabeto �. Vamos supor que cada Ci

n~ao �e um pre�xo de algum Cj com i 6= j. A �arvore digital de busca T �e uma �arvore com raiz

com m n�os terminais tal que:
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1. Cada aresta de T est�a rotulada com um s��mbolo do alfabeto �, e est�a orientada no sentido

raiz para n�os terminais.

2. Quaisquer duas arestas que saem de um mesmo n�o têm r�otulos diferentes.

3. Cada folha u corresponde a uma e somente uma cadeia Ci, de forma que a concatena�c~ao

dos r�otulos das arestas do caminho da raiz at�e u seja Ci.

Nosso interesse �e construir tal �arvore considerando os su�xos de uma cadeia S dada. Para

garantirmos que cada su�xo estar�a representado unicamente por uma folha em T , o �ultimo

caracter da cadeia S n~ao pode aparecer em qualquer outra posi�c~ao de S. Dessa forma, nenhum

su�xo de S �e um pre�xo de um su�xo diferente de S. Assim, quaisquer dois su�xos de S tomar~ao,

eventualmente, caminhos distintos em T at�e atingir sua folha correspondente. Para que toda

cadeia S possua este �ultimo caracter distinto dos demais caracteres de S, vamos considerar que

toda cadeia S possua um caracter �nal que n~ao aparece antes.

Uma �arvore digital de busca T constru��da a partir de S pode ser muito grande. Por exemplo,

se considerarmos a cadeia S = anbn$, ela ter�a 
(n2) n�os.

Utilizaremos uma vers~ao compacta de uma �arvore digital de busca, chamada �arvore de su�xos

de forma a utilizar espa�co linear. Uma �arvore de su�xos T representando uma cadeia S obedece

�as seguintes restri�c~oes:

1. Uma aresta de T pode representar qualquer subcadeia n~ao-vazia de S.

2. Cada n�o n~ao terminal de T , exceto a raiz, deve ter no m��nimo dois arcos �lhos.

3. As cadeias representadas por n�os irm~aos de T devem come�car com caracteres diferentes.

Na Figura 1.4 temos um exemplo de uma �arvore de su�xos constru��da para a cadeia ababbaaba$.

A constru�c~ao de uma �arvore de su�xos pode ser feita por algoritmos que levam tempo linear,

como descrito por Weiner [55], e tempo e espa�co lineares no tamanho da cadeia de entrada, como

descrito por McCreight [45]. A seguir vamos descrever o segundo algoritmo, desenvolvido por

McCreight [45].

Vamos representar cada s��mbolo de um alfabeto � por letras romanas min�usculas e seq�uências

�nitas de caracteres (eventualmente vazias) por letras gregas min�usculas.

Um caminho parcial �e uma seq�uência de arestas vizinhas da �arvore que come�ca na raiz em

dire�c~ao aos n�os terminais.

Um caminho �e um caminho parcial que termina em uma folha.

Garantimos que um caminho parcial representar�a unicamente uma subcadeia de S obtida

pela concatena�c~ao das cadeias em suas arestas.

O locus de uma cadeia �e um n�o no �m de um caminho parcial que representa esta cadeia.

Uma extens~ao de uma cadeia � �e qualquer cadeia cujo pre�xo seja �.
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Figura 1.4: �Arvore de su�xos correspondente �a cadeia ababbaaba$.

O locus estendido de uma cadeia � �e o locus da menor extens~ao de � para o qual o locus

esteja de�nido.

O locus contra��do de uma cadeia � �e o locus do maior pre�xo de � para o qual o locus esteja

de�nido.

O algoritmo inicia com uma �arvore vazia T0 e insere caminhos correspondentes a su�xos de

S um de cada vez, do su�xo mais longo para o mais curto.

Em uma itera�c~ao i construiremos a �arvore Ti a partir da �arvore Ti�1. De�nimos sufi como

sendo o su�xo de S, come�cando na posi�c~ao i (suf1 = S). Neste passo inserimos um caminho

correspondente a sufi na �arvore Ti�1 obtendo Ti. De�nimos headi como sendo o mais longo

pre�xo de sufi que �e pre�xo de sufj para algum j < i. Equivalentemente, headi �e o mais

longo pre�xo de sufi cujo locus estendido exista na �arvore Ti�1. De�nimos taili como sendo

sufi � headi. Para inserirmos sufi em Ti�1, o locus estendido de headi em Ti�1 �e encontrado,

um novo n�o n~ao-terminal �e constru��do para dividir a aresta que entra e torna-se o locus de headi
se necess�ario, e �nalmente uma nova aresta rotulada taili �e constru��da daquele n�o n~ao terminal

para uma nova folha.

Para que o algoritmo seja e�ciente, temos que utilizar uma estrutura de dados para repre-

sentar a �arvore T que tamb�em seja e�ciente. A �arvore ser�a montada de tal forma que cada n�o

tenha apontadores para o (primeiro) �lho e para seus irm~aos. Al�em disso, cada aresta representa

uma subcadeia de S que ser�a armazenada no n�o de chegada desta aresta por um par de ��ndices

denotando as posi�c~oes inicial e �nal em S.

Com esta representa�c~ao, ap�os a determina�c~ao de headi em Ti�1, a introdu�c~ao de um novo

n�o n~ao terminal e de uma nova aresta correspondente a taili leva tempo constante. Como s~ao
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inseridos n su�xos, a determina�c~ao de headi em Ti�1 tamb�em deve levar tempo constante (em

m�edia sobre todos os passos).

Para isto, utilizaremos a seguinte rela�c~ao entre headi�1 e headi.

Lema 1 Se headi�1 pode ser escrito como xÆ para algum caracter s e alguma (possivelmente

vazia) cadeia Æ, ent~ao Æ �e pre�xo de headi.

A demonstra�c~ao deste lema est�a descrita em [45]. Para explorarmos esta propriedade, in-

clu��mos liga�c~oes auxiliares. De cada n�o n~ao terminal que �e o locus de xÆ, uma liga�c~ao su�xo �e

introduzida apontando para o locus de Æ. Esta liga�c~ao permite ao algoritmo no passo i pegar

um atalho para o locus de headi a partir do locus de headi�1 visitado no passo anterior.

O algoritmo �e descrito em três passos:

Passo A Primeiramente, identi�cam-se três cadeias �, � e �, com as seguintes propriedades:

1. headi�1 pode ser representado por ���.

2. se o locus contra��do de headi�1 em Ti�2 n~ao �e a raiz, ele �e o locus de ��. Caso

contr�ario, � �e vazio.

3. � �e uma cadeia de no m�aximo um caracter que �e vazia somente se headi�1 �e vazia.

O lema 1 garante que headi pode ser representado como ��
 para alguma (possivelmente

vazia) cadeia 
. Temos dois casos:

� vazio: denomina-se c a raiz e vai-se para o passo B.

� n~ao vazio: por de�ni�c~ao, o locus de �� deve ter existido na �arvore Ti�2. Segue-se

sua liga�c~ao su�xo para um n�o n~ao terminal c e vai-se para o passo B.

Notemos que em ambos os casos c �e o locus de �.

Passo B Este passo �e chamado rescanning, e �e o passo chave do algoritmo. Como ��
 �e de�nido

como headi, pela de�ni�c~ao de head sabemos que o locus estendido de �� existe na �arvore

Ti�1. Isto signi�ca que existe um caminho a partir de c (locus de �) que �e uma extens~ao

de �. Isto signi�ca que existe uma seq�uência de arestas a partir do n�o c que representa

alguma extens~ao de �. Para percorrer � encontra-se a aresta �lha de c que representa

uma subcadeia � cujo primeiro s��mbolo seja igual ao primeiro s��mbolo de �, esta aresta

leva a um n�o que chamaremos f . Ent~ao, comparam-se os comprimentos de � e �. Se

o comprimento de � for maior, faz-se uma chamada recursiva de � � � iniciando no n�o

f . Se � tem comprimento menor ou igual, ent~ao � �e um pre�xo de �, e foi encontrado

o locus estendido de ��. Esta fase est�a terminada e leva tempo linear no n�umero de n�os

encontrados. Um novo n�o n~ao terminal �e constru��do para ser locus de ��, se tal n�o ainda

n~ao existir. O locus de �� �e referenciado como d e vai-se para o passo C. (Notar que um

novo n�o para ser o locus de �� �e constru��do somente se 
 �e vazio.)
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Passo C Este passo �e chamado de scanning. Inicialmente, veri�ca-se se a liga�c~ao su�xo do

locus de ��� n~ao est�a de�nida. Em caso a�rmativo, esta liga�c~ao aponta para d. Inicia-se

uma busca do locus estendido de ��
 a partir de d. A maior diferen�ca entre esta fase e a

anterior �e que na anterior conhecia-se o comprimento de � de antem~ao, enquanto aqui n~ao

se conhece, previamente, o comprimento de 
. Assim, deve-se percorrer a �arvore de acordo

com os caracteres de taili�1, da qual 
 �e um pre�xo, um a um da esquerda para a direita.

Quando \cai-se" fora da �arvore, o locus estendido de ��
 foi encontrado. O �ultimo n�o de

Ti�1 encontrado neste percurso �e o locus contra��do de headi em Ti�1. Um novo n�o n~ao

terminal �e constru��do para ser o locus de ��
 se tal n~ao existir. E, �nalmente, uma nova

aresta com r�otulo taili �e constru��da do locus de ��
 para uma nova folha, �nalizando a

itera�c~ao i.

O tempo de execu�c~ao do algoritmo depende tamb�em do tamanho do alfabeto da cadeia de

entrada. Para um alfabeto de tamanho �xo, o algoritmo descrito obt�em uma �arvore de su�xos

em tempo e espa�co lineares no tamanho da cadeia de entrada. Uma descri�c~ao de como lidar com

outros alfabetos pode ser encontrada em [45].

1.7 Problema do Ancestral Comum Mais Baixo (LCA)

De�ni�c~ao 4 (Ancestral Comum Mais Baixo) O ancestral comum mais baixo de dois

v�ertices u e v de uma �arvore com raiz �e o v�ertice w que �e um ancestral de u e v e que est�a mais

distante da raiz. w = LCA(u; v).

N~ao estamos interessados somente no problema de dado um par de v�ertices u e v determinar

w = LCA(u; v). O que queremos �e um caso mais geral e aplic�avel em uma s�erie de problemas

como descrito em Reif [49]. Estamos interessados em, dada uma �arvore T = (V;E) com raiz,

pr�e-processar T de forma que uma consulta LCA(u; v), para um par qualquer de v�ertices u e v

de T , possa ser respondida rapidamente - em tempo seq�uencial O(1).

Para este problema, conhecido como Problema do Ancestral Mais Baixo (LCA { Lowest

Common Ancestor), temos dois casos especiais:

1. se T �e simplesmente um caminho, basta determinarmos a distância de cada v�ertice �a raiz, o

que nos permite responder a LCA(u; v) em tempo constante, comparando-se as distâncias

de u e v �a raiz.

2. T �e uma �arvore bin�aria completa.

1.7.1 O Algoritmo para uma �Arvore Bin�aria Completa

Neste caso, dada uma �arvore bin�aria completa T com raiz, inicialmente determina-se o n�umero

in-ordem dos v�ertices de T . O n�umero in-ordem dos v�ertices de uma �arvore corresponde �a ordem

dos v�ertices obtida em um percurso in-ordem na �arvore a partir da raiz. Isto pode ser feito em
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tempo linear no n�umero de n�os da �arvore. A partir disto, cada v�ertice ser�a identi�cado atrav�es do

seu n�umero in-ordem e convenientemente dado em sua representa�c~ao bin�aria. Indexamos os bits

na representa�c~ao bin�aria do bit menos signi�cativo, que tem ��ndice 0, para o mais signi�cativo,

que tem ��ndice l. Dados dois v�ertices x e y da �arvore T , seja i a posi�c~ao do bit mais �a esquerda

em que x e y diferem. LCA(x; y) consiste dos l � i bits mais �a esquerda, seguidos por um \1"

e i \0"s. Assim, ap�os a determina�c~ao dos n�umeros in-ordem, podemos responder a consultas

LCA(x; y) em tempo O(1).

1.7.2 O Algoritmo para uma �Arvore Arbitr�aria

O algoritmo descrito a seguir foi desenvolvido por Schieber e Vishkin [51] e tamb�em pode ser

encontrado em Reif [49]. A descri�c~ao deste algoritmo foi feita para um modelo PRAM EREW,

rodando em tempo O(log n), usando n= log n processadores. A vers~ao seq�uencial deste algoritmo,

que utilizamos nas implementa�c~oes, roda em tempo e espa�co lineares no n�umero de n�os da �arvore

e �e mais e�ciente que o algoritmo descrito em [36].

Neste caso, reduziremos, atrav�es do pr�e-processamento, nosso problema aos casos especiais

j�a vistos. Na etapa de pr�e-processamento, a �arvore T inicial �e decomposta em cadeias v�ertice-

disjuntas. Dessa forma, para responder a uma consulta LCA(x; y) temos dois casos poss��veis:

1. x e y pertencem a uma mesma cadeia. Neste caso, basta usar os n��veis dos v�ertices pr�e-

calculados.

2. Sejam Cx e Cy as cadeias da decomposi�c~ao de T que contêm x e y, respectivamente. Na

etapa de pr�e-processamento determinamos um mapeamento injetivo do conjunto de cadeias

no conjunto de v�ertices de uma �arvore bin�aria completa B com 2blog nc+1 � 1 v�ertices.

Este mapeamento tem a seguinte propriedade:

Propriedade 1 (Propriedade de Preserva�c~ao de Ascendência) Sejam v e u dois v�ertices

quaisquer em T , e sejam Cv e Cu as cadeias que contêm v e u, respectivamente. Se v �e um

ancestral de u, ent~ao Cv �e mapeado em um ancestral do v�ertice no qual Cu �e mapeado em B.

Dada uma consulta LCA(x; y), usamos o algoritmo para �arvores bin�arias completas para cal-

cular o LCA (em B) dos dois v�ertices em que Cx e Cy foram mapeados. Assim, com mais alguma

informa�c~ao adicional, podemos identi�car a cadeia em T que cont�em LCA(x; y) e, �nalmente,

podemos obtê-lo.

A etapa de pr�e-processamento consiste em determinar para cada v�ertice v da �arvore T os

r�otulos: LEV EL(v), INLABEL(v) e ASCENDANT (v); e uma tabela de consulta chamada

HEAD. Estes r�otulos e a tabela de consulta podem ser determinados em tempo linear no

n�umero de n�os da �arvore. O r�otulo LEV EL(v) corresponde ao n��vel do n�o v na �arvore. O

r�otulo INLABEL(v) cont�em o valor de um descendente de v cujo bit 1 mais �a direita tenha o

maior ��ndice dentre os descendentes de v. O n�umero INLABEL decomp~oe a �arvore em cadeias
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v�ertice-disjuntas compostas por todos os n�os com o mesmo valor de INLABEL. O n�umero

ASCENDANT (v) armazena todos os ancestrais de INLABEL(v) na �arvore bin�aria completa

B que tamb�em s~ao n�umeros INLABEL de ancestrais de v em T . A tabela HEAD cont�em o

v�ertice mais alto em cada cadeia INLABEL, isto �e, HEAD(k) armazena o v�ertice mais pr�oximo

da raiz dentre aqueles n�os com n�umero INLABEL igual a k. De posse destes dados, podemos

efetuar uma consulta LCA em tempo seq�uencial constante. Os detalhes podem ser obtidos em

Schieber e Vishkin [51] ou Reif [49].

1.8 Problema de M��nimo Intervalar

De�ni�c~ao 5 Dado um vetor A = (a0; a1; : : : ; an�1) de n�umeros reais, de�nimos MIN(i; j) =

minfai; : : : ajg. O problema de m��nimo intervalar (range minima) consiste em pr�e-

processar o vetor A de forma que consultas MIN(i; j) possam ser respondidas em tempo cons-

tante, para todo 0 � i; j � n� 1.

Consultas de m��nimo intervalar ser~ao utilizadas no Cap��tulo 4. Estas consultas poder~ao ser

nos dados locais ou em dados contidos em processadores diferentes. Para o caso seq�uencial,

usaremos o algoritmo de Gabow et al [32]. No caso dos dados em processadores diferentes,

utilizaremos o algoritmo CGM de Mongelli e Song [47, 46]. Estes algoritmos encontram-se

descritos a seguir.

O algoritmo para o problema de m��nimo intervalar no modelo CGM, descrito em [47] usa os

algoritmos seq�uenciais de Gabow et al [32] e Alon e Schieber [2] que s~ao executados usando os

dados locais em cada processador.

1.8.1 Algoritmo Seq�uencial de Gabow et al

Este algoritmo usa a estrutura de dados �arvore Cartesiana descrita na se�c~ao 1.5 e nela �e aplicado

um algoritmo para o problema do LCA.

O algoritmo �e dado a seguir.

ALGORITMO: M��nimo Intervalar(Gabow et al)

Entrada: o vetor A = (a0; a1; : : : ; an�1) de n n�umeros reais.

Sa��da: uma estrutura de dados que responde a consultas MIN(i; j) em tempo constante.

1. Construir a �arvore Cartesiana de A.

2. Usar um algoritmo seq�uencial linear para o problema LCA, usando a �arvore Cartesiana.

�m algoritmo

A constru�c~ao da �arvore Cartesiana leva tempo linear, bem como o algoritmo para o problema

do LCA. O algoritmo leva, ent~ao, tempo linear para obter a estrutura que responde a consultas

de M��nimo Intervalar em tempo constante. Qualquer consulta MIN(i; j) pode ser respondida
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da seguinte forma: da de�ni�c~ao recursiva de �arvore Cartesiana temos que o valor de MIN(i; j)

�e o valor do LCA de ai e aj . Assim, cada consulta de m��nimo intervalar pode ser respondida em

tempo constante atrav�es de uma consulta de LCA em uma �arvore Cartesiana. Logo, o problema

de m��nimo intervalar �e solucionado em tempo constante.

1.8.2 Algoritmo Seq�uencial de Alon e Schieber

O algoritmo de Alon e Schieber tem complexidade de tempo O(n logn). Apesar desta comple-

xidade n~ao-linear, este algoritmo �e crucial na descri�c~ao do algoritmo CGM, como ser�a visto na

se�c~ao 1.8.3. Sem perda de generalidade, vamos considerar n como sendo uma potência de 2.

Na descri�c~ao deste algoritmo, utilizamos o conceito de vetores m��nimo pre�xo e m��nimo

su�xo, de�nidos a seguir, que s~ao casos particulares de vetores de soma pre�xa e soma su�xa,

respectivamente, considerando o operador m��nimo. Uma exposi�c~ao mais detalhada de somas

pre�xas e su�xas pode ser obtida em Reif [49].

De�ni�c~ao 6 Considere um vetor A = (a1; a2; : : : ; an) de n n�umeros reais. O vetor m��nimo

pre�xo �e o vetor P = (minfa0g;minfa0; a1g; : : : ;minfa0; a1; : : : ; an�1g). O vetor m��nimo su�xo

�e o vetor S = (minfa0; a1; : : : ; an�1g;minfa1; : : : ; an�1g; : : : ;minfan�2; an�1g;minfan�1g).

ALGORITMO: M��nimo Intervalar(Alon e Schieber)

Entrada: o vetor A = (a0; a1; : : : ; an�1) de n n�umeros reais.

Sa��da: uma estrutura de dados que responde a consultas MIN(i; j) em tempo constante.

1. Construir uma �arvore bin�aria completa T com n folhas.

2. Associar os elementos de A �as folhas de T .

3. Para cada n�o v de T , calcular Pv e Sv, os vetores de m��nimo pre�xo e m��nimo su�xo,

respectivamente, das folhas da sub�arvore com raiz v.

�m algoritmo

A �arvore T constru��da pelo algoritmo M��nimo Intervalar(Alon e Schieber) ser�a denominada

�arvore-PS. A Figura 1.5 ilustra uma �arvore-PS gerada por este algoritmo.

Vamos introduzir outra nota�c~ao.

Nota�c~ao 1 Considere uma �arvore bin�aria completa e um n�o v da �arvore. Denotemos ar; ar+1;

: : : ; as as folhas abaixo de v que s~ao descendentes de v. Para cada j tal que r � j � s, de�nimos

Pos(aj) = j � r.

O processamento das consultas MIN(i; j) com 0 � i; j � n� 1 �e feito como se segue. Deter-

minamos w = LCA(ai; aj) em T . Sejam v e u os �lhos esquerdo e direito de w, respectivamente.

Ent~ao o valor de MIN(i; j) �e o m��nimo entre o valor de Sv[Pos(ai)] e o valor de Pu[Pos(aj)].

A �arvore-PS �e uma �arvore bin�aria completa e, como vimos na se�c~ao 1.7, consultas LCA em

�arvores bin�arias completas podem ser feitas em tempo constante.
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Figura 1.5: �arvore-PS gerada pelo AlgoritmoMinimo Intervalar(Alon e Schieber) para um vetor

particular.

1.8.3 O Algoritmo CGM

Em um algoritmo CGM, estamos interessados em reduzir o n�umero de rodadas de comunica�c~ao

e concentrar na computa�c~ao de dados locais nos processadores.

Baseado nos algoritmos seq�uenciais vistos nas se�c~oes anteriores, podemos construir um algo-

ritmo CGM para o problema de m��nimo intervalar. O algoritmo CGM de Mongelli e Song [46, 47]

�e executado em tempo O(n=p) e usa O(1) rodadas de comunica�c~ao. A maior di�culdade �e no

armazenamento dos dados necess�arios pelos processadores de forma que as consultas possam ser

feitas em tempo constante sem violar o limite de O(n=p) de mem�oria �xada pelo modelo CGM.

O modelo CGM(n; p) precisa de um m��nimo de O(n=p) de mem�oria em cada processador.

Infelizmente, n~ao h�a o que fazer se esta quantidade de mem�oria dispon��vel for menor que este

m��nimo. Primeiro, precisamos de mem�oria su�ciente para armazenar os dados de entrada.

Tamb�em precisamos de mem�oria para construir as estruturas de dados em cada processador de

forma a obter tempo constante nas consultas do m��nimo intervalar.

Na descri�c~ao do algoritmo, consideraremos a seguinte nota�c~ao.

Nota�c~ao 2 Dado um vetor A = (a0; a1; : : : ; an�1), escrevemos A[i] = ai, 0 � i;� n � 1, e

A[i : : : j] = (ai; ai+1; : : : ; aj�1; aj), 0 � i � j � n� 1.

A id�eia do algoritmo �e baseada em como as consultas MIN(i; j) podem ser respondidas.

Consideraremos p processadores denotados por 0; 1; : : : ; p � 1. Sem perda de generalidade, as-

sumimos p como sendo um potência de 2. Cada processador armazena n=p posi�c~oes cont��guas
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do vetor de entrada. Assim, dado A = (a0; a1; : : : an�1), o processador i armazena o subvetor

Ai = (ain=p; : : : ; a(i+1)(n=p)�1), para 0 � i � p � 1. MIN(i; j) �e respondido dependendo da

localiza�c~ao de ai e aj nos processadores. Temos os seguintes casos:

1. Se ai e aj est~ao em um mesmo processador, o dom��nio do problema se reduz ao sub-

vetor armazenado localmente naquele processador. Assim, precisamos de uma estrutura

de dados para responder a este tipo de consulta em tempo constante. Esta estrutura de

dados �e fornecida em cada processador pelo Algoritmo M��nimo Intervalar(Gabow et al)

(p�agina 13).

2. Se ai e aj est~ao em processadores distintos �i e �j (sem perda de generalidade, �i < �j),

respectivamente, temos dois subcasos:

(a) Se �i = �j � 1, isto �e, ai e aj est~ao em processadores vizinhos, MIN(i; j) ent~ao cor-

responde ao m��nimo entre o m��nimo de ai at�e o �nal do subvetor A�i e o m��nimo

do come�co do subvetor A�j at�e aj. Estes m��nimos podem ser novamente determina-

dos pela estrutura de dados obtida pelo Algoritmo M��nimo Intervalar(Gabow et al)

(p�agina 13). Para determinar o m��nimo destes m��nimos, precisamos de uma rodada

de comunica�c~ao.

(b) Se �i < �j�1, MIN(i; j) corresponde ao m��nimo do subvetor A�i[i : : : (�i+1)(n=p)�1], o
m��nimo do subvetor A�j [

�j(n=p) : : : j] e os m��nimos dos subvetores A�i+1; : : : ; A�j�1. Os

primeiros dois m��nimos s~ao determinados como no subcaso anterior. Os m��nimos dos

subvetores A�i+1; : : : A�j�1 s~ao facilmente determinados usando a �arvore Cartesiana do

vetor de m��nimos de todos os subvetores Ak, 0 � k � p � 1. Isto se reduz a um

problema de m��nimo intervalar restrito a um vetor de p valores. Assim, precisamos

de uma estrutura de dados para responder a estas consultas em tempo constante.

Como o vetor de m��nimos cont�em apenas p valores, esta estrutura de dados pode ser

obtida pelo Algoritmo M��nimo Intervalar(Alon e Schieber) (p�agina 14).

A di�culdade do Caso 2(b) �e que n~ao podemos construir a �arvore-PS explicitamente em

cada processador como descrito na se�c~ao 1.8.2, pois para isto seria necess�ario uma mem�oria de

tamanho O(p log p), maior do que o �xado pelo modelo CGM, que �e O(n=p), com n=p � p.

Para contornar esta di�culdade, armazenamos apenas informa�c~oes parciais na �arvore-PS em

cada processador. Constru��mos vetores P 0 e S0 de log p+1 posi�c~oes em cada processador, como

descrito a seguir.

Vamos descrever esta constru�c~ao para um processador i, com 0 � i � p� 1. Seja bi o valor

do m��nimo do subvetor Ai. Seja v um n�o qualquer da �arvore T tal que a sub�arvore com raiz

v tem bi como folha, e seja dv a profundidade de v em T , isto �e, o comprimento do caminho

da raiz at�e v, como de�nido em [1]; e seja lv o n��vel de v, que �e a altura da �arvore menos a

profundidade de v, como de�nido em [1] (lv = log p�dv , pois a �arvore tem altura log p). O vetor

P 0 (respectivamente, S0) cont�em na posi�c~ao lv o valor do vetor Pu (respectivamente, Sv), do n��vel

lv de T , na posi�c~ao correspondente �a folha bi. Em outras palavras, temos P 0[lv ] = Pv[i mod 2lv ].
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A Figura 1.6 ilustra a correspondência entre os vetores P 0 e S0 armazenados em cada pro-

cessador e a �arvore-PS constru��da pelo algoritmo M��nimo Intervalar(Alon e Schieber). Na Fi-

gura 1.6(b), as posi�c~oes em destaque nos vetores S em cada n��vel da �arvore correspondem ao

m��nimo su�xo de b0 = 3 em cada n��vel. Desta forma, obtemos o vetor S0 no processador 0

(Figura 1.6(c)).
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Figura 1.6: Execu�c~ao do Algoritmo M��nimo Intervalar(CGM) usando o vetor (10, 3, 11, 8, 2, 9,

7, 15, 0, 1, 14, 4, 6, 13, 12, 5). (a) Os dados distribu��dos nos processadores e as �arvores Carte-

sianas correspondentes. (b) �Arvores-PS constru��das pelo Algoritmo M��nimo Intervalar(Alon e

Schieber) para o vetor (3; 2; 0; 5) de m��nimos dos processadores. (c) Vetores P 0 e S0 constru��dos
pelo passo 3 do Algoritmo M��nimo Intervalar(CGM) correspondente aos vetores P e S de T .

A seguir, damos uma descri�c~ao em alto n��vel do algoritmo.

ALGORITMO: M��nimo Intervalar(CGM)

Entrada: o vetor A = (a0; a1; : : : ; an�1) com n n�umeros reais.

Sa��da: uma estrutura de dados que responde a consultas MIN(i; j) em tempo constante.

fCada processador recebe n=p posi�c~oes cont��guas do vetor A, dividido em subvetores A0; A1; : : : ;

Ap�1.g
1. Cada processador i executa seq�uencialmente o AlgoritmoM��nimo Intervalar(Gabow et al).
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2. Coment�ario: Cada processador constr�oi um vetor B = (bi) de tamanho p, contendo os

m��nimos dos subvetores armazenados em cada processador.

2.1. Cada processador i calcula bi = minAi = minfai(n=p); : : : ; a(i+1)(n=p)�1g.
2.2. Cada processador i envia bi aos outros processadores.

2.3. Cada processador i coloca em bk o valor recebido do processador k, k 2 f0; : : : ; p �
1g n fig.

3. Cada processador i executa os procedimentos Constr�oi P 0 and Constr�oi S0 (ver a seguir) .
�m algoritmo

Dado um vetor B, o seguinte procedimento constr�oi o vetor P 0 no processador i, para 0 � i �
p� 1. Este procedimento constr�oi P 0 em tempo O(p) (= O(n=p)) usando somente dados locais.

A constru�c~ao do vetor S0 �e feita de maneira sim�etrica, considerando B na ordem inversa. Na

descri�c~ao dos algoritmos, a indenta�c~ao dos comandos delimita o corpo do la�co. Esta conven�c~ao

�e utilizada na descri�c~ao de todos os demais algoritmos e procedimentos.

PROCEDIMENTO: Constr�oi P 0.
Entrada: o veto B = (b0; b1; : : : ; bp�1) com p n�umeros reais.

Sa��da: o vetor P 0 of log p+ 1 posi�c~oes.
1. P 0[0] bi
2. aponta i

3. inordem 2 � i+ 1

4. para k  1 at�e log p fa�ca

5. P 0[k] P 0[k � 1]

6. se binordem=2kc �e ��mpar

7. ent~ao para l 1 at�e 2k�1 fa�ca

8. aponta aponta� 1

9. se P 0[k] > B[aponta]

10. ent~ao P 0[k] B[aponta]
�m procedimento

Para simpli�car a prova de corretude deste procedimento, consideramos p como sendo uma

potência de 2 e que, em cada processador i, o vetor B cont�em as folhas de uma �arvore bin�aria

completa, como na descri�c~ao do Algoritmo M��nimo Intervalar(Alon e Schieber). N~ao armazena-

mos inteiramente o vetor em cada n�o interno desta �arvore, mas somente as log p+1 posi�c~oes do

vetor de m��nimo pre�xo em cada n��vel correspondendo �a posi�c~ao i do vetor B.

O valor da vari�avel inordem da linha 3 �e o valor do n�umero in-ordem da folha contendo bi,

obtido em uma travessia in-ordem nos n�os da �arvore. Pode ser visto facilmente que estes valores,

da esquerda para a direita, s~ao n�umeros ��mpares no intervalo [1; 2p� 1].

Teorema 1 O Procedimento Constr�oi P 0 corretamente calcula o vetor P 0, para cada processador

i, 0 � i � p� 1.
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Prova. Para um processador i, 0 � i � p� 1, provamos o seguinte invariante em cada itera�c~ao

do la�co da linha 4:

Em cada itera�c~ao k, seja Tk a sub�arvore que cont�em bi e tem raiz no n��vel k. P 0[k] armazena

a posi�c~ao i do vetor de m��nimo pre�xo do subvetor de B correspondente �as folhas da sub�arvore

Tk e a vari�avel aponta cont�em o ��ndice, em B, da folha de Tk mais �a esquerda.

Inicialmente, provamos que o invariante vale antes da primeira itera�c~ao. Neste caso, k = 0,

P 0[k] = bi e aponta = i s~ao v�alidos, pois a sub�arvore Tk �e formada apenas pela folha que cont�em

bi e est�a na posi�c~ao i de B.

Vamos supor que o invariante seja v�alido imediatamente antes do in��cio de uma itera�c~ao k e

vamos mostrar que permanece v�alido no �m desta itera�c~ao.

Na itera�c~ao k, seja Ck o subvetor de B cujos elementos s~ao as folhas da sub�arvore Tk com

raiz v. Tk cont�em bi e v est�a no n��vel k.

Analisamos dois casos:

1. binordem=2kc �e par.
Como estamos considerando �arvores bin�arias completas, o valor par de binordem=2kc
signi�ca que a folha correspondente a bi est�a na sub�arvore esquerda de v.

Neste caso, os elementos �a esquerda de bi em Ck s~ao os mesmos elementos �a esquerda de bi
em Ck�1. Assim, P 0[k] = P 0[k � 1]. Al�em disso, a folha mais �a esquerda de Tk �e tamb�em

a folha mais �a esquerda da �arvore Tk�1 que cont�em bi. Assim, o valor da vari�avel aponta

n~ao muda.

No Procedimento Constr�oi P 0, a linha 5 faz a atualiza�c~ao P 0[k]  P 0[k � 1], e este valor

de P 0[k] n~ao �e alterado at�e o �nal da itera�c~ao. O valor da vari�avel aponta tamb�em n~ao

muda.

Assim, neste caso, o invariante permanece v�alido no �nal da itera�c~ao k.

2. binordem=2kc �e ��mpar.

Neste caso, a folha correspondente a bi est�a na sub�arvore direita de raiz v.

O valor armazenado em P 0[k � 1] corresponde ao m��nimo pre�xo do subvetor Ck�1 do

vetor B. A vari�avel aponta armazena o ��ndice do vetor B, correspondendo �a folha mais �a

esquerda da sub�arvore cujas folhas s~ao os elementos de Ck�1. Isto �e, esta vari�avel aponta

para a primeira posi�c~ao de Ck�1.

O subvetor Ck, considerado na itera�c~ao k, corresponde �as folhas da sub�arvore Tk. Assim,

este subvetor �e formado pelas folhas das sub�arvore esquerda e direita de v. (As folhas da

sub�arvore direita correspondem aos elementos do subvetor Ck�1.)

Como este novo subvetor Ck apresenta valores �a esquerda de bi que n~ao estavam envolvidos

na determina�c~ao de P 0[k � 1], o valor de P 0[k] ser�a o m��nimo entre P 0[k � 1] e os valores

correspondentes �as folhas da sub�arvore esquerda de v.
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O la�co para da linha 7 examina estas posi�c~oes, comparando os valores com P 0[k] (inicial-
mente igual a P 0[k � 1]) e atualizando-o quando necess�ario. Isto �e feito usando a vari�avel

aponta, que varre estas posi�c~oes, e, ao �nal, aponta para a primeira posi�c~ao do vetor Ck.

Assim, ao �nal desta itera�c~ao, P 0[k] conter�a o valor correto da posi�c~ao i do vetor de m��nimo

pre�xo do vetor B, e a vari�avel aponta conter�a o ��ndice, em B, do primeiro elemento de

Ck que corresponde �a folha mais �a esquerda de Tk.

Na �ultima itera�c~ao, Ck = B e P 0[log p] cont�em o valor da posi�c~ao i do vetor m��nimo pre�xo

de B, e a vari�avel aponta cont�em o ��ndice do primeiro elemento de B.

Assim, o Procedimento Constr�oi P 0 corretamente calcula o vetor P 0.

2

Para a determina�c~ao de S0, temos um teorema e prova similares.

Lema 2 A execu�c~ao do Procedimento Constr�oi P 0 em cada processador leva tempo seq�uencial

O(n=p).

Prova. O n�umero m�aximo de itera�c~oes �e log p. Em cada itera�c~ao, o valor de aponta �e decre-

mentado ou permanece o mesmo. O pior caso �e quando i = p� 1. Neste caso, em cada itera�c~ao,

o valor da vari�avel aponta �e atualizado. Como o n�umero de elementos de B �e p, o algoritmo

atualiza o valor de aponta no m�aximo p vezes. Assim, o Procedimento Constr�oi P 0 �e executado
em tempo seq�uencial O(p) = O(n=p).

2

O teorema a seguir resume os resultados obtidos.

Teorema 2 O algoritmo M��nimo Intervalar(CGM) resolve o problema de m��nimo intervalar em

tempo O(n=p) usando O(1) rodadas de comunica�c~ao e mem�oria O(n=p).

Prova. O passo 1 �e executado em tempo seq�uencial O(n=p), n~ao necessita de comunica�c~ao e

utiliza mem�oria O(n=p). O passo 2 �e executado em tempo seq�uencial O(n=p), utiliza espa�co O(p)

e necessita de uma rodada de comunica�c~ao onde �e enviado um valor e s~ao recebidos p� 1 dados.
Pelo teorema 2, o passo 3 �e executado em tempo seq�uencial O(n=p), n~ao precisa de comunica�c~ao

e utiliza mem�oria O(p). Portanto, o Algoritmo M��nimo Intervalar(CGM) resolve o problema de

m��nimo intervalar em tempo seq�uencial O(n=p), usando O(1) rodadas de comunica�c~ao, onde s~ao

trocados no m�aximo O(p) dados e utilizando mem�oria local O(n=p).

2

1.8.4 Processamento de Consultas

Nesta se�c~ao, mostraremos como usar a sa��da do Algoritmo M��nimo Intervalar(CGM) para res-

ponder a consultas O(n=p) em tempo constante. Uma consulta MIN(i; j) �e determinada como
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se segue. Assumimos que i e j s~ao conhecidos por todos os processadores e o resultado ser�a

dado pelo processador 0. Se ai e aj est~ao no mesmo processador, ent~ao MIN(i; j) pode ser

determinado pelo passo 1 do Algoritmo M��nimo Intervalar(CGM). Caso contr�ario, suponha que

ai e aj est~ao em processadores distintos �i e �j, respectivamente, com �i < �j. Seja direita(�i), o

��ndice em A do elemento mais �a direita no vetor A�i, e esquerda(
�j) o elemento mais �a esquerda

no vetor A�j . Calculamos MIN(i; direita(�i)) e MIN(esquerda(�j); j), usando o passo 1. Temos,

ent~ao, dois casos:

1. Se �j = �i+ 1 ent~ao MIN(i; j) = minfMIN(i; direita(�i);MIN(esquerda(�j); j)g.

2. Se �i + 1 < �j, ent~ao calculamos MIN(direita(�i) + 1; esquerda(�j) � 1), usando o pas-

so 3 do algoritmo. Notemos que MIN(direita(�i) + 1; esquerda(�j) � 1) corresponde a

minfb�i+1; : : : ; b�j�1g. Assim, MIN(i; j) = minfMIN(i; direita(�i));MIN(direita(�i) + 1;

esquerda(�j)� 1);MIN(esquerda(�j); j)g.

O valor de MIN(direita(�i) + 1; esquerda(�j)� 1) �e obtido usando o passo 3, como descrito a

seguir. Cada processador calcula w = LCA(b�i+1; b�j�1) em tempo constante, ent~ao determina o

n��vel lw e determina v e u, os �lhos esquerdo e direito de w, respectivamente. O processador �i+1

calcula S0[lw � 1] e envia este valor para o processador 0. O processador �j � 1 calcula P 0[lw � 1]

e envia este valor para o processador 0. O processador 0, �nalmente, calcula o m��nimo entre os

m��nimos recebidos. Em ambos os casos, o processador 0 recebe os m��nimos dos processadores �i

e �j.

Notemos, �nalmente, que a corretude do algoritmo M��nimo Intervalar(CGM) resulta das

observa�c~oes apresentadas nesta se�c~ao.

1.9 Pre�xo Comum Mais Longo

Dada uma cadeia C = c1 : : : cn, queremos pr�e-process�a-la de forma que o comprimento do pre�xo

comum mais longo de dois su�xos quaisquer de C possa ser determinado em tempo constante.

Em outras palavras, dados dois su�xos Ci = cici+1 : : : cn e Cj = cjcj+1 : : : cn de C, queremos

determinar o maior l tal que cici+1 : : : ci+l = cjcj+1 : : : cj+l. Pela descri�c~ao de Landau e Vish-

kin [42], este pr�e-processamento pode ser feito da seguinte forma:

1. Contruir uma �arvore de su�xos para a cadeia C. Desta forma, qualquer consulta do pre�xo

comum mais longo �e feita atrav�es de uma consulta ao LCA da �arvore de su�xos. Assim,

2. temos que pr�e-processar a �arvore de su�xos de forma que consultas LCA possam ser res-

pondidas em tempo constante.

A constru�c~ao da �arvore de su�xos �e feita em tempo linear (ver se�c~ao 1.6), bem como o pr�e-

procesamento para consultas LCA (ver se�c~ao 1.7). Com a estrutura de dados obtida, as consultas

do comprimento do pre�xo comum mais longo de dois su�xos �e feita em tempo constante.
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1.10 Implementa�c~ao

Para obtermos os dados experimentais, os algoritmos foram implementados em linguagem C.

As execu�c~oes das implementa�c~oes foram feitas na m�aquina Parsytec PowerXplorer do LCPD

do IME/USP (Laborat�orio de Computa�c~ao Paralela e Distribu��da do IME/USP). Esta m�aquina

�e composta de 16 n�os interconectados por uma topologia de grade bidimensional, cada n�o �e

formado por um par PowerPC 601 e Transputer T805, que compartilham uma mem�oria local de

32 Mbytes. Os n�os s~ao divididos em 4 parti�c~oes de 4 n�os cada. Cada parti�c~ao �e alocada para se

rodar uma aplica�c~ao e permanece exclusiva para esta aplica�c~ao, n~ao compartilhando os recursos

do n�o com qualquer outra aplica�c~ao ou usu�ario. As demais parti�c~oes n~ao alocadas �cam livres

para outras aplica�c~oes ou usu�arios.

A m�aquina Parsytec PowerXplorer utiliza o PARIX que �e uma extens~ao paralela para o

sistema operacional UNIX e cont�em todo o ferramental necess�ario para o desenvolvimento de

aplica�c~oes paralelas. As ferramentas rodam em um host e o c�odigo da aplica�c~ao paralela roda

na m�aquina Parsytec PowerXplorer.

Em ambiente PARIX, o mesmo c�odigo �e executado em todos os n�os, sendo que cada n�o

cont�em uma c�opia do c�odigo e executa-o at�e o �m. O comportamento de cada n�o depende do

conte�udo do c�odigo, da posi�c~ao do n�o e dos dados locais. As informa�c~oes entre n�os devem ser

trocadas via mensagens, n~ao existindo uma mem�oria compartilhada global.

O PARIX oferece uma extens~ao para a linguagem C para desenvolvimento de aplica�c~oes

paralelas. Entretanto, por quest~oes de portabilidade, as implementa�c~oes foram feitas em lingua-

gem C, usando a interface PowerPVM, que �e uma extens~ao da interface PVM3 para aplica�c~oes

rodando em ambiente PARIX.

A interface PVM (Parallel Virtual Machine) �e um pacote que permite a computa�c~ao concor-

rente em uma rede heterogênea de computadores paralelos ou seq�uenciais. PVM �e formado de

duas partes: um processo daemon - que roda em cada m�aquina ou n�o - e uma biblioteca de roti-

nas para desenvolvimento de aplica�c~oes paralelas (rotinas de inicia�c~ao de processos, comunica�c~ao

entre processadores, sincroniza�c~ao, etc.).

A interface PowerPVM n~ao permite a utiliza�c~ao de redes heterogêneas. O desempenho das

aplica�c~oes utilizando esta interface �e pr�oxima ao desempenho de aplica�c~oes utilizando somente

PARIX.

Na obten�c~ao dos dados experimentais, utilizamos instâncias onde a quantidade de dados

trocados fosse m�axima, de forma a obtermos os tempos absolutos de pior caso, em rela�c~ao �a

comunica�c~ao. Consideramos que os dados j�a se encontravam corretamente distribu��dos nos pro-

cessadores. Com os tempos absolutos, pudemos obter os speedups dos algoritmos. Usamos o

termo speedup como o quociente entre o tempo de execu�c~ao seq�uencial e o tempo de execu�c~ao

em paralelo. Nos nossos experimentos utilizamos o algoritmo seq�uencial que roda em cada pro-

cessador, rodando em apenas um processador, para obtermos o tempo de execu�c~ao do algoritmo

seq�uencial.



Cap��tulo 2

Busca Unidimensional de Padr~oes

2.1 Introdu�c~ao

Sejam uma cadeia texto T = �1 : : : �n, de comprimento n, e uma cadeia padr~ao P = �1 : : : �m, de

comprimentom, formadas por s��mbolos em um alfabeto � dado. Dizemos que o padr~ao P ocorre

em uma posi�c~ao s , 1 � s � n�m + 1, de T se �s = �1; �s+1 = �2; : : : ; �s+m�1 = �m. Dizemos

ainda que existe uma ocorrência de P na posi�c~ao s de T . O problema de busca unidimensional de

padr~oes consiste em determinar todas as posi�c~oes s em T , 1 � s � n�m+ 1, em que o padr~ao

P ocorre. Este problema aparece em aplica�c~oes como edi�c~ao de texto, vis~ao computacional,

reconhecimento de fala e biologia molecular [37].

Uma primeira id�eia ingênua de se solucionar o problema �e percorrer o texto T , testando em

cada posi�c~ao deste se o padr~ao P ocorre. Esta primeira tentativa leva tempo �((n�m+ 1)m),

no pior caso. J�a o algoritmo de Rabin-Karp [38] utiliza a id�eia de se considerar cada s��mbolo

como um valor decimal e, atrav�es de manipula�c~oes aritm�eticas, reduzir o n�umero de opera�c~oes

para se encontrar ocorrências do padr~ao no texto. Este algoritmo tem tempo de pior caso

�((n�m+ 1)m), mas seu tempo de caso m�edio �e O(n+m).

O algoritmo KMP (Knuth-Morris-Pratt) [41] roda em tempo linear no tamanho da entrada

(n+m). Este tempo �e obtido pela redu�c~ao no n�umero de compara�c~oes entre posi�c~oes do padr~ao

e do texto, atrav�es de informa�c~oes previamente obtidas, que descartam de antem~ao posi�c~oes em

que o padr~ao n~ao pode ocorrer. Estas informa�c~oes s~ao obtidas ao se comparar o padr~ao com

ele mesmo, em uma etapa de pr�e-processamento do padr~ao, onde uma fun�c~ao � �e constru��da.

Este algoritmo est�a descrito na se�c~ao a seguir e ser�a utilizado como algoritmo b�asico para outros

problemas de buscas de padr~oes. Outros algoritmos para este problema est~ao apresentados

em [17, 30, 38, 42, 50].

Na busca unidimensional de padr~oes com escala, estamos interessados em determinar todas

as ocorrências do padr~ao, escalado a k, no texto com 1 � k � bn=mc. Amir et al [8], apresenta-

ram um algoritmo de tempo linear no tamanho da entrada que determina todas as ocorrências

escaladas. Este algoritmo utiliza o algoritmo KMP nas formas fatoradas das cadeias texto e

23
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padr~ao.

Para ambos os problemas, e considerando p processadores, um texto de comprimento N e um

padr~ao de comprimento m, com m � N=p, desenvolvemos algoritmos CGM que têm tempo de

computa�c~ao O(N=p), consomem mem�oria O(N=p) e utilizam apenas uma rodada de comunica�c~ao

em que s~ao trocados no m�aximo O(m) dados.

Na se�c~ao 2.2, apresentamos o algoritmo KMP baseado na vers~ao descrita por Cormen et

al [18]. Na se�c~ao 2.3, apresentamos a vers~ao CGM para este problema que utiliza uma rodada

de comunica�c~ao, onde s~ao trocados O(m) dados. Os resultados experimentais, para este caso,

est~ao descritos na se�c~ao 2.3.4.

O algoritmo de Amir et al, para o caso de busca unidimensional com escala, �e apresentado na

se�c~ao 2.4. A vers~ao CGM �e apresentada na se�c~ao 2.5 e utiliza uma rodada de comunica�c~ao, onde

s~ao trocados O(m) dados. Na se�c~ao 2.5.2, apresentamos os resultados experimentais obtidos

com a implementa�c~ao do algoritmo CGM.

Na se�c~ao 2.6, mencionamos ainda uma id�eia de um algoritmo CGM para o caso sem escala

que utiliza tamb�em uma rodada de comunica�c~ao, mas trocando apenas um dado. As id�eias

contidas nesta vers~ao n~ao podem, entretanto, ser estendidas para o caso com escala e para os

casos bidimensionais. Por uma quest~ao de uniformidade, mantivemos a vers~ao onde s~ao trocados

no m�aximo O(m) dados.

2.2 O Algoritmo KMP

Este algoritmo apresenta duas etapas: na etapa de pr�e-processamento do padr~ao, denominada

an�alise do padr~ao, uma fun�c~ao � �e constru��da. Na etapa de an�alise do texto, as ocorrências de

P em T s~ao obtidas. A vers~ao aqui descrita �e baseada em [18].

Denotaremos o pre�xo P = �1 : : : �k de k caracteres do padr~ao P por Pk. Assim, P0 = "

e Pm = P = �1 : : : �m. Com esta nota�c~ao, o problema de busca unidimensional de padr~oes �e

encontrar todas as posi�c~oes s em T , 1 � s � n�m+ 1, tais que P = Ts+m�1.

2.2.1 An�alise do Padr~ao

Esta etapa consiste em pr�e-processar o vetor P , comparando-o consigo mesmo, construindo-

se, assim, uma fun�c~ao �, denominada fun�c~ao pre�xo. Esta fun�c~ao ir�a direcionar a busca das

poss��veis ocorrências do padr~ao no texto. Dado um padr~ao P = �1 : : : �m, a fun�c~ao � para o

padr~ao P �e dada por:

� : f1; 2; : : : ;mg ! f0; 1; : : : ;m� 1g

�[q] = maxfk : k < q e Pk = Pqg.

Isto �e, �[q] �e o comprimento do maior pre�xo de P que �e um su�xo pr�oprio de Pq.



CAP�ITULO 2. BUSCA UNIDIMENSIONAL DE PADR ~OES 25

Exemplo 1

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pi a b a b a b a b c a

�[i] 0 0 1 2 3 4 5 6 0 1

A seguir, descrevemos o procedimento para a an�alise do padr~ao. Os valores da fun�c~ao �

ser~ao armazenados em um vetor denominado tamb�em de �.

PROCEDIMENTO: Constr�oi �

Entrada: o padr~ao P .

Sa��da: o vetor � de m posi�c~oes.

1. m comprimento(P )

2. �[1] 0

3. k  0

4. para q  2 at�e m fa�ca

5. enquanto k > 0 e P [k + 1] 6= P [q] fa�ca

6. k  �[k]

7. se P [k + 1] = P [q]

8. k  k + 1

9. �[q] k

10. devolva �

�m procedimento

Este procedimento leva tempo O(m). As provas desta complexidade e da corretude do

procedimento podem ser encontradas na se�c~ao 2.2.3.

2.2.2 An�alise do Texto

O algoritmo de an�alise do texto �e muito parecido com o procedimento de determina�c~ao da fun�c~ao

pre�xo, como podemos ver a seguir. A sa��da deste algoritmo ser�a uma lista R, que armazena,

ordenadamente, as posi�c~oes de T onde P ocorre.

ALGORITMO: KMP

Entrada: o texto T e o padr~ao P .

Sa��da: uma lista R com as posi�c~oes de T onde P ocorre.

1. R ;
2. n Comprimento(T )

3. m Comprimento(P )

4. �  Constr�oi �(P )

5. q  0

6. para i 1 at�e n fa�ca
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7. enquanto q > 0 e P [q + 1] 6= T [i] fa�ca

8. q  �[q]

9. se P [q + 1] = T [i]

10. q  q + 1

11. se q = m

12. Insere(i�m+ 1; R)

13. q  �[q]

�m algoritmo

Este algoritmo leva tempo O(n + m), como veremos na se�c~ao a seguir, onde tamb�em de-

monstraremos sua corretude.

2.2.3 Tempo e Corretude

As demonstra�c~oes de tempo e corretude apresentadas nesta se�c~ao est~ao baseadas em [18]. Ini-

cialmente, vamos demonstrar que o procedimento Constr�oi � calcula o vetor � corretamente.

De�ni�c~ao 7 Seja � uma fun�c~ao pre�xo para um padr~ao P de m posi�c~oes. Para cada posi�c~ao

q, 1 � q � m, de�nimos:

��[q] = f�0[q]; �1[q]; �2[q]; : : : ; �t[q]g;

onde �j �e de�nido como a fun�c~ao composta e, assim, temos �0[q] = q e �j[q] = �[�j�1[q]], para

todo j > 1. A seq�uência p�ara quando �t[q] = 0.

De�nimos, ainda, ��[0] = f0g.

No lema a seguir, mostramos que iterando a fun�c~ao pre�xo �, podemos enumerar todos os

pre�xos Pk, que s~ao su�xos de um pre�xo Pq dado.

Lema 3 Seja P um padr~ao de m posi�c~oes e � o vetor correspondente �a fun�c~ao � sobre P .

Ent~ao, ��[q] = fk : Pk = Pqg, q = 1; : : : ;m.

Prova. Se i 2 ��[q], existe w 2 f0; : : : ; tg tal que i = �w[q]. Vamos considerar S = fk : Pk =

Pqg, para algum q, 1 � q � m.

Vamos mostrar, primeiramente, que se i 2 ��[q] ent~ao Pi = Pq por indu�c~ao em w.

A base da indu�c~ao �e quando w = 0. Neste caso i = �0[q] = q e, como = �e uma rela�c~ao,

Pq = Pq.

Temos que i = �w[q] = �[�w�1[q]], pela de�ni�c~ao 7. Fazendo j = �w�1[q], temos i = �[j] e

Pi = Pj . Mas, por hip�otese de indu�c~ao, Pj = Pq. Como = �e transitiva, Pi = Pq.

Com isso demonstramos que ��[q] � S.
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Vamos, agora, supor, por contradi�c~ao, que exista j 2 S n ��[q], e vamos tom�a-lo m�aximo.

Notemos que j < q, pois q 2 S \ ��[q]. Tomemos j0 m��nimo, j < j0 � q em ��[q]. Temos, ent~ao,

que Pj = Pq, pois j 2 S e que Pj0 = Pq, pois j
0 2 ��[q]. Como j < j0, Pj = Pj0 , mais ainda

j �e o maior valor com esta propriedade, ent~ao �[j0] = j pela de�ni�c~ao de �, e j 2 ��[q], o que

contradiz a escolha de j.

2

Lema 4 Seja P um padr~ao de comprimento m e � a fun�c~ao pre�xo calculada sobre P . Se

�[q] > 0 ent~ao �[q]� 1 2 ��[q � 1] para q = 1; : : : ;m.

Prova. Seja k = �[q]. Como k > 0, temos que Pk = Pq e, conseq�uentemente, descartando-se o

�ultimo elemento de Pk e Pq, Pk�1 = Pq�1. Ent~ao, pelo lema anterior, k � 1 2 ��[q � 1].

2

De�ni�c~ao 8 Seja dado um padr~ao P de comprimento m. De�nimos, para q = 2; : : : ;m, o

subconjunto Eq�1 � ��[q � 1] por

Eq�1 = fk : k 2 ��[q � 1] e P [k + 1] = P [q]g:

Este conjunto �e formado pelos valores de k para os quais Pk = Pq�1 e, al�em disso, por causa

de P [k + 1] = P [q], Pk+1 = Pq.

Teorema 3 Seja P um padr~ao de comprimento m e � a fun�c~ao pre�xo calculada sobre P . Para

q = 2; : : : ;m, temos

�[q] =

(
0 se Eq�1 = ;;
1 +maxfk 2 Eq�1g se Eq�1 6= ;:

Prova. Se r = �[q], ent~ao Pr = Pq.

Se r � 1, pelo lema anterior, temos P [r] = P [q]. Assim, como r = �[q], r � 1 = maxfk :

Pk = Pq�1g. Portanto, r = 1 +maxfk : Pk = Pq�1 e P [k + 1] = P [q]g = Eq�1 e Eq�1 6= ;.

Se r = 0, vamos supor que exista t em Eq�1. Temos t 2 ��[q � 1] e P [t+ 1] = P [q]. Donde,

Pt = Pq�1 e P [t + 1] = P [q] e, por �m, Pt+1 = Pq e �[q] � t + 1 > 0. Mas �[q] = r = 0, uma

contradi�c~ao. Logo Eq�1 = ;.

2

Teorema 4 O procedimento Constr�oi � calcula o vetor � corretamente.

Prova. Para q = 1, na linha 2 temos �[1] 0 e, portanto, est�a correto, pois �[q] < q para todo

q = 1; : : : ;m.
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Vamos mostrar, por indu�c~ao, que o procedimento funciona corretamente. Vamos supor que

�[w] est�a correto para w = 1; : : : ; q � 1.

No in��cio de cada itera�c~ao, temos k = �[q� 1]. Isto vale antes de se entrar pela primeira vez

no la�co e vale em cada itera�c~ao por causa da linha 9.

Nas linhas 5 e 6, calculamos k m�aximo em Eq�1, aplicando a hip�otese de indu�c~ao.

Quando sa��mos do la�co da linha 5, temos duas op�c~oes:

� ou P [k + 1] = P [q] e Eq�1 6= ; e na linha 8 fazemos o incremento de k. Neste caso

�[q] = k + 1 pelo teorema 3, e portanto est�a correto.

� ou k = 0 e portanto Eq�1 = ;. O programa faz �[q] k(= 0) e, portanto, est�a correto.

2

Demonstraremos a corretude do algoritmo KMP a partir do lema a seguir.

Lema 5 No �m de cada itera�c~ao do la�co para da linha 6, temos que q � m e Pq = Ti.

Prova. Se m = 1, para qualquer i = 1; : : : ; n o algoritmo n~ao executa a linha 8 e na linha 9

testa se P [1] = T [i]: em caso a�rmativo q  1 e na linha 12 a posi�c~ao i �e inserida na lista R

e q  0. Assim no �nal desta itera�c~ao temos q < m e Pq = Ti; caso contr�ario q continua com

valor 0, as linhas 12 e 13 n~ao s~ao executadas e, portanto, q < m e Pq = Ti.

Vamos considerar o caso em que m > 1 e vamos provar, por indu�c~ao, que as duas a�rma�c~oes

s~ao v�alidas no �m de qualquer itera�c~ao i = 1; : : : ; n.

No in��cio da primeira itera�c~ao, temos i = 1 e q = 0. A linha 8 n~ao �e executada, pois q = 0.

Se, na linha 9, tivermos P [1] = T [1], q  1 (linha 10) e esta itera�c~ao termina com q = 1 e

P1 = T1, pois m > 1 e as linhas 12 e 13 n~ao s~ao executadas. Caso contr�ario, se P [1] 6= T [1], as

linhas 9, 12 e 13 n~ao s~ao executadas e esta itera�c~ao termina com q < m e P0 = T1.

Agora, vamos supor que as a�rma�c~oes sejam v�alidas no �nal das itera�c~oes 1; : : : ; i�1 e vamos

considerar q0 o valor de q no �m da itera�c~ao i� 1.

No in��cio da itera�c~ao i teremos q0 < m e Pq0 = Ti�1, por hip�otese de indu�c~ao.

No �nal desta itera�c~ao, temos duas possibilidades:

� o valor de q0 �e decrementado pelas linhas 8 ou 13 e teremos q < q0 < m. Portanto q < m; ou

� o valor de q0 �e incrementado de uma unidade pela linha 10, donde q0 � m. Se q0 = m,

ent~ao a linha 13 �e executada e logo q < m.

Para provarmos que Pq = Ti, no �nal da itera�c~ao i, temos que considerar dois casos:
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� P [q0+1] 6= T [i]. Neste caso, executa-se a linha 8 do la�co enquanto da linha 7, decrementan-

do-se o valor de q0 at�e que o novo valor q seja igual a 0 ou que a igualdade P [q+1] = T [i]

seja atingida. Temos que o novo valor q est�a em ��[q0] e Pq = Pq0 .

{ se P [q + 1] 6= T [i] e q = 0, q n~ao �e incrementado pela linha 10 e n~ao s~ao executadas

as linhas 12 e 13. Logo, P0 = Ti.

{ se P [q+1] = T [i] e q = 0, q �e incrementado de uma unidade pela linha 10 e as linhas

12 e 13 n~ao s~ao executadas. Logo, P1 = Ti.

{ se P [q + 1] = T [i] e q > 0, e tendo que Pq = Pq0 , Pq0 = Ti�1 implica Pq = Ti�1,

obtemos Pq+1 = Ti. E como, na linha 10, q  q + 1, chegamos a Pq = Ti.

� P [q0 + 1] = T [i]. Pela hip�otese de indu�c~ao, Pq0 = Ti�1. Como a linha 8 n~ao �e executada

nesta itera�c~ao, a linha 9 incrementa q de uma unidade, isto �e, q = q0+1. Ao �nal da linha

10 teremos P [q] = T [i] e Pq0 = Ti�1. Portanto Pq = Ti. Se as linhas 12 e 13 n~ao forem

executadas, continuamos tendo Pq = Ti. Entretanto, se as linhas 12 e 13 forem executadas,

o valor de q �e decrementado para um valor q00. Como Pq00 = Pq temos que Pq00 = Ti, onde

q00 �e o valor �nal de q.

Portanto, no �nal de uma itera�c~ao qualquer, as a�rma�c~oes s~ao v�alidas.

2

Teorema 5 O algoritmo KMP corretamente calcula as posi�c~oes de ocorrência de P em T .

Prova. Vamos provar primeiro que se s est�a na lista R ent~ao P = Ts+m�1.

Vamos supor que s seja inclu��do em uma itera�c~ao i, logo s = i �m + 1 e i = s +m � 1,

pela linha 12. Pela linha 9, temos que P [q] = T [i], pois do contr�ario q < m e a linha 12 n~ao �e

executada. Como, pelo lema anterior, Pq = Ti ao �nal da linha 10, temos que P = Ts+m�1. Isto

garante que nenhuma posi�c~ao s �e incorretamente colocada em R.

Mostraremos agora que se P = Ts+m�1 ent~ao s pertence �a lista R. Vamos supor que a

hip�otese seja v�alida mas s 62 R.

No in��cio da itera�c~ao i = s+m� 1, seja �q o valor de q no in��cio desta itera�c~ao, �q < m� 1,

pois a linha 12 n~ao �e executada nesta itera�c~ao. Temos que P�q = Ti�1 e, portanto, P�q = Pm�1,

pois P = Ts+m�1.

Seja s0, s < s0 < s +m � 1, a itera�c~ao de maior ��ndice em que houve a �ultima atribui�c~ao

q  �[q], pela linha 8 ou pela linha 13. Tal s0 existe pois �q < m� 1.

No �m desta itera�c~ao s0 temos dois casos:

� se apenas a linha 13 foi executada, ent~ao no in��cio desta itera�c~ao s0, q0 = m � 1 e

P [q0 + 1] = T [s0] (ver �gura 2.1(a) e (b)). Seja q00 o valor de q ap�os executarmos a li-

nha 13. Temos que q00 < �q < m, pois esta foi a �ultima itera�c~ao em que houve decremento,
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e portanto q00 < s0 � s + 1 (ver �gura 2.1 (b) e (d)). Como Pq00 = T [s0 � q00 + 1 : : : s0] =
P [s0 � s� q00+2 : : : s0� s+1] (ver �gura 2.1 (b), (c) e (d)), temos que Pq00 = Ps0�s+1 (ver

�gura 2.1 (c) e (d)) e Ps0�s+1 = P (ver �gura 2.1 (a) e (c)), pois existe uma ocorrência de

P em s0 �m + 1. Uma contradi�c~ao pois q00 �e o valor m�aximo entre os comprimentos de

pre�xos de P que s~ao su�xos de P . Portanto, o valor que q00 deve assumir �e s0 � s+ 1 e s

ser�a inserido na lista R.

� se a linha 8 foi executada, seja q0 o valor de q no in��cio da itera�c~ao e seja q00 o valor de q ao
�m do la�co enquanto da linha 7. Temos P [q00+1] = T [s0] e q00 < q0 < m) q00 < s0�s+1.

Analogamente, chegamos a uma contradi�c~ao na determina�c~ao de q00.

Portanto se P = Ts+m�1 ent~ao s 2 R.

2

q00

�q

s+m� 1s0

s0 � s+ 1

s

T : : : : : :

P

P

P

(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 2.1: Figura para ilustrar um passo da demostra�c~ao de P = Ts+m�1 ) s 2 R.

A complexidade de tempo do procedimento Constr�oi � �e dada pelo teorema a seguir.

Teorema 6 O procedimento Constr�oi � leva, no pior caso, tempo O(m) para calcular o vetor

�.

Prova. Vamos fazer uma an�alise amortizada do algoritmo. Vamos associar um potencial k ao

estado k corrente do algoritmo. Este potencial tem valor inicial igual a 0, pela linha 3. A linha 6
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decrementa o valor de k sempre que �e executada. Como �[k] � 0 para todo k, k nunca se torna

negativo. A linha 8 �e a �unica outra linha que afeta o valor de k, incrementando-o no m�aximo

em uma unidade a cada vez que o la�co para da linha 4 �e executado. Como no in��cio da primeira

itera�c~ao k < q e como q �e incrementado em cada itera�c~ao, k < q vale em todas as itera�c~oes.

Podemos pagar para cada execu�c~ao do la�co enquanto da linha 5 com o correspondente

decremento na fun�c~ao potencial, pois �[k] < k. A linha 8 incrementa a fun�c~ao potencial em no

m�aximo uma unidade. Assim, o custo amortizado do corpo do la�co para da linha 5 �e O(1).

Como o n�umero de repeti�c~oes deste la�co �e O(m), temos que o tempo amortizado de pior caso �e

O(m).

2

Teorema 7 O algoritmo KMP leva, no pior caso, tempo O(m+n) para determinar as ocorrências

de P em T .

Prova. O corpo do la�co para da linha 6 tem tempo amortizado O(1) por argumentos an�alogos

aos envolvidos na demonstra�c~ao do teorema anterior. Como este la�co �e repetido n vezes, temos

que ele leva tempo O(n). Pelo teorema anterior, a linha 4 leva tempo O(m). Logo, o algoritmo

tem tempo de pior caso O(m+ n).

2

2.3 O Algoritmo CGM de Busca Unidimensional sem Escala

Nesta se�c~ao, apresentaremos um algoritmo CGM, utilizando p processadores para o problema de

busca unidimensional de padr~oes em um texto de comprimento N e um padr~ao de comprimento

m, m � N=p, que �e executado em tempo local O(N=p), consome mem�oria O(N=p) e utiliza uma

rodada de comunica�c~ao em que s~ao trocados O(m) dados. Vamos considerar n = N=p.

Assim como no algoritmo seq�uencial KMP [41], estes algoritmos CGM compreendem uma

fase de an�alise do padr~ao e uma fase de an�alise do texto. Esta �ultima �e a de determina�c~ao

efetiva das posi�c~oes do texto onde o padr~ao ocorre. Para este problema dois processadores ser~ao

ditos vizinhos se seus ��ndices diferirem em uma unidade. Dado um processador de ��ndice i, seu

processador vizinho esquerdo ser�a o processador de ��ndice i � 1, para 1 � i � p � 1; e o seu

processador vizinho direito ser�a o processador de ��ndice i+ 1, para 0 � i � p� 2.

O texto inicialmente ser�a dividido em p subvetores de texto S, tamb�em denominados seg-

mentos de texto, cada um de tamanho n = N=p, que ser~ao distribu��dos nos processadores de

forma que o primeiro e o �ultimo segmentos sejam armazenados nos processadores de ��ndices 0

e p� 1, respectivamente, e que segmentos cont��guos sejam armazenados em processadores com

��ndices sucessivos, mantendo-se a contig�uidade. Assim, dois processadores vizinhos conter~ao

segmentos de texto adjacentes. O padr~ao ser�a armazenado integralmente em cada processador.

A Figura 2.2 ilustra a distribui�c~ao do texto entre os processadores.
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S0

S

Sp-2

Sp-1

1

N

N/p 0

1

p-2

p-1

.

.

.

Figura 2.2: Esquema de distribui�c~ao de um texto de comprimento N entre p processadores.

Como o padr~ao deve ser comparado com o texto como se este estivesse contiguamente arma-

zenado, devemos considerar o caso em que o padr~ao deve ser comparado com subvetores de texto

armazenados em dois processadores vizinhos. Neste caso, diremos que o padr~ao estar�a sendo

comparado na fronteira destes subvetores de texto. Desta forma, as fronteiras constituem-se

de pre�xos e su�xos de comprimento m � 1 dos subvetores em cada processador, com exce�c~ao

dos processadores que armazenam os subvetores das extremidades, que apresentam apenas uma

fronteira. A fronteira correspondente ao pre�xo de um subvetor de texto ser�a denominado fron-

teira esquerda e, analogamente, a fronteira correspondente ao su�xo de um subvetor de texto

ser�a denominado fronteira direita.

2.3.1 An�alise do Padr~ao

Na etapa de an�alise de padr~ao para o algoritmo no modelo CGM, al�em da fun�c~ao pre�xo �

descrita na se�c~ao 2.2.1, vamos de�nir uma fun�c~ao su�xo � que est�a descrita a seguir:

� : f1; 2; : : : ;mg ! f2; : : : ;m+ 1g

�[q] = (m+ 1)�maxfk : k < q e Pm�k+1:::m < Pq:::mg.

Em outras palavras, m � �[q] + 1 �e o comprimento do maior su�xo de P que �e um pre�xo

pr�oprio de P [q : : :m].
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Exemplo 2

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pi a c b a b a b a b a

�[i] 10 11 5 6 7 8 9 10 11 11

Esta fun�c~ao funciona de maneira sim�etrica �a fun�c~ao pre�xo e servir�a para a an�alise do texto,

quando o padr~ao estiver sendo comparado na fronteira. Ela ser�a calculada localmente em cada

processador.

PROCEDIMENTO: Constr�oi �.

Entrada: o padr~ao P .

Sa��da: o vetor � de m posi�c~oes.

1. m Comprimento(P )

2. �[m] m+ 1

3. k  m+ 1

4. para q  m� 1 at�e 1 passo �1 fa�ca
5. enquanto k < m+ 1 e P [k � 1] 6= P [q] fa�ca

6. k  �[k]

7. se P [k � 1] = P [q]

8. k  k � 1

9. �[q] k

10. devolva �

�m procedimento

Desta forma, em cada processador, a etapa de an�alise do padr~ao consiste na constru�c~ao dos

vetores � e �.

2.3.2 An�alise do Texto

A sa��da deste algoritmo, em cada processador, ser�a uma lista resposta R, de comprimento no

m�aximo n, das posi�c~oes do segmento de texto S onde P ocorre. A an�alise do texto envolve quatro

passos principais executados em cada processador. O primeiro consiste em executar o algoritmo

KMP localmente de forma a obter as ocorrências de P no subvetor de texto armazenado em cada

processador. Ap�os este passo, o vetor � j�a se encontra calculado e a possibilidade de ocorrência

de P na fronteira direita �e feita, construindo-se uma lista de candidatos da fronteira direita,

que chamaremos CD, com as posi�c~oes que podem ser o in��cio de uma ocorrência de P em S.

Obt�em-se ent~ao o vetor � e com ele constr�oi-se uma lista de candidatos da fronteira esquerda,

denominada CE , que armazena as posi�c~oes da fronteira esquerda que podem vir a ser a parte

�nal de uma ocorrência de P em S no processador vizinho esquerdo. Finalmente, atrav�es das

listas CD e CE obtêm-se as posi�c~oes onde P efetivamente ocorre na fronteira. As listas CD e CE
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têm comprimento no m�aximo m. No exemplo 3(a) temos uma cadeia texto T de comprimento

80 e uma cadeia padr~ao P de comprimento 7, distribu��das entre 4 processadores juntamente com

os vetores � e � calculados.

ALGORITMO: KMP CGM

Entrada: um vetor T de texto, um vetor P de padr~ao.

Sa��da: listas R nos processadores com as posi�c~oes do segmento local de texto S onde P ocorre.

f Cada processador recebe n = N=p posi�c~oes cont��guas do vetor T , repartido em subvetores

S0; S1; : : : ; Sp�1 e o vetor P. Isto �e, cada processador i recebe o subvetor Si. g

1. Cada processador i executa o algoritmo KMP (p�agina 25) para o segmento de texto Si,

obtendo a lista R.

2. Cada processador i, i < p � 1, executa o procedimento Fronteira Direita, obtendo a lista

CD.

3. Cada processador i, i > 0, executa o procedimento Constr�oi �.

4. Cada processador i, i > 0, executa o procedimento Fronteira Esquerda, obtendo a lista CE .

5. Cada processador i, i > 0, envia a lista CE para o processador i� 1.

6. Cada processador i, i < p� 1, executa o procedimento Combina.

�m algoritmo

Exemplo 3(a) Um exemplo de entrada de dados e sua distribui�c~ao entre p = 4 processadores,

com os vetores � e � calculados.

Entrada:

T = aaababababaaabbababababababbababababaabaabababaabbababbaababababaaababababaaaaba

P = abababa

No processador 0:

S0 = aaababababaaabbababa

P = abababa

No processador 1:

S1 = babababbababababaaba

P = abababa

No processador 2:

S2 = abababaabbababbaabab

P = abababa

No processador 3:

S3 = ababaaababababaaaaba

P = abababa

Vetores � e � em cada processador pi, 0 � i � 3:

i 1 2 3 4 5 6 7

� 0 0 1 2 3 4 5

� 3 4 5 6 7 8 8
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Os procedimentos Fronteira Direita e Fronteira Esquerda s~ao respons�aveis por determinar

poss��veis posi�c~oes de ocorrência do padr~ao no texto que n~ao foram analisadas no passo 1. Estas

s~ao as posi�c~oes em que o padr~ao se encontra na fronteira, dividido entre o �m do texto em um

processador e o in��cio do texto no pr�oximo processador. A seguir descreveremos os procedimentos

Fronteira Direita e Fronteira Esquerda. A id�eia do primeiro procedimento �e executar o algoritmo

KMP nas �ultimas m�1 posi�c~oes do subvetor de texto e determinar as posi�c~oes que s~ao poss��veis

ocorrências do padr~ao mas que dependem dos dados contidos no processador vizinho direito para

que sua qualidade de posi�c~ao de ocorrência seja mantida. No segundo procedimento, percorrem-

se as m � 1 posi�c~oes iniciais do subvetor de texto obtendo-se os candidatos que ir~ao, ou n~ao,

certi�car a condi�c~ao de posi�c~ao de ocorrência do subvetor no processador vizinho esquerdo. Na

Figura 2.3, mostramos uma seq�uência de segmentos cont��guos de texto, suas regi~oes de fronteira

e a dire�c~ao em que s~ao feitas as comuni�c~oes entre vizinhos. No exemplo 3(b), temos as listas R,

CD e CE calculadas em cada processador e como ser�a o envio.

Si

. . . . . .
��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��

��
��
��

Si-1 Si+1

Fronteira Esquerda

Fronteira Direita

Figura 2.3: Fronteiras e comunica�c~ao entre vizinhos.

PROCEDIMENTO: Fronteira Direita

Entrada: um segmento de texto S e o padr~ao P .

Sa��da: a lista CD com as posi�c~oes em que P pode ocorrer em S na fronteira direita.

1. CD  ;
2. n Comprimento(S)

3. m Comprimento(P )

4. q  0

5. para i n�m+ 2 at�e n fa�ca

6. enquanto q > 0 e P [q + 1] 6= S[i] fa�ca

7. q  �[q]

8. se P [q + 1] = S[i]

9. q  q + 1

10. enquanto q > 0 fa�ca

11. Insere(n� q + 1; CD)

12. q  �[q]

13. devolva CD

�m procedimento
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PROCEDIMENTO: Fronteira Esquerda.

Entrada: um segmento de texto S e o padr~ao P .

Sa��da: a lista CE com as posi�c~oes que correspondem, na fronteira esquerda, ao �m de uma

ocorrência de P em S no processador vizinho.

1. CE  ;
2. n Comprimento(S)

3. m Comprimento(P )

4. q  m

5. para i m� 1 at�e 1 passo �1 fa�ca
6. enquanto q < m e P [q � 1] 6= S[i] fa�ca

7. q  �[q]

8. se P [q � 1] = S[i]

9. q  q � 1

10. enquanto q < m fa�ca

11. Insere(m� q; CE)

12. q  �[q]

13. devolva CE

�m procedimento

Exemplo 3(b) Listas R, CD e CE calculadas em cada processador e envio para os vizinhos

esquerdos.

No processador 0:

R = 3! 5

CD = 16! 18! 20

CE n~ao �e calculado.

No processador 1:

R = 9! 11

CD = 18! 20

CE = 2! 4! 6

1 envia para 0:

CE = 2! 4! 6

No processador 2:

R = 1

CD = 17! 19

CE = 1! 3! 5

2 envia para 1:

CE = 1! 3! 5

No processador 3:

R = 7! 9

CD n~ao �e calculado.

CE = 1! 3! 5

3 envia para 2:

CE = 1! 3! 5
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Ambos procedimentos levam tempo O(m), como veremos na se�c~ao 2.3.3

Como j�a foi dito, tendo constru��do as listas CD, pelo procedimento Fronteira Direita, e CE ,

pelo procedimento Fronteira Esquerda no processador sucessor, vamos combin�a-las e assim certi-

�car, ou n~ao, as posi�c~oes da fronteira direita armazenadas em CD. Isto �e feito pelo procedimento

descrito a seguir. A lista de posi�c~oes de con�rma�c~ao recebida do vizinho direito ser�a armazenada

localmente na lista CE .

PROCEDIMENTO: Combina

Entrada: as listas CD, CE e R.

Sa��da: a lista R com as posi�c~oes que correspondem a ocorrências de P no segmento de texto S

na fronteira direita inclu��das.
1. R0  CD

2. d Elemento(CD)

3. e Elemento(CE)

4. enquanto CD 6= ; e CE 6= ; fa�ca
5. se n� d+ e+ 1 < m

6. Remove(CE)

7. e Elemento(CE)

8. caso contr�ario

9. se n� d+ e+ 1 > m

10. Remove(CD)

11. d Elemento(CD)

12. caso contr�ario

13. CD  Pr�oximo(CD)

14. d Elemento(CD)

15. Remove(CE)

16. e Elemento(CE)

17. enquanto CD 6= ; fa�ca
18. Remove(CD)

19. devolva R [R0

�m procedimento

O procedimento consiste em percorrer-se as listas CD e CE como se estas fossem intercaladas,

mas ao inv�es de comparar seus valores, as distâncias das posi�c~oes at�e o �m e at�e o come�co de S,

respectivamente, s~ao adicionadas e comparadas com o tamanho do padr~ao. Ent~ao, dependendo

desta compara�c~ao, caminha-se nas listas, removendo-se elementos da lista CE e mantendo-se ou

removendo-se elementos da lista CD, cujo primeiro elemento se encontra apontado por R0. Ao
�nal, se CD ainda contiver algum elemento, estes ser~ao simplesmente removidos. O procedimento

devolve a listaR concatenada com a listaR0, contendo todos os in��cios de ocorrências do padr~ao P
no segmento de texto S armazenado localmente. O exemplo 3(c) cont�em os dados calculados, os

dados recebidos e as listas R resultantes em cada processador ap�os a aplica�c~ao do procedimento

Combina.
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Exemplo 3(c) Recebimento dos dados e obten�c~ao da lista R �nal.

Processador 0 recebe:

CE = 2! 4! 6

e calculou:

CD = 16! 18! 20

R = 3! 5

Processador 1 recebe:

CE = 1! 3! 5

e calculou:

CD = 18! 20

R = 9! 11

Processador 2 recebe:

CE = 1! 3! 5

e calculou:

CD = 17! 19

R = 1

Processador 3 n~ao recebe dados e calculou:

R = 7! 9

Percorremos as listas CD e CE veri�cando o valor de n�Elemento(CD)+Elemento(CE)+1.

Neste exemplo n = 20.

� No processador 0.

Como 20 � 16 + 2 + 1 = 7, 20� 18 + 4 + 1 = 7 e 20� 20 + 6 + 1 = 7, os valores 16, 18 e

20 s~ao inclu��dos na lista R. Assim, R = 3! 5! 16! 18! 20.

� No processador 1.

Como 20� 18 + 1 + 1 < 7, 1 �e removido de CE. Como 20� 18 + 3 + 1 < 7, 3 �e removido

de CE. Como 20 � 18 + 5 + 1 > 7, 18 �e removido de CD. Como 20 � 20 + 5 + 1 < 7,

5 �e removido de CE. Finalmente, como CD est�a vazia, CD �e ent~ao esvaziada e nenhum

elemento �e inserido na lista R. Assim, R = 9! 11.

� No processador 2.

Como 20 � 17 + 1 + 1 < 7, 1 �e removido da lista CE. Como 20 � 17 + 3 + 1 = 7 e

20� 19+5+1 = 7, os valores 17 e 19 s~ao inclu��dos na lista R. Assim, R = 1! 17! 19.

� O processador 3 n~ao recebe dados e assim �e apenas mantida a lista R = 7! 9.
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2.3.3 Tempo e Corretude

Para analisar o tempo de pior caso e a corretude do algoritmo KMP CGM, vamos veri�car o

tempo de pior caso e a corretude de cada procedimento envolvido na descri�c~ao deste.

A corretude do procedimento Constr�oi � tem demonstra�c~ao an�aloga �a corretude do proce-

dimento Constr�oi � (p�agina 25). A complexidade de pior caso tamb�em �e O(m) por motivos

an�alogos.

Teorema 8 Os procedimentos Fronteira Direita e Fronteira Esquerda têm tempo de pior caso

O(m), cada um.

Prova. Em ambos os casos, o corpo do la�co para da linha 5 �e executado em tempo amortizado

O(1). Como o la�co �e executado m� 1 vezes, este la�co tem tempo de pior caso O(m).

Como, no primeiro procedimento, q �e incrementado em no m�aximo uma unidade em cada

itera�c~ao, ao �nal do la�co para da linha 5, seu valor ser�a menor que m. O la�co enquanto da

linha 10 decrementa o valor de q, com valor inicial q < m, at�e que este seja igual a 0. Logo este

primeiro procedimento leva tempo O(m).

No segundo procedimento, ao �nal do la�co para da linha 5, seu valor ser�a no m��nimo 1. O

la�co enquanto da linha 10 incrementa o valor de q, partindo de q � 1, at�e que este seja igual a

m. Logo, este procedimento tamb�em leva tempo O(m).

2

Os procedimentos Fronteira Direita e Fronteira Esquerda têm as demonstra�c~oes de corretude

an�alogas. Assim, iremos enunciar os resultados para o primeiro. Vamos, primeiramente, enunciar

um lema e em seguida o teorema de corretude.

Lema 6 O invariante Pq = S �e v�alido em qualquer itera�c~ao do la�co enquanto da linha 10 do

procedimento Fronteira Direita.

Prova. No �nal do la�co para da linha 5, pelo Lema 5, vale Pq = S. Logo, tamb�em vale no

in��cio da primeira itera�c~ao do la�co enquanto da linha 10.

Em qualquer itera�c~ao, temos na linha 12 q  �[q]. Seja q0 o novo valor de q ap�os a linha

12. Pela de�ni�c~ao de �, Pq0 = Pq, mas como Pq = S, temos que no �nal de qualquer itera�c~ao do

la�co enquanto da linha 10, Pq0 = S.

2

Teorema 9 O procedimento Fronteira Direita calcula corretamente as poss��veis ocorrências de

P em S na fronteira direita.

Prova. Vamos mostrar que s 2 CD se, e somente se, Pn�s+1 = S.
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Na ida, vamos considerar i uma itera�c~ao qualquer do la�co enquanto da linha 10 quando s �e

inserido em CD. Como s = n� q + 1, q > 0, pela linha 12 e pelo lema anterior, Pq = S, temos

ent~ao que q = n� s+ 1 e Pn�s+1 = S.

Na volta, vamos supor que s 62 CD e Pn�s+1 = S e s m��nimo.

Como s 62 CD, q = 0. Seja s0 = n� q + 1 o �ultimo valor inserido em CD, ent~ao Pn�s0+1 = S

e q = 0 no �nal desta itera�c~ao.

Na linha 12, q  �[n� s0 + 1] e �[n� s0 + 1] = 0, pois q = 0 ao �nal desta itera�c~ao.

Mas Pn�s+1 = Pn�s0+1, uma contradi�c~ao na obten�c~ao do valor �nal de q.

2

As demonstra�c~oes do tempo e da corretude do procedimento Combina se encontram nos

teoremas a seguir.

Teorema 10 O procedimento Combina tem tempo de pior caso O(m).

Prova. Em cada itera�c~ao do la�co enquanto da linha 4 um elemento de CE �e removido ou um

elemento de CD �e removido ou caminha-se na lista CD e remove-se um elemento de CE. Como

CD e CE têm no m�aximo m� 1 elementos cada um e o corpo do la�co leva tempo O(1) para ser

executado, este la�co leva tempo m�aximo O(m).

O la�co enquanto da linha 17 tamb�em leva tempo O(m) pois em cada itera�c~ao um elemento

de CD �e removido.

Portanto, o tempo de pior caso do procedimento �e O(m).

2

Teorema 11 O procedimento Combina calcula corretamente as posi�c~oes onde uma ocorrência

de P em T efetivamente ocorre.

Prova. O la�co enquanto da linha 4 p�ara pois CD e CE s~ao listas �nitas e a cada itera�c~ao �e

removido um elemento de CD ou um elemento de CE .

Para mostrar que o procedimento calcula corretamente as ocorrências, devemos mostrar que

s 2 R0 se, e somente se, d 2 CD, e 2 CE , Pn�d+1 = S, Pe < S e n� d+ e+ 1 = m, com d = s.

Inicialmente, se s 2 R0 ent~ao s 2 CD n~ao foi removido de CD. Assim, nem as linhas 10-11,

nem a linha 18 foram executadas com d = s.

Como d = s, o la�co enquanto da linha 4 �e executado percorrendo-se a lista CE . O la�co n~ao

p�ara com CE = ; pois CD 6= ; e s seria removido pela linha 18. Como as linhas 10-11 tamb�em

n~ao s~ao executadas com d = s e CE tem tamanho �nito, em algum instante as linhas 13-16 s~ao

executadas e n� d+ e+ 1 = m, com Pn�d+1 = S pois d 2 CD, e Pe < S pois e 2 CE.

Vamos supor, agora, que s 62 R0 mas s 2 CD. Seja i a primeira itera�c~ao que come�ca com

d = s e seja e0 o valor de e.
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Como s 62 R0 ent~ao em algum instante s foi removido de CD. Temos dois casos:

� as linhas 10 e 11 foram executadas com d = s ent~ao n� d+ e+ 1 > m. Contradi�c~ao pois

n� d+ e+ 1 = m

� a linha 18 foi executada ent~ao, para todo e > e0, e 2 CE, n� d+ e+1 < m. Contradi�c~ao.

Logo, s 2 R0.

Como o valor de R, pelo Teorema 5, est�a corretamente calculado, R [R0 cont�em os valores

corretos das posi�c~oes de S onde P ocorre.

2

Com os resultados obtidos, podemos ent~ao mostrar o tempo e a corretude do algoritmo

KMP CGM.

Teorema 12 O algoritmo KMP CGM leva tempo de computa�c~ao local O(N=p), usando mem�oria

O(N=p) e O(1) rodadas de comunica�c~ao em que s~ao trocados O(N=p) dados.

Prova. O passo 1 leva tempo seq�uencial O(Np +m) e obt�em a lista R. Os passos 2, 3 e 4 levam

tempo O(m) cada um. At�e aqui n~ao �e necess�aria nenhuma comunica�c~ao. No passo 5, a lista CE ,

de comprimento O(m) �e enviada em uma rodada de comunica�c~ao. Finalmente, o passo 6 leva

tempo O(m) para obter o resultado �nal.

Em cada processador estar~ao armazenados: o segmento de texto de tamanho O(N=p), o

padr~ao de tamanho O(m) e as listas CD, CE e R de tamanho m�aximo O(m) cada uma, onde

m = O(N=p). Assim, a mem�oria utilizada �e O(N=p).

2

Teorema 13 O algoritmo KMP CGM obt�em corretamente as ocorrências de P em Si em cada

processador i, 0 � i < p.

Prova. Esta corretude decorre diretamente dos resultados obtidos nos teoremas anteriores.

2

Com isto, mostramos que o algoritmo KMP CGM calcula corretamente as ocorrências de P

no segmento de texto armazenado no processador, manipulando os dados em tempo seq�uencial

O(Np +m) � O(N=p) em uma rodada de comunica�c~ao quando s~ao enviados no m�aximo m =

O(N=p) dados, e utilizando mem�oria O(N=p).

2.3.4 Resultados da Implementa�c~ao

Neste caso, utilizamos cadeias de caracteres para o texto e para o padr~ao onde todos seus

elementos s~ao iguais ao s��mbolo a, pois este �e um caso que demanda mais tempo. O algoritmo



CAP�ITULO 2. BUSCA UNIDIMENSIONAL DE PADR ~OES 42

CGM �e executado para dois exemplos, em ambos utilizamos uma cadeia texto de comprimento

N = 218 e duas cadeias padr~ao de comprimentosm = 24 e m = 214. As ocorrências aparecem em

todas as posi�c~oes da cadeia texto a menos das posi�c~oes come�cando nas �ultimas m� 1 posi�c~oes.

Para os testes, utilizamos 1, 2, 4, 8 e 16 processadores, obtendo os tempos absolutos mostra-

dos no gr�a�co da Figura 2.4. No gr�a�co, podemos observar que para o padr~ao de comprimento

m = 24, o tempo cai sensivelmente com o aumento do n�umero de processadores. Isto porque a

quantidade de dados trocados �e pequena e o tempo de comunica�c~ao acaba sendo uma parcela

bem menor do que a parcela do tempo de computa�c~ao local. Para o padr~ao de comprimento

m = 214, a diminui�c~ao do tempo �e mais discreta, uma vez que a quantidade de dados troca-

dos �e maior. Os valores dos tempos absolutos, bem como dos speedups est~ao apresentados no

apêndice A.
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N = 262144

m = 16
m = 16384

Figura 2.4: Tempo em s para N = 218 = 262144, m = 24 = 16 e m = 214 = 16384, utilizando 1,

2, 4, 8 e 16 processadores.

No gr�a�co da Figura 2.5, podemos acompanhar o speedup para os dois valores do compri-

mento do padr~ao. A linha tracejada marcada com triângulos cheios corresponde ao speedup

�otimo. Vemos que o speedup �e pequeno para o caso m = 214. Como o programa seq�uencial

�e bastante r�apido, a comunica�c~ao acaba dominando o tempo de computa�c~ao local. Este fato �e
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con�rmado pelo desempenho melhor para o padr~ao de comprimento m = 24.
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Figura 2.5: Speedup para 2, 4, 8 e 16 processadores com N = 218 = 262144, m = 24 = 16 e

m = 214 = 16384.

2.4 Busca Unidimensional de Padr~oes com Escala

O problema de busca unidimensional de padr~oes com escala �e uma generaliza�c~ao do problema

de busca de padr~oes. Tendo como entrada um padr~ao P = �1 � � � �m e um texto T = �1 � � � �n
com n > m, determinamos todas as posi�c~oes de T onde uma ocorrência de P escalado a k (uma

k-ocorrência) come�ca, para todo k = 1; : : : ; bn=mc. As k-ocorrências com k = 1 s~ao aquelas da

busca de padr~oes normal. O algoritmo descrito nesta se�c~ao foi desenvolvido por Amir et al [8].

Uma primeira id�eia �e a de se fazer uma busca de padr~oes para cada escala k, o que le-

va a um algoritmo de complexidade O(n2). Descreveremos um algoritmo que obt�em todas as

k-ocorrências do padr~ao no texto, com 1 � k � n=m, em tempo linear no tamanho da entra-

da. Para tanto, vamos introduzir alguns conceitos e propriedades envolvidos na descri�c~ao do

algoritmo.
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De�ni�c~ao 9 Seja S = �1�2 � � � �n uma cadeia sobre um alfabeto �. A representa�c~ao fatorada

da cadeia S �e a cadeia �0r11 �0r22 � � � �
0rn̂
n̂ , n̂ � n, tal que:

1. �0i 6= �0i+1, para 1 � i < n̂; e

2. S pode ser descrita como uma concatena�c~ao do s��mbolo �01 repetido r1 vezes, o s��mbolo �02
repetido r2 vezes, . . . , e o s��mbolo �0n̂ repetido rn̂ vezes.

Denotamos por S� = �01�
0
2 � � � �0n̂, a parte de s��mbolos de S e por S# o vetor de n�umeros

naturais r1; r2; : : : ; rn̂, a parte de expoentes de S.

Exemplo. Para S = aabbbccabccbbaaaa, S0 = a2b3c2a1b1c2b2a4, S� = abcabcba, e S# =

[2; 3; 2; 1; 1; 2; 2; 4].

Observa�c~ao 1 Sejam T� e T# = [t1; : : : ; tn̂] as partes de s��mbolos e expoentes, respectivamente,

do vetor de texto T . Sejam P� e P# = [p1; : : : ; pm̂] as partes de s��mbolos e expoentes, respecti-

vamente, do vetor de padr~ao P . A determina�c~ao de todas as ocorrências de P escalado a k em

T �e equivalente �a determina�c~ao de todas as posi�c~oes i satisfazendo as condi�c~oes a seguir:

A. Existe uma ocorrência de P� na posi�c~ao i de T�.

B.1. ti � kp1.

B.2. ti+1 = kp2; : : : ; ti+m̂�2 = kpm̂�1.

B.3. ti+m̂�1 � kpm̂.

Observa�c~ao 2 Dadas as partes de expoentes T# e P# dos respectivos vetores T e P , po-

demos construir as cadeias T 0 = t2=t1; t3=t2; : : : ; tn̂=tn̂�1 de n̂ � 1 elementos reais e P 0 =

p3=p2; p4=p3; : : : ; pm̂�1=pm̂�2 de m̂ � 3 elementos reais. Supondo m̂ > 3, a condi�c~ao B.2 �e

satisfeita para k = ti+1=p2 se e somente se existe uma ocorrência da cadeia P 0 na posi�c~ao i+ 1

da cadeia T 0.

O algoritmo tem como entrada os vetores T e P , mas trabalha com as partes de s��mbolos e

de expoentes da representa�c~ao fatorada, o que garante o tempo linear no tamanho da entrada.

A determina�c~ao das k-ocorrências �e baseada na observa�c~ao anterior. Descreveremos o algoritmo

supondo que m̂ > 3, os casos em que m̂ � 3 s~ao trivialmente obtidos dentro da mesma comple-

xidade de tempo. A sa��da do algoritmo ser�a uma lista R que armazena os valores da posi�c~ao e

de k que correspondem �a k-ocorrência de P em T .

ALGORITMO: Busca com Escala

Entrada: o texto T e o padr~ao P .

Sa��da: uma lista R com as posi�c~oes de T onde existem k-ocorrências de P .

1. R ;
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2. n Comprimento(T )

3. m Comprimento(P )

4. Constr�oi escala(T; T�; T#)

5. Constr�oi escala(P; P�; P#)

6. Constr�oi quociente(T#)

7. Constr�oi quociente(P#)

8. R1  KMP (T�; P�)

9. R2  KMP (T 0; P 0)
10. pos 1

11. i Elemento(R1)

12. j  Elemento(R2)

13. enquanto R1 6= ; e R2 6= ; fa�ca
14. se j < i+ 1

15. Remove(R2)

16. j  Elemento(R2)

17. caso contr�ario

18. se j > i+ 1

19. Remove(R1)

20. i Elemento(R1)

21. caso contr�ario

22. k  t[i+ 1]=p[2]

23. se t[i] � kp1 e t[i+ m̂� 1] � kp[m̂]

24. Insere((pos+ (t[i]� kp[1]); k); R)

25. Remove(R1)

26. i Elemento(R1)

27. Remove(R2)

28. j  Elemento(R2)

29. pos pos+ t[i]

30. devolva R

�m algoritmo

O procedimento Constr�oi escala percorre as cadeias T e P construindo os vetores T� e T#,

e P� e P#, com comprimentos n̂ e m̂, respectivamente.

O procedimento Constr�oi quociente percorre os vetores T# e P# construindo os vetores de

quocientes T 0 e P 0. Ao �nal deste procedimento, o vetor T 0 ter�a n̂� 1 posi�c~oes e P 0 ter�a m̂� 3

posi�c~oes.

Ap�os estas constru�c~oes iniciais, o algoritmo aplica uma busca de padr~oes de P� em T�. O

resultado deste procedimento estar�a armazenado em R1, que �e uma lista das posi�c~oes de T�

onde uma ocorrência de P� existe, de acordo com a condi�c~ao A da observa�c~ao 1. Com isto,

temos uma primeira indica�c~ao de posi�c~oes de k-ocorrências, que ser~ao descartadas ou aceitas

conforme os dados obtidos no passo seguinte.

O passo a seguir consiste em aplicar o algoritmo KMP, buscando ocorrências de P 0 em T 0.
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O resultado desta busca �e armazenado em uma lista R2 das posi�c~oes onde uma ocorrência de P 0

em T 0 existe. Observemos que, na constru�c~ao de P 0, os quocientes obtidos s~ao p3=p2; p4=p3; : : : ;
pm̂�1=pm̂�2. Com isto, as posi�c~oes em R2 que armazenam ocorrências de P 0 em T 0, indicam
posi�c~oes de T# onde ocorre P

#
2:::m̂�1, para alguma escala k, 1 � k � n=m, satisfazendo, assim, a

condi�c~ao B.2 da observa�c~ao 1 e acordando com a observa�c~ao 2. Devemos observar tamb�em que

P 0 armazena informa�c~oes sobre P# nas posi�c~oes entre 2 e m̂� 1, inclusive estas.

Basta, agora, combinar as informa�c~oes de R1 e R2 para se obter a lista R de resposta.

Nesta etapa, para cada ocorrência de P� em T� em uma posi�c~ao i, veri�ca-se se existe uma

ocorrência de P 0 em T 0, na posi�c~ao i+ 1. Se isto ocorrer, as condi�c~oes A e B.2 da observa�c~ao 1

est~ao satisfeitas, bastando testar as condi�c~oes B.1 e B.3. Para isto, determina-se a escala k e

veri�ca-se se as condi�c~oes s~ao satisfeitas. Em caso a�rmativo, insere-se o valor da posi�c~ao das

k-ocorrências em T e o valor de k em R.

2.4.1 Tempo e Corretude

A corretude do algoritmo Busca com Escala decorre diretamente das observa�c~oes 1 e 2. O tempo

de pior caso �e O(n+m) e sua demonstra�c~ao se encontra no teorema a seguir.

Teorema 14 O algoritmo Busca com Escala tem tempo de pior caso O(n+m).

Prova. As linhas 4 e 6 levam tempo O(n) cada. As linhas 5 e 7 levam tempo O(m) cada. No

pior caso, as linhas 8 e 9 levam tempo O(n+m) cada e geram listas R1 e R2 de tamanho O(n)

cada.

Em cada passo do la�co enquanto da linha 13 um elemento de R1 e/ou um elemento de R2

�e removido. Como o corpo do la�co leva tempo O(1) e o la�co p�ara quando uma das listas �ca

vazia, este la�co leva tempo O(n).

Assim, o algoritmo tem tempo de pior caso O(n+m).

2

Este resultado mostra que o algoritmo determina todas as k-ocorrências, com 1 � k � n=m,

de P em T , em tempo de pior caso O(n+m), que �e o mesmo tempo do algoritmo KMP.

2.5 O Algoritmo CGM para Busca de Padr~oes com Escala

Nesta se�c~ao, apresentaremos um algoritmo CGM para o problema de busca de padr~oes unidi-

mensional com escala. O algoritmo aqui apresentado est�a baseado nos algoritmos apresentados

nas se�c~oes 2.2 e 2.3, com algumas adapta�c~oes e extens~oes.

Vamos considerar como entrada do algoritmo um texto T de tamanho N e um padr~ao P de

tamanho m, ambos sobre um alfabeto � e que N � m, mais especi�camente, m � N=p. Vamos

considerar n = N=p.



CAP�ITULO 2. BUSCA UNIDIMENSIONAL DE PADR ~OES 47

Inicialmente, o texto ser�a distribu��do e armazenado nos processadores da mesma forma que

o algoritmo CGM para a busca de padr~oes sem escala. O padr~ao ser�a armazenado, por inteiro,

localmente em cada processador. Estamos interessados em determinar as k-ocorrências de P em

cada segmento de texto S, com 1 � k � N=(mp). Aqui, limitamos o intervalo de poss��veis valores

de k, de forma que P escalado ao valor m�aximo de k tenha comprimento igual ao tamanho do

segmento de texto armazenado em cada processador.

No algoritmo CGM, os segmentos de texto e o padr~ao em cada processador s~ao processados

localmente de forma a se obter os vetores S� e S#, e P� e P#, e os vetores de quocientes S0 e
P 0.

As k-ocorrências tamb�em podem existir nas regi~oes de fronteira como no caso sem escala.

Neste caso, consideramos as fronteiras em termos dos segmentos S� armazenados em cada

processador e as fronteiras ser~ao os su�xos e/ou pre�xos de S� de comprimento m̂.

O algoritmo CGM para este problema funciona de maneira muito similar ao algoritmo CGM

para o caso sem escala. As principais diferen�cas est~ao na execu�c~ao local do algoritmo Bus-

ca com Escala (p�agina 44) e alguns detalhes nas manipula�c~oes das fronteiras, que envolvem o

envio de outros dados al�em da lista de candidatos.

ALGORITMO: Busca com Escala CGM

Entrada: um vetor T de texto e um vetor P de padr~ao.

Sa��da: listas R nos processadores com as posi�c~oes do segmento de texto S onde existem k-

ocorrências de P .

f Cada processador recebe N
p posi�c~oes cont��guas do vetor T , repartido em subvetores S0; S1; : : : ;

Sp�1 e o vetor P. g

1. Cada processador i executa o algoritmo Busca com Escala (p�agina 44) para o segmento

de texto Si, obtendo a lista R, e os vetores S�, S#, P� e P#.

2. Cada processador i, i < p� 1, executa o procedimento Fronteira Direita escala, obtendo a

lista CD.

3. Cada processador i, i > 0, executa o procedimento Constr�oi �.

4. Cada processador i, i > 0, executa o procedimento Fronteira Esquerda escala, obtendo a

lista CE.

5. Cada processador i, i > 0, envia a lista CE , e os dados S
�[1], S�[2], S#[1] e S#[2] para o

processador i� 1.

6. Cada processador i, i < p� 1, executa o procedimento Combina escala.

�m algoritmo

No exemplo 4(a) temos segmentos S distribu��dos entre os processadores e o padr~ao P com

os respectivos vetores S�, S# e S0, P�, P# e P 0 calculados pelo passo 1. A lista R obtida em

cada processador, para este exemplo se encontra no exemplo 4(b).
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Exemplo 4(a) Um exemplo de entrada de dados e sua distribui�c~ao entre p = 4 processadores

e com o passo 1 do algoritmo j�a executado. Em cada processador teremos:

T = bbbaaaabbabbabbaaabbbbbbaaabbbbbbaaabbbbbbaaaaabbbbbbaaabbbbbbaaabbbbbbaaaaaa

bbbbbaaaaaabbbbbbbbaaaabbbbbbbbaaaabbbbbbbbaaaaabbbbbaaaaabbbbbbaaaabbbbbbaaabbbbbbbbaaaa

bbbbbbbbaaaabbbbbbbbaaaabbbbbbbbaaaaaabbbbbbbbbbbbaaaaaabbbbbbbbbbbbaaaaaaa

P = abbabbabba

0

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

S� b a b a b a b a b a b a

S# 3 4 2 1 2 1 2 3 6 3 6 2

S0 4/3 2/4 1/2 2/1 1/2 2/1 3/2 6/3 3/6 6/3 2/6

1

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

S� a b a b a b a b a b a b

S# 1 6 5 6 3 6 3 6 6 5 6 8

S0 6/1 5/6 6/5 3/6 6/3 3/6 6/3 6/6 5/6 6/5 8/6

2

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

S� a b a b a b a b a b a b

S# 4 8 4 8 5 5 5 6 4 6 3 5

S0 8/4 4/8 8/4 5/8 5/5 5/5 6/5 4/6 6/4 3/6 5/3

3

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

S� b a b a b a b a b a b a

S# 3 4 8 4 8 4 8 6 12 6 12 7

S0 4/3 8/4 4/8 8/4 4/8 8/4 6/8 12/6 6/12 12/6 7/12

Em todos os processadores teremos:

i 1 2 3 4 5 6 7

P� a b a b a b a

P# 1 2 1 2 1 2 1

P 0 1/2 2/1 1/2 2/1

No passo 5, �e necess�ario o envio do primeiro e segundo valores de S�, e do primeiro e

segundo valores de S#, pois, ao se distribuir o texto entre os processadores, s��mbolos ocupando

posi�c~oes adjacentes em T , podem se tornar o �ultimo valor de S� em um processador e o primeiro

valor em S� no processador vizinho direito. Os segundos valores devem tamb�em ser enviados,

pois estas posi�c~oes n~ao s~ao testadas no procedimento Fronteira Esquerda escala, como poss��veis

�nais de k-ocorrências. Se esses s��mbolos s~ao diferentes, n~ao existem grandes problemas como

veremos. Por�em, se esses s��mbolos s~ao iguais, deve-se tomar cuidado ao combinar os dados

recebidos e os calculados, na obten�c~ao de poss��veis k-ocorrências na fronteira. Isto ser�a visto

na descri�c~ao do procedimento Combina escala. Primeiramente, vamos mostrar como �cam os

outros procedimentos utilizados no algoritmo.

No passo 1 do algoritmo Busca com Escala CGM, s~ao obtidos os vetores de s��mbolos e de

expoentes, e tamb�em os vetores de quocientes, como pode ser visto no exemplo 4(a) e os vetores

� e �0, no exemplo 4(b), em cada processador.

No passo 3, s~ao calculados os vetores � e �0 para os vetores P� e P 0, respectivamente,

cuja descri�c~ao �e an�aloga ao caso sem escala. O resultado da obten�c~ao destes vetores est�a no
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exemplo 4(b).

Exemplo 4(b) Resultado da obten�c~ao dos vetores �, �0, � e �0. Em cada processador temos:

i 1 2 3 4 5 6 7

� 0 0 1 2 3 4 5

� 3 4 5 6 7 8 8

i 1 2 3 4

�0 0 0 1 2

�0 3 4 5 5

No passo 2, o procedimento Fronteira Direita escala utiliza as mesmas id�eias do procedimen-

to Fronteira Direita (p�agina 35) e do algoritmo Busca com Escala (p�agina 44), nos vetores de

s��mbolos e de quocientes. Algumas pequenas diferen�cas em rela�c~ao ao caso sem escala aparecem

neste procedimento. No caso sem escala, ao executarmos o algoritmo KMP nos dados locais,

obtemos as ocorrências, testando at�e a posi�c~ao n�m+ 1 e obtemos as poss��veis ocorrências na

fronteira a partir da posi�c~ao n�m+ 2; no caso escalar, o algoritmo Busca com Escala testa as

posi�c~oes at�e n̂� m̂ e na obten�c~ao da fronteira direita testamos a partir da posi�c~ao n̂� m̂ + 1,

isto porque o �ultimo s��mbolo pode ser igual ao primeiro s��mbolo do processador vizinho direito.

Al�em disso, neste procedimento uma poss��vel ocorrência s�o �e procurada at�e a posi�c~ao n̂ � 2.

As duas �ultimas posi�c~oes dependem dos dados vindos de outro processador, como veremos no

procedimento de combina�c~ao dos resultados. Ao �nal deste passo, teremos uma lista de posi�c~oes

i, n̂ � m̂ + 1 � i � n̂ � 2, com os respectivos valores de k obtidos pela raz~ao entre S#[i + 1]

e P#[2], candidatas a in��cio de uma k-ocorrência. Em cada posi�c~ao i armazenada nesta lista

existe uma ocorrência de P�[1 : : : n̂�i+1] em S�[i : : : n̂], uma ocorrência de P 0[1 : : : n̂�i�2] em
S0[i+1 : : : n̂� 2] e S#[i] � k �P#[1]. Satisfazendo as propriedades A, B.1 e B.2 da observa�c~ao 1

para as posi�c~oes em CD. No exemplo 4(c), temos a lista CD constru��da.

No passo 4, o procedimento Fronteira Esquerda escala apresenta comportamento sim�etrico

ao Fronteira Direita escala. A posi�c~ao m̂ �e testada por este procedimento e pelo algoritmo

Busca com Escala, pois o primeiro elemento de S� pode ser igual ao �ultimo s��mbolo armazenado

no processador vizinho esquerdo. Este procedimento devolve uma lista CE com as posi�c~oes i,

3 � i � m̂, e os correspondentes valores de k obtidos pela raz~ao entre S#[i�1] e P#[m̂�1], que
s~ao poss��veis �nais de k-ocorrências que se iniciam na fronteira direita do processador vizinho

esquerdo. Uma posi�c~ao i em CE corresponde a uma ocorrência de P�[m̂�i+1 : : : m̂] em S�[1 : : : i]

(testando, assim todos os s��mbolos at�e a posi�c~ao i) e a uma ocorrência de P 0[m̂� i+1 : : : m̂� 3]

em S0[2 : : : i � 2]; e T#[i] � k � P#[m̂]. No exemplo 4(c) encontram-se a lista CE e o envio dos

dados para os processadores vizinhos esquerdos.

Exemplo 4(c) Listas R, CD e CE calculadas em cada processador e envio para os vizinhos

esquerdos.

No processador 0:

R = 7; 1

CD = 8; 3! 10; 3

CE n~ao �e calculado.
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No processador 1:

R = 10; 3

CD = ;
CE = 3; 3

1 envia para 0:

CE = 3; 3

T�[1] = a, T#[1] = 1

T�[2] = b, T#[1] = 6

No processador 2:

R = ;
CD = 9; 3

CE = 3; 4! 5; 4

2 envia para 1:

CE = 3; 4! 5; 4

T�[1] = a, T#[1] = 4

T�[2] = b, T#[1] = 8

No processador 3:

R = 4; 4

CD n~ao �e calculado.

CE = 4; 4! 6; 4

3 envia para 2:

CE = 4; 4! 6; 4

T�[1] = b, T#[1] = 3

T�[2] = a, T#[1] = 4

Ao iniciar o passo 5, o processador corrente ter�a recebido: S�[1] e S�[2], que consideraremos

armazenados como Simb1 e Simb2; S
#[1] e S#[2], que consideraremos armazenados, respecti-

vamente, como Exp1 e Exp2. No procedimento Combina escala temos dois casos:

1. S�[n̂] = Simb1. Neste caso, de�nimos Exp ultimo = S#[n̂] +Exp1, armazenando o valor

global do expoente do �ultimo s��mbolo.

2. S�[n̂] 6= Simb1. Neste caso, de�nimos Exp ultimo = S#[n̂] armazenando o valor global

do expoente do �ultimo s��mbolo.

No exemplo 4(d), ilustramos o recebimento dos dados, o c�alculo de Exp ultimo e a lista R

�nal.

Exemplo 4(d) Recebimento dos dados e obten�c~ao da lista R �nal.

Processador 0 recebe:

CE = 3; 3

Simb1 = a, Exp1 = 1

Simb2 = b e Exp2 = 6

Processador 1 recebe:

CE = 3; 4! 5; 4

Simb1 = a, Exp1 = 4

Simb2 = b e Exp2 = 8

Processador 2 recebe:

CE = 4; 4! 6; 4

Simb1 = b, Exp1 = 3

Simb2 = a e Exp2 = 4

� No processador 0.

Como S�[12] = Simb1: Exp ultimo = S#[12] + Exp1 = 2 + 1 = 3, d  elemento(CD),
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e  elemento(CE), (n � d) + e = 7 = m̂, e o valor de k em ambas posi�c~oes �e o mesmo

(k = 3), o elemento �e mantido em CD. Como o elemento de CE �e removido, CE �ca vazio

e os elementos restantes de CD s~ao removidos. Assim, a lista R �nal neste processador �e

R = 7; 1! 16; 3.

� No processador 1.

Como S�[12] 6= Simb1: Exp ultimo = S#[12] = 8, k = 4. Como CD �e vazio, os ele-

mentos de CE n~ao s~ao percorridos. Como m̂� 2 = 5 est�a armazenada em CE veri�camos

que S�[11] = P�[1] = a, que S#[11](= 6) � k � P#[1](= 4 � 1), que S�[12] = P�[2] = b,

que S#[12](= 8) = k � P#[2](= 4 � 2 = 8), que Simb1 = P�[3] = a e que Exp1(= 4) =

k � P#[3](= 4 � 1). Assim, o par 50; 4 �e inclu��do na lista R. Portanto, a lista R, neste

processador, �e R = 10; 3! 50; 4 .

� No processador 2.

Como S�[12] = Simb1: Exp ultimo = S#[12] + Exp1 = 5 + 3 = 8, d  elemento(CD),

e elemento(CE), (n� d) + e = 7 = m̂, mas o valor de k �e diferente, o elemento de CD

�e removido, �cando CD vazio. Nenhuma outra posi�c~ao �e analisada. Logo, o valor �nal de

R neste processador �e R = ;.

� No processador 3, n~ao s~ao feitos c�alculos adicionais, uma vez que n~ao recebe valores de

nenhum outro processador e nas �ultimas m̂ � 1 posi�c~oes n~ao pode haver k-ocorrência.

Assim, o resultado �nal de R �e R = 4; 4.

Em ambos os casos, ap�os a determina�c~ao de Exp ultimo, podemos veri�car quais das posi�c~oes

da fronteira direita, armazenadas em CD, candidatas a k-ocorrência s~ao certi�cadas pelos dados

recebidos. Cada posi�c~ao da fronteira direita que for con�rmada como k-ocorrência ter�a a posi�c~ao

correspondente em Si inserida na lista R.

Em cada processador i, 0 � i < p� 1, primeiramente, vamos veri�car a certi�ca�c~ao quando

a k-ocorrência �e a posi�c~ao n̂ � m̂ + 1 para ambos os casos. O expoente do �ultimo elemento

da k-ocorrência deve ser comparado com Exp ultimo, isto �e, deve-se veri�car se a desigualdade

Exp ultimo � k � P#[m̂] ocorre.

A pr�oxima posi�c~ao a ser veri�cada �e a posi�c~ao n̂� m̂+2 caso seja candidata a k-ocorrência.

Para o caso 1, deve-se veri�car se Exp ultimo = k � P#[m̂� 1], se Simb2 = P�[m̂] e se Exp2 �
k � P#[m̂]. Para o caso 2, veri�ca-se Exp ultimo = k � P#[m̂ � 1], se Simb1 = P�[m̂] e se

Exp1 � k � P#[m̂].

Estes dois passos descritos nos par�agrafos anteriores s~ao necess�arios pois, como vimos, as

posi�c~oes armazenadas em CE n~ao contemplam as duas primeiras posi�c~oes de S�.

Para o caso 2, precisamos ainda trabalhar com a posi�c~ao n̂� m̂+ 3 separadamente, quando

esta �e uma posi�c~ao de poss��vel k-ocorrência. Aqui, veri�camos se Simb1 = P�[m̂ � 1], se

Exp1 = k � P#[m̂� 1], se Simb2 = P�[m̂] e se Exp2 � k � P#[m̂].

Nas posi�c~oes analisadas nos par�agrafos anteriores, para ambos os casos, se os resultados das

veri�ca�c~oes forem verdadeiros, os valores correspondentes em Si e os respectivos valores de k

ser~ao inseridos nas listas R em cada processador.
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Ap�os estas veri�ca�c~oes em separado, em ambos os casos, partimos da posi�c~ao seguinte per-

correndo CD e a partir da posi�c~ao 3 percorremos CE como se estas listas fossem intercaladas

e, como no procedimento Combina (p�agina 37), ao inv�es de intercal�a-las, suas distâncias at�e o

�nal e at�e o come�co de S�, respectivamente, s~ao somados e comparados com o valor de m̂ (no

caso 1) e m̂� 1 (no caso 2).

Faltam ainda as posi�c~oes n̂ � 1 e n̂ que n~ao s~ao analisadas pelo procedimento Frontei-

ra Direita escala e que tamb�em ser~ao analisadas separadamente. Vamos, primeiramente, ver

como proceder para a posi�c~ao n̂ � 1. No caso 1, se a posi�c~ao m̂ � 1 estiver armazenada

em CE , veri�ca-se se S�[n̂ � 1] = P�[1], se S#[n̂ � 1] � k � P#[1], se S�[n̂] = P�[2] e se

Exp ultimo = k � P#[2]. No caso 2, se a posi�c~ao m̂ � 2 �zer parte da lista CE, veri�camos

se S�[n̂ � 1] = P�[1], se S#[n̂ � 1] � k � P#[1], se S�[n̂] = P�[2], se S#[n̂] = k � P#[2], se

Simb1 = P�[3] e se Exp1 = k � P#[3]. Em ambos os casos, se todas as veri�ca�c~oes forem

satisfeitas, o valor correspondente em Si e o valor de k ser~ao inclu��dos em R.

A �ultima posi�c~ao a ser analisada em separado �e n̂. No caso 1, se a posi�c~ao m̂ estiver na

lista CE devemos veri�car se Exp ultimo � k � P#
1 e se T�

n̂ = P�
1 . No caso 2, se a posi�c~ao

m̂ � 1 estiver em CE, veri�camos se Exp ultimo � k � P#
1 , se T�

n̂ = P�
1 , se Simb1 = P�

2 e se

Exp1 = k � P#
2 . Para esta posi�c~ao, o resultado a�rmativo de todas as compara�c~oes implica na

inclus~ao, em R, da posi�c~ao correspondente em Si e do respectivo valor de k.

Com isto, obt�em-se a con�rma�c~ao, ou n~ao, das posi�c~oes na fronteira direita como k-ocorrências.

2.5.1 Tempo e Corretude

O tempo de execu�c~ao local, n�umero de rodadas de comunica�c~ao e mem�oria utilizada pelo pro-

cedimento Busca com Escala CGM s~ao dados pelo teorema a seguir.

Teorema 15 O algoritmo Busca com Escala CGM leva tempo seq�uencial local O(N=p), usando

mem�oria O(N=p) e O(1) rodadas de comunica�c~ao em que s~ao trocados O(N=p) dados.

Prova. No passo 1 leva-se tempo O(n̂ + m̂). Nos passos 2, 3 e 4 leva-se tempo O(m̂). No

passo 6, o procedimento Combina escala tem comportamento an�alogo ao procedimento Combina

(p�agina 37) e leva tamb�em tempo O(m̂). Nestes passos n~ao h�a troca de dados e o tempo

seq�uencial local �e O(n̂+ m̂).

No passo 5, tem-se o envio de dados onde s~ao enviados O(m̂) dados em uma rodada de

comunica�c~ao.

No decorrer do algoritmo temos que armazenar Si, S
�, S# e S0, gastando mem�oria O(n̂).

Os vetores P , P�, P# e P 0 consomem mem�oria O(m̂). As listas R, CD e CE gastam no m�aximo

mem�oria O(m̂). Assim, durante o algoritmo gasta-se O(n̂) de mem�oria.

Como n̂ = O(N=p), m̂ = O(m) = O(N=p), o algoritmo tem tempo seq�uencial O(N=p), usa

uma rodada de comunica�c~ao onde s~ao enviados O(N=p) dados, consumindo mem�oria O(N=p).

2
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A corretude do algoritmo Busca com Escala CGM decorre da corretude dos procedimentos

utilizados em cada passo. No passo 1, utilizamos o algoritmo Busca com Escala (p�agina 44)

cuja corretude vem das observa�c~oes 1 e 2. A corretude dos passos seguintes vem das descri�c~oes

semiformais dos procedimentos. No passo 3, a constru�c~ao de � e �0 �e feita pelo procedimento

Constr�oi � (p�agina 33). Nos passos 2 e 4, a obten�c~ao das listas CD e CE utiliza a id�eia do

algoritmo Busca com Escala restrito �as posi�c~oes das fronteiras esquerda e direita. No passo

6, existem posi�c~oes cr��ticas que n~ao s~ao atingidas pelos procedimentos Fronteira Direita escala

e Fronteira Esquerda escala e que dependem de alguma informa�c~ao extra al�em das listas CE .

O comportamento do procedimento nestas posi�c~oes se encontra na descri�c~ao de Combina na

se�c~ao anterior e sua corretude, quando estas posi�c~oes s~ao analisadas, decorre diretamente desta

descri�c~ao. Nas posi�c~oes n~ao-cr��ticas, o procedimento Combina escala age de maneira an�aloga ao

procedimento Combina (p�agina 37) e sua corretude decorre deste.

2.5.2 Resultados da Implementa�c~ao
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Figura 2.6: Tempo em s para N = 218 = 262144, m = 24 = 16 e m = 214 = 16384, utilizando 1,

2, 4, 8 e 16 processadores.
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Para este caso, utilizamos uma cadeia de comprimento N = 218 para o texto e cadeias de

comprimento m = 24 e m = 214 para o padr~ao. Estas cadeias s~ao formadas pelos s��mbolos a e

b alternados, come�cando por um s��mbolo a. Neste caso, as ocorrências de escala 1 aparecem em

O(m=2) posi�c~oes, alternadamente. N~ao existem ocorrências com outras escalas. Este �e o caso

em que existe o maior n�umero de ocorrências com m̂ > 3.

Executamos a implementa�c~ao para estes exemplos utilizando-se 1, 2, 4, 8 e 16 processadores.

Os tempos absolutos para estes dois valores de m podem ser vistos no gr�a�co da Figu-

ra 2.6. Observemos que em ambos os casos a diminui�c~ao do tempo �e grande, usando-se dois

processadores e se torna menos acentuada �a medida que o n�umero de processadores aumenta.

A quantidade de dados trocados �e metade da quantidade trocada no caso sem escala, uma vez

que as ocorrências existem em posi�c~oes alternadas e somente para a escala 1. Al�em disso, o

programa seq�uencial �e mais complexo e conseq�uentemente mais lento. Com isto, o dom��nio do

tempo de comunica�c~ao sobre o tempo de computa�c~ao local �e menor.

Podemos observar no gr�a�co da Figura 2.7 que o speedup para m = 24 �e muito bom e para

m = 214 este speedup �e mais discreto, ainda por causa da absor�c~ao do tempo de computa�c~ao

local pelo tempo de comunica�c~ao.

No apêndice A est~ao tabulados os valores dos tempos absolutos e dos speedups.

2.6 Notas

Neste cap��tulo, apresentamos algoritmos seq�uenciais lineares no tamanho da entrada para os

problemas de busca unidimensional de padr~oes com e sem escala. Para ambos os algoritmos,

considerando p processadores, um texto de tamanho N e um padr~ao de tamanho m, m � N=p,

descrevemos algoritmos CGM que têm tempo de computacao localO(N=p), consumindomem�oria

O(N=p) e utilizam uma rodada de comunica�c~ao onde s~ao trocados no m�aximo O(m) dados.

Uma vers~ao mais simples para ambos os casos seria obtida enviando-se toda a fronteira

esquerda para o vizinho esquerdo, antes do in��cio da computa�c~ao local e estendendo os algoritmos

a estas posi�c~oes. Por�em, isto acarretaria uma quantidade �xa e igual a O(m) de dados a serem

comunicados. Na nossa vers~ao, a quantidade de dados trocados depende da quantidade de

posi�c~oes de con�rma�c~ao e �e no m�aximo O(m), sendo, na maioria dos casos, menor que m. Os

algoritmos descritos mantêm o tempo te�orico de computa�c~ao local e se bene�ciam desta menor

quantidade de dados.

Para o caso sem escala, temos uma vers~ao onde apenas o valor da vari�avel q �e enviado

para o vizinho esquerdo e, ap�os recebê-lo, as posi�c~oes de ocorrência da fronteira direita s~ao

determinadas. Apesar da e�ciência desta vers~ao, ela n~ao �e extens��vel para os casos com escala.

Para os casos bidimensionais sem escala, esta vers~ao for�caria uma quantidade m��nima de dados

a serem enviados (= O(N=p)), que pode ser maior que o n�umero de posi�c~oes de con�rma�c~ao.

Assim, por uma quest~ao de uniformidade, mantivemos nossa descri�c~ao onde s~ao enviados no

m�aximo O(m) dados.

Os resultados experimentais para o caso sem escala foram relevantes para um padr~ao de
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Figura 2.7: Speedup para 2, 4, 8 e 16 processadores com N = 218 = 262144, m = 24 = 16 e

m = 214 = 16384.

comprimento pequeno e mais discretos para padr~oes de comprimento pr�oximo ao comprimento do

texto localmente armazenado. Isto �e devido, principalmente, �a rapidez do algoritmo seq�uencial,

de forma que o tempo de computa�c~ao local acaba sendo bem menor que o tempo de comunica�c~ao.

No caso com escala, estas diferen�cas de comportamento para padr~oes de diferentes tamanhos

foi menor, uma vez que o algoritmo para este caso �e mais complexo e a quantidade de dados

trocados, no pior caso, �e menor e no m�aximo O(m=2).



Cap��tulo 3

Busca Bidimensional de Padr~oes sem

Escala

3.1 Introdu�c~ao

A busca bidimensional de padr~oes consiste em, dadas uma matriz texto T de ordem N e uma

matriz padr~ao P de ordem m, m � N , determinar todas as posi�c~oes de T onde a matriz P

ocorre, ou seja, todas as posi�c~oes de T onde existe uma submatriz igual a P . Por uma quest~ao

de simplicidade, consideramos matrizes texto e padr~ao quadradas. Os algoritmos funcionam

igualmente para matrizes retangulares.

Para este problema existem diversos algoritmos seq�uenciais, como pode ser visto nas re-

ferências [3, 7, 9, 10, 11, 14, 20, 21, 23, 29, 34]. O algoritmo da se�c~ao 3.2 leva tempo linear no

tamanho da entrada e �e descrito por Amir et al [8]. Este algoritmo consiste em considerar cada

linha do padr~ao como um s��mbolo e as cadeias, de comprimento m, come�cando em cada posi�c~ao

do texto tamb�em como s��mbolos. O problema se reduz, ent~ao, a considerar cada coluna como

uma cadeia e efetuar-se nela uma busca do padr~ao, utilizando o algoritmo KMP. Para obter-se

a linearidade no tempo de execu�c~ao, a compara�c~ao entre uma linha do padr~ao e uma cadeia,

come�cando em alguma posi�c~ao do texto, �e feita utilizando-se o resultado da se�c~ao 1.9, que ga-

rante tempo constante na compara�c~ao de duas subcadeias ao utilizar uma �arvore de su�xos e

consultas LCA nesta.

Diversos algoritmos paralelos no modelo PRAM para este problema est~ao presentes na lite-

ratura [4, 5, 7, 19, 22, 40, 44].

No modelo CGM, o algoritmo proposto na se�c~ao 3.3 �e o primeiro algoritmo em um modelo

de granularidade grossa para este problema. Por causa da limita�c~ao no tamanho da mem�oria

local dos processadores, alguns cuidados devem ser tomados na distribui�c~ao dos dados. Tendo

os dados sido distribu��dos, o algoritmo seq�uencial da se�c~ao 3.2 ser�a executado localmente. Exis-

tir~ao ocorrências que ter~ao suas posi�c~oes em regi~oes cujos dados n~ao estar~ao totalmente contidos

localmente no processador. Para estes casos utilizaremos uma extens~ao do conceito de fronteira

56
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do caso unidimensional e mostraremos como lidar com estas regi~oes. Este algoritmo apresenta

tempo local linear e utiliza apenas uma rodada de comunica�c~ao. Com a implementa�c~ao deste al-

goritmo, obtivemos os resultados experimentais descritos na se�c~ao 3.3.5, onde podemos observar

um speedup muito bom para padr~oes de ordem pequena em rela�c~ao �a ordem do texto.

Apresentaremos, na se�c~ao 3.4, um algoritmo de tempo sublinear descrito tamb�em por Amir et

al [8]. Esta sublinearidade depende da forma como os dados de entrada s~ao apresentados, como

veremos em sua descri�c~ao. Nele, para cada coluna, determinamos posi�c~oes onde podem existir

ocorrências do padr~ao e somente estas posi�c~oes s~ao testadas, utilizando as id�eias do algoritmo

linear. Este algoritmo serve como base para o algoritmo CGM descrito no cap��tulo seguinte para

o caso com escala.

Para este algoritmo tamb�em temos uma vers~ao CGM, descrita na se�c~ao 3.5, que leva tempo

local linear e utiliza uma rodada de comunica�c~ao. A descri�c~ao deste algoritmo �e similar �a

do algoritmo CGM da se�c~ao 3.2. Em cada processador �e executado o algoritmo seq�uencial

sublinear com os dados locais. No processamento das regi~oes de fronteira s~ao necess�arias algumas

adapta�c~oes. Os resultados experimentais obtidos com a implementa�c~ao deste algoritmo podem

ser acompanhados na se�c~ao 3.5.4 onde tamb�em temos um speedup signi�cativo para padr~oes de

ordem pequena.

3.2 Um Algoritmo Seq�uencial Linear

O algoritmo que apresentaremos foi descrito por Amir et al [8] e �e uma extens~ao do algoritmo

KMP [41] para o caso bidimensional. Novamente temos duas fases: uma de an�alise do padr~ao e

uma de an�alise do texto. Neste algoritmo, o maior problema para se manter a complexidade de

tempo linear no tamanho da entrada �e a forma como a compara�c~ao entre as cadeias ser�a feita.

Na descri�c~ao do algoritmo, esta compara�c~ao entre cadeias ser�a feita em tempo constante com as

estruturas de dados obtidas em uma etapa de pr�e-processamento.

Vamos considerar como entrada uma matriz texto T e uma matriz padr~ao P . Para facilitar

a exposi�c~ao consideramos que estas matrizes s~ao quadradas e de ordem N e m, respectivamente,

com jT j = N2 e jP j = m2. O algoritmo funciona de maneira an�aloga para matrizes retangulares.

3.2.1 Pr�e-Processamento da Entrada

O primeiro passo deste algoritmo compreende o pr�e-processamento da entrada. Nesta etapa,

constru��mos uma estrutura de dados para que compara�c~oes entre cadeias possam ser feitas em

tempo constante. Inicialmente, constru��mos uma cadeia C formada pela concatena�c~ao de todas

as linhas de T e anexada a ela a concatena�c~ao de todas as linhas de P . A partir desta cadeia,

constru��mos a �arvore de su�xos ST de C (se�c~ao 1.6). A esta �arvore ST , aplicamos um algoritmo

para o problema do LCA (se�c~ao 1.7).

As consultas, que aparecem no algoritmo, compreendem a compara�c~ao de duas subcadeias

de C de comprimento m, ou seja, ci; ci+1; : : : ; ci+m�1 e cj ; cj+1; : : : ; cj+m�1. A resposta a esta
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compara�c~ao se reduz a determinar se o pre�xo comum mais longo dos su�xos ci; ci+1; : : : e

cj ; cj+1; : : : de C tem comprimento maior que m�1. Esta consulta �e respondida atrav�es de uma

consulta LCA �a �arvore ST , e pode ser feita em tempo constante.

3.2.2 An�alise do Padr~ao

Para esta etapa, temos a estrutura de dados constru��da no passo anterior. Aplicamos, ent~ao,

a etapa de an�alise do padr~ao, como na se�c~ao 2.2.1, para a cadeia �P = �P [1]; �P [2]; : : : ; �P [m],

considerando cada linha de P como um s��mbolo de �P , isto �e, �P [i] = P [i; 1; : : : ;m]. A compara�c~ao
�P [i] = �P [j] de dois s��mbolos de �P se reduz �a compara�c~ao das linhas i e j de P , que �e feita em

tempo O(1), utilizando-se a estrutura de dados da etapa de pr�e-processamento.

Assim, esta an�alise de padr~ao compreende a obten�c~ao de um vetor � de m posi�c~oes. O

procedimento que calcula este vetor �e similar ao procedimento da se�c~ao 2.2.1, a diferen�ca se

encontra na compara�c~ao dos s��mbolos como descrito acima. Ao compararmos dois s��mbolos de
�P (ou, equivalentemente, duas linhas de P ), utilizaremos o procedimento Igual, cujos argumentos

s~ao duas cadeias de comprimento m, que retorna 1 se elas forem iguais e 0, caso contr�ario. Este

procedimento �e executado em tempo constante, pois o que ele faz �e apenas uma consulta LCA

na �arvore ST de C.

PROCEDIMENTO: Constr�oi2 �.

Entrada: a matriz padr~ao P .

Sa��da: o vetor � de m posi�c~oes.

f Consideramos que j�a foram obtidas a �arvore de su�xos ST e a estrutura de dados para as

consultas LCA. g
1. m Ordem(P )

2. �[1] 0

3. k  0

4. para q  2 at�e m fa�ca

5. enquanto k > 0 e :Igual(P [q; 1; : : : ;m]; P [k + 1; 1; : : : ;m]) fa�ca

6. k  �[k]

7. se Igual(P [q; 1; : : : ;m]; P [k + 1; 1; : : : ;m])

8. k  k + 1

9. �[q] k

10. devolva �

�m procedimento

Pode-se ver facilmente que o procedimento leva tempo O(m), pois o la�co para da linha 4

�e repetido m � 1 vezes e o corpo deste la�co tem tempo amortizado de pior caso O(1), como

no procedimento Constr�oi � (p�agina 25). A corretude do procedimento decorre da corretude

do procedimento Constr�oi � (p�agina 25) e das observa�c~oes da se�c~ao 1.9, pois cada linha �e vista

como um s��mbolo e a compara�c~ao entre eles utiliza o procedimento Igual.
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3.2.3 An�alise do Texto

A an�alise do texto tamb�em �e an�aloga ao algoritmo KMP (p�agina 25). O �unico detalhe �e que

a compara�c~ao entre o in��cio de uma subcadeia em T e uma linha em P �e feita, usando-se o

procedimento Igual, como podemos ver na descri�c~ao a seguir. Novamente, vamos armazenar a

sa��da em uma lista ordenada R de pares [i; j]. Nesta lista �car~ao as posi�c~oes lexicogra�camente

ordenadas por i e depois por j.

ALGORITMO: KMP 2

Entrada: a matriz texto T e a matriz padr~ao P .

Sa��da: uma lista R com as posi�c~oes de T onde P ocorre.

1. N  Ordem(T )

2. m Ordem(P )

3. C  Concatena(T; P )

4. T  Constr�oi ST (C)

5. LCA(T )

6. �  Constr�oi2 �(P )

7. q  0

8. para j  1 at�e N �m+ 1 fa�ca

9. enquanto i � N fa�ca

10. enquanto q > 0 e :Igual(P [q + 1; 1; : : : ;m]; T [i; j; : : : ; j +m� 1]) fa�ca

11. q  �[q]

12. se Igual(P [q + 1; 1; : : : ;m]; T [i; j; : : : ; j +m� 1])

13. q  q + 1

14. se q = m

15. Insere((i�m+ 1; j); R)

16. q  �[q]

�m algoritmo

Este algoritmo leva tempo O(N2 +m2), pois os passos 3, 4 e 5 levam tempo O(N2 +m2).

A linha 6 leva tempo O(m). Os la�cos para da linha 8 e enquanto da linha 9 s~ao executados

O(N) vezes cada um e o corpo deste �ultimo la�co leva tempo O(1). Logo, o la�co para da linha

8 tem complexidade de pior caso O(N2). Assim, o algoritmo roda em tempo linear no tamanho

da entrada. A corretude deste algoritmo segue diretamente da corretude dos procedimentos

utilizados e da corretude do algoritmo KMP (p�agina 25), do qual este �e derivado.

3.3 O Algoritmo CGM Baseado no Algoritmo Seq�uencial Linear

Considere uma matriz texto T de ordem N e uma matriz padr~ao P de ordem m, com

jT j = N2 e jP j = m2. Vamos apresentar um algoritmo CGM para a busca bidimensional de
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padr~oes baseado no algoritmo seq�uencial da se�c~ao anterior. Antes de apresentar o algoritmo,

precisamos determinar como os dados ser~ao distribu��dos entre os processadores.

3.3.1 Distribui�c~ao dos Dados

Consideraremos que o padr~ao estar�a armazenado em cada processador. Temos que jP j = O(
jT j
p ),

e portanto

m2 � N2

p
, m � N

p
p
, p � N2

m2
.

A forma de armazenamento do texto nos processadores n~ao �e t~ao �obvia e imediata como

no caso unidimensional. Isto porque a quantidade de informa�c~oes trocadas em cada etapa de

comunica�c~ao �e limitada pelo modelo e em nosso algoritmo a quantidade de dados �e O(
jT j
p ) =

O(N
2

p
).

Poder��amos dividir o texto em faixas verticais de largura N=p ou horizontais de altura

tamb�em N=p e atribuir cada faixa a um processador. Entretanto, precisar��amos enviar no

m�aximo (m� 1)N dados entre dois processadores, na �unica rodada de comunica�c~ao do algorit-

mo, com m = O(N=
p
p), e ter��amos O(N2=

p
p) dados sendo enviados, o que viola a quantidade

m�axima de dados enviados imposta pelo modelo.

A solu�c~ao �e cada processador receber uma submatriz de T de dimens~oes Np
p �

Np
p . Para

facilitar a exposi�c~ao e as demonstra�c~oes vamos considerar, sem perda de generalidade, que p �e

um quadrado perfeito e
p
p �e um divisor de N . Vamos de�nir n = Np

p .

Com esta distribui�c~ao dos dados, teremos o seguinte mapeamento que associa cada submatriz

aos processadores: a submatriz S[(i � 1)n + 1; : : : ; in; (j � 1)n + 1; : : : ; jn] estar�a armazenada

no processador de ��ndice k, ou simplesmente processador k, com k = (i � 1)
p
p + j � 1, onde

1 � i; j � pp e 0 � k � p� 1, e ser�a denominada submatriz Si;j.

O conceito de vizinhan�ca entre processadores, vista no caso unidimensional na se�c~ao 2.3, �e um

pouco mais complexo neste caso. A Figura 3.1 ilustra a vizinhan�ca entre p = 25 processadores.

As submatrizes armazenadas nos processadores k com
p
p < k < p � pp, k mod

p
p > 0 e

(k + 1) mod
p
p > 0, têm submatrizes adjacentes:

� �a direita, que estar�a no processador k + 1, denominado vizinho Leste (E);

� �a esquerda, armazenada em k � 1 e denominado vizinho Oeste (O);

� abaixo, que estar�a no processador k +
p
p denominado vizinho Sul (S); e

� acima, armazenado no processador k �pp, denominado vizinho Norte (N).

Estas submatrizes ainda se relacionam com outras n~ao-adjacentes mas que est~ao nas diago-

nais:

� a submatriz armazenada no processador k +
p
p+ 1, denominado vizinho Sudeste (SE);



CAP�ITULO 3. BUSCA BIDIMENSIONAL DE PADR ~OES SEM ESCALA 61

24

19

14

9

4

NE

SESO

NO

EO

S

N

23

18

13

8

3

22

17

12

7

20

5

10

15

20

1

6

11

16

21

Figura 3.1: Representa�c~ao das vizinhan�cas entre processadores para os dados distribu��dos em

p = 25 processadores.

� a armazenada no processador k +
p
p� 1, denominado vizinho Sudoeste (SO);

� a submatriz armazenada no processador k �pp� 1, chamado vizinho Noroeste (NO); e

� a armazenada em k �pp+ 1, denominado vizinho Nordeste (NE).

Utilizamos os pontos cardeais, como ilustrado na Figura 3.2 para evitar o uso de termos

como \diagonal abaixo esquerda" e usaremos suas siglas para identi�c�a-los.

N

S

O E

NO

SO SE

NE

Figura 3.2: Representa�c~ao dos pontos cardeais.(Rosa-dos-ventos).

As submatrizes n~ao cobertas pelas restri�c~oes do ��ndice do processador vistas apresentam

menos vizinhos, a saber, as submatrizes armazenadas nos processadores k:

� com k mod
p
p = 0, para 0 < k < p�pp� 1, apresentam vizinhos N, NE, E, SE e S;

� com 0 < k <
p
p� 1, têm vizinhos E, SE, S, SO e O;

� com (k + 1) mod
p
p = 0, para

p
p < k < p� 1, têm vizinhos S, SO, O, NO e N;
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� com p�pp < k <
p
p� 1, possuem vizinhos O, NO, N, NE e E;

� com k = 0, tem vizinhos E, SE e S;

� com k =
p
p� 1 tem vizinhos S, SO e O;

� com k = p� 1 tem vizinhos O, NO e N; e

� com p�pp tem vizinhos N, NE e E.

Este conceito de vizinhan�ca pode ser estendido �as submatrizes e poderemos dizer que uma

submatriz Si;j armazenada em um processador k, tem, por exemplo, um vizinho Sudeste Si0;j0

se este estiver armazenado em k +
p
p+ 1 e teremos i0 = i+ 1 e j0 = j +

p
p.

Na Figura 3.1 os processadores: 6, 7, 8, 11, 12, 13, 16, 17 e 18 têm vizinhos em todas as

dire�c~oes; 0 tem vizinhos S, E e SE; 4 tem vizinhos S, O e SO; 20 tem vizinhos N, E e NE; 24

tem vizinhos N, O e NO; 1, 2 e 3 têm vizinhos E, SE, S, SO e O; e, 21, 22 e 23 têm vizinhos O,

NO, N, NE e E.

N

S

O E

NO

SO SE

NE

Fronteira Sudeste

Fronteira Sul

Fronteira Leste

Figura 3.3: Representa�c~ao das fronteiras Sul(S), Leste(E) e Sudeste(SE).

Ao buscarmos as ocorrências do padr~ao P na matriz texto T , devemos procur�a-las no texto

como um todo. Assim, o padr~ao pode ocorrer inteiramente na submatriz armazenada localmen-

te ou pode ocorrer em uma posi�c~ao e espalhar-se pelas submatrizes dos processadores vizinhos.

Neste �ultimo, teremos uma ocorrência do padr~ao em uma regi~ao de fronteira. As fronteiras ser~ao

submatrizes das matrizes armazenadas localmente e usaremos os pontos cardeais para design�a-

las. A existência de fronteiras em uma submatriz depende da existência de um processador

vizinho correspondente nesta dire�c~ao. Por exemplo, se uma submatriz tem um vizinho na di-

re�c~ao NO, ela ter�a uma fronteira NO. Assim, as fronteiras Norte e Sul s~ao faixas horizontais
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[1; : : : ;m� 1; 1; : : : ; n] e [n�m+2; : : : ; n; 1; : : : ; n], respectivamente; as fronteiras Leste e Oeste

s~ao faixas verticais [1; : : : ; n;n�m+2; : : : ; n] e [1; : : : ; n; 1; : : : ;m�1], respectivamente; as frontei-

ras Nordeste, Sudeste, Sudoeste e Noroeste s~ao matrizes quadradas [n�m+2; : : : ; n; 1; : : : m�1],
[n�m+ 2; : : : n;n�m+ 2; : : : ; n], [1; : : : ;m� 1;n�m+ 2; : : : ; n] e [1; : : : ;m� 1; 1; : : : m� 1],

respectivamente. As Figuras 3.3 e 3.4 ilustram estas fronteiras.

N

S

O E

NO

SO SE

NE

Fronteira Oeste

Fronteira Norte

Fronteira Noroeste

Fronteira Sudoeste

Figura 3.4: Representa�c~ao das fronteiras Norte(N), Oeste(O) e Noroeste(NO).

3.3.2 An�alise do Padr~ao

Neste modelo, a etapa de an�alise do padr~ao utiliza as id�eias do algoritmo seq�uencial, onde se

calcula um vetor �. Por causa da fronteira Leste, as informa�c~oes contidas neste vetor � n~ao s~ao

su�cientes. Nestas posi�c~oes, n~ao s~ao comparadas todas as colunas de P , pois as colunas de j

analisadas est~ao no intervalo n �m + 2 � j � n e n � j < m. A determina�c~ao de poss��veis

ocorrências �e feita, procurando-se ocorrências da submatriz P [1; : : : ;m; 1; : : : ; j � n +m] de P

em S[1; : : : ; n; j; : : : ; n] e para isto precisamos de um vetor � para esta submatriz. Nesta etapa,

vamos construir uma matriz ��, de ordem m, cuja coluna j representa o vetor � para a submatriz.

Quando j = 1, temos o vetor � do caso seq�uencial. A seguir, temos o procedimento que obt�em

��.

PROCEDIMENTO: Constr�oi ��

Entrada: a matriz padr~ao P .

Sa��da: a matriz �� de ordem m.

f Consideramos que j�a foram obtidas a �arvore de su�xos ST e a estrutura de dados para as

consultas LCA. g
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1. m Ordem(P )

2. para j  1 at�e m fa�ca

3. ��[1][j]  0

4. k  0

5. para q  2 at�e m fa�ca

6. enquanto k > 0 e :Igual(P [q; 1; : : : ;m� j + 1]; P [k + 1; 1; : : : ;m� j + 1]) fa�ca

7. k  ��[k][j]

8. se Igual(P [q; 1; : : : ;m� j + 1]; P [k + 1; 1; : : : ;m� j + 1])

9. k  k + 1

10. ��[q][j] k

11. devolva ��

�m procedimento

O procedimento leva tempo de pior caso O(m2), pois temos dois la�cos aninhados que s~ao

executados O(m) vezes cada um, com o corpo do la�co interno tendo tempo amortizado de pior

caso O(1). A corretude do procedimento decorre diretamente da corretude do procedimento

Contr�oi2 � (p�agina 58).

Al�em da matriz ��, temos que calcular uma matriz �� por causa da fronteira Oeste. Neste

caso, estaremos procurando uma ocorrência de P [1; : : : ;m;m� j+1; : : : ;m] para 1 � j < m em

S[1; : : : ; n; 1; : : : ; j] e precisamos de um vetor � para cada j, que �e a coluna j de ��. A descri�c~ao

do algoritmo �e an�aloga a menos da forma de percorrer as linhas de P , de baixo para cima, e

apresenta a mesma complexidade de tempo e a mesma justi�cativa para a corretude.

S~ao necess�arias, ainda, duas outras matrizes obtidas a partir da matriz padr~ao. A primeira

�e a matriz ��0, que �e obtida comparando-se subcadeias das linhas de P entre si, no sentido do

crescimento dos ��ndices de linhas, de forma que a coluna j de ��0 �e o vetor � obtido da matriz

P [1; : : : ;m; j; : : : ;m]. A segunda matriz �e denominada ��0 obtida de forma an�aloga, considerando-

se os ��ndices de linha decrescentes e tal que a coluna j de ��0 armazena o vetor � da matriz

P [1; : : : ;m; 1; : : : m � j + 1]. A obten�c~ao destas matrizes �e similar �a obten�c~ao das anteriores

tendo mesma complexidade de tempo e demonstra�c~ao de corretude an�aloga.

3.3.3 An�alise do Texto

A seguir, descrevemos o algoritmo para o caso bidimensional, cuja seq�uência de passos �e prati-

camente a mesma do algoritmo do caso unidimensional. As diferen�cas residem nas chamadas de

procedimentos, que lidam com os dados locais e com as regi~oes de fronteira no âmbito bidimen-

sional.

Primeiramente, aplica-se o algoritmo de busca bidimensional de padr~oes aos dados localmente

armazenados, obtendo-se uma lista local R com as posi�c~oes de ocorrência. No passo seguinte,

obtemos as posi�c~oes candidatas �a ocorrência - aquelas que ser~ao ou n~ao posi�c~oes (globais) de

ocorrência, dependendo dos dados dos processadores vizinhos. Estas posi�c~oes candidatas s~ao

determinadas nas fronteiras Sul, Sudeste e Leste. Em seguida, obtemos as posi�c~oes que ir~ao servir

para con�rmar, nos vizinhos, se uma posi�c~ao candidata �e, ou n~ao, uma posi�c~ao de ocorrência.
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Estas posi�c~oes ser~ao denominadas posi�c~oes de con�rma�c~ao. As posi�c~oes de con�rma�c~ao ser~ao

obtidas nas fronteieras Sudoeste, Oeste, Noroeste e Norte, e ser~ao enviadas para os respectivos

vizinhos. Com as posi�c~oes de con�rma�c~ao devidamente recebidas, utilizamos o procedimento

Combina Bi, que determina as posi�c~oes de ocorrência nas regi~oes de fronteira, armazenando-as

tamb�em nas listas R locais.

ALGORITMO: Busca sem Escala Bi CGM

Entrada: uma matriz texto T , uma matriz padr~ao P .

Sa��da: listas R nos processadores com as posi�c~oes da submatriz local S onde P ocorre.

f Cada processador de ��ndice (i� 1)
p
p+ j � 1 recebe uma submatriz Si;j de ordem n = Np

p da

matriz T , com 1 � i; j � pp e a matriz padr~ao P. g

1. Cada processador k executa o algoritmo KMP 2 com os dados locais, obtendo uma lista R.

2. Cada processador k, 0 � k < p� 1, executa:

2.1 o procedimento Fronteira SSEE, se (k+1) mod
p
p > 0 e k < p�pp, obtendo a lista

CSSEE.

2.2 o procedimento Fronteira S, se (k + 1) mod
p
p = 0, obtendo a lista CS .

2.3 o procedimento Fronteira E, se k � p�pp, obtendo a lista CE.

3. Cada processador k, 0 < k � p� 1, executa o procedimento Constroi �.

4. Cada processador k, 0 < k � p� 1, executa:

4.1 o procedimento Fronteira ONON, se k mod
p
p > 0 e k >

p
p, obtendo as listas CO,

CSO, CN , CNE e CNO.

4.2 o procedimento Fronteira N, se k mod
p
p = 0, obtendo as lista CN e CNE .

4.3 o procedimento Fronteira O, se k <
p
p, obtendo as listas CO e CSO.

5. Cada processador k, 0 < k � p� 1, envia:

5.1 as listas: CO e CSO para o processador k�1, que recebe em CO e CSO, respectivamen-

te; CN e CNE para o processador k�pp, que recebe em CN e CNE, respectivamente; e

CNO para o processador k�pp�1, que recebe em CNO, onde k mod
p
p > 0 e k >

p
p.

5.2 as listas CN e CNE para o processador k �pp, que recebe em CN e CNE , respecti-

vamente, onde k mod
p
p = 0.

5.3 as listas CO e CSO para o processador k � 1, que recebe em CO e CSO, respectiva-

mente, onde k <
p
p .

6. Cada processador k, 0 � k < p� 1, executa o procedimento Combina Bi.

�m algoritmo
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Os procedimentos do passo 2 constroem as listas de posi�c~oes candidatas a ocorrência de P

em T , que dependem dos dados dos processadores vizinhos para serem con�rmadas, ou n~ao,

como ocorrências. Por sua vez, os procedimentos do passo 4 constroem as listas de posi�c~oes de

con�rma�c~ao que servir~ao para certi�car em algum processador vizinho se uma posi�c~ao candida-

ta �e de fato uma posi�c~ao de ocorrência. No passo 5, as listas com as posi�c~oes de con�rma�c~ao

s~ao enviadas para os respectivos vizinhos. As posi�c~oes de con�rma�c~ao recebidas ser~ao armaze-

nadas em listas que ter~ao o mesmo nome das listas de con�rma�c~ao localmente calculadas e j�a

enviadas, uma vez que as listas de posi�c~oes de con�rma�c~ao n~ao têm mais utilidade ap�os o seu

envio. No passo 6, as posi�c~oes de con�rma�c~ao s~ao combinadas com as posi�c~oes candidatas para

certi�car quais destas �ultimas realmente s~ao ocorrências do padr~ao. A seguir, descreveremos os

procedimentos Fronteira S e Fronteira E.

PROCEDIMENTO: Fronteira S

Entrada: uma submatriz de texto S e a matriz padr~ao P .

Sa��da: a lista CS com as posi�c~oes em que P pode ocorrer em S na fronteira Sul.

1. CS  ;
2. n Ordem(S)

3. m Ordem(P )

4. para j  1 at�e n�m+ 1 fa�ca

5. q  0

6. para i n�m+ 2 at�e n fa�ca

7. enquanto q > 0 e :Igual(P [q + 1; 1; : : : ;m]; S[i; j; : : : ; j +m� 1]) fa�ca

8. q  ��[q][1]

9. se Igual(P [q + 1; 1; : : : ;m]; S[i; j; : : : ; j +m� 1])

10. q  q + 1

11. enquanto q > 0 fa�ca

12. Insere((n� q + 1; j); CS)

13. q  ��[q][1]

14. devolva CS

�m procedimento

No procedimento Fronteira S, percorremos as m� 1 �ultimas linhas e as n�m+1 primeiras

colunas veri�cando se existem candidatos a ocorrência de P em S. Em caso a�rmativo, estas

posi�c~oes s~ao inseridas na lista CS . As posi�c~oes correspondentes �a fronteira Sudeste n~ao ser~ao

veri�cadas neste procedimento.

PROCEDIMENTO: Fronteira E

Entrada: uma submatriz de texto S e a matriz padr~ao P .

Sa��da: a lista CE com as posi�c~oes em que P pode ocorrer em S na fronteira Leste.

1. CE  ;
2. n Ordem(S)

3. m Ordem(P )
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4. para j  n�m+ 2 at�e n fa�ca

5. q  0

6. para i 1 at�e n fa�ca

7. enquanto q > 0 e :Igual(P [q + 1; 1; : : : ; n� j + 1]; S[i; j; : : : ; n]) fa�ca

8. q  ��[q][j � n+m]

9. se Igual(P [q + 1; 1; : : : ; n� j + 1]; S[i; j; : : : ; n])

10. q  q + 1

11. se q = m

12. Insere((i�m+ 1; j); CE)

13. q  ��[q][j � n+m]

14. devolva CE

�m procedimento

Este procedimento, por sua vez, veri�ca a existência de candidatos a ocorrência nas linhas

entre 1 e n � m + 1, e nas �ultimas m � 1 colunas. As posi�c~oes, que forem candidatas, ser~ao

inseridas na lista CE . Novamente, as posi�c~oes correspondentes �a fronteira Sudeste n~ao ser~ao

analisadas.

O procedimento Fronteira SSEE veri�ca a ocorrência de candidatos nas fronteiras Sul, Su-

deste e Leste. Dessa forma, a descri�c~ao deste procedimento �e formada pelas descri�c~oes de Fron-

teira S e Fronteira E, sendo que as posi�c~oes candidatas s~ao inseridas na lista CSSEE, e ap�os o

correspondente em Fronteira E ao trecho entre as linhas 6 e 13, dentro do la�co para da linha 4,

�e inserido o la�co descrito a seguir.

...

enquanto q > 0 fa�ca

Insere((n� q + 1; j); CSSEE)

q = ��[q][j � n+m]
...

Neste la�co, as posi�c~oes correspondentes �a fronteira Sudeste s~ao percorridas e as candidatas

�a ocorrência s~ao inseridas na lista CSSEE. Nos procedimentos Fronteira S e Fronteira E, as po-

si�c~oes da fronteira Sudeste n~ao s~ao percorridas pois estes procedimentos rodam em processadores

para os quais os vizinhos Nordeste n~ao est~ao de�nidos

Nos procedimentos anteriores utilizamos a matriz �� na busca dos candidatos. A determi-

na�c~ao das posi�c~oes que servir~ao para con�rma�c~ao de ocorrências �e feita pelos procedimentos

Fronteira N, Fronteira O e Fronteira ONON. Estes procedimentos precisam das matrizes ��, ��0

e ��0, constru��das no passo 3.

As posi�c~oes de con�rma�c~ao obtidas nestes procedimentos est~ao na diagonal do padr~ao em

rela�c~ao a uma poss��vel posi�c~ao candidata, quando esta estiver nas fronteiras Sul ou Leste. Ou

seja, a posi�c~ao de con�rma�c~ao deve estar m�1 linhas abaixo e m�1 colunas �a direita da posi�c~ao
candidata, em rela�c~ao �a matriz texto original para que esta seja con�rmada como ocorrência. A
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Figura 3.5 mostra estas rela�c~oes entre as posi�c~oes candidatas e de con�rma�c~ao nestas fronteiras.

Para as candidatas nestas fronteiras apenas uma posi�c~ao de con�rma�c~ao basta para certi�c�a-las.

Quando a posi�c~ao candidata estiver na fronteira Sudeste, ser~ao necess�arias 3 posi�c~oes de

con�rma�c~ao: uma que venha do vizinho Sul, uma do vizinho Sudeste e uma do vizinho Leste.

A posi�c~ao que vem do vizinho Sul estar�a na mesma coluna da posi�c~ao candidata e m� 1 linhas

abaixo. A posi�c~ao de con�rma�c~ao que vem do Leste estar�a na mesma linha da candidata e

m� 1 colunas �a direita desta. E a que vem de Sudeste estar�a na diagonal do padr~ao em rela�c~ao

�a posi�c~ao candidata. Assim, para que esta posi�c~ao candidata seja efetivada como ocorrência,

dever�a ter estas 3 posi�c~oes de con�rma�c~ao em rela�c~ao a T . Na Figura 3.5 temos uma visualiza�c~ao

do que ocorre neste caso.

Posição de Confirmação

Padrão

Posição Candidata

Figura 3.5: Rela�c~ao entre posi�c~oes candidatas e de con�rma�c~ao.

A seguir encontram-se as descri�c~oes dos procedimentos Fronteira N e Fronteira O.

PROCEDIMENTO: Fronteira N

Entrada: uma submatriz de texto S e a matriz padr~ao P .

Sa��da: as listas CN e CNE com as posi�c~oes em que P pode ocorrer em S nas fronteiras Norte

e Nordeste.

1. CN  ;
2. n Ordem(S)

3. m Ordem(P )

4. para j  n at�e m passo �1 fa�ca
5. q  m+ 1

6. para i m� 1 at�e 1 passo �1 fa�ca
7. enquanto q < m+ 1 e :Igual(P [q � 1; 1; : : : ;m]; S[i; j �m+ 1; : : : ; j]) fa�ca

8. q  ��[q][1]

9. se Igual(P [q � 1; 1; : : : ;m]; S[i; j �m+ 1; : : : ; j])

10. q  q � 1
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11. enquanto q < m+ 1 fa�ca

12. Insere((m� q + 1; j); CN )

13. q  ��[q][1]

14. para j  n�m+ 2 at�e n fa�ca

15. q  m+ 1

16. para i m� 1 at�e 1 passo �1 fa�ca
17. enquanto q < m+ 1 e :Igual(P [q � 1; 1; : : : ; n� j + 1]; S[i; j; : : : ; n]) fa�ca

18. q  ��0[q][j � n+m]

19. se Igual(P [q � 1; 1; : : : ; n� j + 1]; S[i; j; : : : ; n])

20. q  q � 1

21. enquanto q < m+ 1 fa�ca

22. Insere((m� q + 1; j); CNE)

23. q  ��0[q][j � n+m]

24. devolva CN e CNE

�m procedimento

No trecho entre as linhas 4 e 13 do procedimento Fronteira N s~ao computadas as posi�c~oes

de con�rma�c~ao na submatriz delimitada pelas �ultimas n�m+ 1 colunas e as m� 1 primeiras

linhas, ou seja, as posi�c~oes de con�rma�c~ao na fronteira Norte. Estas posi�c~oes s~ao percorridas da

direita para a esquerda e de baixo para cima, utilizando-se a primeira coluna de ��. As posi�c~oes

de con�rma�c~ao s~ao armazenadas em CN .

Nas linhas 14 a 23, percorremos as posi�c~oes da fronteira Nordeste obtendo as posi�c~oes que

ir~ao certi�car, ou n~ao, as posi�c~oes candidatas na fronteira Sudeste do vizinho Norte. Para se

determinar estas posi�c~oes utilizamos a matriz ��0 e percorremos esta fronteira da esquerda para

a direita e de baixo para cima. Estas posi�c~oes de con�rma�c~ao s~ao armazenadas na lista CNE .

A sa��da deste procedimento �e formada pelas posi�c~oes de con�rma�c~ao para as candidatas das

fronteiras Sul e Sudeste do vizinho Norte.

PROCEDIMENTO: Fronteira O

Entrada: uma submatriz de texto S e a matriz padr~ao P .

Sa��da: as listas CO e CSO com as posi�c~oes em que P pode ocorrer em S nas fronteiras Oeste e

Sudoeste.

1. CO  ;
2. n Ordem(S)

3. m Ordem(P )

4. para j  m� 1 at�e 1 passo �1 fa�ca
5. q  m+ 1

6. para i n at�e 1 passo �1 fa�ca
7. enquanto q < m+ 1 e :Igual(P [q � 1;m� j + 1; : : : ;m]; S[i; 1; : : : ; j]) fa�ca

8. q  ��[q][m� j + 1]

9. se Igual(P [q � 1;m� j + 1; : : : ;m]; S[i; 1; : : : ; j])

10. q  q � 1
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11. se q = 1

12. Insere((i+m� 1; j); CO)

13. q  ��[q][m� j + 1]

14. para j  1 at�e m� 1 fa�ca

15. q  0

16. para i n�m+ 2 at�e n fa�ca

17. enquanto q > 0 e :Igual(P [q � 1;m� j + 1; : : : ;m]; S[i; 1; : : : ; j]) fa�ca

18. q  ��0[q][j + 1]

19. se Igual(P [q � 1;m� j + 1; : : : ;m]; S[i; 1; : : : ; j])

20. q  q + 1

21. enquanto q > 0 fa�ca

22. Insere((n� q + 1; j); CSO)

23. q  ��0[q][j + 1]

24. devolva CO e CSO

�m procedimento

Ao �nal deste procedimento, as posi�c~oes armazenadas nas listas CO e CSO s~ao aquelas que

servir~ao para certi�car as candidatas das fronteiras Leste e Sudeste do vizinho Oeste. No trecho

entre as linhas 4 e 13, s~ao percorridas as posi�c~oes da faixa vertical de S delimitada pelas m� 1

primeiras colunas, da direita para a esquerda e de baixo para cima. Utilizamos a matriz �� para

especi�car as linhas do padr~ao a serem comparadas com as linhas da faixa Oeste. As posi�c~oes

de con�rma�c~ao obtidas ser~ao armazenadas em CO e ir~ao certi�car as posi�c~oes da fronteira Leste.

As posi�c~oes de con�rma�c~ao para as posi�c~oes candidatas da fronteira Sudeste, do vizinho

Oeste, s~ao obtidas no trecho entre as linhas 14 e 23 deste procedimento, quando percorremos

as posi�c~oes da fronteira Sudoeste da esquerda para a direita e de cima para baixo, utilizando a

matriz ��0. Ao obtermos as posi�c~oes de con�rma�c~ao, estas s~ao inclu��das na lista CSO.

No procedimento Fronteira ONON obtemos as posi�c~oes de certi�ca�c~ao para as posi�c~oes candi-

datas nas fronteiras: Leste do vizinho Oeste, Sul do vizinho Norte e Sudeste do vizinho Noroeste.

A descri�c~ao deste procedimento �e constru��da com as descri�c~oes dos procedimentos Fronteira N e

Fronteira O e a inclus~ao do trecho a seguir logo ap�os o correspondente no procedimento Frontei-

ra ONON do trecho entre as linhas 4 e 13 de Fronteira O, dentro do la�co da linha 4. As posi�c~oes

de con�rma�c~ao obtidas s~ao armazenadas nas listas CO, CSO, CN , CNE e CNO.

...

enquanto q < m+ 1 fa�ca

Insere((m� q + 1; j); CNO)

q = ��[q][m� j + 1]
...

Ap�os a obten�c~ao dos candidatos a ocorrência nas fronteiras Sul, Sudeste e Leste, pelo passo

2 do algoritmo Busca sem Escala Bi CGM (p�agina 65), que est~ao armazenados em CE , CS e
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CSSEE, conforme os ��ndices dos processadores, estes candidatos dever~ao ser con�rmados pelos

dados dos processadores vizinhos. As posi�c~oes de con�rma�c~ao obtidas pelo passo 4 e armazenadas

nas listas CN , CNE , CO, CSO e CNO ser~ao enviadas para seus vizinhos, de acordo com os ��ndices

dos processadores onde est~ao armazenadas.

Os dados recebidos e os dados localmente obtidos s~ao, ent~ao, combinados, utilizando-se o

procedimento Combina Bi. O comportamento deste procedimento depende do ��ndice do pro-

cessador e, conseq�uentemente, dos dados armazenados. Vamos descrever, a seguir, um trecho

que combina os candidados da fronteira Sul, armazenados em CS, e as posi�c~oes de con�rma�c~ao

recebidas na lista CN . As descri�c~oes dos trechos para os demais casos s~ao semelhantes e ser~ao

omitidas.

PROCEDIMENTO: Combina Bi

Entrada: as listas CS , CE , CSSEE, CN , CO, CONON e R.

Sa��da: a lista R com as posi�c~oes que correspondem a ocorrências de P na submatriz de texto

S.

...

Coment�ario: o trecho a seguir combina os candidatos da fronteira Sul, armazenados na lista CS

com as posi�c~oes de con�rma�c~ao da fronteira Norte, armazenadas na lista CN . As vari�aveis c e

b s~ao estruturas com campos i e j que cont�em os valores de linhas e colunas das posi�c~oes nas

listas CS e CN .

R0  CS

c Elemento(CS)

b Elemento(CN )

enquanto CS 6= ; e CN 6= ; fa�ca
se c:j = b:j �m+ 1

se n� c:i + b:i+ 1 < m

Remove(CE)

b Elemento(CN )

caso contr�ario

se n� c:i+ b:i+ 1 > m

Remove(CS)

d Elemento(CS)

caso contr�ario

CS  Pr�oximo(CS)

c Elemento(CS)

Remove(CN )

b Elemento(CN )

caso contr�ario

aux c:j

enquanto c:j = aux fa�ca

Remove(CS)
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c Elemento(CS)

enquanto CS 6= ; fa�ca
Remove(CS)

R Intercala(R;R0)
...

devolva R

�m procedimento

3.3.4 Tempo e Corretude

O tempo e a corretude do algoritmo Busca sem Escala Bi CGM (p�agina 65) dependem dos

procedimentos envolvidos em sua descri�c~ao.

No caso da corretude, as demonstra�c~oes s~ao extens~oes das corretudes dos casos unidimensio-

nais do cap��tulo anterior ou decorrem da corretude do algoritmo KMP 2 (p�agina 59).

As an�alises dos tempos de processamento local, n�umero de rodadas de comunica�c~ao e mem�oria

utilizada est~ao descritos a seguir.

Teorema 16 Os procedimentos Fronteira S, Fronteira E e Fronteira SSEE levam tempo de pior

caso O(nm)(� O(N2=p)) e utilizam mem�oria O(n2)(= O(N2=p)) cada um para determinar as

listas de posi�c~oes candidatas.

Prova. No procedimento Fronteira S, o la�co para da linha 4 �e executado n�m+ 1 vezes. Em

cada itera�c~ao deste la�co, o la�co para da linha 6 �e executado m� 1 vezes. O corpo deste �ultimo

la�co tem tempo amortizado O(1). Dessa forma, o la�co da linha 6 leva tempo O(m). O la�co

enquanto da linha 11 tem tempo de pior caso O(m). Logo, o tempo total do la�co da linha 4 �e

O(nm) � O(N2=p), que tamb�em �e o tempo do procedimento.

Analogamente, o procedimento Fronteira E tamb�em leva tempo O(nm) � O(N2=p). O pro-

cedimento Fronteira SSEE �e formado pelos procedimentos Fronteira S e Fronteira E e mais um

la�co enquanto de tempo O(m) englobado pelo la�co para mais externo da obten�c~ao da fronteira

Leste. Portanto, este procedimento tamb�em leva tempo de pior caso O(nm) � O(N2=p).

Em qualquer um dos procedimentos estar~ao armazenadas localmente as matrizes S, de tama-

nho n2, P , de tamanho m2, ��, de tamanho m2. Al�em destas, teremos um n�umero constante de

vari�aveis auxiliares e as listas de candidatos de tamanho O(nm). Desta forma, o espa�co utilizado

�e O(n2) = O(N2=p).

2

Teorema 17 Os procedimentos Fronteira N, Fronteira O e Fronteira ONON levam tempo de

pior caso O(nm)(� O(N2=p)) e utilizam mem�oria O(n2)(= O(N2=p)) cada um para determinar

as listas de posi�c~oes candidatas.
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Prova. No procedimento Fronteira N o la�co para da linha 4 �e repetido n�m+1 vezes. Dentro

dele o la�co para da linha 6 executa m� 1 vezes um corpo de tempo amortizado O(1). Assim,

este la�co tem tempo O(m). O la�co enquanto da linha 11 �e executado no m�aximo m� 1 vezes

e est�a dentro do la�co da linha 4. Logo, o la�co da linha 4 tem tempo de pior caso O(nm). Por

argumentos an�alogos, o la�co para da linha 14 leva tempo O(m2) e �e independente do la�co da

linha 4. Da�� temos que o procedimento todo leva tempo O(nm) � O(N2=p) no pior caso.

O procedimento Fronteira O tem tamb�em a mesma complexidade de tempo e a justi�cativa

�e similar. O procedimento Fronteira ONON �e composto por esses dois algoritmos e mais um

la�co enquanto dentro de um la�co externo, levando, assim, tempo O(nm) � O(N2=p).

Os três procedimentos armazenam, localmente, a matriz S de tamanho n2, a matriz P de

tamanho m2, as matrizes �� e/ou ��0 e/ou ��0 de tamanho m2 cada uma, al�em de um n�umero

constante de vari�aveis auxiliares e das listas de posi�c~oes de con�rma�c~ao de tamanho m�aximo

O(nm). Assim, a mem�oria total utilizada, por cada um destes procedimentos, �e O(n2) =

O(N2=p).

2

O trecho do procedimento Combina Bi descrito leva tempo proporcional �a soma dos tama-

nhos das listas CS e CN , que �e O(nm) � O(N2=p), por motivos an�alogos ao procedimento

Combina (p�agina 37) do cap��tulo anterior. As listas s~ao percorridas e pelo menos um elemento

de cada uma �e removido ou caminha-se para o pr�oximo elemento da lista CS, diminuindo a

quantidade de elementos a serem analisados em cada passo. O funcionamento de Combina Bi

para quaisquer pares de listas �e basicamente o mesmo, levando tempo proporcional �a soma dos

tamanhos das listas, isto �e, o tempo total �e no m�aximo O(N2=p). A mem�oria utilizada por ele �e

no m�aximo O(n2) = O(N2=p), pois armazena a lista �nal com todas as posi�c~oes de ocorrência.

Teorema 18 O algoritmo Busca sem Escala Bi CGM leva tempo O(n2 + m2)(= O(N2=p)),

utilizando mem�oria O(n2)(= O(N2=p)) e O(1) rodadas de comunica�c~ao, onde s~ao trocados

O(nm)(� O(N2=p)) dados.

Prova. No passo 1, �e executado o algoritmo KMP 2 que leva tempo O(n2 +m2), utilizando

mem�oria O(n2 +m2).

No passo 2, cada processador, conforme seu ��ndice, obt�em as posi�c~oes candidatas nas fron-

teiras, levando tempo O(nm) e utilizando O(n2) de mem�oria.

O passo 3 obt�em as matrizes ��, ��0 e ��0 em tempo O(m2), utilizando espa�co O(m2).

O passo 4 �e respons�avel pela obten�c~ao das posi�c~oes de con�rma�c~ao nas fronteiras N, NO e

O, levando tempo O(nm) e espa�co O(n2).

Em nenhum dos passos descritos �e necess�aria comunica�c~ao entre os processadores. O �unico

passo em que se faz comunica�c~ao �e o passo 5, onde s~ao enviados no m�aximo O(nm) dados para

os processadores vizinhos.

No passo 6, os dados recebidos s~ao combinados com os dados locais, con�rmando, ou n~ao,

as posi�c~oes candidatas como ocorrências do padr~ao no texto. Este passo leva tempo O(nm) e
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utiliza espa�co O(n2).

Portanto, o algoritmo leva tempo total O(n2+m2) = O(N2=p), utilizando mem�oria O(n2) =

O(N2=p) e uma rodada de comunica�c~ao, onde s~ao trocados O(nm) � O(N2=p) dados.

2

Com este resultado, mostramos que o algoritmo tem tempo de computa�c~ao local O(N2=p),

utiliza um n�umero constante de rodadas de comunica�c~ao, onde s~ao trocados no m�aximo O(N2=p)

dados e o espa�co necess�ario para os dados �e tamb�em O(N2=p).

A corretude do procedimento Fronteira S decorre da corretude do procedimento Frontei-

ra Esquerda (p�agina 36) do cap��tulo anterior, considerando-se cadeias de comprimento m ini-

ciando em cada linha da coluna j como sendo s��mbolos a serem comparados com os s��mbolos de
�P .

A corretude do procedimento Fronteira E decorre da corretude do procedimento KMP 2

(p�agina 59), onde o padr~ao utilizado �e uma submatriz do padr~ao dado.

O procedimento Fronteira SSEE, por sua vez, tem sua descri�c~ao baseada nos anteriores e sua

corretude �e baseada na corretude destes.

Os procedimentos Fronteira N e Fronteira O tem suas corretudes baseadas na corretude do

procedimento Fronteira Direita (p�agina 35) do cap��tulo anterior e da corretude do algoritmo

KMP 2 (p�agina 59). A corretude de Fronteira ONON decorre das anteirores.

Finalmente, o procedimento Combina Bi tem sua corretude decorrente da corretude do pro-

cedimento Combina (p�agina 37) do cap��tulo anterior.

3.3.5 Resultados da Implementa�c~ao

O algoritmo CGM relativo ao algoritmo seq�uencial linear para busca bidimensional sem escala

foi implementado e foram realizados testes. Os dados experimentais descritos nesta se�c~ao foram

obtidos usando-se uma matriz texto de ordem N = 96 e matrizes padr~ao de ordem m = 4 e

m = 24(= 96=4). Estas matrizes foram formadas apenas pelo s��mbolo a em todas suas posi�c~oes

e assim as ocorências existiram, globalmente, em todas as posi�c~oes do texto, exceto nas �ultimas

m � 1 linhas e/ou �ultimas m � 1 colunas. Nos testes utilizamos 1, 4 e 16 processadores da

m�aquina Parsytec PowerXplorer.

Os tempos absolutos obtidos com estas instâncias est~ao mostrados na Figura 3.6. Observemos

que, para 1 processador, o tempo para m = 4 �e maior, uma vez que o n�umero de posi�c~oes a

serem analisadas �e maior. Para 4 e 16 processadores, o tempo para m = 4 �e menor uma vez que

a quantidade de informa�c~oes a serem trocadas �e menor e a comunica�c~ao �e a parcela principal no

tempo total de execu�c~ao do algoritmo. �E justamente esta quantidade menor de dados trocados

que faz com que o tempo caia mais consideravelmente para o padr~ao de ordem menor. Os valores

dos tempos que geraram o gr�a�co est~ao no apêndice A.

Na Figura 3.7 observamos que o speedup para m = 4 �e muito pr�oximo do �otimo para p = 4

processadores. O speedup para m = 24 �e menos signi�cativo, uma vez que temos o dom��nio do
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Figura 3.6: Tempo em s para N = 96, m = 4 e m = 24, utilizando 1, 4 e 16 processadores.

tempo de comunica�c~ao sobre o tempo de computa�c~ao.

3.4 Um Algoritmo Seq�uencial Sublinear

As id�eias envolvidas no algoritmo descrito nesta se�c~ao ser~ao utilizadas no desenvolvimento do

algoritmo de busca bidimensional de padr~oes com escala.

A sublinearidade deste algoritmo �e atingida, levando-se em conta o formato dos dados de en-

trada. Para que esta sublinearidade seja obtida, a entrada deve estar em uma forma comprimida

e as seguintes formas de compress~ao devem estar presentes:

� Compress~ao de s��mbolos sucessivos iguais dentro de cada linha do padr~ao e do texto.

� Compress~ao de sublinhas sucessivas iguais do texto ou do padr~ao.

Amir et al em [8] utilizaram o termo sublinear em rela�c~ao ao tamanho n2 da matriz texto

de entrada, entretanto como a entrada est�a na forma fatorada o algoritmo, na realidade, tem



CAP�ITULO 3. BUSCA BIDIMENSIONAL DE PADR ~OES SEM ESCALA 76

0

2

4

6

8

10

12

14

16

0 2 4 6 8 10 12 14 16

S
pe

ed
up

p

N = 96

m = 4
m = 24

Figura 3.7: Speedup para 4 e 16 processadores com N = 96, m = 4 e m = 24.

tempo linear no tamanho da entrada. No decorrer da descri�c~ao continuaremos a usar o termo

sublinear (em rela�c~ao ao tamanho n2).

A sublinearidade do algoritmo depende de qu~ao e�cientes ser~ao estas compress~oes. Por

exemplo: se cada linha das matrizes texto e padr~ao forem formadas por dois s��mbolos diferen-

tes alternando-se, e cada duas linhas consecutivas forem diferentes n~ao ser�a poss��vel obter a

sublinearidade. Isto porque as compress~oes sobre as matrizes texto e padr~ao n~ao reduzem a

quantidade de dados.

De�ni�c~ao 10 Uma submatriz T 0 = T [i1; : : : ; i1+h; j1; : : : ; j1+k�1] de T �e um bloco na posi�c~ao

i1 da coluna j1 se todas as linhas de T
0 s~ao iguais e nenhuma linha pode ser adicionada a T 0 sem

que a condi�c~ao anterior seja corrompida e k = m. Se 0 � k < m com as mesmas condi�c~oes, a

submatriz T 0 �e denominada sub-bloco de largura k. Qualquer linha i, com i1 � i � i1+h, ser�a

denominada linha representante do bloco (ou sub-bloco), ou simplesmente, representante.

A altura do bloco (ou sub-bloco) �e o n�umero de linhas h do bloco (ou sub-bloco).

Para que a e�ciência do algoritmo seja atingida, agrupamos as n colunas de T em grupos de
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m colunas consecutivas. Assim, temos os grupos f1; : : : ;mg, fm+1; : : : ; 2mg, . . . , f(
�
n
m

�
�1)m+

1; : : : ;
�
n
m

�
mg, possivelmente seguido de um grupo com menos de m colunas, f

�
n
m

�
m+1; : : : ; ng.

Cada grupo de colunas �e processado como um todo. Para isto, utilizamos como guia a m-�esima

coluna de cada grupo, a qual denominamos coluna potência (power column).

Este algoritmo �e similar ao algoritmo da se�c~ao 3.2 apresentando tamb�em três etapas. Na

primeira etapa, �e constru��da uma estrutura de dados para que compara�c~oes do pre�xo comum

mais longo possam ser feitas em tempo constante. Al�em disso, a estrutura de dados vai permitir

a obten�c~ao de blocos, para cada coluna, em tempo proporcional �a quantidade destes. Na segunda

etapa, �e constru��do um vetor, a partir da an�alise do padr~ao, que �e similar ao obtido na an�alise

do padr~ao da se�c~ao 3.2.2. Finalmente, na terceira etapa, a de an�alise do texto, para cada coluna

do texto ser~ao determinados todos os seus blocos e, ent~ao, o texto ser�a percorrido atrav�es dos

blocos em cada coluna.

Exemplo 5(a) Matriz texto e matriz padr~ao.

T

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1 a a b a b b b a a b b b a a b b a b b a

2 a a a a b a b a b b a b b b a a b a a a

3 a a a a b a b a b a a b b b a a b a a a

4 b a a a b b a b b a b b a b a b a a b b

5 b a b b a a b a a a b a b b b b a b b b

6 b a b b a a b a a a b a a b a b a b b b

7 b b a b a b a a b b a b b b b a a b b a

8 b b a b a b a a b b a b b b a b b a a b

9 a b b a b b a b a a b a b b b b b a a b

10 a b b a b b a b a a b a a a a a b a b a

11 b a b a b b a b a a b b b a a a b a b a

12 b b a b a a b a a a b b b a a b a b b a

13 b b a b a a b a a a b b b a b b a b b a

14 a b a a a b b b b a b b b a b b a b b a

15 b b a a a b b b b a b b b a b a b a a b

16 a b a a a b b b b a b b b a b a b a a b

17 a b a a a b a a b b a b b a b b b a a b

18 a b a a a b b b a a b a a a b a a a b b

19 a b a a a b b b a a b a a a b a b b a a

20 b b a b b b a b a b a a b b a b b b a a

P

1 2 3 4 5 6 7 8

1 a a b b a b b a

2 b b a a b a a a

3 b b a a b a a a

4 a b a b a a b b

5 a b a b a a b b

6 b a b b a b a a

7 b a b b a b a a

8 b a b b a b a a

A entrada do algoritmo ser�a constitu��da pela forma fatorada FT da matriz texto T e pela

matriz fatorada FP da matriz padr~ao P . Ambas FT e FP s~ao dadas na representa�c~ao fato-

rada de suas linhas e cada s��mbolo destas matrizes �e um par ordenado de s��mbolo e expoente.
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Podemos acessar estes valores separadamente, considerando estas matrizes como estruturas com

campos s��mbolo e expoente. No exemplo 5(a) temos um exemplo de uma entrada de dados; no

exemplo 5(b), as representa�c~oes fatoradas destas matrizes linha a linha, com os s��mbolos (S) e

os expoentes (E). Os dados destes exemplos ser~ao usados nos pr�oximos exemplos para ilustrar

o funcionamento dos passos seguintes.

Exemplo 5(b) As representa�c~oes fatoradas FT e FP de T e P , respectivamente, linha a linha,

com os valores dos s��mbolos em S e dos expoentes em E.

FT [1]

1 1

C 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1

S a b a b a b a b a b a

E 2 1 1 3 2 3 2 2 1 2 1

FT [2]

1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2

2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2

a b a b a b a b a b a

4 1 1 1 1 2 1 3 2 1 3

FT [3]

2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3

C 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3

S a b a b a b a b a b a

E 4 1 1 1 1 1 2 3 2 1 3

FT [4]

3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4

4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6

b a b a b a b a b a b a b

1 3 2 1 2 1 2 1 1 1 1 2 2

FT [5]

4 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5

C 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7

S b a b a b a b a b a b

E 1 1 2 2 1 3 1 1 4 1 3

FT [6]

5 5 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 7

8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

b a b a b a b a b a b a b

1 1 2 2 1 3 1 2 1 1 1 1 3

FT [7]

7 7 7 7 7 7 7 7 7 8 8 8

C 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2

S b a b a b a b a b a b a

E 2 1 1 1 1 2 2 1 4 2 2 1

FT [8]

8 8 8 8 8 8 8 9 9 9 9 9 9

3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5

b a b a b a b a b a b a b

2 1 1 1 1 2 2 1 3 1 2 2 1

FT [9]

1 1 1 1 1 1 1 1

9 9 9 9 0 0 0 0 0 0 0 0

C 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7

S a b a b a b a b a b a b

E 1 2 1 2 1 1 2 1 1 5 2 1

FT [10]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2

8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

a b a b a b a b a b a b a

1 2 1 2 1 1 2 1 5 1 1 1 1

FT [11]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3

C 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4

S b a b a b a b a b a b a b a

E 1 1 1 1 2 1 1 2 3 3 1 1 1 1

FT [12]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4

5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6

b a b a b a b a b a b a

2 1 1 2 1 3 3 2 1 1 2 1

FT [13]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5

C 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8

S b a b a b a b a b a b a

E 2 1 1 2 1 3 3 1 2 1 2 1

FT [14]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

5 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a b a b a b a b a b a

1 1 3 4 1 3 1 2 1 2 1
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FT [15]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 8

C 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

S b a b a b a b a b a b

E 2 3 4 1 3 1 1 1 1 2 1

FT [16]

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

8 8 8 8 8 8 8 8 8 9 9 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2

a b a b a b a b a b a b

1 1 3 4 1 3 1 1 1 1 2 1

FT [17]

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

9 9 9 9 9 9 9 0 0 0 0 0

C 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4

S a b a b a b a b a b a b

E 1 1 3 1 2 2 1 2 1 3 2 1

FT [18]

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 1 1 1 1 1

5 6 7 8 9 0 1 2 3 4

a b a b a b a b a b

1 1 3 3 2 1 3 1 3 2

FT [19]

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

C 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5

S a b a b a b a b a b a

E 1 1 3 3 2 1 3 1 1 2 2

FT [20]

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3

6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7

b a b a b a b a b a b a

2 1 3 1 1 1 1 2 2 1 3 2

FP [1]

2 2 2 2 2

3 3 4 4 4

C 8 9 0 1 2

S a b a b a

E 2 2 1 2 1

FP [2]

2 2 2 2

4 4 4 4

3 4 5 6

b a b a

2 2 1 3

FP [3]

2 2 2 2

4 4 4 5

7 8 9 0

b a b a

2 2 1 3

FP [4]

2 2 2 2 2 2

5 5 5 5 5 5

1 2 3 4 5 6

a b a b a b

1 1 1 1 2 2

FP [5]

2 2 2 2 2 2

5 5 5 6 6 6

C 7 8 9 0 1 2

S a b a b a b

E 1 1 1 1 2 2

FP [6]

2 2 2 2 2 2

6 6 6 6 6 6

3 4 5 6 7 8

b a b a b a

1 1 2 1 1 2

FP [7]

2 2 2 2 2 2

6 7 7 7 7 7

9 0 1 2 3 4

b a b a b a

1 1 2 1 1 2

FP [8]

2 2 2 2 2 2

7 7 7 7 7 8

5 6 7 8 9 0

b a b a b a

1 1 2 1 1 2

3.4.1 Pr�e-Processamento da Entrada

Nesta etapa, forma-se uma cadeia C obtida pela concatena�c~ao de todas as linhas de FT seguida

pela concatena�c~ao de todas as linhas de FP . A partir de C constr�oi-se uma �arvore de su�xos

ST de C. Na constru�c~ao desta �arvore, considera-se cada par s��mbolo e expoente como sendo

um s��mbolo. A partir daqui, o �unico objeto contendo os dados de entrada na forma fatorada a

que teremos acesso ser�a esta cadeia C. Para mantermos uma referência das linhas de FT e FP ,

teremos os vetores Fim FT e Fim FP de comprimento n+1 e m+1, respectivamente, com os

valores dos ��ndices em C do �ultimo elemento de cada linha de FT e FP . Vamos considerar que

Fim FT [0] = 0 e que Fim FP [0] = Fim FT [n].

Aplica-se �a �arvore ST um algoritmo para o LCA. Com isto, o pre�xo comum mais longo

pode ser obtido em tempo constante, conforme visto na se�c~ao 1.9.

Al�em disso, uma outra estrutura de dados se faz necess�aria para, dada uma coluna potência

c e uma outra coluna j � c (alternativamente, j < c), encontrar todas as linhas 1 � i � n� 1,

tais que as linhas i e i + 1 sejam diferentes entre as colunas c e j (alternativamente, entre as

colunas j e c�1). Ou seja, T [i; c; : : : ; j] 6= T [i+1; c; : : : ; j] (alternativamente, T [i; j; : : : ; c�1] 6=
T [i+ 1; j; : : : ; c� 1]).
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Seja [i; c] uma posi�c~ao de uma coluna potência c em T . Seja Br[i; c] o maior inteiro k

para o qual as cadeias T [i; c; c + 1; : : : ; c + k � 1] e T [i + 1; c; c + 1; : : : ; c + k � 1] sejam iguais.

Analogamente, seja Bl[i; c] o maior inteiro k para o qual as cadeias T [i; c�k; c�k+1; : : : ; c�1]
e T [i+1; c� k; c� k+1; : : : ; c� 1] sejam iguais. Isto �e, Br[i; c] nos d�a o comprimento do pre�xo

comum mais longo das linhas i e i + 1 come�cando na coluna c e Bl[i; c] nos d�a o comprimento

do su�xo comum mais longo das linhas i e i+ 1 terminando na coluna c� 1.

Os valores de Br[i; c] para cada coluna potência c s~ao obtidos percorrendo-se cada par de

linhas i e i + 1 de FT , da direita para a esquerda, determinando o valor de Br[i; c] cada vez

que uma coluna potência �e encontrada. O n�umero de opera�c~oes �e proporcional �a soma do

comprimento fatorizado das linhas i e i + 1 e o n�umero de colunas potência,
�
n
m

�
. Os valores

de Bl[i; c] para cada coluna potência c s~ao obtidos analogamente, percorrendo-se os pares de

linhas da esquerda para a direita. No exemplo 5(c) temos os vetores Bl e Br constru��dos para

as colunas potência 8 e 16.

Exemplo 5(c) Vetores Br e Bl para as colunas potência 8 e 16.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Br[8] 1 2 0 0 5 1 7 0 5 4 0 7 0 8 13 0 0 9 2

Br[16] 0 5 0 2 5 0 0 5 0 5 0 5 5 0 5 0 0 1 0

Bl[8] 1 7 0 0 7 0 7 2 7 5 0 7 1 6 6 0 0 7 0

Bl[16] 0 5 2 0 0 0 0 0 0 2 7 0 6 14 14 4 2 15 0

Para cada coluna potência c consideramos os vetores Br[1; : : : ; n � 1; c] e Bl[1; : : : n � 1; c]

e constru��mos as �arvores Cartesianas CTr e CTl para estes vetores, respectivamente. Estas

estruturas ser~ao utilizadas na etapa de an�alise do texto.

3.4.2 An�alise do Padr~ao

Sejam P1; P2; : : : ; Pm as linhas da matriz padr~ao P e FP1; FP2; : : : ; FPm as respectivas repre-

senta�c~oes fatoradas destas linhas. Se considerarmos cada uma destas representa�c~oes fatoradas

FPi como sendo um s��mbolo, teremos a seq�uência FP1; FP2; : : : ; FPm vista como uma cadeia

unidimensional R. Por outro lado, podemos descrever FP como a linha FPl1 repetida r1 vezes

(o bloco na linha l1), seguida pela linha FPl2(6= FPl1) repetida r2 vezes, seguida por outros

blocos at�e que, �nalmente, tenhamos a linha FPl� (6= FPl��1) repetida r� vezes, onde l1 = 1,

lk = r1 + r2 + � � �+ rk�1 e r1 + r2 + � � � + r� = m. Formalmente, um par (FPlk ; rk) �e um bloco

de rk linhas na linha lk. Assim, a representa�c~ao fatorada de R, FR, �e dada por esta seq�uência

de pares.

Nesta etapa, inicialmente comprimimos a cadeia R em sua representa�c~ao fatorada, denotada

por FR. Isto leva tempo proporcional a jFP1j+ jFP2j+ � � � + jFPmj.

Vamos supor que � > 2, isto �e existem pelo menos 3 blocos em FR. Para � � 2 existe uma

solu�c~ao com a mesma complexidade. Seja F̂R a subseq�uência de FR que se inicia no segundo

elemento e termina no pen�ultimo elemento. Isto �e, F̂R = (FPl2 ; r2) : : : (FPl��1 ; r��1).
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A seguir, calcula-se o vetor � para a cadeia F̂R, usando a �arvore ST . Esta constru�c~ao leva

tempo O(�).

3.4.3 An�alise do Texto

A etapa de an�alise de texto envolve alguns processamentos antes da an�alise propriamente dita e

estes ser~ao descritos a seguir.

Constru�c~ao de listas

No primeiro passo desta etapa, para cada coluna j, �e constru��da uma lista ligada Q[j] dos ��ndices

de linhas onde os blocos da coluna j terminam. Estas listas s~ao constru��das observando-se o

seguinte:

Observa�c~ao 3 Um bloco na coluna j termina em uma linha i se, e somente se, pelo menos

uma das duas condi�c~oes seguintes ocorre:

1. Bl[i; c] < c� j, ou

2. Br[i; c] < m� c+ j.

Se Bl[i; c] � c� j e Br[i; c] � m� c+ j, as linhas i e i+ 1 de T , a partir da coluna j, ser~ao

iguais em pelo menos m posi�c~oes e, conseq�uentemente, esta linha i n~ao ser�a o �m de um bloco.

Se Bl[i; c] < c�j ent~ao T [i; j] 6= T [i+1; j] e, conseq�uentemente, a linha i �e o �m de um bloco

na coluna j. Por outro lado, se Br[i; c] < m� c+ j ent~ao T [i; c+Br[i; c]] 6= T [i+ 1; c+Br[i; c]]

e, mesmo se T [i; j; : : : ; j +m� 2] = T [i + 1; j; : : : ; j +m � 2], a linha i ser�a o �m de um bloco

na coluna j, pois as linhas i e i + 1 coincidem, a partir da posi�c~ao j, em menos de m posi�c~oes

consecutivas.

Esses valores s~ao obtidos nas �arvores Cartesianas constru��das na etapa de pr�e-processamento

(se�c~ao 3.4.1). Assim, para cada coluna j e a respectiva coluna potência c do grupo a qual ela

pertence, vamos obter a lista de linhas i, em ordem crescente, tais que Bl[i; c] < c� j, da �arvore
Cartesiana CTl[c] e a lista de linhas i tais que Br[i; c] < m� c+ j, da �arvore Cartesiana CTr[c].

A partir da intercala�c~ao destas listas, para cada coluna j, obtemos as listas Q[j] de linhas nas

quais blocos na coluna j terminam.

A constru�c~ao da lista Q[j], para cada coluna j, leva tempo proporcional a jQ[j]j, pois esta
�e obtida percorrendo-se os n�os das �arvores Cartesianas at�e que seja encontrado um valor maior

ou igual a c� j, em CTl[c], ou maior ou igual a m� c+ j, em CTr[c]. No exemplo 5(d) temos

algumas listas Q[j] constru��das.

Exemplo 5(d) Listas de �m de bloco para cada coluna j = min(n�m+ 1; b n
m
cm) (=13).

Q[1] = 1! 3! 4! 6! 8! 10! 11! 13! 14! 15! 16! 17! 19! 20
Q[2] = 1! 3! 4! 6! 8! 10! 11! 13! 16! 17! 19! 20
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Q[3] =! 1! 2! 3! 4! 6! 8! 11! 13! 16! 17! 19! 20
Q[4] = 1! 2! 3! 4! 6! 8! 11! 13! 16! 17! 19! 20
Q[5] = 1! 2! 3! 4! 6! 8! 10! 11! 13! 16! 17! 19! 20
Q[6] = 1! 2! 3! 4! 5! 6! 8! 9! 10! 11! 13! 16! 17! 19! 20
Q[7] = 1! 2! 3! 4! 5! 6! 8! 9! 10! 11! 13! 16! 17! 19! 20
Q[8] = 1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 10! 11! 12! 13! 16! 17! 19! 20
Q[9] = 1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 10! 11! 12! 13! 14! 16! 17! 19! 20
Q[10] = 1! 3! 6! 7! 9! 11! 12! 14! 16! 17! 18! 19! 20
Q[11] = 1! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 10! 11! 12! 14! 16! 17! 18! 19! 20
Q[12] = 1! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 10! 11! 12! 14! 16! 17! 18! 19! 20
Q[13] = 1! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 10! 11! 12! 14! 16! 17! 18! 19! 20

O procedimento Compara

Como vimos no algoritmo linear, nesta etapa precisamos comparar subcadeias da matriz texto

com linhas da matriz padr~ao. Utilizamos naquele caso um procedimento Igual. Neste algorit-

mo, um pr�e-processamento adicional para esta compara�c~ao faz-se necess�ario e utilizaremos um

procedimento Compara para comparar um bloco de FP e um bloco de FT .

Este procedimento tem como entrada o bloco em T [i; j] e o bloco na linha lk de P , represen-

tado pelo par (FPlk ; rk). Temos a garantia que a linha i est�a em Q[j], portanto �e a linha �nal

de um bloco na coluna j, e que o n�umero de linhas do bloco �e i� ant(i), onde ant(i) �e o valor

da linha do antecessor da linha i em Q[j].

A sa��da do procedimento �e 1 se T [i; j; : : : ; j+m�1] = Plk e i�ant(i) = rk; e 0 caso contr�ario.

Este procedimento obt�em a resposta em tempo constante.

Neste procedimento, temos a compara�c~ao de duas cadeias e para isto utilizamos uma consulta

LCA na �arvore de su�xos ST . Entretanto, existe uma di�culdade por causa da forma como a

�arvore de su�xos �e constru��da. A constru�c~ao da �arvore ST �e baseada na representa�c~ao fatorada

das matrizes texto e padr~ao. Com isto, se T [i; j � 1] = T [i; j] o su�xo iniciando em T [i; j] n~ao

estar�a representado na �arvore de su�xos ST .

Para contornar este problema temos, para cada tal posi�c~ao [i; j], o menor j1 > j para o qual

o su�xo come�cando em T [i; j1] aparece na �arvore de su�xos ST . O valor de j1 para cada posi�c~ao

i; j e o correspondente��ndice em C de T [i; j1] s~ao determinados atrav�es do procedimento a seguir.

Observemos que as listas Q[j] contêm todas as posi�c~oes [i; j] que s~ao o �m de um bloco na coluna

j, com os valores de i armazenados no campo linha de Q[j], e em cada uma delas o procedimento

Compara �e aplicado. Estas listas est~ao ordenadas lexicogra�camente com j primeiro e i segundo.

Para obter os valores de j1 precisamos reordenar estas listas lexicogra�camente com i primeiro

e j segundo. Os valores de j1, para cada bloco em cada lista Q[j], s~ao armazenados no campo

j1 de Q[j]. O campo expoente de C[j] armazena o expoente do s��mbolo C[j] na cadeia C. Os

conte�udos dos demais campos das listas Q e L est~ao descritos logo ap�os o algoritmo.
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PROCEDIMENTO: Calcula j1
Entrada: as listas Q[j]

Sa��da: os valores de j1 para cada posi�c~ao [i; j] de Q[j].

1. para j  1 at�e n fa�ca

2. L[j] = ;
3. para j  1 at�e n fa�ca

4. p Q[j]

5. enquanto p 6= ; fa�ca
6. Insere((j; p); L[p:linha])

7. p Pr�oximo(p)

8. j  1

9. para i 1 at�e n fa�ca

10. p L[i]

11. cont C[j]:expoente

12. enquanto j 6= Fim FT [i] fa�ca

13. enquanto p 6= ; e p:coluna <= cont fa�ca

14. (p:pont):j1  cont+ 1

15. (p:pont):coluna j + 1

16. p Pr�oximo(p)

17. se p = ;
18. j  Fim FT [i] + 1

19. caso contr�ario

20. j  j + 1

21. cont cont+ C[j]:expoente

�m procedimento

Nas linhas 1 e 2 deste procedimento, inicializamos n listas L. Estas listas ser~ao indexadas

pelo ��ndice de linha e servir~ao para armazenar, para cada linha i, as colunas j para as quais

i pertence a Q[j]. Isto �e, estas listas conter~ao as mesmas posi�c~oes [i; j] das listas Q[j] por�em

ordenadas lexicogra�camente com i primeiro e j segundo. As linhas 3 a 7 constroem estas listas

L, percorrendo as listas Q[j] e inserindo j na lista L[i], onde i �e uma linha encontrada em Q[j].

Nas listas L tamb�em s~ao inclu��dos para cada posi�c~ao [i; j], um apontador para o n�o de Q[j] que

cont�em i. No trecho entre as linhas 9 e 20, percorremos cada posi�c~ao [i; j] das listas L, obtendo

os valores j1 que s~ao armazenados no campo j1 do n�o em Q[j] contendo i e o correspondente

valor do ��ndice de T [i; j1] em C, armazenado no campo coluna.

Ap�os este procedimento, cada n�o das listas Q[j] cont�em: o valor i da linha �nal de um bloco,

o valor de j1 em rela�c~ao �a posi�c~ao [i; j], a posi�c~ao em C correspondente �a posi�c~ao [i; j1], e os

apontadores para os n�os anterior e posterior na lista.

Com os valores de j1 j�a obtidos, a compara�c~ao entre duas cadeias �e dada pelo procedimento

a seguir, onde o procedimento Comum obt�em o comprimento do pre�xo comum mais longo dos

argumentos passados. O procedimento descrito recebe como argumentos: i, o ��ndice da primeira

linha do bloco em T ; k o ��ndice da primeira linha do bloco em P ; j, a coluna onde o bloco em

T come�ca; um apontador q para o n�o da lista Q[j] cujo bloco cont�em a linha i; e a altura do



CAP�ITULO 3. BUSCA BIDIMENSIONAL DE PADR ~OES SEM ESCALA 84

bloco em P come�cando na linha lk.

PROCEDIMENTO: Compara

Entrada: i, o ��ndice da primeira linha do bloco em T ; k o ��ndice da primeira linha do bloco em

P ; j, a coluna onde o bloco em T come�ca; um apontador q para o n�o da lista Q[j] cujo bloco

cont�em a linha i; e a altura do bloco em P come�cando na linha lk.

Sa��da: os valores 0 ou 1 se as cadeias forem diferentes ou iguais, respectivamente.

1. j1  q:j1
2. se j1 � j = C[Fim FP [k � 1] + 1]:expoente

3. se Comum(T [i; j1; : : :]; Plk [j1 � j + 1; : : :]) = m� (j1 � j) e

T [i; j] = P [lk; 1] e q:linha� i+ 1 = altura

4. devolva 1

5. devolva 0

�m procedimento

Devemos observar que no teste da linha 3, fazemos uma referência expl��cita a posi�c~oes de T e

P . Na realidade, dispomos apenas da cadeia C. Por�em, com o valor de j1 e dos vetores Fim FT

e Fim FP , podemos obter estas posi�c~oes. Al�em disso, em uma implementa�c~ao devemos tomar

cuidado com o �ultimo s��mbolo da linha lk de FP que pode ter expoente menor que o �ultimo

s��mbolo do bloco em T come�cando na posi�c~ao [i; j].

Busca do Padr~ao

Vamos descrever como a an�alise do texto �e executada. Percorremos cada coluna j de T , sepa-

radamente, como se fosse uma cadeia unidimensional, comparando os blocos que se iniciam nas

linhas de cada uma destas colunas com blocos de P . Para avan�car de uma posi�c~ao analisada

para a pr�oxima, utilizamos a lista Q[j] que fornece o pr�oximo �m de bloco.

PROCEDIMENTO: Busca F̂R

Entrada: a cadeia C e a seq�uência F̂R.

Sa��da: uma lista R das posi�c~oes em T onde F̂R ocorre.

f F̂R = (FPl2 ; r2) : : : (FPl��1 ; r��1). g
1. para j  1 at�e n�m+ 1 fa�ca

2. linha[0] 0

3. q  Q[j]

4. i q:linha+ 1

5. k  1

6. cont 1

7. linha[cont] q:linha

8. enquanto i < n e :(Pr�oximo(q) = fim) fa�ca

9. enquanto k > 1 e :Compara(i; k + 1; j; P r�oximo(q); rk+1) fa�ca

10. k  �[k]
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11. se Compara(i; k + 1; j; P r�oximo(q); rk+1)

12. k  k + 1

13. cont cont+ 1

14. q  Pr�oximo(q)

15. i q:linha+ 1

16. linha[cont] q:linha

17 se k = �� 1

18. Insere((linha[cont� k + 1]� r1 + 1; j); R)

19. k  �[k]

20. devolva R

�m procedimento

No procedimento, percorremos os blocos do texto na coluna j, com 1 � j � n�m+1, guiados

pelas linhas armazenadas na lista Q[j]. Para podermos recuperar o in��cio de uma ocorrência,

sem que seja necess�ario percorrer a lista Q[j] novamente, precisamos de um vetor auxiliar linha

que armazena as linhas �nais dos blocos visitados. Este vetor �e indexado pela vari�avel cont. A

vari�avel q percorre os n�os armazenados em Q[j]. A vari�avel i armazena a primeira linha do bloco

subseq�uente ao bloco apontado por q. A vari�avel k percorre os ��ndices de pares da seq�uência

F̂R.

No trecho entre as linhas 3 e 7, �e feita a inicializa�c~ao das vari�aveis envolvidas. O la�co

enquanto da linha 8 controla o percurso por entre as linhas �nais dos blocos em cada coluna

j. O trecho entre as linhs 9 e 12 tem funcionamento an�alogo ao algoritmo KMP 2 (p�agina 59)

e utiliza Compara para comparar os blocos do texto e do padr~ao. Nas linhas 13 a 16, passa-se

para o pr�oximo bloco atualizando-se tamb�em as vari�aveis auxiliares.

Devemos notar que o valor inicial de k �e 1 e o bloco inicial do texto sendo comparado �e o

segundo, pois estamos veri�cando se existe uma ocorrência de F̂R em FP . Esta busca termina

quando o teste da linha 17 �e verdadeiro e temos esta ocorrência. Ent~ao, inserimos a posi�c~ao de

ocorrência na lista R e passamos a buscar uma pr�oxima ocorrência, se ainda for poss��vel.

Para a determina�c~ao das ocorrências de P em T , utilizamos este procedimento e, para cada

ocorrência de F̂R em T , veri�camos se ela se estende a uma ocorrência do padr~ao todo. Para

isto, comparamos os blocos de texto antes e depois da ocorrência com (FPl1 ; r1) e (FPl� ; r�),

respectivamente, veri�cando se suas representantes s~ao iguais �as respectivas representantes do

primeiro e �ultimo blocos de FR e se as alturas dos blocos de texto s~ao maiores ou iguais a r1 e r�,

respectivamente. Se o resultado de ambas as compara�c~oes for a�rmativo, temos uma ocorrência

do padr~ao no texto, e a posi�c~ao �e atualizada em R para conter a posi�c~ao da ocorrência de P

em T ; caso contr�ario, �e removida. Assim, a lista R cont�em as posi�c~oes de ocorrência de T em

P . Em uma implementa�c~ao, as veri�ca�c~oes das extens~oes podem ser feitas a cada ocorrência de

F̂R em T , quando podemos utilizar os dados j�a dispon��veis.
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3.4.4 Tempo e Corretude

A corretude do procedimento Busca F̂R est�a baseada na corretude do algoritmo KMP

(p�agina 25). Para cada coluna j da matriz texto, consideramos cada bloco come�cando nesta

coluna como um s��mbolo que �e comparado com um s��mbolo de F̂R. Estes s��mbolos da coluna j

s~ao formados pela subcadeia come�cando na �ultima linha do bloco, com comprimento m, e pela

altura do bloco, dedut��vel da lista Q[j]. A seq�uência de passos para comparar blocos de T e de

F̂R �e a mesma.

A garantia para o funcionamento correto do procedimento baseia-se na observa�c~ao de que

todos os �nais de blocos, para cada coluna j, est~ao corretamente listados em Q[j]. Isto decorre

da observa�c~ao 3.

Para cada ocorrência de F̂R encontrada, compara-se os blocos de T anterior e posterior �a

ocorrência para veri�car se existe uma ocorrência de FR em T . Com isto, todas as ocorrências

s~ao obtidas e nenhuma posi�c~ao de falsa ocorrência estar�a presente na lista R.

O comprimento da cadeia C �e jFT j+ jFP j. Na se�c~ao 1.6 mostramos que �e poss��vel construir

uma �arvore de su�xos para uma cadeia S em tempo O(jSj) usando espa�co tamb�em O(jSj). Estes
algoritmos sup~oem que os s��mbolos da cadeia perten�cam a um alfabeto de tamanho �xo. No

nosso caso, a cadeia C �e formada por pares (s; r) onde os s��mbolos s est~ao em um alfabeto de

tamanho �xo, mas o valor de r est�a no intervalo [1; n]. Lembremos que r �e o n�umero de repeti�c~oes

de s na representa�c~ao n~ao comprimida e que r tem log r < r bits. Sejam Cb a concatena�c~ao das

seq�uências sr1r2 : : : rlog r onde ri �e o i-�esimo bit na representa�c~ao bin�aria de r, FTb a parte de

Cb induzida por FT e FPb a parte de Cb induzida por FP .

Temos, jCj � jCbj = jFTbj + jFPbj � jT j + jP j. Cb �e uma cadeia sobre um alfabeto de

tamanho �xo, logo a �arvore de su�xos para ela pode ser constru��da em tempo O(jCbj).

Como a �arvore de su�xos utiliza espa�co O(jCbj), o algoritmo para o problema de LCA nesta

�arvore leva tempo O(jCbj).

A obten�c~ao dos vetores Br e Bl leva tempo

n�1X
i=1

jFTij+ jFTi�1j+ b
n

m
c = O(bn

2

m
c+ jFT j).

A constru�c~ao das �arvores Cartesianas para cada um dos vetores Br e Bl leva tempo linear

no tamanho dos vetores. Como s~ao b nmc vetores Br e b nmc vetores Bl de comprimento n�1 cada
um, estas �arvores s~ao obtidas em tempo total O(bn2m c).

A compress~ao da cadeia R, na se�c~ao 3.4.2, leva tempo proporcional a jFP j e a obten�c~ao do

vetor � para F̂R leva tempo O(jF̂Rj) � O(m).

A obten�c~ao das listas Q[j] para cada coluna j leva tempo proporcional ao n�umero de blocos

em cada coluna, que �e justamente o n�umero de n�os de cada lista, ou seja, estas listas s~ao obtidas

em tempo O(
Pn

j=1 jQ[j]j).



CAP�ITULO 3. BUSCA BIDIMENSIONAL DE PADR ~OES SEM ESCALA 87

O pr�e-processamento adicional leva tempo O(jFT j +
Pn

j=1 jQ[j]j), para se obter os valores

de j1.

Finalmente, o procedimento Busca F̂R leva tempo O(
Pn

j=1 jQ[j]j) e a veri�ca�c~ao das ex-

tens~oes leva tempo constante.

Assim, a determina�c~ao das ocorrências �e feita em tempo O(bn2
m
c+ jCbj+

Pn
j=1 jQ[j]j). Temos

que bn2m c < n2 e que jCbj � jT j + jP j. A sublinearidade do algoritmo depende da entrada, por

exemplo se o texto e o padr~ao s~ao formados por um �unico s��mbolo, temos jCbj = (n+m) logm <

n2 e
Pn

j=1 jQ[j]j = n < n2.

3.5 Algoritmo CGM Baseado no Algoritmo Seq�uencial Subli-

near

A entrada deste algoritmo ser�a uma matriz de texto de ordem N e uma matriz padr~ao de

ordem m. Os dados ser~ao distribu��dos entre os processadores da mesma maneira da se�c~ao 3.3.1,

onde cada processador recebe uma submatriz de texto S de ordem n = N=
p
p e a matriz padr~ao

P de ordem m, e supomos m � n=
p
p. Vamos utilizar no algoritmo as representa�c~oes fatoradas

FS e FP de S e P , respectivamente.

Os conceitos de vizinhan�ca entre processadores e submatrizes, bem como os conceitos de

fronteiras, ser~ao os mesmos descritos na se�c~ao 3.3.1.

A sublinearidade do algoritmo seq�uencial n~ao ser�a mantida nas computa�c~oes locais por causa

dos dados nas regi~oes de fronteira que exigem mais informa�c~oes a serem obtidas na an�alise do

padr~ao, como veremos a seguir. O algoritmo apresenta tempo de computa�c~ao local O(n2+m2) =

O(N2=p), consumindo mem�oria O(n2 + m2) = O(N2=p) e utilizando apenas uma rodada de

comunica�c~ao, onde s~ao trocados no m�aximo O(nm) � O(N2=p) dados. Esta vers~ao CGM �e

importante na obten�c~ao de conceitos e id�eias que ser~ao utilizados na descri�c~ao do algoritmo

CGM para o caso bidimensional com escala.

3.5.1 An�alise do Padr~ao

A an�alise do padr~ao �e um pouco mais complexa neste caso. Precisaremos construir as matrizes ��

e �� como na se�c~ao 3.3.2, por causa dos dados nas fronteiras. Al�em dessas matrizes, constru��mos

as matrizes ��0 e ��0 que têm informa�c~oes diferentes das respectivas matrizes da se�c~ao 3.3.3.

Por causa da representa�c~ao fatorada do padr~ao, ser�a necess�aria uma etapa de pr�e-processa-

mento de FP , onde ser~ao obtidas, para cada posi�c~ao [i; j], 1 � i; j � m, os ��ndices j1 e j2,

j1 > j, j2 < j, 1 < j1 � m+ 1 e 0 � j2 < m, tais que os su�xos come�cando em P [i; j1] e P [i; j2]

est~ao em ST . Al�em disso, s~ao obtidos os valores de pos1 e pos2 que correspondem �as posi�c~oes de

P [i; j1] e P [i; j2] na cadeia C. No exemplo 5(e) mostramos os valores calculados para um caso

em particular.
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Exemplo 5(e) Matrizes com os valores de j1, j2, pos1 e pos2 para cada posi�c~ao [i; j].

j1
1 2 3 4 5 6 7 8

1 3 3 5 5 6 8 8 9

2 3 3 5 5 6 9 9 9

3 3 3 5 5 6 9 9 9

4 2 3 4 5 7 7 9 9

5 2 3 4 5 7 7 9 9

6 2 3 5 5 6 7 9 9

7 2 3 5 5 6 7 9 9

8 2 3 5 5 6 7 9 9

pos1
1 2 3 4 5 6 7 8

1 239 239 240 240 241 242 242 243

2 244 244 245 245 246 247 247 247

3 248 248 249 249 250 251 251 251

4 252 253 254 255 256 256 257 257

5 258 259 260 261 262 262 263 263

6 264 265 266 266 267 268 269 269

7 270 271 272 272 273 274 275 275

8 276 277 278 278 279 280 281 281

j2
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0 0 2 2 4 5 5 7

2 0 0 2 2 4 5 5 5

3 0 0 2 2 4 5 5 5

4 0 1 2 3 4 4 6 6

5 0 1 2 3 4 4 6 6

6 0 1 2 2 4 5 6 6

7 0 1 2 2 4 5 6 6

8 0 1 2 2 4 5 6 6

pos2
1 2 3 4 5 6 7 8

1 237 237 238 238 239 240 240 241

2 242 242 243 243 244 245 245 245

3 246 246 247 247 248 249 249 249

4 250 251 252 253 254 254 255 255

5 256 257 258 259 260 260 261 261

6 262 263 264 264 265 266 267 267

7 268 269 270 270 271 272 273 273

8 274 275 276 276 277 278 279 279

Este pr�e-processamento leva tempo O(m2), pois apesar de usarmos a representa�c~ao fatorada

FP , precisamos obter os valores para cada posi�c~ao i; j de P , 1 � i; j � m.

No caso seq�uencial, constru��mos uma seq�uência FR = (FPl1 ; r1); : : : ; (FPl� ; r�), onde FPlk
�e um bloco que come�ca na linha lk com rk linhas, 1 � k � �.

Para o algoritmo CGM, construiremosm seq�uências FRj = (FPl1 ;j; r1;j); : : : ; (FPl�j ;j; r�j ;j),

onde FPlk ; j �e um sub-bloco de largura m � j + 1 que come�ca na posi�c~ao lk; j de P com rk; j

linhas, 1 � k � �j, utilizando o pr�e-processamento descrito.

Analogamente ao caso seq�uencial, teremos as restri�c~oes F̂Rj das seq�uências FRj, 1 � j � m.

Vamos tamb�em obter m seq�uências FR0
j = (FP 0

l1;j
; r01;j); : : : ; (FP

0
l
�
0

j

;j; r
0
�0
j
;j), onde FP

0
lk
; j �e

um sub-bloco de largura j que come�ca na posi�c~ao lk; 1 de P com r0k; j linhas, 1 � k � �0
j. Para

estas seq�uências tamb�em consideraremos as seq�uências F̂R0
j . O conte�udo destas seq�uências para

um caso em particular pode ser acompanhado no exemplo 5(f).

Exemplo 5(f) Matrizes FR e FR0 com valores de in��cio de cada sub-bloco, vetores � e �0 com
os valores do n�umero de blocos e matrizes r e r0 com o numero de repeti�c~oes de cada linha no

bloco.

FR
1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 4

3 4 4 4 4 4 4 4 6

4 6 6 6 6 6 6 6 0

FR0

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 4 4 4 4 4 4 4 4

4 6 6 6 6 6 6 6 6
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�
1 2 3 4 5 6 7 8

� 4 4 4 4 4 4 4 3

�0

1 2 3 4 5 6 7 8

�0 4 4 4 4 4 4 4 4

r
1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1 1 1 1 1 1 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2 2 2 3

4 3 3 3 3 3 3 3 0

r0

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2 2 2 2

4 3 3 3 3 3 3 3 3

A partir do que foi obtido, poderemos construir as matrizes ��, ��, ��0 e ��0 . O conte�udo destas

matrizes, para este algoritmo, difere levemente do conte�udo das mesmas matrizes no algoritmo

linear pela forma como trabalhamos as fronteiras em cada caso.

Cada coluna j, 1 � j � m, representa:

� na matriz ��, o vetor � para a seq�uência F̂Rj ;

� na matriz ��, o vetor � para a seq�uência F̂R0
j;

� na matriz ��0, o vetor � para a seq�uência F̂R0
j;

� na matriz ��0, o vetor � para a seq�uência F̂Rj.

3.5.2 An�alise do Texto

A menos dos procedimentos de busca de padr~oes com os dados locais e da fronteira, a descri�c~ao

do algoritmo, neste caso, �e praticamente a mesma do algoritmo Busca sem Escala Bi CGM

(p�agina 65). O procedimento que combina os dados locais e recebidos do passo 6 �e o mesmo.

As listas Q[j] s~ao obtidas para j � n�m+ 1. Por�em, as listas Q[j] para os dados contidos

nas �ultimas m�1 colunas, isto �e, com n�m+2 � j � n, n~ao s~ao obtidas para as colunas j com

j > b n
m
cm. Para estas posi�c~oes, precisamos obter as respectivas listas sem utilizar os vetores

Br e Bl. Os �nais de bloco s~ao determinados comparando pares de linhas consecutivas, de uma

maneira muito parecida com o que foi feito para se obter os valores de Br e Bl.

Al�em destas listas, precisamos construir listas �Q[j], para 1 � j � m � 1. Estas listas

armazenar~ao as linhas iniciais de blocos, em ordem decrescente, para cada coluna j. A obten�c~ao

destas listas �e sim�etrica �a constru�c~ao das listas Q[j] para as �ultimas m � 1 colunas, descrita

no par�agrafo anterior. Neste caso, as linhas i e i � 1 s~ao comparadas, para 1 � j � m � 1 e

2 � i � n.

Para determinar as posi�c~oes candidatas das fronteiras Sul e Sudeste e as posi�c~oes de con�r-

ma�c~ao das fronteiras Norte e Nordeste consideramos as sublistas Qs e Qn que s~ao determinadas

ao se obter as listas Q[j], 1 � j � n. Cada lista Qs[j], para 1 � j � n, aponta para o �ultimo

n�o da lista Q[j] cujo valor da primeira linha do bloco n~ao esteja nas fronteiras Sul ou Sudeste.

Cada lista Qn[j], para 1 � j � n aponta para o �ultimo n�o da lista Q[j] cujo valor da �ultima

linha do bloco esteja nas fronteiras Norte ou Nordeste. Para as listas �Q[j] tamb�em obtemos
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os apontadores �Qn[j] e �Qs[j], onde �Qn[j] aponta para o �ultimo n�o da lista �Q[j] cujo valor da

primeira linha do bloco esteja na fronteira Norte, e �Qs[j] aponta para o primeiro n�o da lista �Q[j]

cujo valor da primeira linha do bloco esteja fora da fronteira Sul.

O exemplo da Figura 5(g) mostra as linhas iniciais e �nais dos blocos apontados por Qs[j],

para 1 � j � b n
m
cm. Os exemplos 5(h) e 5(i) mostram estas listas para os dados na fronteira

Leste. No exemplo 5(j) temos as listas �Q para as m� 1 primeiras colunas.

Exemplo 5(g) Linhas de in��cio e �nal de bloco para os n�os apontados por Qs[j], 1 � j �
min(n�m+ 1; b nmcm) (=13).

1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3

ini 12 12 12 12 12 12 12 12 13 12 12 12 12

�m 13 13 13 13 13 13 13 13 13 14 14 14 14

Exemplo 5(h) Listas para as colunas j com j > min(n�m+ 2; b n
m
cm).

Q[14] = 1! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 11! 12! 14! 16! 17! 18! 19! 20

Q[15] = 1! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 11! 12! 14! 16! 17! 18! 19! 20

Q[16] = 1! 3! 4! 6! 7! 9! 11! 14! 16! 17! 18! 19! 20

Q[17] = 1! 3! 4! 6! 7! 9! 11! 14! 16! 17! 18! 20

Q[18] = 1! 3! 4! 6! 7! 9! 11! 14! 17! 18! 20

Q[19] = 1! 3! 4! 6! 7! 9! 14! 17! 18! 20

Q[20] = 3! 6! 7! 9! 14! 18! 20

Exemplo 5(i) Linhas de in��cio e �nal de bloco para os n�os apontados por Qs[j], n�m+ 2 �
j � n.

1 1 1 1 1 1 2

4 5 6 7 8 9 0

ini 12 12 10 10 10 8 8

�m 12 12 11 11 11 9 9

Exemplo 5(j) Listas �Q[j] para as m� 1 primeiras colunas.

�Q[1] = 20! 16! 15! 14! 11! 9! 4! 1

�Q[2] = 20! 16! 15! 14! 12! 11! 9! 7! 4! 1

�Q[3] = 20! 16! 15! 14! 12! 11! 9! 7! 5! 4! 2! 1

�Q[4] = 20! 16! 15! 14! 12! 11! 9! 7! 5! 4! 2! 1

�Q[5] = 20! 16! 15! 14! 12! 11! 9! 7! 5! 4! 2! 1

�Q[6] = 20! 16! 15! 14! 12! 11! 9! 7! 5! 4! 2! 1

�Q[7] = 20! 18! 17! 16! 15! 14!! 1211! 9! 7! 5! 4! 2! 1

Cada processador obt�em, localmente, a lista R das ocorrrências de P em T , utilizando o

algoritmo sublinear descrito na se�c~ao 3.4. As ocorrências nas regi~oes de fronteira s~ao obtidas

pelas descri�c~oes a seguir.
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A obten�c~ao dos candidatos a ocorrência, nas regi~oes de fronteira, difere do caso anterior

por causa do formato dos dados de entrada. A seguir, descreveremos os procedimentos para

determina�c~ao dos candidatos nas fronteiras Sul e Leste.

PROCEDIMENTO: Fronteira2 S

Entrada: a cadeia C e a seq�uência F̂R.

Sa��da: uma lista CS das posi�c~oes candidatas a ocorrência de F̂R em FS na fronteira Sul.

f F̂R = (FPl2 ; r2) : : : (FPl��1 ; r��1). g
1. para j  1 at�e n�m+ 1 fa�ca

2. linha[0] Qs[j]:linha

3. q  Pr�oximo(Qs[j])

4. i q:linha+ 1

5. k  1

6. cont 1

7. linha[cont] q:linha

8. enquanto i < n e Pr�oximo(q):linha < n fa�ca

9. enquanto k > 1 e :Compara(i; k + 1; j; P r�oximo(q); rk+1) fa�ca

10. k  ��[k][1]

11. se Compara(i; k + 1; j; P r�oximo(q); rk+1;1)

12. k  k + 1

13. cont cont+ 1

14. q  Pr�oximo(q)

15. i q:linha+ 1

16. linha[cont] q:linha

17. enquanto k > 1 fa�ca

18. Insere((linha[cont� k + 1]� r1;1 + 1; j); CS)

19. k  ��[k][1]

20. devolva CS

�m procedimento

O procedimento para obten�c~ao dos candidatos da fronteira Sul percorre as colunas j entre 1

e n�m+ 1 e as linhas armazenadas nas listas Q[j] a partir do n�o apontado por Qs[j]. A lista

Q[j] �e percorrida at�e que i � n ou Pr�oximo(q):linha � n, com isto o �ultimo bloco na coluna j

n~ao �e comparado com nenhum bloco de F̂R. A partir da��, o la�co enquanto da linha 17 insere

os candidatos a ocorrência de F̂R em FS na posi�c~ao [linha[cont� k + 1] + 1; j].

Precisamos, agora, testar se os elementos da lista CS s~ao candidatos a ocorrência de P em S

na fronteira Sul. Seja � o n�umero de blocos da ocorrência em CS mais 2, � < �1;1. Estas duas

unidades a mais s~ao por causa do primeiro bloco da ocorrência de P em S e do �ultimo bloco

do texto, que n~ao foram contados na obten�c~ao desta ocorrência em CS . Ent~ao, comparamos

o bloco antes da ocorrência com o bloco (FPl1;1; r1;1), comparamos a primeira linha do �ultimo

bloco do texto com a linha l�;1, e veri�camos se o n�umero de linhas deste �ultimo bloco �e menor

ou igual a r�;1. Se o resultado destas veri�ca�c~oes for a�rmativo, o elemento �e atualizado em CS ;

caso contr�ario, ele �e removido.
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Por causa do �ultimo bloco do texto na coluna j n~ao estar envolvido no procedimento e estar-

mos procurando uma ocorrência de F̂R, precisamos ainda veri�car se n~ao existe uma ocorrência

de FP a partir do pen�ultimo bloco, ou a partir do �ultimo bloco. Isto �e feito veri�cando-se, no

primeiro caso, se existe uma ocorrência de (FPl1;1; r1;1) no pen�ultimo bloco, se a primeira linha

do �ultimo bloco do texto e a segunda linha de F̂R s~ao iguais e se o n�umero de linhas deste �ultimo

bloco �e menor ou igual a r2;1. No segundo caso, basta veri�car se a primeira linha do �ultimo

bloco do texto e a primeira linha de F̂R s~ao iguais. As posi�c~oes de ocorrência s~ao inclu��das na

lista CS.

PROCEDIMENTO: Fronteira2 E

Entrada: a cadeia C e a seq�uência F̂R.

Sa��da: a lista CE das posi�c~oes candidatas a ocorrência de F̂R em FS na fronteira Leste.

f F̂R = (FPl2 ; r2) : : : (FPl��1 ; r��1). g
1. para j  n�m+ 2 at�e n fa�ca

2. linha[0] 0

3. q  Q[j]

4. i q:linha+ 1

5. k  1

6. cont 1

7. linha[cont] q:linha

8. enquanto i < n e Pr�oximo(q) 6= fim fa�ca

9. enquanto k > 1 e :Compara(i; k + 1; j; P r�oximo(q); r0k+1;n�j+1) fa�ca

10. k  ��[k][j � n+m]

11. se Compara(i; k + 1; j; P r�oximo(q); r0k+1;n�j+1)

12. k  k + 1

13. cont cont+ 1

14. q  Pr�oximo(q)

15. i q:linha+ 1

16. linha[cont] q:linha

17 se k = �0
n�j+1 � 1

18. Insere((linha[cont� k + 1]� r01;n�j+1 + 1; j); R)

19. k  ��[k][j � n+m]

20. devolva CE

�m procedimento

Os candidatos da fronteira Leste s~ao obtidos percorrendo-se as colunas j, com n�m+ 2 �
j � n e as listas Q[j] para estas colunas. O funcionamento do procedimento �e an�alogo ao

funcionamento do procedimento Busca F̂R (p�agina 84), com a diferen�ca que para cada coluna

j, buscamos uma ocorrência de F̂R0
j�n+m em S[1; : : : ; n; j]. A determina�c~ao das ocorrências de

FP na fronteira Leste �e obtida comparando-se os blocos de texto antes e depois da ocorrência

com (FP 0
l1;j�n+m; r1;j�n+m) e (FP

0
l0�;j�n+m; r

0
�0;j�n+m). Um resultado a�rmativo em ambas as

compara�c~oes atualiza a posi�c~ao na lista CE ; caso contr�ario, ela �e removida.
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Entre as posi�c~oes candidatas a serem determinadas faltam ainda aquelas dentro da fronteira

Sudeste. Estas posi�c~oes s~ao determinadas pelo procedimento Fronteira2 SSEE que tamb�em

determina as posi�c~oes candidatas nas fronteiras Sul e Leste.

A descri�c~ao deste procedimento �e formada pelas descri�c~oes dos procedimentos Fronteira2 S

e Fronteira2 E e pela inclus~ao de um la�co que veri�ca as ocorrências na fronteira Sudeste. Estas

posi�c~oes s~ao veri�cadas, logo ap�os o correspondente la�co enquanto da linha 8 do procedimento

Fronteira2 E, atrav�es do la�co descrito a seguir.

...

enquanto k > 1 fa�ca

Insere((linha[cont� k + 1]� r01;n�j+1 + 1; j); CSE)

k  ��[k][j � n+m]
...

Para se determinar as posi�c~oes candidatas a ocorrências de P em S na fronteira Sudeste,

veri�cam-se as extens~oes como no caso da fronteira Sul. Al�em disso, deve-se veri�car a existência

de candidatos nos pen�ultimos e �ultimos blocos de cada coluna da fronteira Sudeste.

As posi�c~oes de con�rma�c~ao ser~ao determinadas pelos procedimentos Fronteira2 N, Frontei-

ra2 O e Fronteira2 ONON. Nas fronteiras Norte e Nordeste utilizaremos as listas Qn[j], para

1 � j � n. Para as fronteiras Oeste, Sudoeste e Noroeste utilizaremos as listas �Q[j], �Qs[j] e
�Qn[j], respectivamente, para 1 � j � m� 1. Ser~ao tamb�em necess�arias as matrizes ��, ��0 e ��0.
As posi�c~oes de con�rma�c~ao estar~ao posicionadas, em rela�c~ao �as posi�c~oes candidatas, como na

se�c~ao 3.3.3 (p�agina 67).

O funcionamento do procedimento Fronteira2 N �e similar ao funcionamento do procedimento

Fronteira2 S. Neste procedimento, para 1 � j � n percorremos a lista Q[j] a partir do elemento

apontado por Qn[j] em dire�c~ao ao in��cio da lista de forma a determinar se existe uma posi�c~ao de

con�rma�c~ao para ocorrências de F̂R em S nas fronteiras Norte e Nordeste, utilizando a matriz ��0

ao inv�es da matriz ��. Cada posi�c~ao de con�rma�c~ao �e armazenada na lista CN ou CNE. Notemos

que, neste procedimento, o primeiro bloco de S em cada coluna n~ao �e comparado com nenhum

bloco de F̂R.

As posi�c~oes de con�rma�c~ao de FP em S nestas fronteiras, para cada elemento de CN ou

CNE , s~ao determinadas como descrito a seguir. Para cada posi�c~ao i; j armazenada em CN ou

CNE , seja � a posi�c~ao em Q[j], a partir do in��cio desta, do n�o q que cont�em i. A posi�c~ao [i; j]

ter�a seu valor atualizado na lista CN ou CNE se as seguintes condi�c~oes ocorrerem: qualquer

linha do bloco seguinte ao apontado por q for igual a FPl�;x, a altura deste bloco for maior

ou igual a r�;x, qualquer linha do primeiro bloco for igual a FPl����1;x e a altura do primeiro

bloco for menor ou igual a r����1;x, onde x = 1 se a posi�c~ao [i; j] estiver na fronteira Norte e

x = n� j + 1 se a posi�c~ao [i; j] estiver na fronteira Nordeste. Se qualquer uma das veri�ca�c~oes

falhar, a posi�c~ao �e removida da respectiva lista.

Como o primeiro bloco do texto, em qualquer coluna j, n~ao �e comparado com nenhum bloco

de F̂R e estamos procurando ocorrências de F̂R, n~ao obteremos posi�c~oes de con�rma�c~ao que
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estejam no primeiro ou no segundo bloco de texto. Para veri�car se existe uma posi�c~ao de

con�rma�c~ao na coluna j do segundo bloco veri�camos se qualquer linha deste bloco �e igual a

linha FPl�;x, se a altura deste bloco �e maior ou igual a r�;x, se qualquer linha do primeiro bloco

�e igual a FPl��1;x e se a altura deste bloco �e menor ou igual a r��1;x. No caso de existir uma

posi�c~ao de con�rma�c~ao na coluna j do primeiro bloco, ela ser�a determinada ao veri�carmos se

qualquer linha do primeiro bloco �e igual �a linha FPl�;x e se a altura deste bloco �e maior ou igual

r�;x. Em ambos os casos, o valor de x depende de onde a posi�c~ao de con�rma�c~ao est�a sendo

determinada: na fronteira Norte ou na Nordeste.

A determina�c~ao das posi�c~oes de con�rma�c~ao do procedimento Fronteira2 O tem compor-

tamento similar ao procedimento Fronteira E (p�agina 66). Neste caso, vamos determinar as

posi�c~oes de con�rma�c~ao presentes nas fronteiras Oeste e Sudoeste que servir~ao para certi�car as

posi�c~oes candidatas nas fronteiras Leste e Sudeste do vizinho Oeste.

O procedimento utiliza as listas �Q[j] e �Qs[j], 1 � j � m� 1, para percorrer os blocos destas

colunas. Para a determina�c~ao das posi�c~oes de ocorrência de F̂R em S[1; : : : ; n; j], percorremos

as listas �Q[j], em ordem decrescente dos valores das representantes, visitando cada sub-bloco,

e comparando-os com os sub-blocos de F̂Rj de maneira an�aloga, e restrita aos sub-blocos, ao

que �e feito no procedimento Busca F̂R (p�agina 84). Ao �nal, teremos as posi�c~oes de ocorrências

armazenadas na lista CO.

Cada posi�c~ao [i; j] deve ser, ent~ao, veri�cada se pode ser estendida a uma ocorrência de

FRj . Isto �e feito comparando as representantes dos sub-blocos antes e depois da ocorrência com

as linhas l1;j e l�j ;j, respectivamente, e se as alturas destes sub-blocos s~ao maiores ou iguais a

r1;j e r�j ;j , respectivamente. Em caso a�rmativo, estas posi�c~oes s~ao atualizadas em CO e caso

contr�ario, s~ao dela removidas.

Os procedimentos vistos at�e agora n~ao abrangem a fronteira Noroeste. No procedimento

Fronteira2 ONON, estas posi�c~oes s~ao obtidas, al�em das posi�c~oes de con�rma�c~ao das demais

fronteiras.

Estas posi�c~oes s~ao obtidas de uma maneira sim�etrica �a fronteira Nordeste. Neste caso, utili-

zamos as listas apontadas por �Qn[j] e as percorremos em ordem decrescente das representantes

dos blocos, para determinar posi�c~oes de con�rma�c~ao que s~ao armazenadas em CNO. Estas po-

si�c~oes s~ao ocorrências de F̂Rj na coluna j da fronteira Noroeste. As extens~oes a ocorrências

de FRj s~ao obtidas de modo similar e atualizadas ou removidas da lista CNO. Novamente,

o primeiro sub-bloco n~ao �e comparado com sub-blocos de �Qn[j] e as posi�c~oes de con�rma�c~ao

que, eventualmente, estejam presentes no primeiro ou segundo sub-blocos do texto ser~ao obtidas

separadamente.

Depois de obtidas as posi�c~oes de con�rma�c~ao em todas as fronteiras necess�arias, as listas s~ao

enviadas para os vizinhos conforme os ��ndices de cada processador. Este passo �e o mesmo passo 5

do algoritmo Busca sem Escala Bi CGM (p�agina 65). De posse das listas localmente calculadas

e das listas recebidas, aplica-se o procedimento Combina Bi (p�agina 71) como na se�c~ao 3.3.3 e

teremos em cada processador as posi�c~oes de ocorrência de P em S.
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3.5.3 Tempo e Corretude

Como o tempo e a corretude do algoritmo desta se�c~ao dependem de outros algoritmos j�a vistos,

exigindo algumas altera�c~oes e extens~oes, as demonstra�c~oes est~ao aqui expostas de uma maneira

semi-formal.

A corretude do algoritmo, como na se�c~ao 3.3, depende da corretude dos procedimentos

envolvidos em sua descri�c~ao. As ocorrências locais n~ao pertencentes �as regi~oes de fronteira s~ao

corretamente obtidas pelo procedimento Busca F̂R (p�agina 84). O procedimento Combina Bi �e

o mesmo da se�c~ao 3.3.3 e sua corretude j�a foi vista. Resta veri�car a corretude dos procedimentos

que obtêm as posi�c~oes candidatas e de con�rma�c~ao nas regi~oes de fronteira.

Vamos analisar o que ocorre na obten�c~ao das posi�c~oes candidatas na fronteira Sul. O pro-

cedimento Fronteira2 S (p�agina 91) obt�em as posi�c~oes de ocorrência de F̂R1 em S. Temos a

garantia de que todos os blocos est~ao corretamente listados em Q[j], 1 � j � n�m+ 1. Al�em

disso, Qs[j] aponta pra o �ultimo bloco de Q[j] que n~ao est�a inteiramente contido na fronteira Sul

e que n~ao pode ser uma ocorrência de F̂R1. O la�co enquanto da linha 8 do procedimento tem

o mesmo funcionamento do respectivo la�co do procedimento Busca F̂R (p�agina 84), a menos do

teste de parada do la�co. Por argumentos an�alogos �a corretude do procedimento Busca F̂R, o

procedimento Fronteira2 S (p�agina 91) tem sua corretude baseada na corretude do procedimento

Fronteira S (p�agina 66). Assim, as posi�c~oes armazenadas em CS s~ao posi�c~oes de ocorrência de

F̂R1 em S, corretamente obtidas pelo procedimento.

Para veri�car se estas posi�c~oes s~ao candidatas a ocorrência de FR1 em S na fronteira Sul,

os blocos antes e depois da ocorrência em CS s~ao simplesmente comparados com os respecti-

vos blocos de FR1 e a posi�c~ao �e corretamente atualizada se e somente se os resultados destas

compara�c~oes s~ao verdadeiros.

As ocorrências de posi�c~oes candidatas nos pen�ultimos e �ultimos blocos de texto s~ao obtidas

pela simples compara�c~ao com os dois primeiros blocos de FR1 e s~ao corretamente obtidos.

Com isto, temos que qualquer posi�c~ao na fronteira Sul que seja candidata a ocorrência

est�a armazenada em CS. Nenhuma posi�c~ao �e incorretamente inserida, pois o procedimento

Fronteira2 S (p�agina 91) somente insere aquelas posi�c~oes que s~ao ocorrências de F̂R1 em S

e no caso das ococrrências nos dois �ultimos blocos de S, eles s�o s~ao inseridos se realmente

forem candidatos a ocorrência. Nenhuma posi�c~ao �e incorretamente atualizada pois s~ao feitas

compara�c~oes entre blocos e somente aquelas posi�c~oes que as satis�zerem ser~ao atualizadas.

As corretudes dos demais procedimentos ser~ao omitidas pois têm sua justi�cativa obtida de

maneira similar.

O tempo local e a mem�oria utilizada em cada processador para se obter todas as ocorrências

de P em T �e descrita a seguir.

O pr�e-processamento da entrada, que envolve a constru�c~ao da �arvore de su�xos, pr�e-processa-

mento para consultas LCA, obten�c~ao dos vetores Br e Bl e suas respectivas �arvores Cartesianas

leva tempo O(jCbj + bn
2

m c + jFSj), onde Cb �e de�nido como no caso seq�uencial para os dados

locais. A �arvore de su�xos, j�a pr�e-processada para consultas LCA, ocupa espa�co O(jCbj). Br e
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Bl ocupam espa�co no m�aximo O(n2).

A an�alise do padr~ao, para este caso, envolve a obten�c~ao das matrizes j1, j2, pos1 e pos2 para

a matriz padr~ao, o que leva tempo O(m2). Estas matrizes s~ao armazenadas em O(m2) posi�c~oes.

A obten�c~ao das seq�uências FRj e FR
0
j leva tempo O(jFRj j) e O(jFR0

j j), respectivamente. Como

s~aom seq�uências, o tempo total para este passo �e O(m2), ocupando mem�oria O(m2). As matrizes

�, ��, � e �� s~ao obtidas em tempo O(m2) e ocupam espa�co O(m2).

A obten�c~ao das listasQ[j], para cada coluna j, 1 � j � n�m+1, leva tempo O(jQ[j]j), e para
obter todas estas listas leva-se tempo O(

Pn�m+1
j=1 jQ[j]j). As listas Q[j], para n�m+2 � j � n, e

�Q[j], para 1 � j � m�1, s~ao obtidas em tempo no m�aximo O(nm). Os apontadores Qs[j], Qn[j]

e �Qs[j], �Qn[j] s~ao obtidos durante as constru�c~oes das listas Q[j], para 1 � j � n, e �Q[j], para

1 � j � m�1, respectivamente. Logo, estas listas s~ao obtidas em tempo O(nm+
Pn�m+1

j=1 jQ[j]j)
e ocupam espa�co no m�aximo O(n2), pois

Pn�m+1
j=1 jQ[j]j � n2.

O pr�e-processamento adicional leva tempo O(jFSj + nm +
Pn�m+1

j=1 jQ[j]j), consumindo

mem�oria O(
Pn�m+1

j=1 jQ[j]j).

O procedimento para obten�c~ao das ocorrências nas regi~oes fora das fronteiras leva tempo

O(
Pn�m+1

j=1 jQ[j]j), gastando mem�oria O(jRj) � O(n2). O procedimento Fronteira2 S leva tem-

po O(
Pn�m+1

j=1 jQs[j]j), gastando mem�oria O(jCS j) � O(nm). O procedimento Fronteira2 E �e

executado em tempo O(
Pn

j=n�m+2 jQ[j]j), utilizando O(jCE j) � O(nm) de mem�oria. O procedi-

mento Fronteira2 SSEE gasta tempo O(
Pn�m+1

j=1 jQ[j]j) + O(
Pn

j=n�m+2 jQ[j]j) +

O(
Pn

j=n�m+2 jQs[j]j), para obter as posi�c~oes candidatas nas fronteiras Sul, Leste e Sudeste,

utilizando mem�oria O(jCS j+ jCE j+ jCSE j) � O(nm).

As posi�c~oes de con�rma�c~ao nas fronteiras Norte e Nordeste s~ao obtidas pelo procedimento

Fronteira2 N em tempo O(
Pn

j=1 jQn[j]j) consumindo mem�oria O(jCN j + jCNEj) � O(nm). O

procedimento Fronteira2 O obt�em as posi�c~oes de con�rma�c~ao nas fronteiras Oeste e Sudoeste

em tempo O(
Pm�1

j=1 j �Q[j]j)+O(
Pm�1

j=1 j �Qs[j]j) e consome O(jCOj+ jCSOj) � O(nm) de mem�oria.

Finalmente, o procedimento Fronteira2 ONON obt�em as posi�c~oes candidatas nas fronteiras

Norte, Nordeste, Oeste, Sudoeste e Noroeste em tempo O(
Pn

j=1 jQn[j]j) + O(
Pm�1

j=1 j �Q[j]j) +
O(

Pm�1
j=1 j �Qs[j]j) + O(

Pm�1
j=1 j �Qn[j]j), consumindo mem�oria O(jCN j + jCNE j + jCOj + jCSOj +

jCNOj) � O(nm).

O procedimento Combina Bi �e executado em tempo O(nm) utilizando O(n2) de mem�oria.

O algoritmo utiliza uma rodada de comunica�c~ao, onde s~ao enviadas as posi�c~oes de con�r-

ma�c~ao localmente obtidas para os respectivos vizinhos, e que envolve no m�aximo O(nm)(�
O(n2)) dados.

Portanto, todas as ocorrências de P em T podem ser obtidas pelo algoritmo, que �e executado

em tempo local O(n2) = O(N2=p), utilizando no m�aximo mem�oria O(n2) = O(N2=p) e uma

rodada de comunica�c~ao onde s~ao enviados no m�aximo O(nm) � O(N2=p) valores.



CAP�ITULO 3. BUSCA BIDIMENSIONAL DE PADR ~OES SEM ESCALA 97

3.5.4 Resultados da Implementa�c~ao

Para os testes da implementa�c~ao da vers~ao CGM para o algoritmo seq�uencial sublinear, utili-

zamos uma matriz texto de ordem N = 96 e matrizes padr~ao de ordem m = 4 e m = 24. As

matrizes foram constitu��das pelos s��mbolos a e b. As linhas das matrizes foram formadas por

estes s��mbolos alternadamente. Duas linhas consecutivas n~ao come�cavam com o mesmo s��mbolo

e qualquer uma das matrizes tinha o s��mbolo a na primeira linha e primeira coluna. Com estas

matrizes, o n�umero de ocorrências �e N=2 �m para cada uma das N �m primeiras linhas.

Nos testes, obtivemos os tempos absolutos em segundos expressos no gr�a�co da Figura 3.8 e

cujas tabelas de valores est~ao no apêndice A. No gr�a�co, podemos observar que o comportamen-

to �e similar ao que ocorre na vers~ao CGM do algoritmo seq�uencial linear. A execu�c~ao seq�uencial

apresenta tempo maior para um padr~ao de ordem m = 4, uma vez que a quantidade de compu-

ta�c~ao local �e maior para este caso e n~ao ocorrem comunica�c~oes. Para 4 e 16 processadores, por

causa da comunica�c~ao, o tempo para m = 4 se torna menor. Observamos, tamb�em, que a queda

no tempo �e maior para o padr~ao de ordem m = 4, quando utiliza-se 4 processadores. Tanto

para m = 4 quanto para m = 24 a queda no tempo �e mais sens��vel quando passamos de 1 para

4 processadores.
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Figura 3.8: Tempo em s para N = 96, m = 4 e m = 24, utilizando 1, 4 e 16 processadores.
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O speedup est�a mostrado no gr�a�co da Figura 3.9. Novamente temos um speedup muito

pr�oximo ao �otimo para 4 processadores quando a ordem do padr~ao �e pequena (m = 4). Este

speedup �e bem mais discreto para m = 24, uma vez que o volume de dados comunicados neste

exemplo �e grande.
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Figura 3.9: Speedup para 4 e 16 processadores com N = 96, m = 4 e m = 24.

3.6 Notas

Neste cap��tulo, apresentamos dois algoritmos seq�uenciais para o problema de busca bidimensional

de padr~oes sem escala: um de tempo linear e outro de tempo sublinear (sob algumas condi�c~oes

nos dados de entrada). O segundo algoritmo �e importante para a descri�c~ao do algoritmo para

o caso bidimensional com escala, apresentado no pr�oximo cap��tulo. Assim , adiantamos alguns

conceitos e id�eias que ser~ao utilizados no caso com escala e que s~ao mais simples de serem vistos

no caso sem escala inicialmente.

Para ambos os algoritmos, constru��mos vers~oes CGM que rodam em tempo O(n2 +m2) =

O(N2=p+m2), consumindo mem�oria O(n2+m2) = O(N2=p+m2) e utilizando uma rodada de
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comunica�c~ao, onde s~ao trocados no m�aximo O(nm) = O(N2=
p
pm) dados.

Utilizando a id�eia contida nas notas do cap��tulo anterior (se�c~ao 2.6), podemos modi�car os

algoritmos, ou mesmo combin�a-los, de forma a reduzir a quantidade de dados comunicados.

A implementa�c~ao dos algoritmos CGM revelou um speedup signi�cativo em vista da com-

plexidade maior dos algorimtos seq�uenciais, principalmente por causa da constru�c~ao da �arvore

de su�xos.



Cap��tulo 4

Busca Bidimensional de Padr~oes com

Escala

4.1 Introdu�c~ao

O problema de busca bidimensional de padr~oes com escala tem como entrada uma matriz padr~ao

Pi;j , com 1 � i; j � m, e uma matriz texto Ti;j, com 1 � i; j � N , onde m � N , e tem como

sa��da todas as posi�c~oes de T onde existem k-ocorrências de P , para todo k = 1; : : : bN=mc.

5 10 15 20
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10

15
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PT

Figura 4.1: Exemplo de �guras armazenadas nas matrizes texto T e padr~ao P com ocorrências

de P em T nas posi�c~oes [1; 15], [2; 9], [3; 2], [11; 1] com escala 1 e na posi�c~ao [8; 7] com escala 2.

Na se�c~ao 4.2, apresentamos um algoritmo seq�uencial de complexidade O(N2), proposto por

100



CAP�ITULO 4. BUSCA BIDIMENSIONAL DE PADR ~OES COM ESCALA 101

Amir et al [8], que resolve o problema de busca bidimensional de padr~oes com escala. Este

algoritmo �e uma generaliza�c~ao do algoritmo visto na se�c~ao 3.4. A linearidade do algoritmo �e

obtida ao reduzir-se, para cada escala k, o n�umero de colunas nas quais pode existir o in��cio de

uma k-ocorrência e dentro destas colunas reduz-se a quantidade de posi�c~oes onde pode existir

uma k-ocorrência.

Diferentemente do caso unidimensional, as escalas de cada ocorrência n~ao s~ao determinadas

durante a execu�c~ao. As k-ocorrências s~ao determinadas separadamente para cada escala k.

Com este algoritmo seq�uencial constru��mos, na se�c~ao 4.3, um algoritmo CGM para o proble-

ma, que mant�em a linearidade no processamento local e utiliza uma rodada de comunica�c~ao. Este

algoritmo constitui-se na contribui�c~ao mais importante desta tese. A descri�c~ao deste algoritmo

�e baseada no algoritmo descrito na se�c~ao 3.5 e adaptado para lidar com as escalas.

O algoritmo CGM foi implementado na m�aquina Parsytec PowerXplorer e os resultados

obtidos est~ao expostos na se�c~ao 4.4, onde podemos ver um speedup bastante signi�cativo.

Ao �nal do cap��tulo tecemos algumas considera�c~oes gerais.

4.2 Algoritmo Seq�uencial

Antes de detalhar as principais id�eias do algoritmo, proposto por Amir et al [8], precisamos in-

troduzir conceitos novos, alguns deles derivados dos conceitos utilizados no algoritmo seq�uencial

sublinear para busca bidimensional de padr~oes sem escala. Inicialmente, vamos generalizar o

conceito de blocos, de forma a contemplar as escalas.

De�ni�c~ao 11 (k-bloco) Seja k um inteiro positivo. Um k-bloco na posi�c~ao i1 de uma coluna

j1 de T �e a submatriz T 0 = T [i1; : : : ; i2; j1; : : : ; j1+ km� 1] que satisfaz as seguintes condi�c~oes:
1. todas as linhas de T 0 s~ao iguais;

2. nenhuma linha pode ser adicionada a T 0 sem corromper a condi�c~ao 1, isto �e, T [i2; j1; : : : ; j1+

km�1] 6= T [i2+1; j1; : : : ; j1+km�1] e T [i1; j1; : : : ; j1+km�1] 6= T [i1�1; j1; : : : j1+km�1].

A altura de uma submatriz �e o seu n�umero de linhas. A altura de tais k-blocos �e i2� i1 +1.

Se um k-bloco est�a contido em uma k-ocorrência ent~ao sua altura deve ser no m��nimo k, porque

cada linha do padr~ao deve aparecer k vezes sucessivas.

O algoritmo tem como entrada a representa�c~ao fatorada FT da matriz texto T e a represen-

ta�c~ao fatorada FP da matriz padr~ao P . As principais etapas do algoritmo s~ao:

1. Constru�c~ao das estruturas de dados (cadeia C e �arvore de su�xos).

2. An�alise do Padr~ao.

3. An�alise do Texto.
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Nas subse�c~oes a seguir descreveremos com mais detalhes cada etapa.

4.2.1 Constru�c~ao das Estruturas de Dados

A partir dos dados de entrada, constr�oi-se uma cadeia C obtida pela concatena�c~ao de todas as

linhas de FT seguidas pelas bN=mc seguintes cadeias:

1. uma concatena�c~ao das linhas de FP .

2. para cada k, 2 � k � bN=mc, uma concatena�c~ao das linhas de P , onde cada linha �e

escalada a k, e dada em sua representa�c~ao fatorada.

Constr�oi-se a �arvore de su�xos ST de C e a ela aplica-se o algoritmo de LCA. Isto �e feito

para permitir tempo constante na compara�c~ao entre uma subcadeia do texto e uma linha de P k,

1 � k � bN=mc.

Constru��mos Br[i; c] e Bl[i; c], para i = 1; : : : ; N e c = m; 2m; : : : ; bN=mc, como no algoritmo

da se�c~ao 3.4.

No algoritmo seq�uencial sublinear para busca bidimensional sem escala s~ao utilizadas �arvores

Cartesianas constru��das para estes vetores Br e Bl, para cada coluna potência c, com o objetivo

de guiar a divis~ao em blocos. Para o caso com escala, em que devemos dividir em k-blocos, a

�arvore Cartesiana cont�em mais informa�c~oes do que �e necess�ario. Como isto �e muito custoso, a

de�ni�c~ao de �arvore Cartesiana �e modi�cada de modo que blocos com altura menor do que k n~ao

s~ao considerados.

De�ni�c~ao 12 (�Arvore k-Altura Cartesiana) Uma �arvore k-altura Cartesiana de uma

lista L = l1; : : : ; lN �e uma �arvore bin�aria com raiz de�nida recursivamente como se segue:

Seja lraiz = minfl1; : : : ; lNg (se minfl1; : : : ; lNg �e obtido em mais de uma posi�c~ao, ent~ao a

raiz �e aquela com maior ��ndice). Ent~ao,

� lraiz �e a raiz da �arvore k-altura Cartesiana

� o �lho esquerdo da raiz �e a �arvore k-altura Cartesiana de [l1; : : : ; lraiz�k]

� o �lho direito da raiz �e a �arvore k-altura Cartesiana de [lraiz+k; : : : ; lN ]

Como veremos na se�c~ao 4.2.5, teremos v�arias listas para as quais ser~ao constru��das �arvores

k-altura Cartesianas. Por raz~oes de e�ciência ser~ao geradas tantas �arvores k-altura quanto ne-

cess�arias, durante a an�alise do texto, de forma que o n�umero de opera�c~oes seja proporcional

ao n�umero de n�os que s~ao realmente necess�arios em cada �arvore k-altura. Para isto, s~ao ne-

cess�arias consultas do m��nimo intervalar em tempo constante. Assim, pr�e-processamos os vetores
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Br[1; : : : ; N ; c] e Bl[1; : : : ; N ; c], para cada coluna potência c, utilizando o algoritmo descrito na

se�c~ao 1.8.

Al�em disso, nesta etapa de constru�c~ao das estruturas de dados, precisamos de mais algumas

estruturas cuja utilidade ser�a vista mais adiante. A representa�c~ao fatorada nos permite construir,

para cada coluna potência c, os seguintes vetores:

1. Dr[i; c] �e igual ao n�umero de repeti�c~oes sucessivas do s��mbolo em T [i; c], iniciando na

posi�c~ao [i; c] e para a direita. Isto �e, T [i; c] = T [i; c + 1] = � � � = T [i + Dr[i; c] � 1] 6=
T [i; c +Dr[i; c]].

2. Dl[i; c] �e igual ao n�umero de repeti�c~oes do s��mbolo em T [i; c], iniciando em [i; c] e para a

esquerda.

Para cada coluna potência c, os vetores Dr[1; : : : N ; c] e Dl[1; : : : ; N ; c] s~ao tamb�em pr�e-

processados para consultas de m��nimo intervalar.

4.2.2 An�alise do Padr~ao

Esta etapa �e a mesma da se�c~ao 3.4.2. A escala n~ao afeta a constru�c~ao do vetor �, mas, como

veremos, a compara�c~ao entre blocos do padr~ao e blocos do texto �e diferente, pela escala estar

envolvida.

4.2.3 An�alise do Texto

Esta etapa �e dividida em dois casos, conforme os dados do padr~ao. Vamos supor que existam pelo

menos duas linhas, i1 e i2, do padr~ao, onde P [i1; 1; : : : ;m] 6= P [i1+1; 1; : : : ;m] e P [i2; 1; : : : ;m] 6=
P [i2+1; 1; : : : ;m]. Caso esta suposi�c~ao n~ao seja v�alida, a solu�c~ao �e facilmente obtida. Al�em disso,

esta solu�c~ao f�acil nos permite supor que ao menos uma das linhas do padr~ao tem comprimento

fatorado maior do que um, isto �e, existe pelo menos uma linha cujos s��mbolos n~ao sejam todos

iguais. Se cada linha do padr~ao �e formada pela repeti�c~ao de um s��mbolo, ent~ao podemos ver o

padr~ao rotacionado de 90Æ como um padr~ao sem mudan�ca de linhas. A solu�c~ao f�acil pode ent~ao

ser aplicada a este caso. Dentro da suposi�c~ao, consideramos dois casos:

Caso A. Em quaisquer m=2 linhas sucessivas do padr~ao existe pelo menos uma linha de com-

primento fatorado maior do que 1.

Caso B. Caso contr�ario. Isto �e, existem pelo menos m=2 linhas consecutivas do padr~ao com

comprimento fatorado 1.

A id�eia do algoritmo segue alguns conceitos vistos no algoritmo seq�uencial sublinear para

buscas bidimensionais sem escala (se�c~ao 3.4). Diferentemente do caso unidimensional, o algorimo

considera cada escala k, 1 � k � bN=mc, separadamente. Nosso objetivo inicial, antes de buscar

as k-ocorrências, �e reduzir o n�umero de posi�c~oes onde estas possam existir.
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Para o caso A, o funcionamento do algoritmo, para cada escala k, �e basicamente o mesmo

do algoritmo sublinear. As diferen�cas residem, justamente, na presen�ca da escala. Inicialmente,

reduzimos, no texto, as \regi~oes" de busca do padr~ao com escala. No algoritmo sublinear esta

redu�c~ao constava da determina�c~ao, para todas as colunas, de listas de �nais de blocos. Aqui,

temos a escala a considerar. Para k = 1, todas as colunas s~ao selecionadas. Para os outros

valores de k, apenas bN=kc colunas s~ao selecionadas. Nestas colunas, determinamos listas de

pares de ��ndices de linhas, denominados intervalos de linha, que podem conter �nais de k-blocos.

A partir destas listas de intervalos, fazemos uma segunda redu�c~ao onde obtemos listas de �nais

de k-blocos, utilizando �arvores k-altura Cartesianas. O algoritmo, ent~ao, utiliza estas listas,

como no algoritmo sublinear, para obter as k-ocorrências. O objetivo destas redu�c~oes �e, ao �nal,

obter o tempo linear para a determina�c~ao de todas as k-ocorrências, como veremos no c�alculo

do tempo do algoritmo (se�c~ao 4.2.8).

No caso B, o padr~ao �e mais simples. Utilizamos, tamb�em, uma redu�c~ao nas \regi~oes" de

busca. Nesta redu�c~ao, utilizamos o algoritmo de busca unidimensional de padr~oes com escala

para a exclus~ao de posi�c~oes onde n~ao podem haver k-ocorrências do padr~ao, diminuindo assim,

a quantidade de posi�c~oes a serem testadas como k-ocorrências e levando a um tempo linear na

determina�c~ao das k-ocorrências.

Observemos que, em ambos os casos, a id�eia para se obter o tempo linear �e, antes de buscar

as k-ocorrências, diminuir a quantidade de posi�c~oes onde buscar estas k-ocorrências.

A seguir trataremos do caso A. O caso B ser�a visto mais adiante, na se�c~ao 4.2.9.

4.2.4 Caso A

Como dissemos, nosso objetivo inicial �e reduzir o n�umero de colunas candidatas a in��cios de

k-ocorrências. Na obten�c~ao destas colunas ainda determinamos intervalos de linhas, dentro

das colunas, onde estes in��cios de k-ocorrências podem existir. Para obtermos a complexidade

desejada, trataremos as escalas k uma de cada vez. Utilizaremos procedimentos diferentes para

escalas menores ou iguais a m (caso 1) e para escalas maiores que m (caso 2).

Este caso envolve os seguintes passos:

1. Determina�c~ao de listas de �nais de k-blocos.

2. Pr�e-processamento adicional.

3. Busca do padr~ao no texto.

Antes de descrever o conte�udo de cada passo vamos apresentar alguns conceitos utilizados

nas descri�c~oes.

Inicialmente vamos dividir as linhas de cada coluna potência c em grupos de linhas de km=2

linhas sucessivas cada, o �ultimo grupo podendo conter menos linhas.
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Para cada grupo [w1; : : : ; w2], onde w1 �e a linha inicial e w2 �e a linha �nal, seja r1 o m��nimo

Dr[i; c] entre todas as linhas i em [w1; : : : ; w2] e seja i1 em [w1; : : : ; w2] a linha onde este m��nimo

ocorre, isto �e, Dr[i1; c] = r1. A posi�c~ao [i1; c+ r1] �e chamada de âncora.

Considerando uma escala k, ao dividirmos as linhas de uma coluna potência c em grupos de

linhas e obtermos as respectivas âncoras, podemos determinar em quais colunas, �a esquerda de

c, podem ocorrer �nais de k-blocos. Cada âncora determina uma seq�uencia de colunas.

Conforme os valores de k e r1 teremos alguns casos a analisar, descritos mais adiante. Para

exempli�car, vamos observar o que ocorre no caso 1.1, onde k � m e r1 � (k � 1)m. Para um

grupo [w1; w2], com âncora [i1; c+r1], onde c+r1 � c+(k�1)m e i1 pertence ao grupo [w1; w2],

observemos que, qualquer ocorrência de Pk nas colunas c�m+ 1; : : : ; c do texto que cont�em a

posi�c~ao [i1; c + r1], deve come�car na coluna j, onde c + r1 � j �e um inteiro m�ultiplo de k. Isto

�e verdade pois c + r1 �e a posi�c~ao onde ocorre uma mudan�ca de s��mbolo e cada s��mbolo de P

repete-se k vezes em cada linha de P k.

Para cada coluna j da seq�uência determinada por uma âncora, inserimos em uma lista, que

denominaremos Ikj , os ��ndices inicial e �nal do grupo de linhas imediatamente anterior �aquele

que cont�em a âncora. Estes ��ndices de linhas constituem um intervalo de linhas na coluna j com

escala k.

Podemos ver que desta forma, reduzimos o n�umero de colunas que podem conter k-ocorrências.

Para cada coluna, temos uma indica�c~ao dos intervalos que podem conter o in��cio de k-ocorrências.

Nestes intervalos determinaremos �nais de k-blocos que direcionar~ao a determina�c~ao das k-

ocorrências, como pudemos ver no algoritmo seq�uencial sublinear para busca bidimensional sem

escala (se�c~ao 3.4), onde os blocos �e que direcionam esta busca.

Conforme o valor da escala k, teremos dois casos a analisar.

Caso 1. k � m.

Dentro deste primeiro caso, temos 3 subcasos descritos a seguir, que s~ao obtidos conforme

os valores de r1.

Caso 1.1. r1 � (k � 1)m.

Este caso implica que, em qualquer poss��vel in��cio de um k-bloco nas colunas c�m+1; : : : ; c

e linhas w1 � km=2; : : : ; w1 � 1, existe uma mudan�ca de s��mbolo na posi�c~ao c + r1 e um

k-bloco come�cando em uma das colunas c�m+1; : : : ; c tem que come�car em uma posi�c~ao

consistente com a coluna na qual o s��mbolo mudou. Se r1 = ak + b para 1 � b � k ent~ao

as colunas onde P k pode come�car s~ao j = (c+ b)� k; (c+ b)� 2k; : : : ; (c+ b)�
j
m+b�1

k

k
k.

Assim,

para j = (c+ b)� k; (c+ b)� 2k; : : : ; (c+ b)�
�
m+ b� 1

k

�
k,

adicionar o intervalo
h
w1 � km

2
; : : : ; w1 � 1

i
a Ikj .
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Caso 1.2. (k � 1)m < r1 � km

As colunas j onde podem existir k-ocorrências est~ao no intervalo c + r1 � km < j < c e

como c+ r1�km � c�m+1, para estes valores de r1, n~ao haver�a k-ocorrências na coluna

j com c�m+1 � j � c+ r1�km. Assim, o valor de r1 n~ao �e relevante para estas colunas

e iremos usar o deslocamento �a esquerda descrito no pr�oximo passo para obter as listas de

intervalos. Para as colunas restantes, ou seja,

para todo j = (c+ b)� k; (c + b)� 2k; : : : ; c+ r1 � km+ 1,

adicionar o intervalo
h
w1 � km

2 ; : : : ; w1 � 1
i
a Ikj .

Caso 1.3. r1 > km.

Seja l2 o m��nimo Dl[i; c] para todo i no intervalo [w1; w2] e seja i1 uma linha em [w1; w2]

para a qual este m��nimo �e atingido. Tomemos l1 = l2 � 1.

Se l1 < m ent~ao, para todo j = (c � l1); c � l1 � k; c � l1 � 2k; : : : ; c � l1 �
j
m�l1�1

k

k
k,

adicionar o intervalo
h
w1 � km

2 ; : : : ; w1 � 1
i
a Ikj .

Se l1 > m ent~ao n~ao h�a mudan�ca de s��mbolo nesta �area de trabalho e ela n~ao pode

contribuir com qualquer Ikj .

A justi�cativa da validade deste passo para o caso 1 reside na observa�c~ao de que nenhum

intervalo que contenha o in��cio de uma k-ocorrência �e perdido. Dada uma k-ocorrência em

alguma posi�c~ao [i; j], tomamos a coluna potência mais �a esquerda que a intersecta. Um dos

grupos de linhas (km=2 linhas consecutivas) da k-ocorrência deve estar contido nela. No caso

A, toda seq�uência de m=2 linhas consecutivas do padr~ao deve ter pelo menos uma linha de

comprimento fatorado maior que 1. Tal linha fornecer�a uma âncora. A âncora implicar�a na

adi�c~ao de um intervalo em Ikj . Este intervalo deve conter i.

Para este caso, o tempo para construir as listas Ikj �e dado a seguir. Para cada coluna

potência c e para cada escala k, 1 � k � m, temos O(N=km) grupos de linhas. Em cada um

destes grupos, s~ao atualizadas no m�aximo m=k listas. A obten�c~ao de r1 e l1 �e feita em tempo

constante utilizando consultas de m��nimo intervalar. Assim, para cada coluna potência o tempo

�e O(
Pm

k=1(N=km)(m=k)) = O(N). Como s~ao bN=mc colunas potência, o tempo total para

construirmos estas listas para todas as escalas k, 1 � k � m, �e O(N2=m).

Caso 2. k > m. A principal raz~ao para escolher as colunas potência �a distânciam uma da outra

�e que todo k-bloco intersectar�a uma coluna potência, mesmo para k = 1. Entretanto, para

escalas maiores, distâncias maiores entre cada par de colunas potência s~ao su�cientes para a

constru�c~ao dos intervalos Ikj . A determina�c~ao destes intervalos, para k � m �e, basicamente,

a mesma para valores de k menores que m, por�em utilizando-se menos colunas potência.

Na tabela a seguir mostramos as faixas de intervalos de escala e as correspondentes colunas

potência necess�arias.
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Escala Colunas Potência

k = 1; 2; : : : ;m� 1 m; 2m; 3m; : : :

k = m;m+ 1; : : : ;m2 � 1 m2; 2m2; 3m2; : : :

k = m2;m2 + 1; : : : ;m3 m3; 2m3; 3m3; : : :
...

...

O n�umero de faixas de escalas descritas �e logN= logm. Para a primeira faixa vimos que o

tempo para se obter as listas �e O(N2=m). Para as escalas na segunda faixa, para cada coluna

potência, temos N=km grupos de linhas em que s~ao atualizadas no m�aximo m2=k listas. Para

cada coluna potência o tempo �e O(
Pm2�1

k=m (N=km)(m2=k)) = O(Nm(1=m)) = O(N). Como

existem N=m2 colunas potência nesta faixa, o tempo total para construir as listas �e O(N2=m2).

O tempo para as demais faixas �e obtido de maneira an�aloga. Assim, o tempo para cada faixa x,

1 � x � logN= logm, �e O(N=mx). O tempo para todos as faixas �e

O(

logN= logmX
x=1

N2=mx) = O(N2=m).

Ao �nal desta etapa, para cada coluna j e escala k, teremos uma lista de intervalos que

cont�em os candidatos a k-ocorrência. Assim, para cada escala k s~ao constru��das no m�aximo

O(bNk c) listas de intervalos.

4.2.5 Listas de Finais de k-blocos

A partir de cada lista Ikj de intervalos, para a coluna j e escala k, constru��mos listas, que de-

nominaremos Qk
j , contendo os ��ndices nas linhas da coluna j que s~ao �nais de k-blocos. Estas

listas �e que ser~ao utilizadas para determinar as k-ocorrências na coluna j. Para constru��-las, uti-

lizaremos �arvores k-altura Cartesianas constru��das para cada segmento da coluna j. O conceito

de segmento est�a de�nido a seguir.

Seja [i1; : : : ; i2] um intervalo de linhas em uma coluna j, para 1 � i1 � i2 � N e 1 � j � N .

Uma extens~ao deste intervalo �e o intervalo [i1; : : : ;min(i2 + km=2; N)], para uma escala k. Um

segmento compreende a uni~ao de extens~oes adjacentes.

Em cada lista Ikj pode haver mais de um segmento. O n�umero de linhas entre o �m de um

segmento e o in��cio do pr�oximo segmento �e maior que km=2.

Para cada segmento [v; : : : ; w] da coluna j e escala k, constru��mos as �arvores k-altura Car-

tesianas de Bl[v; : : : w; c] e Br[v; : : : w; c], onde c �e a coluna potência relativa a j. Na constru�c~ao

destas �arvores consideramos os valores de Bl menores que c� j ou os valores de Br menores que

km� c+ j, para caracterizar o �m de um k-bloco.

Estas �arvores s~ao obtidas em tempo O((w� v+1)=k) utilizando-se consultas do m��nimo in-

tervalar, onde cada consulta fornece a �ultima linha de um k-bloco. Estas �arvores s~ao intercaladas

em uma lista Qk
j , e armazenam as linhas i que s~ao �nais de k-blocos na coluna j.
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Para uma escala k, o n�umero de linhas �nais de k-blocos que s~ao realmente determinados �e

O(N2=k2), pois s~ao N=k listas de intervalos e em cada lista s~ao obtidas no m�aximo N=k linhas

�nais de bloco.

As listas Qk
j s~ao compostas dos k-blocos que ser~ao usados na etapa de determina�c~ao de

k-ocorrências.

Nem todos os k-blocos s~ao obtidos. Por�em, os k-blocos que estamos interessados s~ao aqueles

de altura no m��nimo k. Garantimos que em uma seq�uência de k-blocos de altura no m��nimo

k, todos eles estar~ao presentes na lista Qk
j , a menos, possivelmente, do �ultimo k-bloco desta

seq�uência.

A justi�cativa para esta garantia esta descrita a seguir. Vamos considerar uma seq�uência de

k-blocos consecutivos Bj1 ; : : : ; Bj� de altura no m��nimo k. Sejam i1; : : : ; i� as respectivas linhas

�nais dos blocos. Estas linhas est~ao corretamente listadas, com exce�c~ao, possivelmente, da linha

�nal do bloco Bj� .

Vamos supor que a linha �nal ix de um k-bloco Bjx, com 1 < x < � � 1 n~ao seja inserida

na lista, mas que as linhas �nais ix�1 e ix+1 estejam corretamente inseridas. Como ix n~ao foi

inserida, temos dois casos: Bl[ix; c] � c � j e Br[ix; c] � km � c + j, mas isto n~ao ocorre pois

esta linha �e uma linha �nal de bloco; ou, a linha ix n~ao faz parte da �arvore k-altura Cartesiana

pois ix+1 � ix�1 < k, por�em isto tamb�em n~ao ocorre, uma vez que todos os blocos têm altura

m��nima k. Portanto, o bloco Bjx estar�a na lista.

A linha �nal i1 do primeiro k-bloco da seq�uência est�a corretamente listado pois ele tem altura

no m��nimo k e os blocos anterior e posterior a ele est~ao a uma distância no m��nimo k de sua

linha �nal e, portanto, far�a parte da �arvore k-altura Cartesiana. Por motivos an�alogos, o k bloco

de ��ndice j��1 tamb�em estar�a corretamente listado.

A linha �nal i� do �ultimo k-bloco poder�a n~ao estar listada pois qualquer linha i� + ", com

1 � " � k � 1, que seja linha �nal de um k-bloco e seja inserida na �arvore k-altura Cartesiana

evita que a linha i� seja inserida, uma vez que a distância entre elas ser�a menor que k.

4.2.6 Pr�e-Processamento Adicional

O pr�e-processamento adicional para este problema �e o mesmo da se�c~ao 3.4.3 considerando a

ordena�c~ao lexicogr�a�ca das listas Q com i primeiro, j segundo e k terceiro. O procedimento

Compara deve ser modi�cado de forma que a compara�c~ao entre blocos leve em conta a escala

k. A compara�c~ao de duas subcadeias �e feita em tempo constante pois todas as linhas de FP k,

para toda escala k, aparecem na �arvore de su�xos ST .

4.2.7 Busca do Padr~ao no Texto

A descri�c~ao desta etapa �e basicamente a mesma da se�c~ao 3.4.3, considerando cada escala k

separadamente. No lugar das listas Qj usamos as listas Qk
j para percorrer os blocos de texto.

Durante o percurso por entre os blocos de texto precisamos fazer ainda algumas veri�ca�c~oes:
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1. Devemos veri�car se o valor i do ��ndice da linha armazenado no n�o corrente e o valor da

linha em seu predecessor na lista Qk
j pertencem a um mesmo segmento. Caso isto n~ao

ocorra, existe uma lacuna entre eles e n~ao pode haver uma ocorrência de P k.

2. Devemos veri�car se n~ao existem blocos escondidos entre i� k e i.

Se qualquer uma das condi�c~oes ocorrer, avan�ca-se para veri�car se existe uma k-ocorrência

iniciando-se no pr�oximo bloco da lista Qk
j . No item 1, basta veri�car a distância entre os blocos.

No item 2, utilizam-se consultas de m��nimo intervalar. Em ambos os casos o tempo de veri�ca�c~ao

�e constante.

O algoritmo tem funcionamento an�alogo ao procedimento Busca F̂R (p�agina 84) e est�a des-

crito a seguir.

PROCEDIMENTO: Busca F̂R Escala

Entrada: a cadeia C e a seq�uência F̂R.

Sa��da: uma lista R contendo as posi�c~oes em T e as respectivas escalas k onde existe uma k-

ocorrência de F̂R.

f F̂R = (FPl2 ; r2) : : : (FPl��1 ; r��1). g
1. para k  1 at�e bn=mc fa�ca
2. para j  1 at�e n� km+ 1 fa�ca

3. linha[0] 0

4. q  Q[j][k]

5. i q:linha+ 1

6. kk  1

7. cont 1

8. linha[cont] q:linha

9. enquanto i < n e Pr�oximo(q):fim fa�ca

10. se Testa itens()

11. enquanto kk > 1 e :Compara(i; kk + 1; j; P r�oximo(q); krkk+1) fa�ca

12. kk  �[kk]

13. se Compara(i; kk + 1; j; P r�oximo(q); krkk+1)

14. kk  kk + 1

15. cont cont+ 1

16. q  Pr�oximo(q)

17. i q:linha+ 1

18. linha[cont] q:linha

19. se kk = �� 1

20. Insere((linha[cont� kk + 1]� kr1 + 1; j); R)

21. kk  �[kk]

22. devolva R

�m procedimento
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As k-ocorrências encontradas s~ao aquelas de F̂R em T e estas est~ao armazenadas em uma

lista R. No procedimento Testa itens s~ao feitas as veri�ca�c~oes de existência de lacunas e da

existência de blocos escondidos, descritas anteriormente, levando tempo constante. Seja i a

�ultima linha desta ocorrência. Para cada uma destas k-ocorrências precisamos veri�car se elas

se estendem a k-ocorrências do primeiro e do �ultimo blocos de FR. Para isto o bloco anterior ao

in��cio da ocorrência �e comparado com o primeiro bloco de FR. O bloco posterior �a ocorrência,

que est�a armazenado em Qk
j n~ao �e necessariamente o bloco a ser comparado, pois, como vimos,

o �ultimo bloco de uma seq�uência de blocos de altura k pode n~ao estar listado em Qk
j . Se entre

o �m do �ultimo bloco da ocorrência e o �m do bloco posterior �a ocorrência n~ao existir nenhum

outro bloco { isto �e feito em tempo constante atrav�es de consultas de m��nimo intervalar em

Bl e Br { ele ser�a o bloco a ser comparado com o �ultimo bloco de FR. Entretanto, se entre

eles houver algum bloco, devemos veri�car se existe o �m de um bloco entre as linhas i + 1 e

i+kr�� 1. Se n~ao existir, a linha i+ r� ser�a considerada a linha �nal do bloco a ser comparado

com o �ultimo bloco de FR; se existir, esta k-ocorrência deve ser descartada. Caso a k-ocorrência

possa ser estendida, a posi�c~ao �e atualizada na lista R; caso contr�ario ela �e removida da lista.

4.2.8 Tempo e Corretude - Caso A

A corretude do algoritmo �e baseada na fato de que qualquer seq�uência de k blocos de altura no

m��nimo k estar corretamente armazenada na lista Qk
j , para alguma coluna j e alguma escala

k, a menos do �ultimo bloco. Como a determina�c~ao das k-ocorrências �e feita para cada escala

k e utiliza basicamente o procedimento Busca F̂R (p�agina 84) com o procedimento Compara

adaptado para lidar com escalas, as k-ocorrências, que poder~ao vir a ser k-ocorrências de FR

em T , estar~ao corretamente listadas.

As k-ocorrências de FR em T estar~ao corretamente inclu��das na lista R, pois as k-ocorrências

de F̂R est~ao corretamente inclu��das e somente aquelas que puderem ser estendidas a ocorrências

de FR em T ser~ao atualizadas. Estas atualiza�c~oes dependem apenas de compara�c~oes entre o

bloco imediatamente anterior �a k-ocorrência e o primeiro bloco de FR e da obten�c~ao do bloco

posterior, que pode n~ao estar listado, e sua compara�c~ao com o �ultimo bloco de FR.

O tempo para a etapa de pr�e-processamento �e obtido de forma similar �a an�alise de tempo

descrita na se�c~ao 3.4.4. A seq�uência Cb �e composta por FTb concatenado com (FP k
j )b, para

1 � j � m e 1 � k � bNmc. O comprimento desta cadeia �e

jFTbj+
mX
j=1

bN=mcX
k=1

j(FP k
j )bj

que �e no m�aximo O(N2), pois

jFTbj � O(N2)

e
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mX
j=1

bN=mcX
k=1

j(FP k
j )bj � m

bN=mcX
k=1

m(log k + 1) � Nm logbN
m
c = O(N2).

A constru�c~ao da �arvore de su�xos �e feita em tempo no m�aximo O(N2) e o pr�e-processamento

para consultas LCA no mesmo tempo, pois ambos dependem do comprimento da cadeia de

entrada.

A constru�c~ao dos vetores Bl, Br,Dl eDr leva tempoO(N2=m) cada um. O pr�e-processamento

para consultas de m��nimo intervalar leva tempo O(N) para um vetor de tamanho N como s~ao

4bN=mc vetores de comprimento N , o tempo total para este pr�e-processamento �e O(N2=m).

A etapa de an�alise do padr~ao leva tempo O(jFP j) (� O(N2)).

A obten�c~ao das listas de intervalos Ikj para cada coluna j e todas as escalas k leva tempo

O(N2=m) como pode ser visto na se�c~ao 4.2.4.

Para cada escala k, temos O(N=k) listas de intervalos. O comprimento total de todas os

segmentos �e no m�aximo O(N2=k). Como o tempo para construir cada �arvore k-altura Cartesiana

�e proporcional �a raz~ao entre o comprimento do intervalo e a escala k, o tempo total para obter

todas as listas Qk
j para uma escala k �e O(N2=k2). Assim, para todas as escalas k, todas as listas

Qk
j s~ao obtidas em tempo

O(

bN=mcX
k=1

N2=k2) = O(N2).

O pr�e-processamento adicional leva tempo O(jFT j+
P

j;k jQk
j j) = O(N2).

A determina�c~ao das ocorrências depende dos tamanhos das listas e �e dado por O(
P

j;k jQk
j j) =

O(N2). Portanto, todas as k-ocorrências de P em T s~ao obtidas em tempo1 O(N2).

4.2.9 Caso B

Vamos considerar o caso onde o padr~ao tem no m��nimom=2 linhas consecutivas de comprimento

fatorado 1. Al�em disso, assumimos que tamb�em temos no m��nimo m=2 colunas consecutivas

do padr~ao de comprimento fatorado 1; caso contr�ario, aplicamos o algoritmo da se�c~ao 4.2.4 �a

rota�c~ao de 90Æ do padr~ao e do texto. Observamos que estas (no m��nimo)m=2 linhas consecutivas

devem ser todas iguais e estas (no m��nimo) m=2 colunas consecutivas tamb�em devem ser todas

iguais. Esta cole�c~ao de linhas ser�a denominada bloco de s��mbolos repetidos. Iremos separar em

dois subcasos descritos a seguir. Em ambos os subcasos, os passos a serem seguidos ser~ao:

1. Para uma linha Pi de P convenientemente determinada, obter as k-ocorrências de Pi em

todas as linhas de T . (Neste caso temos uma busca unidimensional com escala de Pi em

cada linha de T .)
1Este tempo �e mantido mesmo se a entrada n~ao estiver na forma fatorada.
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2. Algumas posi�c~oes de k-ocorrência de Pi s~ao descartadas, conforme os subcasos.

3. Para cada posi�c~ao de k-ocorrência de Pi, veri�camos se existe um posi�c~ao de ocorrência

de P em T .

Caso B.1

Existe, no m��nimo, uma linha do padr~ao de comprimento fatorado maior que 2. Vamos mostrar

como tratar deste caso.

O pr�e-processamento �e o mesmo descrito na se�c~ao 4.2.4. Este caso especial n~ao necessita de

pr�e-processamento do padr~ao.

Seja Pi, a linha i de P de maior ��ndice com comprimento fatorado maior que 2 que aparece

acima do bloco de s��mbolos repetidos. O caso em que esta linha aparece abaixo �e tratado

simetricamente. A linha Pi tem comprimento fatorado maior que 2 e as linhas i+d+1; : : : ; i+d+l,

l � m=2 têm comprimento fatorado 1. As linhas i+ 1; : : : ; i+ d têm comprimento fatorado 2.

O primeiro passo do algoritmo, consiste em encontrar todas as ocorrências escaladas de Pi
em T . Isto pode ser feito em tempo O(jFT j) pelo algoritmo para o caso unidimensional com

escala da se�c~ao 2.4. Como somente um P k
i pode aparecer em uma dada posi�c~ao, existem no

m�aximo jFT j tais posi�c~oes. Notemos que somente um P k
i pode come�car em um dada posi�c~ao

de texto. A raz~ao �e a seguinte: seja ar a menor seq�uência interna em Pi. Ent~ao a
rk �e a menor

seq�uência interna em P k
i que evita que P k0

i , k 6= k0, inicie na mesma posi�c~ao.

No segundo passo, descartam-se todas as posi�c~oes [l1; l2] onde as seguintes duas condi�c~oes

n~ao ocorrem simultaneamente:

1. Existe um k-bloco de altura k come�cando em [l1; l2] cujas linhas s~ao todas iguais a P k
i .

2. Existem kl(> km=2) sublinhas iguais de comprimento km e comprimento fatorado 1,

come�cando na posi�c~ao [l1 + kd+ 1; l2].

A primeira condi�c~ao pode ser veri�cada em tempo constante por consultas de m��nimo inter-

valar em Br e Bl, e consultas LCA com respeito a ST . A segunda condi�c~ao pode ser veri�cada

em tempo constante por consultas de m��nimo intervalar em Dr, Dl, Br e Bl.

Vamos supor que a posi�c~ao [l1; l2] passou pelas veri�ca�c~oes anteriores. Sem perda de ge-

neralidade, supomos que a primeira mudan�ca de s��mbolo em Pi ocorre na primeira metade da

linha Pi. Isto signi�ca que �e imposs��vel para qualquer uma das k2m2=4 posi�c~oes [l; l0], com
l = l1+k(d+1); : : : ; l1+k(d+1)+km=2 e l0 = l2; : : : ; l2+km=2, satisfazer a primeira condi�c~ao.

Portanto, o n�umero total de posi�c~oes restantes depois deste passo �e no m�aximo 4N2=k2m2, para

um dado k. Cada posi�c~ao restante [l1; l2] de�ne um candidato a k-ocorrência na posi�c~ao [s1; s2],

com s1 = l1 � k(i� 1) e s2 = l2.

Finalmente, no terceiro passo, obtemos as k-ocorrências. Neste passo, para cada posi�c~ao

candidata [s1; s2], para cada escala k e para 0 � " � m� 1, devemos veri�car:
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1. se T [s1 + "k; s2; : : : ; s2 + km� 1] = P k
"+1;

2. se todas as linhas T [s1+ "k; s2; : : : ; s2+ km� 1]; : : : ; T [s1+ "k+ k� 1; s2; : : : ; s2+ km� 1]

s~ao iguais.

Se estas duas condi�c~oes forem verdadeiras, a posi�c~ao [s1; s2] �e o in��cio de uma k-ocorrência. A

primeira veri�ca�c~ao pode ser feita em tempo constante de uma maneira similar ao procedimento

Compara do caso A. A segunda veri�ca�c~ao pode ser feita em tempo constante atrav�es de consultas

de m��nimo intervalar em Bl e Br. Para cada escala k e posi�c~ao candidata [s1; s2] �e necess�ario

tempo O(m) para decidir se a posi�c~ao �e ou n~ao uma k-ocorrência.

O tempo total para a determina�c~ao de todas as k-ocorrências, neste caso, �e dado por

O(jFT j) +O(

bN
m
cX

k=1

n2

k2m2
m) = O(jFT j) +O(

N2

m
) � O(N2).

Caso B.2

Cada linha (e coluna) do padr~ao tem comprimento menor ou igual a 2. Existe pelo menos uma

linha com comprimento igual a 2, por causa das suposi�c~oes quanto ao padr~ao. Neste caso, as k-

ocorrências s~ao obtidas como no subcaso anterior com algumas modi�ca�c~oes. Seja i a linha mais

baixa com comprimento igual a 2 e anterior ao bloco de s��mbolos repetidos. Vamos, inicialmente,

determinar todas as ocorrências escaladas de Pi em T .

As posi�c~oes em FT onde podem haver ocorrências escaladas de Pi em T s~ao determinadas

em tempo O(jFT j). Em cada posi�c~ao de FT pode haver mais de uma k-ocorrência de Pi, para

valores diferentes de k, no total m�aximo de O(N2). Seja kmax o maior valor de k para uma

k-ocorrência de Pi em uma posi�c~ao de FT . Como Pi tem comprimento escalado 2, vamos supor,

sem perda de generalidade, que a mudan�ca de s��mbolo ocorra na primeira metade de Pi. Assim,

para cada ocorrência [l1; l2] com escala kmax encontrada n~ao poder�a haver ocorrência nas posi�c~oes

l2 + kmaxm=2; : : : ; l2 + kmaxm da linha l1, pois nestas posi�c~oes ocorre o segundo s��mbolo de �Pi.

Se kmax = 1 para todas as ocorrências ent~ao o n�umero m�aximo de k-ocorrências �e O(N2=m). Se

kmax = bN=mc para todas as ocorrências, o n�umero m�aximo de k-ocorrências �e O(N). Assim,

no pior caso, o n�umero m�aximo de k-ocorrências de Pi em T �e O(N2=m). Para cada ocorrência

[l1; l2], fazemos o descarte de algumas delas utilizando as condi�c~oes do subcaso anterior.

Mantendo a suposi�c~ao de mudan�ca de s��mbolo de Pi na sua primeira metade, o n�umero

m�aximo de posi�c~oes l1; l2 onde pode haver k-ocorrências �e 4N
2=k2m2.

As k-ocorrências s~ao ent~ao obtidas como no subcaso anterior em tempo

O(jFT j) +O(N2=m) +O(

bN
m
cX

k=1

N2

k2m2
m) = O(

N2

m
) � O(N2).



CAP�ITULO 4. BUSCA BIDIMENSIONAL DE PADR ~OES COM ESCALA 114

4.2.10 Tempo e Corretude - Caso B

O tempo para este caso foi mostrado durante a descri�c~ao de como funciona o algoritmo. A

obten�c~ao das k-ocorrências unidimensionais de Pi est�a correta pois utilizamos o algoritmo da

se�c~ao 2.4. Ao se descartar algumas destas ocorrências, estamos descartando apenas aquelas em

que n~ao pode ocorrer o padr~ao P com escala k. Com isto, seguramente, estaremos mantendo

posi�c~oes corretas e nenhuma posi�c~ao que seria de ocorrência foi erroneamente descartada. Final-

mente, para cada posi�c~ao candidata [s1; s2] comparamos cada linha de texto escalado a k com a

correspondente linha escalada do padr~ao.

4.3 O Algoritmo em CGM

O algoritmo CGM, neste caso, segue o que foi feito no caso seq�uencial. As partes de pr�e-

processamento e an�alise do padr~ao s~ao feitas localmente em cada processador. Na etapa de

an�alise do texto teremos que dividir em casos dependendo dos dados do padr~ao. A descri�c~ao

desta etapa para o modelo CGM segue algumas id�eias do caso sem escala da se�c~ao 3.5. Nas

descri�c~oes, a ordem em que s~ao feitas as computa�c~oes dos dados das regi~oes de fronteira e o

envio e recebimento de dados �e alterado, pois precisaremos de informa�c~oes extras para que a

linearidade das computa�c~oes locais seja mantida.

A distribui�c~ao dos dados nos processadores �e a mesma do caso bidimensional descrito na

se�c~ao 3.3.1. Cada processador recebe uma submatriz de ordem n = N=
p
p e a matriz padr~ao P

de ordem m. Um cuidado a ser tomado �e com a faixa de valores que a escala k pode assumir.

No algoritmo seq�uencial, o maior valor poss��vel para a escala k �e bN=mc. No caso CGM, este

valor �e bn=mc = bN=(mpp)c.

4.3.1 Caso A em CGM

A seguir temos a descri�c~ao da etapa de an�alise do texto para o caso A em que qualquer seq�uência

de km=2 linhas consecutivas do padr~ao tem pelo menos uma linha de comprimento fatorado

maior que 2.

Em cada processador, o algoritmo, primeiramente, obt�em as k-ocorrências do padr~ao no

texto localmente armazenado. Em seguida, s~ao determinadas as posi�c~oes de con�rma�c~ao nas

fronteiras Norte, Nordeste, Noroeste, Oeste e Sudoeste, conforme o ��ndice do processador. Estas

posi�c~oes de con�rma�c~ao s~ao enviadas para o respectivo vizinho. Al�em destas, s~ao enviadas

para o vizinho Norte, quando este existir, informa�c~oes adicionais que servir~ao para obter as

posi�c~oes candidatas. As posi�c~oes candidatas s~ao deteminadas no passo seguinte. De posse das

posi�c~oes candidatas e de con�rma�c~ao, estas s~ao combinadas para determinar as k-ocorrências.

Podemos perceber que obtivemos, primeiro, as posi�c~oes de con�rma�c~ao e as enviamos para

os processadores vizinhos, diferentemente dos algoritmos CGM dos cap��tulos anteriores onde

as posi�c~oes candidatas eram obtidas primeiro. A raz~ao para esta altera�c~ao �e a utiliza�c~ao de

apenas uma rodade de comunica�c~ao para a troca de dados. Se continu�assemos considerando a
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mesma seq�uência dos outros algoritmos, seriam necess�arias duas rodadas de comunica�c~ao, como

podemos acompanhar na discuss~ao mais adiante, na p�agina 117.

ALGORITMO: Busca com Escala Bi CGM

Entrada: uma matriz texto T , uma matriz padr~ao P .

Sa��da: listas R nos processadores com as posi�c~oes da submatriz local S onde existem k-

ocorrências de P .

f Cada processador de ��ndice (i� 1)
p
p+ j � 1 recebe uma submatriz Si;j de ordem n = Np

p da

matriz T , com 1 � i; j � pp e a matriz padr~ao P. g

1. Cada processador h executa o caso A do algoritmo de busca bidimensional de padr~oes com

escala para os dados locais, obtendo uma lista R.

2. Cada processador h, 0 < h � p� 1, executa o procedimento Constr�oi �.

3. Cada processador h, 0 < h � p� 1, executa:

3.1 o procedimento Fronteira ONON, se h mod
p
p > 0 e h >

p
p, obtendo as listas CO.

CSO, CN , CNE e CNO.

3.2 o procedimento Fronteira N, se h mod
p
p = 0, obtendo as lista CN e CNE.

3.3 o procedimento Fronteira O, se h <
p
p, obtendo as listas CO e CSO

4. Cada processador h, 0 < h � p� 1, envia:

4.1 as listas: CO e CSO para o processador h�1, que recebe em CO e CSO, respectivamen-

te; CN e CNE para o processador h�pp, que recebe em CN e CNE , respectivamente;

e CNO para o processador h �pp � 1, que recebe em CNO. Onde h mod
p
p > 0 e

h >
p
p. Tamb�em s~ao enviados os vetores �l, �r, l1 e r1. (Ver descri�c~ao da obten�c~ao da

posi�c~oes de con�rma�c~ao da fronteira Norte a seguir.)

4.2 as listas CN e CNE para o processador h � pp, que recebe em CN e CNE, respec-

tivamente, onde h mod
p
p = 0. Tamb�em s~ao enviados os vetores �l, �r, l1 e r1. (Ver

descri�c~ao da obten�c~ao da posi�c~oes de con�rma�c~ao da fronteira Norte a seguir.)

4.3 as listas CO e CSO para o processador h � 1, que recebe em CO e CSO, respectiva-

mente, onde h <
p
p .

5. Cada processador h, 0 � h < p� 1,executa:

5.1 o procedimento Fronteira SSEE, se (h+1) mod
p
p > 0 e h < p�pp, obtendo a lista

CSSEE.

5.2 o procedimento Fronteira S, se (h+ 1) mod
p
p = 0, obtendo a lista CS .

5.3 o procedimento Fronteira E, se h � p�pp, obtendo a lista CE.

6. Cada processador h, 0 � h < p� 1, executa o procedimento Combina Bi Escala.

�m algoritmo
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Como consideramos cada escala k separadamente, as delimita�c~oes das fronteiras depende

do valor de k. Assim, as fronteiras norte e sul s~ao faixas horizontais [1; : : : ; km � 1; 1; : : : ; n]

e [n � km + 2; : : : ; n; 1; : : : ; n], respectivamente; as fronteiras leste e oeste s~ao faixas verticais

[1; : : : ; n;n � km + 2; : : : ; n] e [1; : : : ; n; 1; : : : ; km � 1], respectivamente; as fronteiras nordeste,

sudeste, sudoeste e noroeste s~ao matrizes quadradas [n�km+2; : : : ; n; 1; : : : km� 1], [n�km+

2; : : : n;n � km + 2; : : : ; n], [1; : : : ; km � 1;n � km + 2; : : : ; n] e [1; : : : ; km � 1; 1; : : : km � 1],

respectivamente.

As listas Qk
j s~ao obtidas normalmente para os dados locais n~ao pertencentes �as regi~oes fron-

teiri�cas. Para estas regi~oes, a obten�c~ao destas listas apresenta algumas particularidades.

Vamos lembrar que na constru�c~ao das listas Ikj s~ao utilizados os vetores Dl e Dr. As listas Q
k
j

s~ao obtidas a partir destas listas de intervalos e dos vetores Bl e Br. Estas listas s~ao utilizadas

para as buscas nas posi�c~oes n~ao pertencentes �as regi~oes de fronteira. Os vetores Dl, Dr, Bl e Br

s~ao constru��dos para as colunas potência que s~ao usadas como referência.

Para as fronteiras Leste e Oeste, as colunas a serem usadas como referências ser~ao a �ultima

e a primeira, respectivamente.

No caso da fronteira Leste, as listas Ikj e Qk
j , para n� km+2 � j � n e 1 � k � bn=mc, s~ao

obtidas como descrito a seguir. Como desconhecemos os dados do vizinho Leste, consideramos

como se ocorresse o caso 1.3 da se�c~ao 4.2.4, e as listas de intervalos s~ao obtidas como naquele

caso. As listas Qk
j s~ao obtidas usando estas listas de intervalos e o vetor Bl na �ultima coluna.

Este vetor Bl �e obtido como na vers~ao CGM do algoritmo sublinear na se�c~ao 3.5. A �arvore

k-altura Cartesiana �e constru��da para estes vetores armazenando as linhas cujos valores em Bl

sejam menores que n� j + 1.

Para a fronteira Oeste, onde 1 � j � km� 1, a constru�c~ao �e similar. As listas Ikj s~ao obtidas

considerando o sim�etrico do caso 1.3 da se�c~ao 4.2.4, isto �e, supomos que l1 > km (r1 > km no

caso original) e as listas s~ao obtidas de acordo com os valores de r1 (l1 no caso original). As

listas Qk
j s~ao ent~ao obtidas utilizando-se as listas Ikj e o vetor Br na primeira coluna. O vetor

Br �e obtido como na se�c~ao 3.5 e a �arvore k-altura Cartesiana para este vetor armazena as linhas

cujos valores em Br sejam menores que j. As listas armazenam as linhas de in��cio dos k-blocos

e seus valores est~ao em ordem decrescente.

As listas Qk
j para os dados na fronteira Norte dependem da forma como as colunas potência

s~ao divididas em grupos de linhas. Como cada grupo de linhas tem km=2 linhas, o n�umero

de grupos �e 2n=km. Vamos de�nir % o resto da divis~ao 2n=km. Temos ent~ao dois casos, que

dependem do valor de %, descritos a seguir.

Caso 1. % = 0, isto �e, todos os grupos de linhas têm a mesma quantidade de linhas. Neste

caso, as listas Qk
j constru��das para os dados n~ao pertencentes �as regi~oes de fronteira s~ao

utilizados a partir do elemento que aponta para o �ultimo elemento cujo valor da linha

armazenado esteja dentro da fronteira Norte. Esta lista �e percorrida a partir deste n�o em

dire�c~ao ao in��cio da lista.

Caso 2. % > 0, isto �e, o �ultimo grupo de linhas �e formado por menos de km/2 linhas, mais exa-

tamente, % linhas. Para cada coluna potência c, a restri�c~ao desta coluna �a fronteira Norte
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apresenta 3 intervalos: [1; : : : ; km=2�%], [km=2�%+1; : : : ; km�%] e [km�%+1; : : : ; km].

As listas de intervalos s~ao constru��das baseadas no segundo e no terceiro intervalos e con-

ter~ao o primeiro e/ou o segundo intervalos. As listas Qk
j s~ao ent~ao constru��das a partir

destas listas de intervalos e dos vetores Br e Bl nas colunas potência.

Para os dados na fronteira Nordeste, as listasQk
j s~ao obtidas combinando-se as id�eias descritas

para as fronteiras Norte e Leste. Para os dados na fronteira Noroeste s~ao combinadas as id�eias

utilizadas nas fronteiras Norte e Oeste.

Para a determina�c~ao das posi�c~oes candidatas na fronteira Sul s~ao necess�arias algumas infor-

ma�c~oes que vêm do vizinho Sul. Lembremos que para construir as listas Qk
j precisamos obter

os intervalos que possivelmente conter~ao os in��cios das k-ocorrências. Cada intervalo �e inserido

com base na an�alise do intervalo imediatamente abaixo dele.

Para cada coluna potência c suas linhas s~ao divididas em grupos de linhas com km=2 linhas

cada. Na fronteira Sul, analisamos as �ultimas km linhas para determinar as posi�c~oes candidatas.

Lembrando que o n�umero de grupos �e d2n=kme e, considerando % o resto da divis~ao 2n=km,

temos dois casos a analisar:

Caso 1. % = 0, isto �e, o n�umero de linhas de todos os grupos �e igual a km=2. Neste caso,

as �ultimas km=2 linhas eventualmente incluir~ao o intervalo [n � km + 1; : : : ; n � km=2]

em algumas listas Ikj . Para analisar as �ultimas km=2 linhas como poss��veis in��cios de k-

ocorrências �e necess�ario veri�car o que ocorre no intervalo seguinte que compreende as

primeiras km=2 linhas do vizinho Sul. Para isto, considerando cada coluna potência c, os

vetores de m��nimos intervalares �l e �r entre as posi�c~oes 1 e km=2 dos vetores Dl[c] e Dr[c],

respectivamente, s~ao calculados e enviados juntamente com as posi�c~oes de con�rma�c~ao

obtidas na fronteira Norte do vizinho Sul. Se os valores recebidos forem iguais a l1 e r1
do �ultimo grupo em cada coluna potência, a �arvore k-altura Cartesiana constru��da para o

pen�ultimo grupo j�a contempla estas posi�c~oes. Caso contr�ario, ser�a necess�ario a constru�c~ao

da �arvore k-altura Cartesiana para o �ultimo grupo, obtendo, assim, as listas Qk
j .

Caso 2. % > 0. As linhas entre n � km + 1 e n � % � km=2 pertencem a um intervalo cuja

inclus~ao ou n~ao depende do intervalo imediatamente seguinte que est�a inteiramente contido

no processador. A inclus~ao do intervalo [n���km=2+1; : : : ; n��] depende dos valores l1
e r1 obtidos atrav�es do m��nimo intervalar, para cada coluna potência c, dos vetores Dl[c]

e Dr[c], respectivamente, no intevalo seguinte. Este intervalo �e formado pelos intervalos

[n�%+1; : : : ; n] no processador local e [1; : : : ; km=2�%] no vizinho Sul. Assim, �e necess�ario

uma consulta de m��nimo intervalar para intervalos em processadores vizinhos, que �e feita

utilizando uma comunica�c~ao, como descrito na se�c~ao 1.8.3, onde s~ao enviados, do vizinho

Sul, os valores de �l e �r, para cada coluna potência, dos m��nimos intervalares de Dl e

Dr no intervalo [1; : : : ; km=2 � %]. Para a inclus~ao do intervalo [n � % + 1; : : : ; n] ser~ao

necess�arios, para cada coluna potência, os valores de l1 e r1 obtidos dos vetores Dl e Dr

no intervalo [km=2 � % + 1; : : : ; km � %] no vizinho Sul. Todos estes valores s~ao obtidos

durante a determina�c~ao das posi�c~oes de con�rma�c~ao na fronteira Norte do vizinho Sul. Na

comunica�c~ao s~ao enviados, do vizinho Sul, as posi�c~oes de con�rma�c~ao da fronteira Norte, e
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para cada coluna potência, os valores de �l e �r, relativas ao intervalo [1; : : : ; km=2� %], e l1
e r1 relativas ao intervalo [km=2�%+1; : : : ; km�%]. De posse destes valores, os intervalos
Ikj para a fronteira Sul podem ser constru��dos e, a partir deles juntamente com os vetores

Bl e Br, �e poss��vel obter as listas Q
k
j .

As listas Qk
j para os dados nas fronteiras Sudeste s~ao obtidos a partir das id�eias contidas na

obten�c~ao das listas nas fronteiras Sul e Leste, e Sul e Oeste, respectivamente. Para a fronteira

Sudeste s~ao enviados os valores de �l, �r, l1 e r1 do vetor Dl[n].

Para a constru�c~ao das listas Qk
j para os dados da fronteira Sudoeste s~ao necess�arias infor-

ma�c~oes do vizinho Sul e ap�os a obten�c~ao das posi�c~oes de con�rma�c~ao devemos envi�a-las para

o vizinho Oeste. Se utiliz�assemos esta seq�uência de passos seriam necess�arias duas rodadas de

comunica�c~ao. Para evitar uma rodada de comunica�c~ao a mais, as posi�c~oes de con�rma�c~ao da

fronteira Sudoeste s~ao obtidas de maneira um pouco diferente. Primeiramente, eliminamos a

constru�c~ao das listas de intervalos, com isto n~ao precisamos mais das informa�c~oes do vizinho

Sul. Para cada escala k, constru��mos as listas Qk
j para todas as colunas j, 1 � j � km � 1,

considerando as listas de intervalos formadas apenas pelo intervalo n� km+ 2; : : : ; n.

A partir da obten�c~ao das listas Qk
j , as posi�c~oes candidatas e as posi�c~oes de con�rma�c~ao s~ao

obtidas como na se�c~ao 3.5.2 com as adapta�c~oes necess�arias �a utiliza�c~ao de escalas. Nas listas de

posi�c~oes candidatas e de con�rma�c~ao s~ao tamb�em armazenadas os valores das escalas. Para as

posi�c~oes de con�rma�c~ao nas fronteiras Nordeste e Noroeste aos valores da escala armazenados

�e adicionado bn=mc para diferenciar das posi�c~oes de con�rma�c~ao nas fronteiras Norte e Oeste,

como na se�c~ao 2.5.

Os valores recebidos e localmente calculados s~ao combinados como no caso bidimensional

considerando-se tamb�em as escalas.

4.3.2 Caso B em CGM

A descri�c~ao do algoritmo para este caso �e similar �a do algoritmo Busca com Escala Bi CGM

(p�agina 115). Localmente, iremos utilizar o algoritmo para o caso B. Novamente, as principais

diferen�cas est~ao na obten�c~ao dos dados nas regi~oes de fronteira.

Nas fronteiras Leste e Oeste, seja a linha i como no caso B.1 ou B.2, conforme o padr~ao.

Buscamos todas as ocorrências escaladas de Pi, como na se�c~ao 2.5. A partir destas posi�c~oes,

obtemos as posi�c~oes das k-ocorrências, para cada escala k, considerando os sub-blocos de largura

k, de acordo com a fronteira.

Na fronteira Oeste, as duas primeiras posi�c~oes de cada linha de FS n~ao s~ao testadas como

�m de k-ocorrências de Pi. Por isso, �e necess�ario o envio, para o vizinho Oeste, das informa�c~oes

dos s��mbolos e expoentes nestas duas primeiras posi�c~oes em cada linha de FS, num total de

O(n) dados. Estes dados s~ao enviados juntamente com as posi�c~oes de con�rma�c~ao. Tendo

recebido os dados do vizinho Leste, eles s~ao combinados de forma a con�rmar as k-ocorrências

de Pi e as k-ocorrências de P . Esta quantidade de dados pode ser diminu��da se enviarmos as

informa�c~oes de s��mbolos e expoentes apenas para as linhas que contenham ocorrências de Pi e
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para as linhas onde os dois primeiros s��mbolos da representa�c~ao fatorada sejam iguais aos dois

primeiros s��mbolos de �Pi (representa�c~ao fatorada da linha i de P ) ou para as linhas em que o

primeiro s��mbolo seja igual ao primeiro s��mbolo de �Pi.

Para os dados das fronteiras Norte e Sul, a descri�c~ao �e mais delicada. Vamos descrever

como proceder para a obten�c~ao das posi�c~oes de con�rma�c~ao na fronteira Norte. As posi�c~oes

candidatas na fronteira Sul s~ao obtidas de maneira sim�etrica. Conforme os dados do padr~ao

vamos considerar dois casos:

Caso 1. Vamos supor que exista uma linha com comprimento fatorado maior que 1 depois do

bloco de s��mbolos repetidos. Seja i a linha de maior ��ndice com esta propriedade. Vamos

supor que o bloco de s��mbolos repetidos seja formado pelas linhas i�d�l+1; : : : ; i�d, com
l � m=2, as d linhas i�d+1; : : : ; i têm comprimento fatorado maior que 1. Determinamos

todas as ocorrências escaladas de Pi na submatriz S[1; : : : ; bn=mcm; 1; : : : ; n]. O n�umero

de poss��veis ocorrências �e menor que O(n2=m), como na se�c~ao 4.2.9.

Para cada posi�c~ao [l1; l2] de ocorrência, temos:

1. Se l1 � k, veri�camos:

(a) Se existe um k-bloco de altura k terminando em [l1; l2] cujas linhas s~ao todas

iguais a P k
i .

(b) Se l1�kd+1 > 1 e existem min(kl; l1�kd) sublinhas iguais de comprimento km

e comprimento fatorado 1, terminando na posi�c~ao [l1 � kd; l2].

2. Se l1 < k, veri�camos se existe um k-bloco de altura l1 terminando em [l1; l2] cujas

linhas s~ao todas iguais a P k
i .

Se as condi�c~oes 1.(a) e 1.(b) ambas falharem para o caso l1 � k, a posi�c~ao [l1; l2] n~ao �e

considerada. A posi�c~ao [l1; l2], para l1 < k s�o permanece como poss��vel �m de ocorrência se

a condi�c~ao 2 for verdadeira. As posi�c~oes [l1; l2] correspondentes ao �m de uma k-ocorrência

com l1 > km tamb�em s~ao eliminadas.

Vamos supor que a primeira mudan�ca de s��mbolo de Pi ocorra na primeira metade desta

linha. Ent~ao, para cada ocorrência [l1; l2] n~ao pode haver uma ocorrência nas colunas

l2 + km=2 + 1; : : : ; l2 + km. Assim, o n�umero de poss��veis ocorrências para uma escala

k �e 2n, pois o n�umero de posi�c~oes na fronteira Norte �e kmn e para cada posi�c~ao s~ao

descartadas km=2 posi�c~oes. Cada posi�c~ao restante [l1; l2] de�ne uma posi�c~ao [s1; s2] de

�nal de ocorrência, onde s1 = l1 + k(m� i) e s2 = l2.

Para cada posi�c~ao candidata [s1; s2], para cada escala k e para 0 � " � min(bs1=kc;m�1),
devemos veri�car:

1. se T [s1 � "k; s2; : : : ; s2 + km� 1] = P k
m�";

2. se todas as linhas T [s1�"k�k+1; s2; : : : ; s2+km�1]; : : : ; T [min(1; s1�"k); s2; : : : ; s2+
km� 1] s~ao iguais.
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Se estas as condi�c~oes dos itens forem verdadeiras a posi�c~ao [s1; s2] �e o �m de uma k-

ocorrência e a posi�c~ao [s1; s2 + km� 1] �e uma posi�c~ao de con�rma�c~ao na fronteira Norte.

A primeira veri�ca�c~ao pode ser feita em tempo constante de uma maneira similar ao

procedimento Compara do caso A. A segunda veri�ca�c~ao pode ser feita em tempo constante

atrav�es de consultas de m��nimo intervalar em Bl e Br. Para cada escala k e posi�c~ao [s1; s2]

�e necess�ario tempo m�aximo O(m) para decidir se a posi�c~ao �e ou n~ao uma posi�c~ao de

con�rma�c~ao.

O tempo total para a obten�c~ao das posi�c~oes de con�rma�c~ao na fronteira Norte �e

O(n2=m) +O(

b n
m
cX

k=1

2nm) = O(n2) = O(N2=p).

Se i = m, n~ao h�a mais nada a fazer. Caso i seja menor que m, existe um outro bloco

de s��mbolos repetidos de altura menor que m=2. Devemos veri�car a possibilidade deste

bloco ser parte do �m de uma k-ocorrência do vizinho Norte. A determina�c~ao das posi�c~oes

de con�rma�c~ao para este bloco s~ao determinadas como no �nal do caso a seguir e tem

complexidade de tempo O(n2) = O(N2=p). Portanto, para determinar todas as posi�c~oes

de con�rma�c~ao para este caso �e necess�ario tempo O(n2) = O(N2=p).

Caso 2. Se n~ao houver uma linha de comprimento fatorado maior que 1 ap�os o bloco de

s��mbolos repetidos, vamos considerar a linha i de maior ��ndice com comprimento fato-

rado no m��nimo 2. O bloco de s��mbolos repetidos �e formado pelas linhas i + 1; : : : ;m,

com l = m� i � m=2. Vamos determinar todas as ocorrências escaladas de Pi na subma-

triz S[1; : : : ; bn=mcm; 1; : : : ; n]. O n�umero de poss��veis ocorrências �e tamb�em, no m�aximo

O(n2=m).

Para cada posi�c~ao [l1; l2] de ocorrência, temos:

1. Se l1 � k, veri�camos se existe um k-bloco de altura k terminando em [l1; l2] cujas

linhas s~ao todas iguais a P k
i . Caso contr�ario, se l1 < k, veri�camos se existe um

k-bloco de altura l1 terminando em [l1; l2] cujas linhas s~ao todas iguais a P k
i .

2. Se existem kl sublinhas iguais de comprimento km e comprimento fatorado 1, termi-

nando na posi�c~ao [l1 + kl; l2].

Se pelo menos uma das duas condi�c~oes n~ao for verdadeira, a posi�c~ao [l1; l2] �e descartada.

As posi�c~oes [l1; l2] correspondentes ao �m de uma k-ocorrência com l1 > km tamb�em s~ao

eliminadas.

Suporemos que a primeira mudan�ca de s��mbolos em Pi ocorra na primeira metade desta

linha. Ent~ao, para cada ocorrência [l1; l2], n~ao pode haver ocorrências nas colunas l2 +

km=2 + 1; : : : ; l2 + km. O n�umero m�aximo de ocorrências para uma escala k �e n, pois o

n�umero de posi�c~oes onde pode haver ocorrências �e km
2
n e para cada posi�c~ao n~ao existem

ocorrências em km=2 posi�c~oes. Os �nais de poss��veis ocorrências s~ao as posi�c~oes [s1; s2],

com s1 = l1 + kl e s2 = l2.

Para cada posi�c~ao [s1; s2], para cada escala k e para 0 � " � min(bs1=kc;m� 1), devemos

veri�car:
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1. se T [s1 � "k; s2; : : : ; s2 + km� 1] = P k
m�";

2. se todas as linhas T [min(1; s1�"k�k+1); s2; : : : ; s2+km�1]; : : : ; T [s1�"k; s2; : : : ; s2+
km� 1] s~ao iguais.

Se estas as condi�c~oes dos itens forem verdadeiras a posi�c~ao [s1; s2] �e o �m de uma k-

ocorrência e a posi�c~ao [s1; s2 + km� 1] �e uma posi�c~ao de con�rma�c~ao na fronteira Norte.

A primeira veri�ca�c~ao pode ser feita em tempo constante de uma maneira similar ao

procedimento Compara do caso A. A segunda veri�ca�c~ao pode ser feita em tempo constante

atrav�es de consultas de m��nimo intervalar em Bl e Br. Para cada escala k e posi�c~ao

candidata [s1; s2] �e necess�ario tempo O(m) para decidir se a posi�c~ao �e ou n~ao uma k-

ocorrência.

O tempo total para a obten�c~ao destas posi�c~oes de con�rma�c~ao �e

O(bn=mcjFT j) +O(

b n
m
cX

k=1

nm) = O(n2) = O(N2=p).

Resta ainda veri�car as ocorrências do bloco de s��mbolos repetidos. Para isto, determi-

namos as ocorrências escaladas [l1; l2] de Pm. Como pode ocorrer mais de uma escala em

cada posi�c~ao, armazenamos apenas o maior valor poss��vel k0 da escala para esta posi�c~ao.

Temos ent~ao no m�aximo O(n2) posi�c~oes. As posi�c~oes nas quais k0l < l1 s~ao eliminadas.

Para cada posi�c~ao restante obtemos os valores dos m��nimos intervalares nos vetores Bl e

Br entre as linhas 1 e l1� 1. Com isto sabemos se existe o �m de um bloco neste intervalo

de linhas, e se existir podemos determinar o valor m�aximo k00 para o qual as linhas 1; : : : ; l1
formam um k00-bloco. Se k00l < l1, a posi�c~ao �e eliminada. Caso contr�ario, a posi�c~ao [l1; l2]

indica um �nal de um k-bloco com escala k = min(k0; k00). A posi�c~ao ser�a uma posi�c~ao de

con�rma�c~ao com o valor k armazenado e com uma indica�c~ao de que este �e o valor m�aximo

da escala para uma k-ocorrência terminando nesta posi�c~ao.

Como as consultas de m��nimo intervalar s~ao feitas em tempo constante, estas posi�c~oes de

con�rma�c~ao s~ao obtidas em tempo O(n2) = O(N2=p).

Portanto, todas as posi�c~oes candidatas na fronteira Norte, para este caso, s~ao obtidas em

tempo m�aximo O(n2) = O(N2=p).

Em ambos os casos, todas as posi�c~oes de ocorrência com as respectivos valores da escala (ou

escala m�axima e indicador) s~ao obtidos em tempo O(n2) = O(N2=p).

As posi�c~oes de con�rma�c~ao s~ao enviadas para o vizinho Norte. No vizinho Norte os dados

recebidos incluem as posi�c~oes de con�rma�c~ao como nos casos sem escala do cap��tulo anterior

e tamb�em posi�c~oes de con�rma�c~ao que cont�em o valor m�aximo da escala e que se encontra na

mesma coluna de uma poss��vel candidata. A distin�c~ao na manipula�c~ao destes dois casos �e feita

no procedimento Combina Bi Escala conforme a presen�ca do indicador.

Como j�a dissemos, as posi�c~oes candidatas da fronteira Sul s~ao obtidas de maneira sim�etrica.

As posi�c~oes candidatas na fronteira Sudeste e as posi�c~oes de con�rma�c~ao nas fronteiras Sudeste,

Nordeste e Noroeste s~ao obtidas combinando-se as descri�c~oes vistas.
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De posse dos dados recebidos e dos calculados localmente, as k-ocorrências s~ao obtidas

combinando-se estas informa�c~oes como na se�c~ao 3.5.2 considerando-se tamb�em as escalas.

4.3.3 Tempo e Corretude

A corretude do algoritmo �e decorrente da corretude do algoritmo seq�uencial e da corretude

do algoritmo CGM para o caso sublinear da se�c~ao 3.5.2. Os tempos para os casos A e B s~ao

analisados a seguir.

Caso A

No caso A, as k-ocorrências para os dados locais s~ao obtidas em tempo O(n2) = O(N2=p)

conforme vimos na se�c~ao 4.2.8. Vamos analisar o tempo na obten�c~ao das posi�c~oes candidatas e

de con�rma�c~ao nas posi�c~oes de fronteira.

Na obten�c~ao das listas de intervalos da fronteira Leste, para cada escala k, s~ao O(n=km)

grupos de linhas para a �ultima coluna. Em cada grupo, s~ao atualizadas no m�aximo km=k = m

listas. Assim �e necess�ario tempo O(
Pbn=mc

k=1 n=k) = O(n(log n= logm)) para obter todas as listas

de intervalos.

Para cada escala k, temos O(m) listas de intervalos. O comprimento total de todos os

segmentos �e no m�aximo O(nm). Como o tempo para construir a �arvore k-altura Cartesiana �e

proporcional �a raz~ao entre o comprimento do intervalo e a escala k, o tempo total para construir

todas as listas Qk
j �e dado por

O(

bn=mcX
k=1

nm

k
) = O(

logn

logm
nm) � O(n2),

pois m= logm �e uma fun�c~ao crescente e m � n.

O pr�e-processamento adicional e a determina�c~ao das ocorrências depende dos tamanhos das

listas e leva no m�aximo tempo O(n2).

Para a fronteira Oeste, o racioc��nio �e an�alogo e portanto, a obten�c~ao das posi�c~oes de con�r-

ma�c~ao, tamb�em consome tempo m�aximo O(n2).

Para a fronteira Norte ser~ao inclu��dos no m�aximo 2 intervalos, para cada escala k, em no

m�aximo n=k listas. Assim, o tempo para construir estas listas de intervalos �e O(n=k).

O comprimento total dos segmentos para cada escala k �e no m�aximo O((n=k)(km)) = O(nm)

pois s~ao no m�aximo n=k listas e cada lista com segmentos de tamanho m�aximo km. Analoga-

mente ao caso da fronteira Leste, o tempo total para obter as listas Qk
j �e no pior caso O(n2).

(Lembremos que se 2n=km �e um inteiro as listas j�a est~ao calculadas.) As ocorrências s~ao obtidas

em tempo m�aximo O(n2).
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Para a fronteira Sul, as posi�c~oes candidatas s~ao tamb�em obtidas em tempo m�aximo O(n2) e

a justi�cativa �e similar ao caso da fronteira Norte.

No caso da fronteira Sudeste, o tempo para construir as listas de intervalos �e O(m), pois s~ao

inclu��dos no m�aximo 2 intervalos em km=k = m listas. Assim, �e necess�ario tempoO(
Pbn=mc

k=1 m) =

O(n) para se obter todas as listas.

As listas Qk
j para esta fronteira s~ao obtidas em tempo m�aximo O(

Pbn=mc
k=1 m2) = O(nm) �

O(n2), pois o comprimento total m�aximo dos segmentos �e O(kmm) e, conseq�uentemente, o

tempo para construir as �arvores k-altura Cartesianas �e O(m2). A determina�c~ao das posi�c~oes

candidatas para esta fronteira �e tamb�em no m�aximo O(n2).

As posi�c~oes de con�rma�c~ao das fronteiras Sudeste, Nordeste e Noroeste s~ao obtidas tamb�em

em tempo m�aximo O(n2).

Para os dados da fronteira Sudoeste a determina�c~ao do tempo �e dada a seguir. Como s~ao

km colunas com km posi�c~oes, o comprimento total m�aximo dos segmentos �e k2m2. As �arvores

k-altura Cartesianas levam tempo proporcional �a raz~ao entre o comprimento total e o valor da

escala. Assim, as listas, para uma escala k s~ao constru��das em tempo O(
Pbn=mc

k=1 km2) = O(n2).

O comprimento total das listas �e tamb�em O(n2), pois, para cada escala k, s~ao km listas com

km=k n�os. Logo, a obten�c~ao das posi�c~oes de con�rma�c~ao, que depende do comprimento total

das listas, leva tempo O(n2).

O procedimento Combina Bi Escala tem comportamento an�alogo ao procedimento Combi-

na Bi (p�agina 71) mas considerando tamb�em as escalas para a determina�c~ao das k-ocorrências.

Este procedimento �e executado em tempo O(n2) uma vez que depende do tamanho das listas de

posi�c~oes candidatas e de con�rma�c~ao.

Portanto, o algoritmo para o caso A roda em tempo linear no tamanho da entrada, isto �e,

O(N2=p).

No algoritmo �e utilizada somente uma rodada de comunica�c~ao entre os processadores. No

caso da comunica�c~ao Leste-Oeste s~ao enviadas apenas as posi�c~oes de con�rma�c~ao num total de no

m�aximo O(n2) dados. Quando a comunica�c~ao �e no sentido Norte-Sul s~ao enviados O(n2) dados

relativos �as posi�c~oes de con�rma�c~ao e tamb�em O(n=m) dados relativos aos m��nimos intervalares

descritos nos casos 1 e 2 da p�agina 117. No caso da comunica�c~ao Sudeste-Noroeste s~ao enviados

no m�aximo O(n2) dados. Como um processador pode enviar para os vizinhos Norte, Leste e

Noroeste, ele estar�a enviando no m�aximo O(n2) dados. Por outro lado, um processador pode

receber informa�c~oes dos vizinhos Sul, Oeste e Sudeste num total de O(n2) dados. Assim, a

quantidade de informa�c~oes trocadas �e no m�aximo O(n2) = O(N2=p), que est�a dentro do limite

imposto pelo modelo CGM.

A �arvore de su�xos com o pr�e-processamento para consultas LCA ocupa O(n2) de mem�oria.

Os vetores Bl, Br, Dl e Dr

O algoritmo CGM para este caso utiliza mem�oria O(n2) no armazenamento dos dados. A

etapa de constru�c~ao das estrutura de dados, como no algoritmo da se�c~ao 3.5, consome este

espa�co. O pr�e-processamento dos vetores Bl, Br, Dl e Dr para consultas de m��nimo intervalar
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utiliza mem�oria O(n). A an�alise do padr~ao �e a mesma da se�c~ao 3.4.2.

Na obten�c~ao das posi�c~oes candidatas e de con�rma�c~ao nas regi~oes de fronteira ocupa-se,

no m�aximo, a mesma quantidade de mem�oria que na obten�c~ao das k-ocorrências nas demais

posi�c~oes, uma vez que os procedimentos que s~ao utilizados nas fronteiras obedecem basicamente

o mesmo algoritmo seq�uencial restrito a estas regi~oes.

Para cada escala k, obtemos listas de intervalos ocupando espa�co O(n=k). O espa�co para

estas listas pode ser reaproveitado para valores de escala diferentes. Assim, no pior caso, quando

k = 1, o espa�co ocupado por esta lista �e O(n). Se este reaproveitamento n~ao �e feito ainda

ocupamos espa�co dentro dos limites do modelo dado por O(
Pbn=mc

k=1 n=k) = O(n logn= logm).

As listas de �nais de k-blocos devem ser mantidas durante toda a execu�c~ao. Como o tamanho

total das listas �e O(n2), o espa�co ocupado por elas �e O(n2).

Em cada processador, as k-ocorrências, as posi�c~oes candidatas e as posi�c~oes de con�rma�c~ao

recebidas s~ao armazenadas em listas cujo espa�co ocupado n~ao excede O(n2). Ap�os, o procedi-

mento Combina Bi Escala que utiliza estas listas. As informa�c~oes estar~ao na lista R que ocupa

espa�co no m�aximo O(n2).

Portanto, na execu�c~ao do algoritmo CGM para este caso, a mem�oria total ocupada �e O(n2) =

O(N2=p).

Caso B

Para o caso B, o tempo de processamento foi analisado durante a descri�c~ao dos passos para este

caso e �e no m�aximo O(n2). O procedimento Combina Bi Escala �e o mesmo do caso A e roda

em tempo O(n2).

O pr�e-processamento da entrada �e o mesmo do caso A, ocupando mem�oria O(n2), bem

como a determina�c~ao dos vetores Bl e Br e da estrutura de dados para consultas de m��nimo

intervalar . Na obten�c~ao das posi�c~oes de k-ocorrências ou na obten�c~ao das posi�c~oes candidatas

e de con�rma�c~ao utilizamos no m�aximo O(n2) que �e o m�aximo de mem�oria necess�aria para a

busca unidimensional com escala e para armazenar as posi�c~oes que ser~ao analisadas. As posi�c~oes

que n~ao sejam k-ocorrências s~ao descartadas.

�E necess�ario apenas uma rodada de comunica�c~ao onde cada processador envia as posi�c~oes de

con�rma�c~ao para os vizinhos Norte, Leste e Noroeste, quando alguns deles ou todos existirem.

Cada envio envolve no m�aximo O(n2) dados, como no caso A.

Desta forma, o algoritmo CGM para o caso B tamb�em roda em tempo local linear, O(N2=p),

utiliza uma �unica rodada de comunica�c~ao, onde s~ao enviados no m�aximo O(n2) = O(N2=p)

dados, e consome espa�co O(n2) = O(N2=p).
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4.4 Resultados da Implementa�c~ao

Na obten�c~ao dos resultados pr�aticos para este algoritmo, utilizamos uma matriz texto de ordem

N = 96 e matrizes padr~ao de ordem m = 4 e m = 24. Estas matrizes eram formadas pelos

s��mbolos a e b. Cada linha era constitu��da por estes s��mbolos alternadamente e duas linhas con-

secutivas n~ao come�cavam com o mesmo s��mbolo. A posi�c~ao na primeira linha e primeira coluna,

de qualquer das matrizes, continha o s��mbolo a. Para estas matrizes existiram k-ocorrências do

padr~ao em N=2�m posi�c~oes das N �m+ 1 primeiras linhas, com k = 1. Para estes dados n~ao

existiram ocorrências para qualquer outra escala 1 < k � bN=mc. Com estes exemplos, temos

a maior quantidade poss��vel de dados trocados. Foram utilizados 1, 4 e 16 processadores da

m�aquina Parsytec PowerXplorer.

Os resultados no gr�a�co da Figura 4.2 mostram os tempos em s. O comportamento do gr�a�co

�e muito parecido com os caso do cap��tulo anterior. O algoritmo rodando em um processador

apresenta desempenho melhor para um padr~ao maior, uma vez que a quantidade de computa�c~ao

local acaba sendo menor. Os tempos caem mais acentuadamente quando passamos de 1 para 4

processadores.
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Figura 4.2: Tempo em s para N = 96, m = 4 e m = 24, utilizando 1, 4 e 16 processadores.



CAP�ITULO 4. BUSCA BIDIMENSIONAL DE PADR ~OES COM ESCALA 126

No gr�a�co da Figura 4.3 observamos um speedup bem signi�cativo, pr�oximo ao �otimo, para

4 processadores e um padr~ao de ordem m = 4. Este speedup se torna menor para 16 proces-

sadores. Para o padr~ao de ordem m = 24, obtemos speedups mais discretos, por�em melhores

que, por exemplo, os speedups da vers~ao CGM para o algoritmo seq�uencial sublinear para busca

bidimensional sem escala. Uma das causas �e a complexidade maior do algoritmo, principalmente

por causa da �arvore de su�xos que, neste caso, trabalha com uma cadeia bem maior, uma vez

que todas as escalas do padr~ao est~ao nela inseridas.
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Figura 4.3: Speedup para 4 e 16 processadores com N = 96, m = 4 e m = 24.

No apêndice A encontram-se os valores dos tempos absolutos e dos speedups.

4.5 Notas

Neste cap��tulo, apresentamos inicialmente um algoritmo seq�uencial para busca bidimensional de

padr~oes com escala descrito por Amir et al [8]. Este algoritmo tem como entrada uma matriz

texto de ordem N e uma matriz padr~ao de ordem m, com m � N , determinando em tempo

O(N2) todas as k-ocorrências do padr~ao no texto, onde 1 � k � bN=mc.
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Baseados neste algoritmo, constru��mos um algoritmo CGM para o problema, utilizando p

processadores. Este algoritmo �e a principal contribui�c~ao desta tese. Ele tem tempo de compu-

ta�c~ao local O(N2=p), consome mem�oria tamb�em O(N2=p), utiliza uma rodada de comunica�c~ao

onde s~ao trocados no m�aximo O(Nm=
p
p) dados.

Com os dados experimentais obtidos com a implementa�c~ao deste algoritmo, aferimos speed-

ups bastante signi�cativos. Para padr~oes pequenos e utilizando 4 processadores, o speedup foi

quase �otimo. Para padr~oes maiores, o speedup foi mais discreto, por�em melhor que os obtidos

nas implementa�c~oes dos algoritmos dos Cap��tulos 2 e 3.



Cap��tulo 5

Conclus~oes

Amir et al [8] apresentaram um algoritmo seq�uencial para busca bidimensional de padr~oes com

escala que obt�em todas as ocorrências, para todas as escalas, em tempo seq�uencial linear no

tamanho da entrada. Este problema aparece em aplica�c~oes de busca em imagens, onde se

permite uma escala ao padr~ao a ser buscado. Para descrever os algoritmos, os autores forneceram,

tamb�em, algoritmos para os casos de busca unidimensional de padr~oes com escala e de busca

bidimensional sem escala. Na busca bidimensional sem escala foram descritos dois algoritmos:

um de tempo linear e um de tempo sublinear, sob algumas condi�c~oes nos dados de entrada.

Utilizando as descri�c~oes seq�uenciais, projetamos algoritmos paralelos no modelo CGM para

estes problemas, utilizando p processadores. Para o caso unidimensional, considerando uma

cadeia texto de comprimento N e uma cadeia padr~ao de comprimento m, os algoritmos CGM

têm tempo de computa�c~ao localO(N=p), consumindo mem�oria tamb�em O(N=p) e utilizando uma

rodada de comunica�c~ao, na qual s~ao trocados no m�aximo O(m) dados, onde m � N=p. Para o

caso bidimensional, considerando como entrada uma matriz texto, quadrada, de ordem N e uma

matriz padr~ao, tamb�em quadrada, de ordem m, os algoritmos CGM têm tempo de computa�c~ao

local O(N2=p), consumindo mem�oria O(N2=p) e utilizando uma rodada de comunica�c~ao onde

s~ao trocados no m�aximo O(Nm=
p
p) dados, onde m � N=

p
p.

Os algoritmos CGM apresentados, neste trabalho, para os problemas de busca de padr~oes s~ao

in�editos, n~ao sendo encontrados, na literatura, algoritmos em modelos de mem�oria distribu��da

para estes problemas. Contribu��mos, ainda, com o algoritmo CGM para o problema de m��nimo

intervalar [47, 46], que �e utilizado no algoritmo CGM para o problema de busca bidimensional

com escala.

No desenvolvimento destes algoritmos, consideramos regi~oes de fronteira que correspondem,

no caso unidimensional, a pre�xos e/ou su�xos do texto localmente armazenado e, no caso

bidimensional, a submatrizes da matriz de texto localmente armazenada. Uma id�eia inicial,

e que funciona perfeitamente, �e enviar, para os respectivos vizinhos, as regi~oes de fronteira

e aplicar o algoritmo seq�uencial nos dados estendidos (formados pelos dados locais mais as

fronteiras recebidas). Esta solu�c~ao imp~oe uma quantidade �xa de dados comunicados que �e, na

maioria das instâncias, muito maior que a quantidade de ocorrências. Nossos algoritmos enviam
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para os vizinhos somente as posi�c~oes que possam ser �uteis na determina�c~ao das ocorrências. Esta

preocupa�c~ao com a quantidade de informa�c~oes trocadas n~ao aumenta excessivamente o tempo

de computa�c~ao local e, como o gargalo nestes casos �e a comunica�c~ao, uma quantidade menor

de dados trocados �e prefer��vel. Estas considera�c~oes s~ao cruciais para a obten�c~ao de algoritmos

e�cientes na teoria e na pr�atica, quando implementados.

Estes algoritmos paralelos foram implementados na linguagem C, utilizando interface PVM

e executados na m�aquina Parsytec PowerXplorer. Os dados experimentais obtidos mostraram

um bom desempenho dos algoritmos para padr~oes pequenos e um desempenho mais discreto

para padr~oes maiores. Isto �e causado, principalmente, pela quantidade de dados trocados, uma

vez que consideramos as instâncias de pior caso, onde a quantidade de dados trocados fosse

m�axima. Al�em disso, a comunica�c~ao na m�aquina Parsytec PowerXplorer �e tipo Ethernet que

acaba contribuindo tamb�em para uma demanda maior de tempo.

Como vimos, um algoritmo CGM para busca unidimensional sem escala pode ser constru��do

de forma que a comunica�c~ao envolva apenas o envio de um inteiro. Esta id�eia pode ser estendida

ao caso bidimensional sem escala de forma que tenhamos uma quantidade m��nima de dados a

serem enviados (no m��nimo um inteiro por coluna).

Para o caso bidimensional sem escala, podemos construir um algoritmo CGM h��brido que uti-

lize nosso algoritmo ou a id�eia descrita no par�agrafo anterior de forma a minimizar a quantidade

de dados comunicados. Neste algoritmo seria escolhida uma das duas formas para comunica�c~ao

e manipula�c~ao dos dados, conforme a quantidade de dados a serem comunicados.

Obtivemos os dados experimentais apenas para o pior caso e mesmo assim acabamos obtendo

resultados bastante animadores. Na pr�atica, a quantidade de informa�c~oes trocadas �e bem menor

que a considerada no caso m�edio o que deve levar a speedups melhores.

Para o caso bidimensional com escala, podemos utilizar algumas sugest~oes contidas no artigo

original [8] de forma a otimizarmos a implementa�c~ao. N~ao utilizamos estas sugest~oes em nossa

implementa�c~ao pois t��nhamos uma quantidade pequena de mem�oria f��sica e se as acat�assemos

seria necess�ario reduzir o tamanho das matrizes de entrada.

Uma an�alise mais detalhada pode ser feita considerando a quantidade m�edia de dados tro-

cados.

Os problemas tratados neste trabalho foram motivados pelo problema de m��nimo intervalar,

para o qual j�a hav��amos obtido um algoritmo CGM com speedups bastante satisfat�orios. Deste

problema ainda obtivemos um algoritmo, ainda em rascunho, para o problema de LCA.

As id�eias contidas nos algoritmos, quanto a utiliza�c~ao de fronteiras, podem ser usadas em

outras aplica�c~oes envolvendo vetores e matrizes que tenham a caracter��stica de dependência de

informa�c~oes em uma vizinhan�ca.

Al�em de conseguirmos algoritmos in�editos para modelos de mem�oria distribu��da de gra-

nularidade grossa, a implementa�c~ao dos algoritmos validou a utiliza�c~ao do modelo CGM. Os

resultados experimentais obtidos foram muito bons, considerando que utilizamos uma m�aquina

que n~ao possui comunica�c~ao e�ciente.



Apêndice A

Tabelas

As tabelas listadas a seguir apresentam os tempos absolutos e os speedups obtidos na parte

experimental, executada na m�aquina Parsytec PowerXplorer.

Proc. m = 24 m = 214

1 233221 239248

2 117476 239275

4 79504 208653

8 50264 189395

16 29758 163437

Tabela A.1: Tempos absolutos em �s para busca unidimensional de padr~ao sem escala em um

texto de comprimento N = 218.

Proc. m = 24 m = 214

2 1.9852651 0.99988716

4 2.9334499 1.146631

8 4.6399212 1.2632224

16 7.8372538 1.4638546

Tabela A.2: Speedups para busca unidimensional de padr~ao sem escala em um texto de compri-

mento N = 218.

130
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Proc. m = 24 m = 214

1 1519874 1546170

2 760621 963495

4 400678 650611

8 211623 472969

16 116178 371269

Tabela A.3: Tempos absolutos em �s para busca unidimensional de padr~ao com escala em um

texto de comprimento N = 218.

Proc. m = 24 m = 214

2 1.9982015 1.6047515

4 3.7932554 2.3764892

8 7.1819887 3.2690726

16 13.082288 4.1645545

Tabela A.4: Speedups para busca unidimensional de padr~ao com escala em um texto de com-

primento N = 218.

Proc. m = 4 m = 24

1 2711124 2558342

4 742431 1448536

16 226832 912686

Tabela A.5: Tempos absolutos em �s para busca bidimensional de padr~ao sem escala em um

texto de ordem N = 96 (correspondente ao algoritmo seq�uencial linear).

Proc. m = 4 m = 24

4 3.6516848 1.766157

16 11.952123 2.8030911

Tabela A.6: Speedups para busca unidimensional de padr~ao sem escala em um texto de ordem

N = 96 (correspondente ao algoritmo seq�uencial linear).

Proc. m = 4 m = 24

1 4148074 3430627

4 1103339 1946927

16 309242 1347917

Tabela A.7: Tempos absolutos em �s para busca bidimensional de padr~ao sem escala em um

texto de ordem N = 96 (correspondente ao algoritmo seq�uencial sublinear).
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Proc. m = 4 m = 24

4 3.7595644 1.7620727

16 13.413682 2.5451322

Tabela A.8: Speedups para busca unidimensional de padr~ao sem escala em um texto de ordem

N = 96 (correspondente ao algoritmo seq�uencial sublinear).

Proc. m = 4 m = 24

1 7536214 6014806

4 2094936 2602478

16 724275 1304239

Tabela A.9: Tempos absolutos em �s para busca bidimensional de padr~ao com escala em um

texto de ordem N = 96.

Proc. m = 4 m = 24

4 3.5973481 2.3111842

16 10.405183 4.611736

Tabela A.10: Speedups para busca unidimensional de padr~ao com escala em um texto de ordem

N = 96.
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