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APRESENTACAO

Este livro foi concebido para que vocé adquira os fundamentos
necessarios de Geometria Analitica Plana para os seus estudos pos-
teriores, relativos a sua formacgao. O livro foi planejado para que
vocé tenha uma formacao de base solida. Aconselhamos estuda-lo
utilizando dois tipos de leitura: uma superficial ou de reconheci-
mento e outra profunda ou detalhada.

A leitura superficial deverd ser a da leitura das se¢des todas de uma
vez e sem a preocupagao de uma compreensao detalhada, mas
apenas com o objetivo de que vocé tenha uma visao do conjunto
das idéias em questao.

Tendo entao obtido a idéia geral da unidade na qual esta trabalhan-
do, vocé devera fazer leitura profunda ou detalhada, experimente
reproduzir o conteido da unidade, em detalhes, mas nao de forma
decorada.

Faca isso e vocé nao se arrependera do trabalho realizado. Acredi-
tamos que sob a orientacao dessas duas abordagens seu aprendiza-
do ocorrerad de forma maximizada.

O livro é composto de dois Modulos subdivididos em segdes e
subsecoes:

Modulo I - Coordenadas Cartesianas e estudo da reta;
1 - Introdugao (Breve Historico)
2 - Geometria Analitica no Cotidiano.
3 - Sistemas de Coordenadas
3.1 - A reta Numerada
3.2 - O Plano Cartesiano
3.3 - Curiosidade
4 - Retas no Plano Cartesiano
5 - Interpretacdo Geométrica de uma Equacao, uma Inequacao
ou de Sistemas Lineares em duas Variaveis

Modulo II - Estudo das Coénicas em Coordenadas Cartesianas
1 - Conicas
1.1 - Secdes CoOnicas
1.2 - Circunferéncia
1.3 - Elipse
1.4 - Parabola
1.5 - Hipérbole de duas Folhas



2 - Interpretagao Geométrica de uma Equagdo, uma Inequagao
ou de Sistemas de Segundo Grau em duas Varidveis

3 - Curiosidades: Alguns Aparatos usados na Construgao
Manual de Conicas

3.1 - Construindo Conicas com Dobraduras de Papel

3.2 - Construindo Conicas com Madeira, Lapis, Régua,
Pregos e Barbante.

O estudo da Sec¢ao 3 (Sistemas de Coordenadas) do Mddulo I é de
fundamental importancia para a compreensao das demais segoes
do texto. Nela estdo os fundamentos matematicos bdasicos que
estruturam todas as demais idéias do livro e também da Geome-
tria Analitica Plana.

Em cada Moédulo, cada secao foi organizada de forma a apresentar
as deducgoes de férmulas e resultados da Geometria Analitica Pla-
na, algumas delas baseadas em resultados conhecidos da Geome-
tria Euclidiana elementar. No entanto, devido aos objetivos
programaticos dessa disciplina, algumas demonstragdes foram
omitidas, sem prejuizos ao seu aprendizado, e serao estudadas em
disciplinas localizadas em série posteriores do seu Curso de Licen-
ciatura em Matematica.

Esperamos que vocé seja despertado para a importancia das de-
monstragoes de resultados que usualmente sao simplesmente apre-
sentados no Ensino Médio. Lembre sempre que sua formagao,
como futuro professor, deve ter dois aspectos; saber fazer e saber
ensinar.

Esse texto possui varios exercicios resolvidos, de forma comenta-
da, sobre os diferentes conteudos abordados. A finalidade deles ¢
apresentar um método de resolugdo, das diferentes questdes que
sdo propostas. Isso nao impede que vocé desenvolva outras moda-
lidades de resolugdes. O importante é que o seu método seja
logicamente consistente. Apos a certeza da compreensao dos con-
ceitos, sugerimos que vocé refaga os exercicios resolvidos apresen-
tados sem olhar sua solugdo, para verificar se os conceitos e proce-
dimentos foram assimilados, para entao partir para resolucao de
exercicios propostos.

Algumas curiosidades sao citadas no texto com intuito de comple-
mentar sua formagao como professor de Matematica.

Sugerimos que vocé consulte algumas das referéncias sugeridas
como leitura alternativa e fonte de exercicios complementares, re-
ferentes aos contetidos em questdo. Nessas referéncias vocé en-
contrard outras visdes sobre os mesmos assuntos tratados neste
texto e, em muitas delas, vocé encontrara informacgdes sobre os
varios desdobramentos desses contetidos.

Desejamos a vocés sucesso em seus estudos.

Prof*: MSc. Heloisa Laura Queiroz Gongalves da Costa
(Coordenadora da disciplina)

Prof*: MSc. Magda Cristina Junqueira Godinho Mongelli
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1. INTRODUGAO (BREVE HISTORICO)

A Geometria Analitica, ou Geometria com coordenadas, integra a
algebra a geometria, possibilitando interpretagdes geométricas de
fatos algébricos e o estudo algébrico de fatos geométricos. Histo-
ricamente, um dos seus criadores foi René Descartes (1596 -
1650), filosofo e matemadtico francés que em sua obra La
Geométrie introduziu a nogao de coordenadas no plano, ao esta-
belecer dois eixos fixos que se interceptam em um ponto chama-
do origem do sistema. Sua obra “Discours de la Méthode”,
publicada em 1637 em Leyden, na Holanda, continha um apén-
dice denominado La Géometrie, que apresentava as idéias fun-
damentais sobre a resolu¢do dos problemas geométricos usando
coordenadas (sistema cartesiano) e equagOes algébricas. Entre-
tanto Descartes nao tratou de quase nada do que se entende hoje
por geometria analitica, ndo tendo deduzido sequer a equagao de
uma reta. Esse mérito do marco zero da geometria analitica deve
ser creditado a Pierre de Fermat (1601 — 1665) que conclui em
1629 o manuscrito “Ad locos planos e et solidos isagoge” (Intro-

dugao aos lugares planos e sdlidos).

Pierre de Fermat
(1601-1665)

René Descartes
(1596-1650)

Fotos retiradas dos sites www.consciencia.org e www.paginas.terra.com.br

Existem algumas
versoes sobre o
surgimento e de-
senvolvimento
da Geometria A-
nalitica Plana, no
que diz respeito a
seus criadores,
datas e etc. Pes-
quise em livros
didaticos e outras
fontes essas ori-
gens, produzin-
do um texto seu
e postem-no em
MATERIAL DO
ALUNO.
Cuidado com a
idoneidade de suas
fontes de pesquisa.
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2. GEOMETRIA ANALITICA NO COTIDIANO

Apresentaremos a seguir algumas situagdes que ilustram o uso da
geometria analitica como integrador da algebra e geometria na re-
solucao de problema.

No dia-a-dia, algumas atividades requerem seu uso mais intenso,
outras menos, mas freqlientemente a usamos, ainda que sem per-

ceber.

Usamo-la ao construir um grafico, ao locar a construgao do alicer-
ce de uma casa, etc. Avioes e embarcagOes situam-se em suas rotas
valendo-se de aparelhos denominados GPS que, por sua vez, utili-
zam coordenadas fornecidas por satélites. Entre nos, o GPS é utili-
zado em alguns veiculos terrestres, as empresas de seguros dis-
pdem de mecanismos para localizar veiculos roubados. Em breve,
todos carros contarao com GPS para o tragado de rotas, calculo de
distancias, etc., ou seja, a geometria analitica serd mais usada no

dia-a-dia.

Em engenharia, para se definir varios pontos de construgao de in-
clinagdes, na fisica, para verificar, por ex, a distancia entre um aviao
e um provavel ponto de colisdao com algum obstaculo, e corrigir a
rota. Na Optica, na confecgdo de reldgios, fardis, e na transmissao
de dados com antenas com formatos adequados para melhor re-
cepcao. Além disso, no dia a dia de muitos tem-se os videogame,
também ricos em aplicagdes de geometria analitica, construindo

ambientes em trés dimensoes.
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3.1 A RETA NUMERADA

3.1.1 COORDENADAS NA RETA

Vocé sabe o que é um axioma (também chamado no passado de

postulado)?

Axioma é um principio evidente por si mesmo,

particularmente em matemdtica.

O matematico grego Euclides definiu o axioma como uma nogao

comum, ou seja, uma afirmagao geral aceita sem discussao.

AXIOMA DA “REGUA INFINITA’

Os pontos de uma reta podem ser postos em correspondéncia
biunivoca com os niimeros reais, de modo que a distancia en-
tre dois pontos quaisquer é definida como o valor absoluto

(médulo) da diferenga dos ntimeros reais a eles associados.

A correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta e os niime-
ros reais significa que:
* A cada ponto da reta corresponde exatamente um ntmero real.

* A cada numero real corresponde exatamente um ponto da reta.

Uma correspondéncia biunivoca como descrita define um siste-
ma de coordenadas.
O niimero que corresponde a um dado ponto é chamado de coor-

denada desse ponto.
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Para definirmos um sistema de coordenadas na reta € necessario:
* Tomar uma reta na qual se escolhe um sentido de percurso.
Tem-se entao a reta orientada.

* Escolhermos um dos seus pontos como a origem do sistema. A
este ponto, normalmente denotado pela letra O, é associado o nu-
mero zero, que serd a sua coordenada. A reta orientada na qual se
fixou um ponto origem O é chamada eixo.

* Fixar uma unidade de medida de comprimento, e ainda tere-
mos que, se o ponto S estd a direita da origem, sua coordenada
sera x, = OS (onde OS ¢ a medida do segmento delimitado pelos
pontos O e S) e, portanto, positiva. Por outro lado, se o ponto P
esta a esquerda de O, sua coordenada serd dada por x, = — OP
(onde OP é a medida do segmento delimitado pelos pontos O e P)

logo, negativa.

----------- FHH A+
Xo 0 X1
i i j >
P (0 S

3.1.2 DISTANCIA ENTRE PONTOS DA RETA

Feita a correspondéncia entre os nimeros reais e os pontos da reta,
temos que a distancia entre dois pontos quaisquer P e S de coorde-
nadas x, e x,, respectivamente, ¢ dada por:

O0S=| x,-x

Observacao: Formula dada independe da posigao relativa dos pon-

tos P e S, isto ¢ independe de quem esta a direita ou a esquerda.

3.1.3 EXERCICIOS RESOLVIDOS

Observe os pontos definidos na reta orientada na figura a seguir.
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P
(-2) 0 2 4 6
: : : : : >
A o B c D

A partir das informacdes temos que:

* a coordenada do ponto A é (- 2)

* a coordenada do ponto O é 0

* acoordenada do ponto B é 2

* acoordenada do ponto C ¢ 4

* a coordenada do ponto D é 6

* adistancia entre os pontos Ae B é 4
* adistancia entre os pontos Ae C é 6

* a distancia entre os pontos Be D ¢ 4

3.1.4 EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Levando em conta a figura ilustrada no exercicio resolvido apre-
sentado, agora responda as seguintes perguntas:
* Qual a distancia entre os pontos A e D?
* Se um ponto M na reta definida tem coordenada x e outro
ponto N tem coordenada y, qual é a distancia entre os pontos M
e N?
* Quantos niimeros reais existem? O que dizer da relagao entre

0s numeros reais e os pontos de uma reta?

2) Considere um sistema de coordenadas na reta. Suponha que 3 ¢
adicionado a coordenada de cada ponto sendo entdao obtido um
novo numero associado a cada ponto.

* Se P tem coordenada 5, qual sera seu novo nimero?

* Se dois pontos da reta tém coordenadas a e b, quais serdao

seus novos numeros?

* Expresse matematicamente a correspondéncia que a cada

ponto P de coordenada x associa o seu novo namero.
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* (Cada ponto da reta correspondera a um novo namero? Cada
novo numero correspondera a um ponto da reta?

* Sejam a e b 0os novos numeros de dois pontos P e Q de coor-
denadas x e y respectivamente. Mostre que a distancia PQ ¢é
dada por | a-b |.

* Essa nova correspondéncia entre pontos e numeros satisfaz
as trés condi¢des do Axioma da Régua? Pode cada novo ntime-

ro ser chamado de coordenada de um ponto?

3) Refaga o exercicio anterior supondo que o novo niimero € obti-
do multiplicando-se por um numero k, distinto de zero, a coorde-

nada de cada ponto.

3.2 0 PLANO CARTESIANO

3.2.1 COORDENADAS NO PLANO

Lembremos como funciona um sistema de coordenadas sobre uma

reta:

“Uma vez estabelecido um sistema de coordenadas
sobre uma reta, a cada ponto corresponde um iinico niimero

e a cada niimero corresponde um tinico ponto”.

Para definirmos um sistema de coordenadas num plano ¢ neces-
sario:

* Fixamos uma reta no plano e estabelecemos um sistema de
coordenadas sobre ela com origem O. Esta reta sera chamada eixo
x ou eixo das abscissas.

* Definimos outra reta, perpendicular ao eixo x, passando no
ponto O. Fixamos sobre ela um sistema de coordenadas de tal
modo que o ponto zero dela coincida com o ponto zero da reta
anterior, o eixo x. Esta reta sera chamada eixo y ou eixo das orde-

nadas.



¢
I EaD « UFMS @ Coordenadas Cartesianas e Estudo da Reta
P

* Definimos entao uma correspondéncia biunivoca entre os pon-
tos do plano P e os pares de nimeros reais (x,y), A correspondén-
cia biunivoca entre os pontos do plano e os pares de nimeros reais
significa que:

- A cada ponto do plano corresponde exatamente um par orde-

nado de ntimeros reais.

- A cada par ordenado de nimeros reais corresponde exatamente

um ponto do plano.

* Os numeros x e y sao chamados coordenadas do ponto P.

Observacao Importante: Observe que a ordem na qual as coor-
denadas sao escritas € importante. O ponto de coordenadas P =(1,3)
¢ diferente do ponto de coordenadas P,=(3,1), mostrados na figura
a diante. Assim, as coordenadas de um ponto formam um par or-
denado de nimeros reais. As coordenadas do ponto O, origem co-
incidente de cada um dos eixos e conseqiientemente origem do

sistema de coordenadas cartesianas no plano, sdao (0,0).

Temos, ainda, que P = (x,y), onde:
®* x é a coordenada no eixo x também chamada abscissa do
ponto P.
* y é a coordenada no eixo y também chamada ordenada do

ponto P.

>

eixo y1

O  P0y)
3 L) Pi=(1,3)
1 ey

eixo x

—_
w
>

* o0s eixos x e y definidos anteriormente sao chamados eixos

coordenados.



— 0o
MATEMATICA - Licenciatura A EalD.UFMSI

2

* O conjunto de todos os pontos forma o plano cartesiano de

origem O = (0,0).

Observacao. O sistema definido aqui é o mais usual, por razoes
praticas de facilitacdo das contas. Ele é o chamado Sistema

Cartesiano Ortogonal.

No século XVII, surgiram os primeiros ensaios sistematicos sobre
Geometria Analitica. Seus autores foram Pierre Fermat e René
Descartes. Fermat, retomando a idéia dos construtores egipcios, se
refere a um ponto do plano por meio de um par de retas perpendi-
culares entre si (que justifica o termo ortogonal). Este sistema, ape-
sar de ter sido introduzido por Fermat, recebeu o nome de “Siste-
ma Cartesiano “ em homenagem a Descartes, que assinava o seu

nome em latim: Cartesius.

Reflita a respeito dos seguintes questionamentos:

* Para estabelecer um sistema de coordenadas no
plano, os eixos x e y precisam necessariamente ser
perpendiculares?

* E necessario indicar a escala usada?

Pesquise em livros didaticos e outras fontes, respon-
da aos questionamentos propostos produzindo um
texto seu justificando suas respostas e postem-no em
“MATERIAL DO ALUNO”.

O eixo das abscissas e o0 eixo das ordenadas, usualmente colocados
na posic¢ao indicada na figura anterior, dividem o plano em quatro
regides, denominadas quadrantes, indicados no esquema abaixo
pelos simbolos I, I, III, IV, determinando, respectivamente, o 12,

29, 32 e 4° quadrantes do plano:
eixoy

A

II I

A 4

eixo X

III v
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Observe que de acordo com a figura dada temos que:

* o primeiro quadrante é o conjunto de todos os pontos (x,y) do
plano para os quaisx >0 ey >0;

* o segundo quadrante é o conjunto de todos os pontos (x,y) do
plano para os quaisx <O ey >0;

* o terceiro quadrante é o conjunto de todos os pontos (x,y) do
plano para os quais x <0 ey <0;

* o quarto quadrante é o conjunto de todos os pontos (x,y) do
plano para os quais x >0 ey <0;

* eixo x é o conjunto de todos os pontos (x y) do plano para os
quais y=0;

* eixo y € o conjunto de todos os pontos (x,y) do plano para os

quais x=0.

No sistema de coordenadas cartesianas, as distancias sdo medidas
a partir de retas paralelas aos eixos coordenados, numa malha qua-

driculada ou reticulada, como na figura a seguir:

1 1 1 1 1 1 1 “ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
eed ol od o cdo b odo oL ool JdoobLoJdooLoao
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-t TTsrr-rITr s Tr-rTTrETrTTITTrUT|TrTAATtTrTAATTrTAacT
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
eed ol od o cdo b odo oL ool JdoobLoJdooLoao
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
|-
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
eed ol od o cdo b odo oL ool JdoobLoJdooLoao
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-t TTsrr-rITr s Tr-rTTrETrTTITTrUT|TrTAATtTrTAATTrTAacT
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
eed ol od o cdo b odo oL ool JdoobLoJdooLoao
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3.2.2 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS DO PLANO

Feita a correspondéncia entre dois pares de numeros reais e dois
pontos do plano, isto é dados P = (x,,y,) e Q = (x,,y,), deduziremos
uma formula que determina a distancia entre esses dois pontos
dados.

Considere a ilustracdo a seguir onde os pontos P e Q dados tém

coordenadas positivas.
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cixoy 4
Q
y2
yi T TR
. 1
f 1
1 -
»
. X eixo x

Observa-se na figura, por construgao, que ficam determinadas as
coordenadas do ponto R = (x,,y,) e que o triangulo PRQ € retangu-

lo em R.

Observa-se que os pontos P e R estdo numa mesma reta e que Q e
R estdo em outra reta, perpendicular a primeira. Entao, usando o
conceito de distancias entre pontos de uma mesma reta, temos

que as distancias entre os pontos dados sao:
distancia entre P e R = d(PR) = PR = [, — x,[]
distancia entre Q e R=d(Q,R) = QR =y, - y,0

Entao usando o Teorema de Pitagoras:

(PQ)* = (PR)* + (QR)?
(PQ)* = [x, - x,[F + Ly, -y, [P
Ou ainda (PQ)* = (x, = x)* + (v, = y)*

E finalmente tem-se a seguinte féormula para distancia entre dois

pontos dados P e Q no plano:
d(PQ) = PQ = \/(x2 —x) + (v, =)’

Reflita a respeito dos seguintes questionamentos:

* Oresultado da distancia entre os pontos terda a mesma férmula caso os pontos nao
estejam nas condi¢des dadas, isto €, se suas coordenadas nao forem todas positivas?

* Como ficaria a férmula dada para pontos em outros quadrantes?

* E se um ponto estivesse num quadrante e o outro em outro o que aconteceria com
a féormula dada para distancia entre dois pontos?

* O que acontece quando x, = x, ou quando y, =y, ?

Responda aos questionamentos propostos produzindo um texto seu justificando suas
respostas e postem-no em “MATERIAL DO ALUNO”.
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3.2.3 PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO DE RETA
DEFINIDO POR DOIS PONTOS DO PLANO

Dado um segmento de reta PQ tal que P=(x,, y,) e Q=(x,, y,) sao
pontos distintos, vamos determinar as coordenadas de M, ponto

médio de PQ.

Considere:
a) um segmento com extremidades P= (x,, y,) e Q= (x,,y,);

o ponto M = (x, y), ponto médio do segmento PQ.

eixoy 4
I T Q
P |
M -7
......... L S
y ,"I :
/’, : !
P 1 !
yi [t it T R
1P v N !
1 1 !
1 1 !
1 1 -
»
1X0 X
X1 X X2 eIxo

Aplicando o Teorema de Tales (pesquise), temos, sendo definido

M como ponto médio do segmento PQ , PM = MQ , logo:

PM PN X=X, X, +X,
—=—=1= =l=>Xx-X,=X, " X=>2X=X,+X, >X=———
MQ RN X, —X

e

PM SR y—-y y, ty

o=l =l y-y =y, my =2 2y=y ty, Sy
MQ QS Yo~y 2

Entao, podemos concluir que dado um segmento de extremida-

des dadas pelos pontos do plano P = (x,,y,) e Q = (x,,y,)

a) abscissa do ponto médio do segmento ¢ a média aritmética das
. . X, +X
abscissas das extremidades: x = —1—2%

b) a ordenada do ponto médio do segmento é a média aritmética
YNty

das ordenadas das extremidades: y 5

Isto é M:(X'+X2 YI+y2)

2 72
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3.2.4 AREA DE UM TRIANGULO COM VERTICES DADOS

Considere trés pontos A =(x_y,), B =(x,y,) e C = (x_y ) nao alinha-
dos (ndo colineares). Vamos determinar a area do triangulo cujos

vértices sdo os pontos A, B e C dados, conforme a figura a seguir:

>

eixoy 4
Ya
Ye

Yo

\ 4

Xp  Xa Xe eixo x

Inicialmente note que a drea do triangulo ABC ¢ igual a seguinte
diferenca:

(a soma das areas dos trapézios ABB A, e AA C,C) — (area do trapézio BB,C,C)
Separadamente temos:

Area do trapézio ABBA: S = (AA, +132B1).A1B1 = o +¥y )é(xa ~Xs)

(AAI +CC1)A1C1 _ (Ya +yc)'(Xc _Xa)

Area do trapézio AAC,C: S, = 5
2

(BB, +CC,).B,C, _ (Y, Ty )-(x, —X,)
2 2

Area do trapézio BB,C,C: S, =
Logo a area do triangulo ABCS,,. =S +S5, -5,

Entao:

1
SABC = 5 '(Xa'Yb + Xb'Yc + Xc'ya - Xc'yb_ Xb'ya_ Xa'yc)
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Lembrando do célculo do determinante de uma matriz e obser-

vando-se que o valor entre parénteses na expressao anterior é o

determinante:
X, ¥, 1
A=x, vy, 1
X, y. 1

Entao a area do triangulo ABC, com vértices A= (x_y ), B=(x,y,) e

C=(x,y,), sera:

Observacao 1: Observe que se os pontos A = (x,y,), B = (x,y,) e
C = (x,y) estiverem alinhados a area do triangulo formado por
eles sera 0 (zero). Isto nos d4 um eficiente mecanismo para definir

se trés pontos estao alinhados, isto é se sao colineares.

X, y, 1
A=(x,y), B=(x,y,) e C=(x,y)sao colineares & A=, vy, 1[=0
Xe ye 1

Observacao 2: Observe que se a figura da qual queremos determi-

nar a area for um poligono com mais de trés lados podemos usar a , I
decomposigao da figura em dois ou mais triangulos, cujos vértices DAL =
‘7—

sao os pontos dados.

Reflita a respeito dos seguintes questionamentos:

* A férmula da drea de um triangulo cujos vértices
sdao os pontos no primeiro quadrante serd outra caso
0s pontos nao estejam nas condi¢des dadas, isto &, se
suas coordenadas nao forem todas positivas?

* Como ficaria a férmula dada para pontos em ou-
tros quadrantes?

* E se cada ponto estivesse num quadrante diferente
0 que aconteceria com a féormula dada para a area de
um triangulo?

Responda aos questionamentos propostos produzin-
do um texto seu justificando suas respostas e postem-
no em “MATERIAL DO ALUNO”.
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3.2.5 EXERCICOS RESOLVIDOS
Considere o seguinte sistema cartesiano ortogonal:
eixoy 4
C 5
E 3.
1 B
s 20 i1 3 4 o x
e !
e | F
-2

1) Qual € a representacdo, em forma de par ordenado, dos pontos

A, B, C, D, E e F representados no sistema cartesiano ilustrado e

em que quadrante cada um deles esta?

Resolugdo:

Como a projecao perpendicular do ponto Ano eixox €1, a abscissa

do ponto A é 1 e a projecao perpendicular do ponto Ano eixoy é 3,

a ordenada do ponto A ¢ 3 entdo temos que A = (abscissa de

A,ordenada de A) = (x,,y,) = (1,3) sendo assim estd no primeiro

quadrante pois x,>0 ey, >0.

Analogamente determinam-se os pontos:

B = (x,y,) = (3,1), sendo assim esta no primeiro quadrante pois x,> 0 e y,> 0.

C = (xoyo) = (-5,5), sendo assim esta no segundo quadrante pois x.<0 e y.> 0.

D= (x,y,) = (1,-1), sendo assim esta no quarto quadrante pois x>0 e y_, < 0.

E = (x,y,) = (-2, =2), sendo assim esta no terceiro quadrante pois x,< 0 e y, <0.

F = (x,y;) = (4, =2), sendo assim esta no quarto quadrante pois x,> 0 e y,<0.
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2) Quais sao as coordenadas do ponto médio do segmento CF?

Resolucgdo:

Como C = (-5,5) e F = (4, -2) entéo M:(XC;’XF,yC;yF) - (_ _)

3) Qual é a area do triangulo cujos vértices sao A= (1, 2), B=(3,4) e C=(9, 2)?

Resolugdio: S

A

e = %|A| onde A=

O W =
[\ RN P S}

1
| Entio S.= 2|16 8
1

4) Determine se os pontos (2, 0), (1, 1), e (0, 2) sao colineares?:

Resolugdo: Sim eles sdo colineares, pois o determinante a seguir € 0 (zero ou nulo)

>

Il
S =N
NS N )
—_ =

Reflita a respeito do seguinte questionamento:
Observe nos planos coordenados a seguir a represen-
tacdo de dois pontos A =(1,3) e B = (-1, 4), e um seg-

mento de reta AB.

™
7
>
y
Lz
a >

Por que os comprimentos dos segmentos AB nas duas
figuras tragadas “parecem” diferentes? O que se pode
concluir? Responda ao questionamento proposto pro-
duzindo um texto seu justificando suas respostas e

postem-no em “MATERIAL DO ALUNO”.
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3.2.6 EXERCICIOS PROPQOSTOS

1) Construindo um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas
represente os pontos de coordenadas dadas:

A =(03),B=2-1), C=(-12), D=(3,0), E=(0,0), F=(-1, -3) e G=(2,3)
E os pontos médios dos segmentos AB, AC, AD, AE, AF e AG.

2) Calcule os valores de a e b para que o ponto P, de coordenadas
( 2a+4, 3-2b ), esteja:

a) No primeiro quadrante.

b) No segundo quadrante.

c) No terceiro quadrante.

d) No quarto quadrante.

e) Sobre o eixo x.

f) Sobre o eixo y.

g) Coincidente com a origem do sistema cartesiano.

3) Determine a abscissa x_ do ponto C, vértice do triangulo ABC de

area 10 e vértices sdao A=(1,2), B=(3,4) e C=(x, 2)?

4) Determine a area do quadrildtero cujos vértices sao:

A=(1,2),B=(3,4),C=(9 2 eD=(2-4)

5) Determine a para que os pontos (a,0), (0,a) e (-1,3) sejam

colineares.

6) Os vértices de um triangulo sdao A= (3,5), B=(2,3) e C=(-1, -1).

Calcule a medida da altura relativa ao lado BC desse triangulo.

3.3 CURIOSIDADE

Como vimos, a idéia basica da Geometria Analitica é a representa-
cao de pontos de uma reta e do plano por meio de conjuntos de

numeros reais denominados coordenadas . Um ponto qualquer do
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plano, como definimos, terd sua posi¢ao perfeitamente determina-
da por meio de um par ordenado de nimeros reais que represen-
tam medidas das distancias a dois eixos orientados, um deles verti-
cal e o outro horizontal. (usando-se o sistema cartesiano ortogonal).
Tal sistema ¢ utilizado no cotidiano como por exemplo na localiza-
cao do uma cidade em um mapa: O eixo y, “ vertical “, nesse caso, é
o meridiano que passa por Greenwich, e o eixo x, “horizontal”, é o
Equador ; as coordenadas, entao, serdao constituidas pelo par de nu-
meros que definem a latitude e a longitude do lugar. Outro exemplo
comum € o conhecido jogo “Batalha Naval”. Mesmo na antiguida-
de, os egipcios ja utilizavam tal sistema de referéncia nos seus proje-
tos e construgdes de templos e piramides. Os agrimensores roma-
nos, para seus calculos, dividiam os campos por meio de linhas retas
paralelas entre si, perpendiculares a uma linha de referéncia que
denominavam “ linae ordinatae “ ( linha ordenada ).

Entretanto existem situagdes em que o uso do sistema de coorde-
nadas cartesianas torna-se inadequado, por exemplo, seria estra-
nho tentar socorrer um cidadao em situacao de afogamento na-
dando utilizando coordenadas cartesianas: nadando x metros na

direcdo leste e y metros na diregao sul, como na ilustragao a seguir.

___________________________ :
4&% X metros

|
|y metros
|

1

Seria muito mais sensato nadar em direcao do afogado num angu-
lo q, determinado com a linha horizontal, e uma distancia r metros

conhecida, como na figura a seguir.

r metros T~ W

A ultima ilustracao descreve um sistema de coordenadas chama-

do: Sistema de Coordenadas Polares.
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No sistema de coordenadas polares, a localizagao de um ponto P,
do plano, fica perfeitamente determinada se conhecermos a sua
distancia » a um ponto fixo O, chamado polo ou origem do siste-
ma, e a medida do angulo q, que o segmento OP faz com uma
reta fixa, chamada eixo polar. Neste caso, as coordenadas do pon-

to P serao dadas pelo par ordenado de ntimeros reais (r, 6).

Repare que diferentemente do sistema de coordenadas cartesianas,
no qual as distancias sdao medidas a partir de retas paralelas aos
eixos coordenados, numa malha quadriculada, no sistema de co-
ordenadas polares, a distancia r ¢ medida a partir de circunferén-
cias concéntricas, centradas no polo (todos os pontos sobre cada
uma dessas circunferéncias estdo a mesma distancia do podlo) e o
angulo 6, a partir de raios com origem no poélo (todos os pontos
sobre cada um desses raios fazem o mesmo angulo com o eixo

polar). Veja a figura a seguir.

[
>

Eixo polar

.~
1

e —————
\
3
.

Outros exemplos de situagdes orientadas pelo Sistema de Coorde-
nadas Polares sao:
* na localizagao, por radares ou sonares, de navios em alto mar.

* na comunicacao entre abelhas.

A respeito deste ultimo exemplo, bidlogos pesquisando o compor-
tamento das abelhas detectaram que elas ao chegarem a colméia
trazem informagdes a respeito de um novo campo com flores e numa
“danca” se comunicam com as demais informando sobre o angulo
q com a direcao do sol em que as outras devem voar e a energia

necessdria para chegar 14 (que define a distancia r a percorrer).
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Uma reta pode ser representada por uma equagao. Esta equagao
de uma reta pode ser escrita de varias formas: equagdo geral, equa-

¢do reduzida, equacio segmentdria e equacdo paramétrica.

41 EQUAGAO GERAL DA RETA

De acordo com a Geometria Euclidiana, dados dois pontos P, e P,
no plano cartesiano, existe uma tinica reta que passa por esses pon-
tos. A Geometria Analitica descreve, através de uma equagao, a re-
lagao que existe entre as coordenada x e y de um ponto qualquer
P = (x,y) que pertence aquela reta tinica que passa pelos pontos

P, =(x,y,) e P, = (x,5y,) dados.

Observe a figura a seguir que ilustra a citada reta que passa pelos

pontos P, e P, e o ponto P pertencente a essa reta.

A

Y2

Y1

d

v

Observe agora a seguinte figura onde sao definidos dois triangulos
retangulos semelhantes P BP, e P,AP. (Caso de semelhanga do tipo
angulo/angulo - PESQUISE)

4

Y2

Yi

v
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Entdao da semelhanga dos triangulos P,BP, e P AP temos a

proporcionalidade de seus lados:

YooY _ YTV _
X, —X, X-X, = (¥, —y)-&-x)=(y-y)(x, —x,)
= X'(Yz_yl)_xl'(yZ_yl):Y'(Xz_xl)_yl‘(xz_xl)

= XY, - y)+y.(X —X)+X,.y, —y,.x, =0

Chamando , e temos que se P = (x,y) pertence aquela reta tinica
que passa pelos pontos P, = (x,,y,) e P, = (x,,y,) dados, entao as

coordenadas x e y do ponto P satisfazem a equacao:

ax+by+c=0

tal equacao € dita equacdo geral da reta que passa pelos pontos P,

eD, dados.

Poderiamos também usar o fato que se os trés pontos P, P, e P,
estao alinhados entao sao colineares e, portanto como vimos na

observacao da secao 3.2.4.

x y 1
A=lx, vy, 1=0
Xy 1

= XYy, +VX +X,.y,—X,.y, —X.y, - yX, =0

= ax+by+c=0 onde a=y,—-y, , b=X,—X, ec=X,.y, ¥, .X

4.2 EQUAGAO REDUZIDA DA RETA

Equacdo reduzida da reta que passa pelos pontos P, = (x,,y,) e

P, = (x,y,) dados. Como ja vimos da semelhanca de triangulos temos:
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-y -y
= Y—Y1=X—_X1-(X—X1) = y=X—_Xl.(X—X1)+y1

X, =X X=X, 2 1 2 1

Chamando m=22"Y1 ¢ =y, —mx, , temos que se P = (x,y)

X, =X

pertence aquela reta tinica que passa pelos pontos

P, = (x,y,) e P, =(x,y,) dados, entdo as coordenadas x e y do
ponto P satisfazem a equagao:

y-y,=m(x-x)0 y=mx-mx +y Oy=mx+(y, -mx,)
Temos entao: y=mXx+n

tal equagao é dita equacdo reduzida da reta que passa pelos pontos

P eP, dados.

Observando-se e comparando-se as duas formas da equagao da
reta, a geral e a reduzida percebemos que podemos da equacao
geral obter a equacao reduzida.

Se partirmos de a.x + b.y + ¢ = 0 e “isolarmos” o y temos:

=)  , (=9 (=a) (@)
b

y=—2=X+-— istoé, m=—> € n=

b b b

4.2.1 COEFICIENTE ANGULAR E COEFICIENTE LINEAR DA RETA

Na equagao reduzida da reta que passa pelos pontos P, = (x,,y,) e
P, = (x,y,), como vimos, y = m.x+n, determina-se a relagao entre
as coordenadas x e y de um ponto P qualquer que pertence a reta,
aparecem dois elementos fundamentais:

a) coeficiente angular = m

b) coeficiente linear = n
A seguir vamos discutir o que representa cada um deles:

a) Dados os pontos P, = (x,,y,) e P, = (x,,y,), 0 coeficiente angular

da reta que passa por estes pontos é o naumero real m. Como vimos
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esse numero m € a razao entre as medidas catetos, isto é, expressa
a tangente trigonométrica do angulo o de inclinagao da reta em
relagao a uma direcao paralela ao eixo x, tomado no sentido anti-
horario, ou seja:

Y.y, cateto.oposto.ao.anguloat

m= = - =tgo
X, —X, cateto.adjacente.ao.anguloo

O fato do coeficiente angular ser positivo significa que o angulo de
inclinagao da reta em relagdo a uma diregao paralela ao eixo x é
agudo (pois m > 0 significa que tg > 0 isto é ¢ agudo). Por outro
lado se o coeficiente angular for negativo significa que o angulo de
inclinagao da reta em relagdo a uma diregao paralela ao eixo x é

obtuso (pois m < 0 significa que tg <0 isto € é obtuso), veja ilustra-

¢oes a seguir:

7

O fato do coeficiente angular ser maior que outro indica que a reta
associada a este coeficiente cresce mais rapidamente que a outra
reta. Se um coeficiente angular é negativo e o modulo deste é maior
que o mddulo de outro coeficiente, temos que a reta associada ao
mesmo decresce mais rapidamente que a outra. Se o coeficiente é

nulo temos uma reta horizontal, como nas ilustragdes a seguir.
A m=2 m=-2 A
m=1 m=-1 \\

m=0.5 m=-0 \§
m=0 m=0 \
/ / : \

\ 4
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c) Dados os pontos P, = (x,,y,) e P, = (x,,y,), 0 coeficiente linear da
reta que passa por estes pontos é o numero real n. Como vimos na
equacao geral da reta y = m.x + n esse nimero n sera determinado
quando determinarmos o valor de y do ponto em que a abscissa é
0, isto é, o ponto P = (0,n). Graficamente esse ponto P representa o

ponto de intercessao da reta com o eixo y.

\ 4

v
<
Il
=

4.3 RETAS HORIZONTAIS E VERTICAIS

a) Se uma reta for vertical ela nao possuira coeficientes angular
visto que nao existe tg90° e, por conseguinte, nao possuira coefici-
ente linear e neste caso a equagao da reta serad indicada apenas por
x =a, onde a é a abscissa do ponto onde a reta corta o eixo x, como

ilustrado a seguir:

\ 4

b) Se uma reta for horizontal, o seu coeficiente angular serd nulo e
a equacgao desta reta serd dada por y =n, onde n € a ordenada do
ponto onde esta reta corta o eixo y, isto ¢, seu coeficiente linear.

A

v
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4.4 EQUAGAOQ SEGMENTARIA DA RETA

A equacao segmentaria da reta € uma forma diferente de apresen-
tacdo da reta, isto €, do comportamento de qualquer ponto P=(x,y)
pertencente aquela reta. Entretanto essa forma de equacao s6 pode
ser apresentada quando a reta em questao nao passa pela origem

do sistema O=(0,0).

Consideremos entdao uma reta que nao passa pela origem e que
intercepta os eixos x e y nos pontos A = (p,0) e B = (0,q), respectiva-

mente, como ilustrado na figura a seguir:

A

B

v

AN

Da deducao da equacao geral da reta a.x +b.y +c = 0 e da

equacao reduzida partimos das relagoes
Yau Y1 Y- Y y,-y

- O y-y =—=—1L(x-x
X,- X, X-X, Y= ¥ X, - X, ( 1)

Se nessa ultima substituirmos as coordenadas dos pontos de
intersecgao da reta com os eixos coordenados A = (p,0) e B = (0,q)

nas coordenadas x,, X,, y, e y, teremos:

: - 0

y- Y1=u-(x'x1) 0 Y'qu (x-p)
X, - X, 0-p

Isto é:

-9

y'(_p)'(x P 0 (py=qx-pg
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Ou ainda:
§+X =1
gx+py=pq U P q ~— " sendoquep.qZ0

Esta ultima equacao ¢ dita equacdo segmentdria da reta que inter-

cepta os eixos coordenados nos pontos A e B dados.

Observe que partindo da equagao geral da reta ax+b.y +c=0

(com c # 0) ou ainda a.x + b.y = (—c) e dividirmos por (—c) chegare-

ax by
mos a equagao @ @ =1 equivalente a equagdo segmentdria
XL Yo () ()
—+== 1 = =
da reta P q com P . © q b

4.5 EQUAGOES PARAMETRICAS DA RETA

Quando temos as variaveis x e y escritas na forma das equagoes x =
f(t) e y = g(t), onde t é uma varidvel real e também conhecida como
parametro, estamos definindo as equagdes paramétricas da reta.
Imaginando t como tempo definido num intervalo dos nimeros
reais, essas equagoes descrevem o movimento de percurso de uma
particula.

EquagOes paramétricas de uma reta:

X=X, +k,.t
com t R

y=y,+k,.t

As equagOes paramétricas dadas definem um ponto de inicio do
percurso (quando t = 0) P = (x,y,) e conforme os valores de k, e k,
qual o sentido e a velocidade de percurso.

Observe ainda que, uma mesma reta pode ter diversos pares de
equagoOes paramétricas, isto €, dois pares de equagdes paramétricas
aparentemente diferentes podem estar descrevendo o mesmo con-
junto de pontos (a mesma reta) diferenciando-se apenas quanto ao

seu ponto de inicio e sua forma de percurso.
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_ X =X, +k,.t
Equacoes Parameétricas 1: y=v, +k, comt R P, =X, ¥o1)
. X =Xq —k .t
Equacoes Parameétricas 2: Y =yg —k,t comt[ R P,=(X0»¥o)
—

POZZ(XOZ’YOZ)

Para obter um par de equagdes paramétricas que representam uma
reta basta partindo da equacao geral da reta a.x + b.y + ¢ =0 rees-
crever a variavel x em fungao de t, x = f(t) da forma x = x, + k.t e
substituir tal expressao na equagao geral que a varidvel y fica, por
sua vez, reescrita também em funcao de t, isto é y = g(t) =y, + k,.t

comtOR

Para saber se dois pares de equagdes paramétricas representam a
mesma reta basta verificar se dois pontos que satisfazem um par
de equagdes paramétricas também satisfazem o outro par, visto
que por dois pontos do plano passa uma unica reta (axioma da
geometria euclidiana). Veja tal fato ilustrado na se¢ao de exemplos

resolvidos.

4.6 EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Determine a equagdo geral, a equagdo reduzida, a equagao
segmentdria e um par de equagdes paramétricas da reta que passa

pelos pontos A = (-1,-2) e B = (5, 2).
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Resolucdo.

EQUACAO GERAL

Yo=Y — Y=y
X. —X X —X, 0 (y2 - Yl)-(x - X1) = (Y - Y1)'(X2 - Xl)

2 1

OJ x.(y2 - Y1) + y.(x1 - xz) + X, ¥, =YX, = 0

Isto é, usando as coordenadas dos pontos dados:

0 x(2-(2)) + y((-1)-5)+5.(-2)-2.(-1) = 0
0 4x-6y-8=0

Ou ainda: 2x-3y-4=0

Poderiamos também ter usado o determinante nulo que determi-

naria a colinearidade dos pontos dados A e B com P = (x,y) genérico

da reta.
X y
A=|-1 =2 =0
5 2

= X(2)+y.5+(-1)2-5.(2)-x2-y.(-)=0
= (-4)x+6y+8=0
= 4x-6y-8=0

Ou ainda: 2.x-3.y —4 =0 (eq. geral da reta)
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EQUACAO REDUZIDA

A partir da equacao geral 2.x - 3.y —4 =0 “isolando-se” a varidvel

y temos
2 4
Y =—-.X—= (eq.reduzida dareta)
3 3
Onde o coeficiente angular ¢ M = E e o coeficiente linear ¢ 1 = —g

EQUACAO SEGMENTARIA

A partir da equagao geral 2.x-3.y-4=0 temos2x-3y=4 e

dividindo-se ambos os membros por 4 obtemos:

—x——y=1

4 4y

Ou ainda:

R A | ria d den—2eq
2 (—4)/3 (eq. segmentaria dareta) onde p=2eq= 3

EQUACOES PARAMETRICAS

A partir da equagao geral 2.x — 3.y — 4 = 0 se reescrevermos a
variavel x em fun¢ao de um novo parametro t como por exemplo
x =—1+ 6.t teremos que

2.(-1+64)-3y-4=0

ou seja =-2+4t
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Logo um par de equagdes paramétricas que define a reta que passa

pelos pontos dados é:

x=—-1+6.t
comtOR

y=-2+4t

2) Determine a equagao reduzida da reta que tem:

aam=2en=-1,
Resolucdo:

A reta é dada pory =2x - 1.

bpm=1en=0,
Resolucgdo:

A reta y = x tal reta é a bissetriz dos quadrantes 1 e 3

ogm=0en=5
Resolucgdo:

A reta y =5, tal reta é horizontal (paralela ao eixo x)

3) Verifique se os pares de equagdes paramétricas dadas represen-

tam a mesma reta.

x=1+t

Equagdes Paramétricas 1: {y —1421t

comtOR P, =(1,1)

x=3+4+2t
Equagoes Paramétricas 2: y=5+41 comtOR P,=(3,5)

Observe que nesse caso P, também satisfaz as equagdes
paramétricas 2 (quando t = - 1) assim como P, também satisfaz as

equagOes paramétricas 1 (quando t = 2).
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Sendo assim temos que os pontos P, e P, satisfazem tanto ao par
de equagdes paramétricas 1 quanto ao de equag¢des paramétricas 2,
com isso concluimos que os pares de equagdes paramétricas 1 e 2

sao duas formas diferentes de representar a mesma reta.

Observacoes.
Para escolher qual forma da equagao da reta devemos optar basta

observar os dados e escolher a equacao de reta mais conveniente:

* Na Equagao Geral y -y, =m (x - x, ), precisamos de m ( o coefici-
ente angular da reta) e de um ponto da reta.

* A Equagao Reduzida pode ser obtida com o valor de m (o coefi-
ciente angular da reta) e de n (coeficiente linear da reta).

* Para a Equagao Segmentdria necessitamos ter a equagao de uma

reta que nado passe pela origem.

4.7 EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Dados os pontos A = (2,1) e B = (3, 2) pertencentes a uma reta,

determine:

a) sua equacao geral

b) sua equagao reduzida

) sua equagao segmentaria

d) um par de equagdes paramétricas que a definem.

2) Dada a equagao geral 2x + 3y +12 = 0 determine:
a) dois pontos da reta

b) sua equagao reduzida

C) sua equagao segmentaria

d) um par de equagdes paramétricas que a definem.
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3) Verifique se os pares de equagdes paramétricas dadas represen-

tam a mesma reta.

} . x=1+2t
Equacgoes Paramétricas 1: y=2+1 comt R
. X=3+51
Equagoes Parametricas 2: y =543t comt R

4) Determine os pontos em que a reta x + 2y — 4 = (0 intercepta os

eixos coordenados.

5) Determine n para que o ponto P = (n,n? pertenca a reta

5x +y-6=0.

6) Determine a e b para que os pontos P, = (2,5) e P, = (1,3)
pertencam a reta:

ax + by -6 =0.

4.8 POSIGOES RELATIVAS DE DUAS RETAS

Aqui verificaremos como determinar a posicao relativa de duas
retas isto ¢, se elas sao paralelas distintas (ou apenas paralelas), pa-

ralelas coincidentes (ou apenas coincidentes) ou concorrentes.

Vejamos as seguintes defini¢des:

* duas retas sao ditas paralelas coincidentes (ou apenas coinciden-
tes) (r=s) quando todos os pontos que pertencem a uma delas tam-
bém pertencem a outra, isto &, elas tém uma infinidade de pontos
em comum (visto que toda reta é um conjunto infinito de pontos).
* duas retas sdo ditas paralelas distintas (ou apenas paralelas)
(r//s) quando elas ndao tem nenhum ponto em comum.

* duas retas sdo ditas concorrentes (r x s) quando elas tem apenas um

ponto em comum. Tal ponto é dito ponto de interse¢do entre as retas.
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Vemos claramente que seria impossivel testar todos os pontos do
plano cartesiano para descobrir uma possivel intersecao entre duas
retas, logo apresentaremos como determinar a posigao relativa entre

duas retas a partir das equagoes das retas em questao.

A) Se forem dadas as equagoOes reduzidas das retas (r) e (s):
(r):y=m.x+n, (8): y =m,x +n,

Teremos:

* asretas r e s serao paralelas coincidentes (r=s) se seus coeficientes

angulares forem iguais (m,= m, isto € a, = a,) e seus coeficientes

lineares também forem iguais (n,= n,). Conforme figura a seguir:

\ 4

* as retas r e s serdo paralelas distintas (r//s) se seus coeficientes
angulares forem iguais (m,= m, isto € a, = a,) e seus coeficientes

lineares forem diferentes (n, # n,). Conforme figura a seguir:

* as retas r e s serao concorrentes r X s se seus coeficientes angulares

forem diferentes (m, # m, isto é a, # a,). Conforme figura a seguir:
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B) Se forem dadas as equagdes gerais das retas (r) e (s):
(r):a,x+b.y+c =0 (s):a,x+b,y+c,=0

Comparando-se com as equagdes reduzidas das respectivas retas:

Entao:

* asretasr e s serdo paralelas coincidentes (r = s) se seus coeficien-

a, a
[ .
tes angulares forem iguais (m = m,), isto ¢é b~ b, °U ainda
a,
a.— e seus coeficientes lineares também forem iguais (n,= n,),
2

C G b, ¢
isto é = ou ainda =
b b, b, ¢,

Isto é:

* asretas r e s serao paralelas distintas (r//s) se seus coeficientes

a a
1 2
angulares forem iguais (m,= m,)), isto ¢ b - p. Ou ainda

1 2
a, b
a_= b_ e seus coeficientes lineares também forem diferentes
2 2
.. . C . ¢C . b, ¢
(n,#n), isto é ZL# 22 ouainda —# —L

b, b, b, ¢,
Isto €:
a, b, c

ot U S

1
-z
a, b, ¢

Coordenadas Cartesianas e Estudo da Reta
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* as retas r e s serao concorrentes (rxs) se seus coeficientes

a, a,
angulares forem diferentes (m, # m ), isto ¢ b %}, ouainda
1 2
a, b,
_¢—
a, b,
Isto ¢
a, b
had W
a, b,

Observacao: Se as retas forem dadas a partir de suas equagdes na
forma segmentaria ou paramétrica a observagao da posicao relati-
va das duas retas torna-se bem mais dificil e menos direta. Portan-
to nesses casos sugere-se que as equagoes dadas sejam reescritas

nas formas de equagao geral ou reduzida.

4.9 ANGULO FORMADO ENTRE DUAS RETAS

Se as retas dadas forem concorrentes podemos ainda definir o an-
gulo entre as duas retas a partir das informacdes dadas sobre seus

coeficientes angulares

A) Retas perpendiculares (r L s)
Se duas retas (r): y =m .x+n, e (s):y=m,x+n, sdo perpendi-
culares entao sendo seus respectivos angulos de inclinagao a, e a,

observe a figura:

N S

\ 4
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Temos claramente pela figura que o, = 90° + a,

Logo tga, =tg (90°+a,)

1
Da trigonometria temos que = tg (90° + a,) = - cotg a, = -7 g0l
2
1 1
Entao: tga, =- tgol, Istoé m, =- m,
Ouainda m.m,=-1

Logo (rls) & m.m,=-1

B) Retas formando um angulo 6

A

v

Observe que a, = a, + 6 e, portanto 8 =a, —a, entao tg 6= tg(a, - a,)

Usando a trigonometria temos que:

tgo, —tgal,
(%, — 0) = T3 g0, g0,

Entao para determinar o angulo 6 entre duas retas cujas equagdes

reduzidas sao:
(r:y=m.x+n, e (s):y=m,x+n, ondem =tga, e m,=tga,

Temos:
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Como os angulos formados entre as retas sao dois, um agudo e

outro obtuso, devemos considerar na formula dada as duas possi-

bilidades entao temos que a tangente do angulo 6 entre as duas

retas de equagdes reduzidas dadas é:

L m—m,

tgh = = I+m,.m,

Existe uma férmula de distancia entre ponto e reta e
entre retas paralelas. Desafiamos vocé, sem o uso des-
sas férmulas, a encontrar a distancia entre um ponto
dado e uma reta conhecida e também entre duas re-
tas paralelas. Sugestao: lembre que a distancia entre
um ponto e uma reta é tomada perpendicularmente
a mesma. Pesquise em livros didaticos e outras fon-
tes, resolvendo um exemplo sugerido por vocé e poste
a resolucao em MATERIAL DO ALUNO.

410 EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Qual é a posicao relativa entre as retas:

(r): 2x+3y-5=0 e (s):d4x+6y-1=0

Resolucao:

Tomando os coeficientes das duas retas temos:

2 b 3 c, -5
= 4 b2 - 6 C2 J—
a, b ¢ ~ ~ _—
T h entao as retas sao paralelas distintas.
a P2 G

2) Determinar a para que as retas dadas sejam coincidentes:

(r): 2a+8y+6=0 e (s):2x+ay+(a—-1)=0
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Resolucao:

a, ¢

= =~ para que sejam coincidentes.
a, ¢,

Logoa=4

3) Uma reta (s) forma um angulo agudo, com tg0 = 3, com a reta (r):
2x —y +5=0 e passa pelo ponto dado A = (2,— 1) determine a

equacao geral dessa reta (s).

Resolucao:

Da reta r temos que m, = 2 logo da férmula de angulo entre retas

m;, —m,
tgh = ~1+m,.m,
1

Teremos m2=—7 ou m2=—1

Logo temos duas opgoes de retas (s) que satisfazem o enunciado:

(5):x+7y+5=0 ou (s):x+y-1=0

411 EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Obtenha a equacao da reta que passa pelo ponto A= (3, -5) e é

paralela a reta de equacao (s): x -3y + 1 =0.

2) Obtenha a equagao da reta que passa pelo ponto A= (-1,3) e é

perpendicular a reta de equagao (s): x + 5y — 12 =0.

3) Determine a medida do angulo agudo formado pelas retas de
equacoes dadas por:

(s):2x-y+3=0 e (r):6x+2y -5 =0.

4) As retas (r) e (s) formam um angulo cuja tangente é 2. Calcule a.

(s):3ax -y +2=0 e (r)rax+y-1 =0.
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5.1 INTERPRETAGAQ GEOMETRICA DE UM
SISTEMA EQUAGOES LINEARES EM DUAS VARIAVEIS

Vimos que a equagao linear a.x +b.y + ¢ = 0 é a equagao geral de
uma reta, isto é os pontos P = (x,y) que satisfazem a equagao dada
sao pontos da reta. Desta forma um sistema de duas ou mais equa-
¢Oes lineares determina o ponto cujas coordenadas satisfazem to-
das as equagdes do sistema, isto é, geometricamente é o ponto de

intersecao das retas definidas pelas equagdes gerais dadas.

v

5.2 INTERPRETAGAO GEOMETRICA
DE UMA INEQUAGAO LINEAR EM DUAS VARIAVEIS

Da equagao reduzida de uma reta y =m.x +n temos que se P=(x,y)
€ um ponto genérico da reta entdo suas coordenadas satisfazem a
equacao reduzida dada, isto é sua ordenada (valor de y) é igual a
(m.x + n).

Entdao numa inequagdo da forma y > m.x + n estamos procurando
os pontos do plano cuja ordenada é maior que a ordenada do pon-
to P pertencente a reta para cada valor de abscissa (x) dado, como

ilustrado na figura a seguir.
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Vemos entao que o conjunto solugdao da inequagdo y > m.x +n é o
conjunto de todos os pontos do plano que estao no semi-plano

acima da reta dada.

v

Entdo, analogamente numa inequagao da forma y <m.x + n estamos
procurando os pontos do plano cuja ordenada é¢ menor que a orde-
nada do ponto P pertencente a reta para cada valor de abscissa (x)

dado, como ilustrado na figura a seguir:

\ 4
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Vemos entdo que o conjunto solug¢do da inequagao y <m.x+néo

conjunto de todos os pontos do plano que estao no semi-plano

abaixo da reta dada.

v

Observacao: Se a reta ¢ vertical ela ndo pode ser escrita na forma

reduzida, sua equagao geral é: ax + 0y + ¢ =0 ou ainda ax=—c, isto

é: x = X, como ilustrado a seguir:

A 4

Entao a inequagao x < x, tem como interpretacao geométrica o

semi-plano a esquerda da reta de equacao dada e analogamente a

inequagao x > x, tem como interpretagao geométrica o semi-plano

a direita da reta de equagdo dada, como na figura seguinte:

v

\ 4
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5.3 INTERPRETAGAO GEOMETRICA DE UM
SISTEMA DE INEQUAGOES LINEARES EM DUAS VARIAVEIS

Como ilustrado anteriormente, a solu¢ao de uma inequagao linear
¢ um semi-plano. Logo a solugao de um sistema com duas ou mais
inequacdes lineares é a intersecao dos diversos semi-planos que

sao solugoes das inequagdes dadas.

y>ax+b
y>cx+d

Observacao: Nos casos de inequagdes com 0s sinais < ou 2 a linha

da reta ficaria continua, isto é os pontos da reta também satisfari- /’
A

am a mequacao. L

Existem alguns softwares gratuitos na internet que
ilustram geometricamente a resolu¢dao de equagdes,
inequacoes e sistemas de inequagdes, lineares ou nao.
Dentre eles citamos o Graphmatica e o
Graphequation. Pesquise e tente fazer uma paisagem
colorida utilizando um dos recursos citados e postem-
na em MATERIAL DO ALUNO.

5.4 EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Represente graficamente a inequagao y > x + 2

Resolucao:

Determinam-se primeiramente os pontos que satisfazem a equa-
cao y = x + 2 isto é os pontos da reta de equagao y =x+2 e nesse
caso os pontos que satisfazem a inequacao

y >x + 2 estdo acima da reta.
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2) Represente graficamente o sistema de inequagoes

X+y<2
x—y<lI

Resolugao:

v

Temos duas inequagbes: y <-x+2 e y>x-1 fazendo os

procedimentos separadamente e depois juntando teremos:

5.5 EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Represente graficamente as inequagdes:
a)y< x+2
b)2x -y <1
x+y<s 2
d)2y-x 24

2) Represente graficamente os sistemas de inequagdes

x+y>1
a) X—y<2

x—2y>1
b) 2x —y<2
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{X+2yS1

<) 2x—y>2

x+2y>1
d)

2x+y=22

x+y—-1<0

€) X—-y+220

) Xx—-y<2

{
{x+y>l

y—x<3
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1. CONICAS

1.1 SECCOES CONICAS

O cone (superficie conica) de revolugao é a superficie formada
quando uma reta, dita reta geratriz, faz uma rotacao de 360° em
torno de outra reta, concorrente a ela, dita eixo de rotacdo, como

na figura ilustrada a seguir.

[ ~
1 eixo de rotagao

As seg¢des conicas sao curvas obtidas pela intersecao de um cone
circular reto de duas folhas com um plano. Exposi¢Oes gerais sobre
as secdes conicas sao conhecidas antes da época de Euclides (325 a
265 a.C.) e existe uma diversidade de defini¢Oes para elas, cuja equi-
valéncia é mostrada na Geometria Elementar. Atualmente, as mais
usuais referem-se a propriedade foco-diretriz dessas curvas, po-
rém, em seu célebre tratado sobre as se¢des conicas, Apolonio de
Perga (262 a 190 a.C.) nao mencionou essa propriedade e nao exis-
tia um conceito numérico que correspondia ao que chamamos de
excentricidade. Coube a Pierre de Fermat a descoberta de que as
se¢Oes cOnicas podem ser expressas por equagoes do segundo grau

nas coordenadas (x,y).

Existem algumas
versoes sobre as-
pectos historicos
do inicio dos es-
tudos das secOes
coOnicas, seus cri-
adores, datas e
etc. Existe tam-
bém uma diversi-
dade de defini-
¢Oes para elas,
cuja equivaléncia
¢ mostrada na
Geometria Ele-
mentar. Pesquise
em livros didati-
cos e outras fon-
tes essas origens,
produzindo um
texto seu e pos-
tem-no em MA-
TERIALDO ALU-
NO.
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Se o plano € perpendicular ao eixo a curva de @

intersecao do plano com o cone é uma

Circunferéncia

Obs: Se passar pelo vértice do cone tera um ponto

Se o plano ¢é obliquo ao eixo,
nao paralelo a geratriz, a curva de
intersecao do plano com o cone é uma

Elipse

Se o plano é paralelo a reta geratriz L
do cone a curva de intersecao do plano '
com o cone € uma

Parabola

Se o plano é paralelo ao eixo a curva
de interse¢ao do plano com o cone é uma
Hipérbole de dois ramos

Obs: Se passar pelo vértice do cone tera um par de retas

Neste trabalho, mostramos que uma segao conica é uma curva
cuja equagao cartesiana é do segundo grau, e inversamente, toda

curva cuja equagao é do segundo grau é uma conica.

Estudaremos a diante como descrever cada uma das cOnicas num

sistema de coordenadas cartesianas ortogonal.



¢
I EaD » UFMS @ Estudo das Conicas em Coordenadas Cartesianas

D
1.2 CIRCUNFENCIA

Uma circunferéncia é definida como:

“Um lugar geométrico de todos os pontos P=(x,y) do
plano que estao localizados a mesma distancia r, de um

ponto dado O=(x,y,) do plano.”

A

Yo L4 _____U_

v

Xo X

A distancia r é dita raio da circunferéncia

O ponto dado O=(x,y,) € dito centro da circunferéncia:

Observagao. Conforme a defini¢ao dada acima a circunferéncia é
a linha composta pelos pontos eqiiidistante a um ponto dado O.
Cuidado com a confusao freqiiente de chamar a circunferéncia de
circulo. O circulo é a regiao plana delimitada pela linha da circun-

feréncia

1.2.1 EQUAGAO REDUZIDA DA CIRCUNFERENCIA

Para determinar a equagao de uma circunferéncia de centro no ponto
O=(x,y,) e raio r vamos recorrer a definicao dada: “A circunferéncia
¢ o conjunto de todos os pontos cuja distancia ao centro O é r”.

Entao determinando a equagao desta circunferéncia teremos:
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Da férmula da distancia entre dois pontos do plano temos:

DistémciaPe‘aO=\/(X_XO)2 +(y—y0)2 =r

Entdo elevando ao quadrado ambos os membros da equagao tere-
mos a equagao de uma circunferéncia centrada no ponto O=(x,y,)

eraior:

(€)1 (x=%)+(y-y, )=

1.2.2 EQUAGAO GERAL DA CIRCUNFERENCIA

Pode-se obter a partir da equagao ( x —x,)*+ (y -y, )* =1> pelo
desenvolvimento dos produtos notaveis, para obter a equacao ge-

ral da circunferéncia:
(x=x )+ (y=-y,)=r
X2 = 2xX, + X +y = 2yy, +yli-1r"=0
X2+ y 4 (2X) X+ (- 2y)y + (x> +y, -1)=0

Ax*+By*+Cxy+Dx+Ey+F=0

onde A=B=1,C=0,D=(2x) , E=(2y,) e F=(x2+y2-1?)

Temos ainda que se partirmos de uma equagao do tipo:
N(x—x, 2+ (y —y, ? J= N
Teremos:

N.Ax*+N.B.y’+ N.Cxy + NDx+N.Ey+NF=0

onde A=B=1,C=0,D=(2x) , E=(2y,) e F=(x/+y,/ -1
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Observacao: Uma equagao geral de segundo grau completa da

forma:
Ax*+By*+Cxy+Dx+Ey+F=0

serd equagao de uma circunferéncia se A = B, nao nulos, e C=0

1.2.3 OBTENGAO DO CENTRO E DO RAIO DE UMA CIRCUNFERENCIA
A PARTIR DE SUA EQUAGAO GERAL

Dada a equagado geral de uma circunferéncia ¢, por exemplo,
x*+y*+6x-10y +18=0

Podemos determinar o centro e o raio de ¢ completando os qua-

drados perfeitos (também chamado método de reducio.).

Esse método consiste em obter a forma reduzida a partir da equa-

¢do geral.

12 passo: Agrupamos os termos em x e os termos em Yy, isolando

num dos membros da equagao o termo independente:

(2 + 6x) + (y? — 10y) = — 18.

2° passo: Somamos a ambos 0os membros da igualdade um mesmo
termo, de modo que o agrupamento em x se transforme num

quadrado perfeito:

(X + 6x 49) + (y? — 10y) =— 18 + 9.

3¢ passo: Somamos a ambos os membros da igualdade anterior
um mesmo termo, de modo que o agrupamento em y se transfor-

me em um quadrado perfeito:

(C + 6x + 9) + (y2 — 10y + 25) = — 18 + 9 + 25.

E assim, temos:

(x +3)2+ (y — 5)=16.
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Obtivemos assim a equagao reduzida da circunferéncia ¢.

Portanto seu centro e raio sao, respectivamente, O = (-3, 5) e r = 4.

\ 4

1.2.4 EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Determine a equacao reduzida e geral de uma circunferéncia de

centro no ponto

C=(-1, 3) eraio r =5. Desenhe-a.

Resolucgao:

Da férmula da equacao reduzida de uma circunferéncia

(x=x '+ (y-y, =+

Substituindo adequadamente os valores dados obtemos:

Equacao reduzida: (x+1)*+(y-3)*=25

\ 4

Equagao geral: x*+y?+2x -6y —15=0

2) Dada a equacao geral de uma circunferéncia determine sua equa-

¢ao reduzida, seu centro e raio.

xX*+y*—4x+6y+4 = 0
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Resolucao:

Utilizando o método de redugdo, completando-se os quadrados

perfeitos, obtemos:
(X*—4x +4)+(y*+6y+9)-4-9 +4 =0

(=27 + (y +3) = 9

Logo comparando com a féormula da equacao reduzida da circun-

feréncia temos:

C=(2,-3) e raio3

3) Determine a equagao da circunferéncia que contém pontos

A=(13),B=(02)eC=(-10)

Resolucao:

Da férmula da equacao reduzida de uma circunferéncia
(x=x,)+(y-y,) =1 eusando o fato de que os pontos perten-
cem a circunferéncia, entdo satisfazem sua equagao:
(1-x, P +(3-y,)=r
(0-x, )2+ (0-y, )=

(-1-x,+0~-y,) =1

Resolvendo o sistema obtemos que C = (x,y,) = (1,1) e r=2

1.2.5 EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Escreva as equagodes reduzida e geral das circunferéncias de cen-

tro C e raio r dados. Desenhe-as:
a)C=(17) er=4
b)C=(02) e r=./7
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)C=4,-8) e r=ﬁ

1
d)C=(-1,-3) er )

2) Obtenha as coordenadas do centro e o raio da circunferéncia de

equacao geral dada por:
a)xX*+y*-2x—-12y - 44 =0
b) x* +y*—6x+6y+5=0
QxX*+y*+4x-21=0

d)x*+y-6y+5=0

3) Determine a equacao reduzida da circunferéncia que tem cen-

tro no ponto C = (3, -1) e que passa pelo ponto P = (2,4).

4) Os pontos A= (2,3) e B=(4,1) sdo diametralmente opostos numa

circunferéncia. Obtenha a equagdo geral desta circunferéncia.

5) Obtenha a equagao reduzida de uma circunferéncia tem centro

no ponto C = (2,1) e é tangente a reta (t): 15x + 8y — 20 = 0.

6) Uma circunferéncia inscrita num quadrado tem equagao
x? + (y +2)*=9. Determine a equagao da circunferéncia circunscri-

ta a esse quadrado.

1.3 ELIPSE

Dados os pontos F, e F, fixados no mesmo plano, distantes entre si
uma medida dada 2¢, e uma medida 2a maior que a distancia en-

tre os pontos fixados uma elipse é definida como:

“O lugar geométrico de todos os pontos P=(x,y) no mesmo
plano dos pontos F, e F,, tais que a soma das distincias

desses pontos a F e F, seja sempre igual a 2a”
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Isto é:

d(® F)+d(EF) - 2a

O ponto dado O=(x,y,) € dito centro da elipse:
Os pontos dados F, = (x,,y,) e F,= (x,,y,) sdo ditos focos da elipse:

A distancia d(F,, F) ¢é dita distdncia focal = 2c

Observacao. Como A, e A, sdao pontos da elipse temos que:
d(A, F)+d(A,F) = 2a

d(A, F) +d(A, F)

2a

Isto é:

d(A, F)+d(A, F)+d(A, F)+d(A, F,) = 4a

d (A, F)+[dA, F)+dF, F)]+[dA, F)+d(F, F)]+d(A, F) =4a

Como d(A,, F)) = d(A,, F,) temos:

2{d(A, F)+d(F, F)+d(A, F) | =4a

Logo:
d(A, F)+d(F,F)+dA,F)=2a

Entdo teremos a distancia correspondente ao tamanho do eixo

maior da elipse = 2a

d(A,A)=d(A,F)+dF,F)+dA, F)=2a
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Além disso, sendo os pontos B, e B, pertencentes a elipse com
distancia 2b entre si, cujo segmento forma 90° com o eixo maior,

chegaremos ao tamanho do eixo menor da elipse = 2b.

A partir das definigdes dadas e tomando o ponto P = B, observe

outra propriedade da elipse:

B1:P

1
1
1
1
1
1
1
1
r

A] A2

o
o

B,

Pelo Teorema de Pitagoras:

a’=b*+ ¢’

C
E a medida da razdao e = — serda chamada de excentricidade da
a

elipse tal medida nos da o grau de “abaulamento” da elipse, isto é

quao “arredondada” ou “alongada” ela é.

Observe ainda que se ¢ = 0 a elipse degenerada serd uma circunfe-
réncia (por essa razao alguns autores ndo definem a circunferéncia
como um tipo diferente de conica, estudam-na sim como um caso

particular de elipse).

Sao chamados elementos principais de uma elipse:

seu centro, os tamanhos dos seus eixos, a distancia focal, as coorde-

nadas dos pontos F, F,, A, A, B,, B, e sua excentricidade.
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1.3.1 EQUAGAO REDUZIDA DA ELIPSE

Primeiramente vamos definir a equagao de uma elipse, conforme
na figura a seguir, de centro no ponto O=(0,0), focos nos pontos no
eixo x dados por F = (-¢, 0) e F,= (¢,0), medida do maior eixo 2a,
medida do menor eixo 2b e distancia focal 2c vamos recorrer a
defini¢do dada: “A elipse é o lugar geométrico de todos os pontos
P=(x,y) no mesmo plano dos pontos F, e F,, tais que a soma das

distancias desses pontos a F e F, seja sempre igual a 2a”.

A
B, P
Al F1 o Fz Az
Bz

Entao determinando a equacao reduzida desta elipse teremos:

Da férmula da distancia entre dois pontos do plano temos:

d(PF) = J(x = (=)} + (y—0Y
d(PF) = J(x—c) +(y -0y

d(P, F)+d(P F) = 2a

Jex—(=0)F +(y=0) +/(x—c} +(y—0) =2a
\/(X+C)2 +(y) +\/(x—c)2 +(y)y =2a




L2

2

m MATEMATICA — Licenciatura & EaD-UFMSI

2

Isto é:

x+ef +() =2-yx-cf + ()

Elevando ao quadrado ambos 0os membros da equagao teremos:
(x+c)P+y =4da—4a,/(x—cf +(y) +(x—cP+y
X2+2cex+c2+y? = da2—da. (x—c)+ y +x-2cx+c+y
da.||(x—c)’+ y’ =4a2—4dcx

a.(x-c)+y?=a’-cx

Elevando ao quadrado, novamente, ambos os membros da equa-
cao teremos:

a’{(x —c)?+y*} = (a* - cx)?

a’x? — 2a%c.x + a’c® + a%y? = a* — 2c.a’ + cx?

a2x2 _ C2X2 + a2y2 = a4 _ aZCZ

(a2 _ Cz)xz + azyz - az.(a2 _ Cz)

Mas sabemos que a* = b? + ¢ isto é, b? = a> — ¢? entao:

b2 + azyz = a2bh?

Dividindo-se ambos os membros por a’.b? obteremos a equagdo
reduzida de uma elipse centrada no ponto O=(0,0), focos nos pon-
tos localizados no eixo x dados cujas coordenadas sao F = (-, 0) e

F,=(c,0), medida do maior eixo 2a e medida do menor eixo 2b:
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Analogamente chegariamos a equagdo reduzida de uma elipse,
conforme na figura a seguir, centrada no ponto O = (0,0), focos nos
pontos localizados no eixo y dados por F =(0,—c) e F, = (0,c), medi-

da do maior eixo 2a e medida do menor eixo 2b:

A
A2
P 2 2
X y
g Dt ==1
F2 (@) 27,2
B2 O B1
Fl
Al

Ainda por translacio temos que, se a elipse esta centrada no ponto
O=(x,y,) com focos em reta paralela ao eixo x, como na figura,

teremos x=Xx +x, e y=y +y 1stoe:

X=x=-X, ey=y-y,

\ 4

v
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Substituindo tais valores na equagao deduzida anteriormente para

), )

O0=00)—7"+ b2 =1 teremos que a equagio reduzida da elipse
a

centrada no ponto O = (x,y,) com focos em reta paralela ao eixo x:

() (X_)Z(o) +(Y‘Yo)

a b? =1

Analogamente chegariamos a equacdo reduzida de uma elipse,
conforme na figura a seguir, centrada no ponto O = (x,y,), com

focos em pontos localizados numa reta paralela ao eixo y.

P
F,
2 2
> éo : (x—x,) +(y_Y<)) ~1
0 ( ) b2 aZ
F

v

Observacao. As ultimas duas equagdes dadas

(X_Xo)2+(y_YO)2 16 (X_X0)2+(Y_YO)2

=1
a’ b? b? a

se reduzem as primeiras quando (x,y,) = (0,0).
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1.3.2 EQUAGAO GERAL DA ELIPSE

(X_Xo)2 + (y_YO)z
a’ b?

desenvolvimento dos produtos notaveis, para obter a equacao ge-

Pode-se obter a partir da equagao =1, pelo

ral da elipse:

(X_X0)2 n (y_YO)2

=1
a’ b?

b2.(x* = 2.x.x, + x, )+ at.(y* - 2.y.y, + y,) —atb* =0

b2x? + aty? + (-2.x,b?).x + (- 2.y,.a%).y + (b>x} + a’y’ — a’b*) =0

Ax*+By*+Cx.y+Dx+Ey+F=0

onde A=b*,B=2a’>, C=0,D = (2. x,b%, E=(2y,a% eF=([b’x>+a%yS - a’b?)

Temos ainda que se partirmos de uma equagao do tipo:

(X_Xo)2 n (Y_YO)2
a’ b’

N{ V=N

Teremos:

N.Ax* + NB.y> + N.Cx .y + NDx+N.Ey + N.F=0

onde A=b?,B=a?, C=0,D = (-2 x,b?), E=(-2.y,a% e F = (b>x? + a’y 2 — a’b?

Observagao. Uma equagado geral de segundo grau completa da

forma:

Ax*+By*+Cxy+Dx+Ey+F=0

serd equagao de uma elipse se A # B, nao nulos, e C=0
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1.3.3 OBTENGAQ DOS ELEMENTOQS PRINCIPAIS
DE UMA ELIPSE A PARTIR DE SUA EQUAGAQ GERAL

Dada a equacgao geral de uma elipse, por exemplo,
4.x* +9.y* — 16.x — 90y + 205 = 0

Podemos determinar os elementos principais de ¢ completando

os quadrados perfeitos (também chamado método de redugdo).

Esse método consiste em obter a forma reduzida a partir da equa-

¢do geral.

1° passo: Agrupamos os termos em x e os termos em y, isolando

num dos membros da equagao o termo independente:

4.0 = 4x) + 9.(y? — 10y) = — 205.

2° passo: Somamos a ambos os membros da igualdade um mesmo
termo, de modo que o agrupamento em x se transforme num qua-

drado perfeito:

4.0 — 4x +4) + 9.(y> — 10y) = — 205 + 16.

3° passo: Somamos a ambos os membros da igualdade anterior
um mesmo termo, de modo que o agrupamento em y se transfor-

me em um quadrado perfeito:

4.x2 — 4x + 4) + 9.(y> — 10y + 25) = — 205 + 16 + 225.
E assim, temos: 4.(x —2)* + 9.(y — 5)* = 36.

Obtivemos assim, dividindo-se ambos os membros por 36, a equa-

_7)? _5)\2
¢do reduzida da elipse (¢): (x 92) + (y 45)

=1 cujos elementos

principais sao:
Centro O = (2,5)

Eixo maior=2.a=23=6 e Eixo menor=2b=22=4
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5

Distancia focal =2.c= 2./5 (poisc®>=a?>-b?) e Excentricidade e = 3

F=(2-45,5), F= (2+4/5,5), A= (-1,5), A= (55), B=(2,3) e B= (2,7)

®)

1
1
1
1
1
1
r
1
1
1
1
1
1

\ 4

1.3.4 EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Determine a equacao reduzida e geral de uma elipse de semi-
eixo menor b = 3 e com focos nos pontos F, = (-2,0) e F, = (2,0) ,

desenhe-a.

Resolucao:
Como os focos sao pontos pertencentes ao eixo x e distam 4 uni-
dades entre si entao seu centro ¢ O = (0,0) e sua equagao é da

forma:

Como foi dado que b = 3 e sabendo que a distancia focal é 2c = 4

temos que a = \/B

2 2
Logo a equacgao da elipse é: 'Y + % =1
2) Determine as coordenadas dos focos da elipse de equagao

25x* + 4y* - 100 = 0

Resolucao:

Reescrevendo a equagao dada temos 25x* + 4y? = 100.
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Dividindo-se ambos 0os membros da equagao dada por 100 obte-

remos:

4 25
Dai temos quea=2,b=5 e O=(0,0), entdao c= /2]
Além disso da equagdo vemos que os focos estao no eixo y.

Portanto os focos da elipse de equacao dada sao:

F =0 y21) e F,=(0,-21)

3) O ponto P = (0,1) pertence a uma elipse de focos

F =(-1,0)eF,=(1,0), entao qual é a equagao dessa elipse?

Resolucao:

Temos que 2c = 2, a elipse tem maior eixo no eixo x e seu centro é

O = (0,0).

Como P pertence a elipse entdo 2b =2 dai a= /7, entdo a equagdo

da elipse é:

1.3.5 EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Determine as medidas dos eixos e as coordenadas dos focos das

elipses de equacdes, desenhe-as:

2 2

y

a) —+=—=1

25 16

b) 5x* + 6y = 30

) 4x* + 3y* =12
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d)x2+y7=1

2) Escreva a equacao geral das elipses tais que :

a) A, =(6,0) e B, =(04).
b) A, = (0, 5) e B, = (- 1,0).
) A, =(-7,0)eF, =(13,0).

d)F,=(0~-4/5)eB,=(20)

3) Os eixos de uma elipse medem 26 e 24. Qual ¢ a distancia focal

dessa elipse?

4) Uma elipse de focos nos pontos F, = (- 4, 0) e F, = (4,0) tem

excentricidade e = 5 Determine sua equacao geral.
5) O ponto P = (2,1) pertence a elipse de equagao nx* + 2y? = 6.

Entao determine n e calcule a distancia focal dessa elipse.

6) O ponto P = (- 1,3) pertence a uma elipse cujos focos sao
F =(-3,1)eF,=(1,1), calcule a medida dos eixos, a excentricida-

de e a equacao reduzida da elipse.

1.4 PARABOLA

Dada uma reta r e um ponto F, nao pertencente a r, distantes entre

si, uma medida conhecida 2p, uma pardbola é definida como:

“O lugar geométrico de todos os pontos P=(x,y), no mesmo
plano do ponto F e da reta 1, eqiiidistantes a reta dada e

ao ponto F”.
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Isto é:

d(PF) = d(Pr)

A reta r é dita reta diretriz da parabola
O ponto dado F= (x,y,) € dito foco da elipse:

O ponto dado V= (x,y,) € dito vértice da elipse (ponto mais proxi-

mo de 1)

1.4.1 EQUAGAO REDUZIDA DA PARABOLA

Primeiramente vamos definir a equac¢do de uma pardbola, confor-
me na figura a seguir, de vértice no ponto O=(0,0), foco num pon-
to no eixo x dado por F= (p, 0), distancia a reta r (paralela ao eixo

y) medindo 2p (p>0), vamos recorrer a definicao dada:

“A parabola é o lugar geométrico de todos os pontos
P=(x,y), no mesmo plano do ponto F e da reta r,

eqiiidistantes a reta dada e ao ponto F”.

v
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Entao determinando a equagao reduzida desta pardbola teremos:

Da férmula da distancia entre dois pontos do plano temos:

A®R) = J6—py + G- 0)

Além disso, é facil ver que a equagado da reta diretriz, nesse caso, é

X = — p e, portanto:
dPr)=x+p

d(BF) = d(Pr)

JG—p) +(y—0) =x+p
Elevando ao quadrado ambos 0os membros da equagao teremos:

(x=p)+y> = (x+p)

x> - 2px + p* + y* = x> + 2px + p?

Portanto a equacgdo reduzida da pardbola de vértice no ponto

0=(0,0), foco num ponto no eixo x sera:

() : y*=4.px com p>0

Analogamente teriamos as equagoes reduzidas nos casos ilustra-

dos nas figuras seguintes:

Se o ponto F estivesse a esquerda do vértice,

v

como na figura:

(#): y*= —4px com p>0
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Ainda se os eixos x e y forem “invertidos” teremos os casos:

A
"~
F| ™
S
SN
1
1
1
»
T »
vV o
1
A
1
1
V 1
1
! »
»
1
)
.
JRe
R
R3

Se o ponto F estivesse acima do vértice,
como na figura:

(#?): x*= 4.p.y com p>0

Se o ponto F estivesse abaixo do vértice,
como na figura:

(#): x*= —4.py com p>0

Ainda por translagdes chegaremos as equagédes reduzidas nos va-

rios casos ilustrados nos quais V= (x,y):

Se o ponto F estivesse a direita do vértice
V= (x,y,), como na figura:

(2): (y-y)?= 4p.(x-%,) com p>0

Se o ponto F estivesse a esquerda do vértice
V= (x,y,), como na figura:

() (y-y,) = —4p.(x-x,) com p>0
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Se o ponto F estivesse acima do vértice

V=(x,y,), como na figura:

r (#): (x=x,)= 4p.(y-y,) comp>0

A\ 4

Se o ponto F estivesse abaixo do vértice

P V=(x,y,), como na figura:

[

(#): (x=xF= —4p(y~y) comp>0

B LT LTy PPy B
\ 4

Observacao. As ultimas quatro equagdes dadas
(Y =y =4px=-%) e  (y-y)= -4p.x=x)

(x=x)= 4p(y-y,) e (x=x))*= —4p.(y -y,

se reduzem as primeiras quando (x,y,) = (0,0).

1.4.2 EQUAGAO GERAL DA PARABOLA

Pode-se obter a partir da equagao (y —y,)* = 4.p.(x — x,), pelo de-
senvolvimento do produto notavel, para obter a equacdo geral da

parabola:
(y = yp)’ = 4p.(x = x,)
y? = 2.y,y +y,2 =4px - 4.pXx,
y:—4px-2y,y +(y,>+4px)=0
0.x* +y* —4px-2y.y +(y,2+4px,) =0

Ax*+By*+Cx+D.y+ E=0
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onde A=0,B=1,C=-4p,D=.-2y eE=(y’+4pXx)

Analogamente realizamos os calculos para as equagoes referentes

aos outros casos:

(Y =¥y)* == 4p.(x = x,)

V- 2y,y ty,=-4px+4px,

y +4px-2y,y+ (v, -4px)=0

0.x* +y>+4px-2y.y+(y,>—4px) =0

Ax*+By*+Cx+Dy+ E=0
onde A=0,B=1,C=+4p,D=.-2y,eE=(y’—-4px,)

(X =X = 4p.ly = ¥,)

X* = 2x,.x +x7= 4py -4p.y,

X = 4py - 2x,.X+ (x> +4py,) =0

x>+ 0.y*= 2.x,Xx = 4.p.y + (x;> +4.p.y,) =0

Ax*+By*+Cx+D.y+E=0
onde A=1,B=0,C=-2x,,D=-4peE=(y>+4px)

(X =X = = 4p.(y = ¥,)

X* = 2x,X + X =—4.py +4py,

x> +4py - 2x,.x + (x7 - 4py,) =0

X+ 0.y* = 2x,x + 4.p.y + (x, - 4p.y,) =0

Ax*+By*+Cx+D.y+E=0

onde A=1,B=0,C=-2x,, D=+4peE=(y’-4pXx)
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1.4.3 OBTENGAO DO VERTICE E DO FOCO DE UMA PARABOLA
A PARTIR DE SUA EQUAGAQ GERAL

Dada a equagao geral de uma parabola, por exemplo,

y? —4.x - 10y + 53 = 0.

Podemos determinar os elementos principais de #» completando

os quadrados perfeitos (também chamado método de redugdio.).

Esse método consiste em obter a forma reduzida a partir da equa-

¢do geral.

12 passo: Agrupamos os termos em x e os termos em y, isolando

num dos membros da equagao o termo independente:

- 4x + (y* - 10y) = - 53.

2° passo: Somamos a ambos 0os membros da igualdade um mesmo
termo, de modo que o agrupamento em y se transforme num

quadrado perfeito:

—4x + (y2 = 10y + 25) = — 53 + 25.

3° passo: Arrumamos os termos da equagao isolando-se o quadra-

do perfeito em y:

E assim, temos: (y-5)*=-28+4x.

Obtivemos assim, colocando 4 em evidéncia no segundo termo, a

equagdo reduzida da parabola (#°): (y - 5)* = 4.(x - 7)

Que é a equagao reduzida de uma pardbola cujos elementos prin-
cipais sao:

Vértice V = (7,5)

p=1

Foco F = (8,5)

Reta diretriz: x=6
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1.4.4 EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Obter a equagao da paradbola de foco F = (- 3,0) e vértice

V =(0,0), a equagao de sua reta diretriz e desenhe-a.

Resolucao:
A distancia entre P e V determina o valor de p, logo p = 3.
Entdo, como P e V estdao no eixo X, a equagao da parabola é da

forma:

y?= —4.px

Logo a equagao procurada é:

y?= —12.x

2) Determine as coordenadas do foco e a equagao da reta diretriz

da parabola de equagao x> — 8y = 0.

Resolucao:
Reescrevendo a equacao dada teremos: x> = 8y

Claramente essa equagao € do tipo: x*= 4.p.y, logo p =2.

Pelo tipo de equacao reconhecemos que a parabola tem vértice

V =(0,0) e foco no eixo y, a saber: F = (0,2)

Além disso sua reta diretriz ¢ dada pela equagao: y =-2
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3) Obtenha a equacao e a representacao grafica da pardbola de

foco F = (4, - 5) e reta diretriz dada por y = - 1.

Resolucao:

Dados o foco e a diretriz conseguimos determinar a posigao e equa-

cao da parabola:

v

r Como o ponto F estd abaixo do vértice

V=(4,- 3 ) e p =2 como na figura:

(#): (x =47 = -8y +3)

N T SRR R

4) Dada a equagao geral x> + 4x — 8y + 12 = 0 obtenha as coordena-
das do vértice e do foco da pardbola representada pela equagao

dada.

Resolucao:
Agrupando as parcelas em x teremos:

(X +4x) = 8y — 12

Completando os quadrados:
(x*+4x+4)= 8y-12+4
(x+2)*= 8y -8

(x+20= 8y~ 1)

Entdo o vértice da pardbola é V=(-2,1), p=2e o foco é F = (- 2,3)
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1.4.5 EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Determine o valor de p, as coordenadas do foco e do vértice e a

equagao da reta diretriz das parabolas dada
a) x> = 6y
b) y* = - 10x
o) x*+6x—-12y +21=0

d)y*+8x-10y +25=0

2) Determine a equacao geral da parabola de foco F = (2,3) e vérti-

ce V=(53)

3) Determine a equacao da pardbola, sabendo-se que V = (-1, -3),
seu foco estd a esquerda de V numa reta paralela ao eixo x e o

ponto P = (-2, -5) pertence & parabola.

4) Determine o valor de p, as coordenadas do foco e a equagao da
parabola com vértice na origem com foco no eixo x a direita do

vértice, sabendo-se que M = (?,— 4) pertence a ela.

1.5 HIPERBOLE DE DUAS FOLHAS

Dados os pontos F, e F, fixados no mesmo plano, distantes entre si
uma medida dada 2¢c, e uma medida 2a maior que a distancia en-

tre os pontos fixados uma hipérbole é definida como:

“O lugar geométrico de todos os pontos P=(x,y) no mesmo
plano dos pontos F, e F,, tais que a diferenca entre as dis-

A . . .
tancias desses pontos a F e F, seja sempre igual a 2a”.
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Isto é: d(P, F)-d( F) = 2a

O ponto dado O=(x,y,) € dito centro da hipérbole
Os pontos dados F = (x,,y,) e F, = (x,/y,) sao ditos focos da hipérbole

A distancia d(F,, F,) é dita distdncia focal = 2c

Observacao: Como A, e A, sdo pontos da hipérbole temos que:
d(A, F)-d(A, F)= 2a

d(A, F)- d(A, F) = 2a

Isto é:
d(A, F)- d(A,F)=d(A, F)-d(A,F)

[d(A, A) +d(A, F)]-d(A, F)=[d(A, A)+d(A, F)] - d(A, F,)

Entao

d(A, F)=d(A, F)

Logo temos:

[d(A, A) +d(A, F)]-d(A, F)=2a

Entao: d(A, A) =2a

essa serd a distancia correspondente ao tamanho do eixo real da hipérbole = 2a.
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Além disso, sendo os pontos B, e B, pertencentes a uma reta pas-
sando pelo centro O da hipérbole com distancia 2b entre si, chega-

remos ao tamanho do eixo imagindrio da hipérbole = 2b.

A partir das defini¢des dadas e tomando o ponto P = B, observe

outra propriedade da elipse:

[ ———

=== Tr

Pelo Teorema de Pitagoras: ¢*=a”+ b?

c
E a medida da razdo e = — serd chamada de excentricidade da
a

hipérbole tal medida nos da o grau de “abaulamento” da hipérbole,
isto é quao “achatada” ou “alargada” ela é. Além disso, como ilus-
trado na figura a seguir associada a hipérbole existe um par de
retas, ditas retas assintotas, das quais a hipérbole se aproxima se
nunca atingir. Essas retas sao as retas suporte das diagonais do re-

tangulo auxiliar C,C,D,D, cujos lados medem 2a e 2b.

Sao chamados elementos principais de uma hipérbole:
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Seu centro, os tamanhos dos seus eixos real e imaginario, a distan-
cia focal, os pontos F, F, A, A,, B,, B,, sua excentricidade e as
equacdes das duas retas assintotas (uma delas passa pelos pontos

O e C, e a outra pelos pontos O e C,)

1.5.1 EQUAGAO REDUZIDA DA HIPERBOLE

Primeiramente vamos definir a equagao de uma hipérbole, con-
forme na figura a seguir, de centro no ponto O=(0,0), focos nos
pontos no eixo x dados por F, = (-, 0) e F,= (c,0), medida do eixo
real 2a, medida do eixo imagindrio 2b e distancia focal 2c vamos

recorrer a defini¢do dada:

“A hipérbole é o lugar geométrico de todos os pontos
P=(x,y) no mesmo plano dos pontos F, e F, tais que a dife-

renca entre distincias desses pontos a F e F, seja sempre

igual a 2a”.
A
B
: P
O
F, A A, F,
B2

Entao determinando a equagao reduzida desta hipérbole teremos:

Da férmula da distancia entre dois pontos do plano temos:

d(BF) = J(x - (~¢)} + (y-0Y
d(PF) = |/(x ~c)' +(y -0
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d(P,F)—d(P,F) = 2a

\/("_(_C))ZJF()’—O)2 _\/(X—C)z+(y—0)2 =2a
\/(X+C)Z +(y) _\/(X—C)z +(yy =2a

Isto é:

x+ef +() =2Fx-cf +()

Elevando ao quadrado ambos 0os membros da equagao teremos:
(x+eP+y = 4 +4a [(x ) +(y) +(x—oP+y

x?+2.cx+c?+y? = 4a’+ 4a. /(X_C)2+(y)2 +x?-2.cx +ct+y?
4a, (x—c)2+(y)z = 4.cx —4a’
a. J(x—c)2+(y)z = cx—a’

Elevando ao quadrado, novamente, ambos os membros da equa-

¢ao teremos:
a’{(x—cP+y’}= (cx-—a??
a’x? — 2a%c.x + a’c* + a’y? = a* — 2c.a’™x + A

22

a’x? — cx* + a’y? = a* - a’c

(@> - ¢?).x* + a’y? = a%(a’> - )

Mas sabemos que c¢? = a? + b?, isto é, (-b?) = a? — ¢? entdo:

(-b?).x* + a’y* = a% (-b?)
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Dividindo-se ambos os membros por a®. (-b* obteremos a equa-
¢do reduzida de uma hipérbole centrada no ponto O=(0,0), focos
nos pontos localizados no eixo x dados cujas coordenadas sao
F = (-c, 0) e F,= (c,0), medida do eixo real 2a e medida do eixo
imaginario 2b:

x> y?
= -

v

()

o

Analogamente chegariamos a equacdo reduzida de uma hipérbole,
conforme na figura a seguir, centrada no ponto O = (0,0), focos nos
pontos localizados no eixo y dados por F =(0,—c) e F, = (0,c), medi-

da do maior eixo 2a e medida do menor eixo 2b:

A
FZ
P

A 2 2

2 JAh. X
B 0 g RS

LA, B,
Fl

Ainda por translagdo temos que, se a hipérbole esta centrada no
ponto O=(x0,y0) com focos em reta paralela ao eixo X, como na

figura, teremos x=x+x, e y=y +y, istoé:

X=Xx=-X, e y=y-y,
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Substituindo tais valores na equagao deduzida anteriormente para

0-(0,0), ();3 Nk

=1 teremos que a equagio reduzida da
hipérbole centrada no ponto O=(x,y,) com focos em reta paralela

a0 eixo Xx:

() : (X_);o) _(y=vo)

a b? =1

Analogamente chegariamos a equacdo reduzida de uma hipérbole,
conforme na figura a seguir, centrada no ponto O = (x,y,), com
focos em pontos localizados numa reta paralela ao eixo y.

4

: Y-y (x=%)" _

a b? :

()

Observacao: As ultimas duas equagdes dadas

(x-xy)" (y-y,)’ 1 (Yy-¥,)" (x—x,)° 1
2 - b2 =le 2 - 2 -
a a a

se reduzem as primeiras quando (x,y,) = (0,0).
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1.5.2 EQUAGAO GERAL DA HIPERBOLE

2 2
X —X —
Pode-se obter a partir da equagao ( > 0) - &y bz]())
a

desenvolvimento dos produtos notaveis, para obter a equagao ge-

=1, pelo

ral da hipérbole:

(x %)’ _ (Y=o’
a’ b’

=1

b2%.(x* = 2.x.x, + x7) — a%.(y* = 2.y.y, + y,2) —a*b*=0
b2.x* — a2y + (-2.x,.b%).x + (2.y,a%).y + (b>x - a>y 2 - a’b?) =0

Ax*+By*+Cx.y+Dx+Ey+F=0

onde A=b?,B=-2a>,C=0,D=(-2.x,b%),E=(2.y,a%)e
F = (b>x - a’y > — a’b?)

Temos ainda que se partirmos de uma equagao do tipo:

(x=x,)’ _(y- Yo)
N{ a2 b2

}=N

Teremos:

N.Ax> + N.B.y> + N.Cx .y + NNDx+N.Ey+N.F=0

onde A=b?,B=-2a*>,C=0,D=(-2.x,b%,E=(2. y,a%)e

F = (b2x,> - a’y? — a’b?

Observagdo: Uma equacao geral de segundo grau completa da

forma:
Ax*+By*+Cxy+Dx+Ey+F=0

serd equagao de uma hipérbole se A.B <0 (A e B tém sinais contra-

rios) e C=0
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1.5.3 OBTENGAO DOS ELEMENTOS PRINCIPAIS DE UMA HIPERBOLE
A PARTIR DE UMA HIPERBOLE DE SUA EQUAGAO GERAL

Dada a equagao geral de uma hipérbole, por exemplo,
4x*-9.y*-16x+90y —245=0
Podemos determinar os elementos principais de 7" completando

os quadrados perfeitos (também chamado método de redugdo.).

Esse método consiste em obter a forma reduzida a partir da equa-

¢do geral.
12 passo: Agrupamos os termos em x e os termos em y, isolando
num dos membros da equagao o termo independente:
4.(x* — 4x) — 9.(y* — 10y) = 245.
2° passo: Somamos a ambos 0os membros da igualdade um mesmo

termo, de modo que o agrupamento em x se transforme num qua-

drado perfeito:

4.0¢ — 4x +4) = 9.(y?> — 10y) = 245 + 16.

3° passo: Somamos a ambos 0os membros da igualdade anterior
um mesmo termo, de modo que o agrupamento em y se transfor-

me em um quadrado perfeito:
4.(x* —4x +4) - 9.(y* - 10y + 25) = 245 + 16 — 225.
E assim, temos: 4.(x —2)* - 9.(y — 5)* = 36.

Obtivemos assim, dividindo-se ambos os membros por 36, a equa-
x-2)" (y-9’

¢do reduzida da elipse (7): =1 cujos elementos

9 4
principais sao:
Centro O = (2,5)
Eixoreal=2.a=23=6 e Eixo imagindrio=2b=22=4

Distancia focal =2.c= 2.\/5 (pois c>=a’+b? e

V13

Excentricidade e = T

F=(2-4135), F= (2+\/13.5), A= (-15), A= (55), B= (23) e B= (27)
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Equagao das retas assintotas: 3y =2x + 11 (passa por Oe C, =(5,7))
3y =-2x+19 (passa por Oe C,=(-1,7) )

A

v

1.5.4 EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Determinar a equagao da hipérbole de focos F, = (-3,0) e

F, = (3,0) cujo semi-eixo real é a = 2.

Resolucao:
Dados os focos conclui-se que a hipérbole tem seu eixo real situa-

do no eixo x, que a distancia focal é 2c = 6 e seu vértice é V = (0,0).

Sendo assim como ¢*=a?+b’> entdo b= ,/5
2 2

X
Logo a equagao da hipérbole é: 25 =1

2) Obtenha as medidas dos eixos real e imaginario e as coordena-

das dos focos da hipérbole dada por : y* - 3x*=09.

Resolucao:
Dividindo-se a equagao dada por 9 obteremos a equagdo reduzida

da hipérbole:

y X

9 3

Logo a=3eb=,/3, portanto o eixo real é 6 e o eixo imaginario ¢

243

Além disso, como c*=a?+b? entdo c =2 e portanto os focos sao:

Flz(olz\/g) e F2=(0,—2\/§)
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3) Determine as equagdes das retas assintotas da hipérbole:

Resolucao:
Como explicitado na equagdo dada V =(0,0), a=3 e b =5, entdo a

hipérbole ilustrada a seguir tem assintotas dadas pelas equagdes:

A

<
: (r): yzg x e (r):y=—

X

D W

1.5.5 EXERCICIOS RESOLVIDOS

1) Determine as medidas dos eixos real e imaginario e as coorde-

nadas dos focos das hipérboles de equagdes:
2 2

a)X——y—zl
4 3
2 2
2 5

C) 9x* — 4y* — 18x— 16y — 43 =0

d) 3y*- x* — 24x — 6y + 56 = 0

2) Escreva a equagao da hipérbole eqiiilatera (quando a= b) cujos

focos sao F, = (0,-3) e Fa,=(0, 3)

3) Obtenha a equagdo geral da hipérbole que contem o ponto

P= (ﬁ,4) e cujos focos sao os pontos F, = (— ﬁ,O) e F,= (ﬁ,O)

4) Determine as equacgOes das retas assintotas da hipérbole

2x2 - 3y? = 18.

5) Os pontos A, = (5,6) e A, = (5,2) sao extremidades do eixo real
de uma hipérbole cuja distancia focal é 6. Determine a equacao

dessa hipérbole.

6) A distancia focal de uma hipérbole é 58 e seu eixo imaginario é

42, determine seu eixo real, seus focos e sua equagao.
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2.1 INTERPRETACAO GEOMETRICA
DE UM SISTEMA DE EQUACOES DE SEGUNDO GRAU
EM DUAS VARIAVEIS

Vimos que a equagao de segundo grau em duas varidveis
Ax*+By*+Cxy+Dx+Ey+F=0

€ a equacgao geral de uma conica, isto é os pontos P = (x,y) que
satisfazem a equacao dada sdao pontos da conica. Desta forma um
sistema de duas ou mais equagdes de segundo grau em duas vari-
aveis determina o ponto cujas coordenadas satisfazem todas as
equagoes do sistema, isto é, geometricamente € o ponto de interse-

¢ao das conicas definidas pelas equagdes gerais dadas.

Yy

Y>

v
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2.2 INTERPRETACAO GEOMETRICA DE UMA INEQUAGAQ
DE SEGUNDO GRAU EM DUAS VARIAVEIS

Da equagao reduzida de uma conica temos que se P=(x,y) é um
ponto genérico da conica entdo suas coordenadas satisfazem a equa-

¢ao reduzida dada.

Analisando cada uma das cOnicas:

CIRCUNFERENCIA

Dada a equacao reduzida de uma circunferéncia:

(X_XO)Z"'(Y_YO =12
Ela representa todos os pontos do plano pertencentes a circunfe-

réncia, isto €, todos os pontos eqiiidistantes de um ponto central.
Entao a inequacgao
(x=%P+(y-y,)<r

E sua representacao sera o interior da circunferéncia

A
PR S
A 5 P
V4 S
Y/ T 'I, : \‘
I o .,/
Y, |Am-----s- ( o
\ , v !
\ 1 :I
\ , ,|/
\\__:__¢ :
1 I -
»
X X

Analogamente a inequagao
(x=x P+ (y =y, >

E sua representacdo serd o exterior da circunferéncia

A
-~
y ...’ "y P
4 SN
'l s A
o
yO - ’ l
\ 1
\ 4
\\ 21
1
e >
L
X X
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ELIPSE

Dada as equagdes reduzidas de uma elipse:

2 2 2 2
(x=x%x0)"  (Y=Y,) _ (x=x0)"  (Y=Y) _
2 + 2 =1 2 + 2 =1
a b b a
Ela representa todos os pontos do plano pertencentes a elipse, isto
¢, todos os pontos cuja soma das distancias aos focos é fixa.
Entao a inequagao
2 2 2 2
X—X - X—X -
( 20) Lo go) <l ( 20) Lo 32/0) <l
a b b a
E sua representacao serd o interior da elipse
PRaan N
Yy 4 y ,‘ RN
e 1 ~ N 1 : \
Vé : \ I 1 \]
§ i \ 1 - 1
e —ed oo Hemmm o aome ol EECELEEED 9
. 0 y R O
\\ : ’ \ , 1
Se 1 - v 1 ! 1
Pl == o 1 : 4 »
> X 5 T 7 »
~ - : ’/ X
Analogamente a inequagao
2 2 2 2
X—X - X—X -
( 20) +(y ZO) >1 ( 20) +(y ZO) >1
a b b a
E sua representacao sera o exterior da elipse
Y 4 y & U
/] 1 \
- —_— :— i S 4 : \
s 1 = ~ 1 1 1
4 1 \ : 1
’ ! \ 1 ! 1
bt H ittty 1 R s 1
\\ e Y || e [}
H 4 1
S ' ol \ 1 1
ke d - \ : [/
by 1 ¢ X
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PARABOLA

Dada as equacdes reduzidas de uma parabola:
(Y =¥ = 4p-(x —x)) (y =y = = 4p.(x - X))
(x =% = 4.p.(y = ¥,) (x =% = = 4p.ly - ¥,)

Ela representa todos os pontos do plano pertencentes a parabola,

isto ¢, todos os pontos cuja soma das distancias aos focos € fixa.

Entao as inequacoes
(y =y < 4px=x) (y =y’ < —4p-(x=x)
(x=x,)* < 4p.(y -, (x=x)* < = 4p.y -y,

E sua representagao sera o interior da parabola

A A
r P _-= - P
’ So r
------ , \
r, ',t -----
V4 % 2N
1 > i \
1 . yot \
QNP R (- — e [P S L
1 1
Vo F F oy
\ 1
\\ > ,I >
\\ V4
S -7
-
A A
1 1
1 T 1
1 1
1 1 1
1 1 1
. : 1 d '
1 1
g Il : i
i | 1 -k
e ’ P a7 s
\\ e i F ’ 7~ 0 \\
’ 1 4 V4 ~ 1
~ 1 7 < 1 \
P :\~~-=——’ 4 \Ns U F \
: 1 V ', s‘: \
n L
T : » ] I Lt
1 I 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1
1 1
1 1
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Entao as inequagoes
(Y -y,)> 4. p- (x=x,)
(X = x> 4. p. (y -,

Estudo das Conicas em Coordenadas Cartesianas m

(y - yo)2 > —4.p.(x =X,
(X = x)*> —4.p.(y -y,

E sua representagao sera o exterior da pardbola

A 4
- - P
T P ,/’ - S r
’ - d
SREEETTTN '¢""'
’ N _
roN <N
1 \ ,I, \
I 1 N e [P Q- Lo olloccd|oooooan
....................... '
1
Vo F Fooy
3 1
\ 4 >
Y > 4 "
~ 4
~ 7’
S _f,
i
1
1
1 i \ 1
A 4
\ i ] i
\ Re Y, i
N R ‘ |
S z/ : F /l r :
Sea_d__-" - :
I 1 ~ : 1
I i " ! ;
I 1 -=Te.
P ' i P ,:\” i RS
1 , \\ 1 \
1 / N 1 \
¥ ~.1 F \
! o 3
] T "
' 1
1
1
1
1
1
HIPERBOLE
Dada as equagoes reduzidas de uma hipérbole:
2 2 2 2
(x=x0)" (y=¥o) —1 (Y-yo)"  (x=Xy) ~1
2 2 - 2 2 -
a b a b

Ela representa todos os pontos do plano pertencentes a hipérbole,

isto é, todos os pontos cuja diferenga das distancias aos focos é fixa.
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Entao as inequagoes

(X_Xo)2 (Y_YO)Z 1 (y_YO)2 (X_Xo)2 1
2 - 2 < 2 - 2 <
a b a b

E sua representacao sera o interior da hipérbole

- 'l
\
RS g ’
. /
. ! ’
. . 1 /
H . hc¥ d s
~ - 1]
e 1] - -, ’
Se H 4 . 1 ~
~, H P ~ 1 ”
- . . H -
> n 4 e -
8 H o R
Y 4+ H
Ay L] , 1
LY 1] L4 1
A} 1 Y [y Ry . Y —
\ H i v
\ H [} H
................ B = e N, '
1 H v b
] L P L
’ H . pr- 1 S~
’ H kS e i N
’ . 4 n £y
/ [ ., 4 g S
’ 1 ~, ’ »
o [ A 0 1 S
' -, , 1] »
e 1 ~ 4 1 (Y
- 1 ~. ) H Y
.- ~ ’ Y
- F 1 \
H »
L] Ll
H
» '
|

Entao as inequagoes

(X_X0)2 (y_YO)2 1 (y_YO)Z (X_X0)2 1
a2 h b2 > a2 N b2 >

E sua representagao sera o exterior da hipérbole

[
A i
[
[
[ /]
s
[} H i
Y 1 [
\ [ I
: 'y ¥ ’l
.y [
~e B - \ H l;
~e 1 - \ H l;
s 1 - Y 1 .
See ' s s i y
[
A 1 ol N [ S
S H 9 N H 0
. A 2 N [ e
) d ' DR P
.................. S i
[} g ) [
7 . [
o H AN d
S ! . ] eemmmmeeaaa— | Y
o . H
e g S [
- f Y 1
- [ .~
- ~ [
- [ -~ P T
- H - . ~
T ~
9
g [ 3
3 [ b
» 2 H AN
Ll 4 1 .
’ [ S
Y
’ [
’ 1 Y
’ [ %
; [ 1
' H .
1 H 3 [
T . Ll
'
[
'
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2.3 INTERPRETAGAO GEOMETRICA DE UM SISTEMA
DE INEQUAGOES DE SEGUNDO GRAU EM DUAS VARIAVEIS

Como ilustrado anteriormente a solugao de uma inequagao de se-
gundo grau em duas variaveis ¢ um semi-plano. Logo a solucao de
um sistema com duas ou mais inequagoes de segundo grau em
duas varidveis € a interse¢ao dos diversos semiplanos que sao solu-

¢Oes das inequagoes dadas.

Ax*+B,y’ +Cxy+Dx+E,y+F >0
A x*+B,y’ +C,xy+D,x+E,y+F, >0

\ 4

Observacao: Nos casos de inequagdes com os sinais < ou =a linha

da conica ficaria continua, isto € os pontos da conica também satis- /’
<

fariam a inequagao. IT
—

Foi usado o exemplo da parabola para ilustrar a re-
presentacao grafica da solugao de um sistema de
inequagdes de segundo grau em duas varidveis. De-
termine as representagdes graficas quando a conica é
uma circunferéncia ou uma elipse ou uma hipérbole.

Existem alguns softwares gratuitos na internet que
ilustram geometricamente a resolu¢dao de equagdes,
inequagoOes e sistemas de inequagdes, lineares ou nao.
Dentre eles citamos o Graphequation. Pesquise e tente
fazer uma paisagem colorida utilizando o recurso citado
e postem-na em MATERIAL DO ALUNO.
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3.1 CONSTRUINDO CONICAS COM
DOBRADURAS DE PAPEL

E possivel construir conicas como parabolas, elipse e hipérboles
por meio de dobraduras. Um método utilizado é conhecido como
Meétodo de Van Schooten.

Usando uma folha de papel-manteiga execute os seguintes proce-

dimentos para cada uma das conicas

3.1.1 CONSTRUINDO UMA PARABOLA

\

1. Desenhe uma reta horizontal d (diretriz da pardbola), numa fo-
lha de papel-manteiga e marque, fora dessa reta, um ponto fixo F

(foco da parabola).

2. Selecione um ponto D sobre a reta e dobre o papel-manteiga de
forma a fazer coincidir os pontos D e F. A figura abaixo, ilustra a
construgao de uma dobra. Ela coincide com a reta t tangente a

parabola.

3. Repita essa operagao para diferentes escolhas de pontos sobre a
diretriz. Realizando esta operagao um numero suficiente de vezes,
podemos observar que as dobras parecem tangenciar uma curva

que é uma parabola.

Como temos certeza que a tal curva tangenciada pelas dobras ¢

realmente uma parabola?
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Observe que na figura mais a esquerda a reta (dobra) ¢ a reta
mediatriz do segmento DF isto ¢ o lugar geométrico de todos os
pontos eqiiidistantes dos pontos D e F. Tomemos um ponto P nesta
reta tal que o segmento PD é perpendicular a reta dada, como ns
figuras a seguir. Esse ponto P tem a propriedade de ser eqiiidistante

a reta e ao ponto F, logo satisfaz & defini¢ao de parabola:

“Parabola é o lugar geométrico de todos os pontos P=(x,y), no
mesmo plano do ponto F e da reta r, eqiiidistantes a reta dada e ao

ponto F”

3.1.2 CONSTRUINDO UMA ELIPSE

1. Marque um ponto C mais ou menos no centro da folha de pa-
pel. Com o auxilio do compasso, desenhe uma circunferéncia de
pelo menos 15 cm de raio, com centro em C e, a seguir, recorte a

circunferéncia que vocé desenhou.

2. Marque outro ponto qualquer dentro do circulo, chamado
de F.

3. Escolha um ponto D sobre a circunferéncia e dobre o circulo de
tal maneira que o ponto D coincida com o ponto F, como mostra a
figura. Tenha certeza de que a dobra seja bem marcada no papel e,

entdo, desdobre o papel.

4. Repita essa operagao para diferentes escolhas do ponto D. Quan-
do tiver realizado esta operagao um grande nimero de vezes, po-

derd observar que as dobras parecem tangenciar uma curva. Esta

curva € uma elipse.
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Como temos certeza que a tal curva tangenciada pelas dobras é
realmente uma elipse?

Para provar que a curva tragada ¢ de fato é uma elipse, precisamos
mostrar que a soma CB + BF é constante.

Como a reta BA é a mediatriz do segmento de reta FD, (pois os
triangulos FBA e DAB sdo congruente- caso lado/angulo/lado - de
fato, estes triangulos sao retangulos em A, tém o lado comum BA
e, além disso, FA = AD) e portanto BF = BD.

Assim, CB + BF = CB + BD = CD que por sua vez é o raio da
circunferéncia (que é constante, qualquer que seja o ponto D da
circunferéncia ).

Isto entao prova que B esta sobre uma elipse de focos em C e F
como queriamos demonstrar.

Repare ainda que o comprimento do eixo maior desta elipse (2a) é
igual ao raio

da circunferéncia (basta observar as dobras correspondentes a
extremidades do eixo maior da elipse).

3.1.3 CONSTRUINDO UMA HIPERBOLE

F F F
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A sua construgao é semelhante a da elipse e necessita também de

papel manteiga e compasso.
1. Desenha-se um circulo num pedago de papel manteiga.

2. Marque um ponto F no seu exterior e dobre o papel diversas
vezes de tal modo que o ponto F coincida com pontos sobre o

bordo do circulo.

3. Apds dobrar o papel um grande nimero de vezes, as dobras

devem ter definido no papel a figura de uma hipérbole.

Como temos certeza que a tal curva tangenciada pelas dobras é

realmente uma hipérbole?

Para provar que a curva tracada é de fato é uma hipérbole,

precisamos mostrar que a diferenca (BF — BC) é constante.

Como areta BA é a mediatriz do segmento de reta FD, os triangulos

FBA e DAB sao congruentes e, portanto BF = BD.

Assim, BF — BC = BD - BC = CD que por sua vez é o raio da
circunferéncia (que é constante, qualquer que seja o ponto D da
circunferéncia ) o que prova que B estd sobre uma hipérbole de

focos em C e F, como queriamos demonstrar.

dobra PN
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3.2 CONSTRUINDO CONICAS COM MADEIRA,
LAPIS, REGUA, PREGOS E BARBANTE

3.2.1 CONSTRUINDO UMA ELIPSE

Vamos precisar trabalhar numa prancheta de madeira, tesoura,

barbante, lapis e pregos ou percevejos.

1. Fixe dois pregos na prancheta nos pontos F e F,.

2. Tome um pedago de barbante cujo comprimento seja maior
que a distancia F,F,. A amarre suas pontas em F, e F, de modo
que a parte livre do barbante ligando os dois pregos tenha com-

primento = 2a.

3. Trace uma curva com o lapis ao redor dos dois pregos manten-

do o barbante esticado.

A curva tragada sera uma elipse com focos F, e F,, satisfazendo a
equacgao PF +PF,=2a para todo ponto P da curva. (Da definigao de
elipse “A elipse € o lugar geométrico de todos os pontos P=(x,y) no
mesmo plano dos pontos F, e F,, tais que a soma das distancias

desses pontos a F, e F, seja sempre igual a 2a”)

Observacao: Se os pontos F, e F, coincidirem, a curva formada

serd uma circunferéncia.
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3.2.2 CONSTRUINDO UMA PARABOLA

Vamos precisar trabalhar com uma prancheta de madeira, uma

régua de madeira no formato de T, tesoura, barbante, lapis e pre-

ya

g0S Ou percevejos.

Y

1. Fixe um prego num ponto F (foco da pardbola) da prancheta.

2. Considere a lateral da prancheta como a reta diretriz r da para-

bola.

3. Corte um pedago de barbante pouco maior que o comprimento

daréguaT.

4. Prenda uma extremidade do barbante na extremidade do tron-
co da régua T e a outra no foco F, de modo que a parte livre do

barbante tenha exatamente o comprimento da régua.

5. Trace uma curva deslizando a régua T ao longo da diretriz, en-
quanto mantém o barbante esticado com seu l4dpis e em contato
com o tronco da régua T. A curva é parte de uma parabola com

foco F e diretriz r.

Observe que a distancia da ponta do lapis a diretriz é igual a dis-
tancia ao ponto F. Portanto, a curva que o lapis descreve é uma
parabola. (Da definicao de parabola “Parabola ¢ o lugar geométri-
co de todos os pontos P=(x,y), no mesmo plano do ponto F e da

reta r, eqliidistantes a reta dada e ao ponto F”).
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3.2.3 CONSTRUINDO UMA HIPERBOLE

Vamos precisar trabalhar numa prancheta de madeira, régua de

madeira, tesoura, barbante, lapis e pregos ou percevejos.

Existem proprie-
dades refletoras
das conicas que
as tornam inte-
ressantes em
aplica¢des no co-
tidiano, no que
diz respeito a es-
pelhos e lentes.
Pesquise em li-
vros didaticos e
outras fontes es-
sas propriedades
e aplicagOes pra-
ticas, produzindo
um texto seu e
postem-no em
MATERIAL DO
ALUNO.

1. Prenda uma extremidade da régua simples de madeira sobre a
prancheta com um prego no ponto F,, de modo a permitir que ela

gire em torno do prego.
2. Fixe um segundo prego na prancheta no ponto F,.

3. Tome um pedago de barbante com comprimento tal que

0 < (comprimento da régua) - (comprimento do barbante) <F, F,

4. Mantenha o lapis em contato com a régua de modo a deixar o

barbante esticado. Ao mesmo tempo gire a régua em torno de F.
A curva que o lapis descreve satisfaz, para todos os pontos P, a
equagao:

PF, - PF, = (comprimento da régua) - (comprimento do barbante).
Portanto, a curva que o lapis descreve ¢ uma hipérbole. (Da defini-
¢ao de hipérbole “A hipérbole é o lugar geométrico de todos os pon-

tos P=(x,y) no mesmo plano dos pontos F, e F,, tais que a diferenca

entre distancias desses pontos a F, e F, seja sempre igual a 2a”)
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