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O Calculo Diferencial e Integral I esta fundamentado em um conjun-

to de operagdes envolvendo quatro operadores: limite, diferencial,
derivada, e integral. Através do limite se chega na diferencial e na
derivada. A integral ¢ uma operacao sobre a diferencial; o resultado
mais simples de uma integral ¢ uma diferenga, cuja aplicagao é fun-
damental nas Ciéncias Exatas.

O Célculo Diferencial e Integral é um ramo da Matematica diferente
dos outros que vocé aprendeu

até aqui, pois ele é dinamico: estuda os movimentos, as variagdes, as
quantidades que mudam, tendendo a outras quantidades. As ideias
principais que formam a base do Calculo foram acontecendo através
de varios séculos.

E importante ressaltar, de inicio, que o programa da disciplina é
bastante extenso e, portanto, sera imprescindivel que dediquem al-
gumas horas por semana para estudar Calculo, refletindo sobre os
conceitos apresentados e resolvendo os problemas propostos. No
livro texto apresentamos exercicios resolvidos e exercicios a serem
resolvidos. Procurem resolver todos os exercicios propostos e nao
deixem de consultar outra bibliografia.
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Capitulo |

INTRODUGAO: UM POUCO DE HISTORIA

No inicio do desenvolvimento do Calculo, a maior parte das fun-
¢Oes que se utilizavam eram fung¢des continuas, sendo assim nao
havia a necessidade de se estudar, a fundo o conceito de continui-
dade. Porém, certos problemas fisicos que surgiram o com o tem-
po, levaram a considerar certos tipos de funcdes descontinuas. Em
1821, Augustin — Louis Cauchy formulou a Teoria dos Limites e da
Continuidade, com base nas propriedades dos nimeros reais, usan-
do desigualdades, uma defini¢ado matematica satisfatoria. O termo
limite, no sentido moderno, é produto dos séculos XVIII e XIX, ori-
gindrio da Europa. A definicdo moderna tem menos de 150 anos. A
primeira vez em que a idéia de limite apareceu foi na discussao dos
quatro paradoxos de Zeno.

O conceito de limite é o conceito mais fundamental do Calculo, uma
vez que utilizamos esse conceito para definir derivada, continuida-
de, integral, convergéncia e divergéncia. A sistematizagao logica do
Célculo pressupoe entdo o conceito de limite. Portanto, em termos
do desenvolvimento ordenado e légico do calculo, limites devem
vir primeiro. Porém, o registro histdrico é justamente o oposto. Por
varios séculos, as no¢des de limite eram confusas, com idéias vagas
e algumas vezes filosoficas sobre o infinito (nimeros infinitamente
grandes e infinitamente pequenos e outras entidades matematicas)
e com intui¢do geométrica subjetiva e indefinida.

Os conceitos de “Limite”, de “Derivada” e de “Integral” sao os nos-
sos principais objetos de estudo. Como veremos mais adiante, deri-
vada e integral, sao formas de limite.
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Nocao intuitiva de limite
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Para iniciarmos o Calculo Diferencial ¢ necessario que seja apre-

sentado o conceito de Limite de uma fungao. Nosso objetivo entao

¢ desenvolver uma linguagem que nos permita descrever o com-

portamento dos valores de uma fungao f nas proximidades de um

ponto P.

Nocao intuitiva. Exemplo 1.

Observe as sucessoes numeéricas na tabela a seguir.

Sucessdes numéricas Dizemos que:
12345 Os termos tornam-se cada vez X — 400
T maiores sem atingir um limite (x tende ao infinito)
Os nameros aproximam-se
12345 S ap x> 1
T —geeenn cada vez mais de 1, sem nunca
23456 . (x tende a um)
atingir esse valor
Os termos tornam-se cada vez X —> —00
]-/ 0/ _1/ _2/ 3/ . . . . . .« .
menores sem atingir um limite (x tende a menos infinito)
3_.5_6 Os termos oscilam sem tender
13_737_75’_777 .
2 4 7 a um limite

Nogao intuitiva. Exemplo 2.

Vamos, através de um segundo exemplo, dar uma idéia intuitiva do

que significa o limite de uma fungao. Consideremos entdo a fungao

y =4x-4.
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Vamos estudar o que acontece nas proximidades de x =2. Observan-
do o grafico anterior:
* O que acontece com y quando x se aproxima de 2?

Sabemos que quando x é exatamente igual a 2, y vale exatamente
4.

Mas nao foi isso que perguntamos, queremos saber o que acontece
com y nas proximidades de 2.

Se formamos valores de x bem préximos de 2, teremos valores de
y bem préximos de 4. Concorda? Observe o grafico e a tabela a se-
guir. A
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Podemos montar a seguinte tabela.

Atribuimos valores para x na fungao y = 4x -4 que se aproximem de
2, pela esquerda (valores menores que 2) e pela sua direita (valores
maiores que 2) e calculamos o valor correspondente de y:

X y =4x -4 X y=4x-4

1,5 y=4(1,5)—-4= 6-4=2 2,5 y=4(12,5)-4=10-4=6
1,9 y=4(19)-4=7,6-4=3,6 2,1 y=4(2,1)-4=84-4=44
1,99 y=4(1,99)-4=7,96-4=3,96 2,01 y=4(2,01)-4=8,01-4=4,01
1,999 | y=4(1,999)-4 = 7,996 — 4=3,996 2,001 | y=4(2,001)-4=8,001-4= 4,001

2 y=4(2)-4=8-4=4 2 y=42)-4=8-4=4

Podemos dizer que f (x) aproxima-se de 4 quando x aproxima-se de
2, ou melhor f (x) toma valores tao proximos de 4 quando quisermos
usar valores de x bem proximos de 2.

Se quisermos 3,6 <y < 4,4, basta que tomemos = 1,9 <x < 2,1, ou
seja,

36<y<44= 3,6<4x-4<44=76<4x<84= 7,6/4<x<8,4/4
=19<x<2]1,

Ouseja: 2-0,1<f(x)<2+0,1 quando 2-0,05<x<2+0,05
Note que “ndo interessa o que acontece com f no ponto 2”, mas

“apenas nas proximidades do ponto 2”, pela direita e pela esquerda
de 2.

Diz-se que o LIMITE de f (x) é 4 quando x tende a 2 e usa- se a

notacao
lim f(x) =4,
X— 2
lim4x-4=4,
x— 2
ou seja,

lim f(x) =lim4x-4=4.2-4=8-4=4

x— 2 X— 2
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Pausa para verificagcao dos seus conhecimentos
A partir do estudo até agora, responda:

1) Quando x aproxima-se de 0, y aproxima-se de___. Assim,

lingf(x) = lirrol(x +2)=

s y=x+2

2) Quando x aproxima-se de 0, y aproxima-se de__ . Assim,

lim /(x) = lim(x+1) =

y=x+1

 2e
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3) Quando x aproxima-se de 0, y aproxima-se de . Assim,
lin(} f(x) = ling(—3x +5) =
“y
y=-3x+5
5 AL
| | >
T T >
-5 5
-5 =
4) Quando x aproxima-se de 1, y aproxima-se de . Assim,

. . 1
iy /)= i -

4

by

y=1/x-3

L 2e




e
I EaD+UFMS LIMITE E CONTINUIDADE

!‘i

!‘i
5) Quando x aproxima-se de 5, y aproxima-se de__. Assim,
lirrsl f(x) =

Definigdo de limite
Podemos entao dizer que

Para que o nimero L seja o limite de f(x), quando x aproxima-se /, é
necessario que a vizinhanga aberta CD de L escolhida, corresponda
uma vizinhanga aberta AB de [ tal que, para x # em AB, o grafico de
f esteja no retangulo pintado da figura.

\/

—
T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

~fmmmmde e
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Assim, quando x se aproxima de /, y se aproxima de L, isto ¢,
lim f(x) =L

x— 1

A sentencga lim f(x% =L ¢ lida da seguinte forma:
X—>

Limite de f(x) quando x tende a / (x—/) é igual a L.

Deve-se lembrar que L € um ntimero real.

Definigao formal de limite

Seja f uma fungao definida em]a,b[, com a possivel exce¢ao de | €
Ja,b[. Seja L € R, diz-se que o limite de f, para x tendendo al, é L e

indica-se lim f(x) =L
x— 1

Se a seguinte condigao for verificada:

Dado ¢ > 0 tal que para todo x pertencente ao dominio da fungao
f(x), 0<Ix-1I <dentao If(x)-Ll <e.

Observe as discussoes sobre as fungoes a seguir
1. Consideremos a funcao f(x) =2x -3 no ponto x =1.

Observe o grafico da funcao f(x) =2x — 3.
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Temos que lim f(x) =lim 2x-3=2.1-3=2-3=-1, logo quando x se

x—1 x—1
aproxima de 1, y tende a -1.

x* -4

2. Consideremos a fungao f(x) = 5
x —

Vamos inicialmente analisar a fun¢ao dada. Ela esta definida para
qualquer valor de x real? Nao, pois como a fun¢ao dada é uma fun-
¢ao racional, temos que dar a condi¢ao de existéncia desta fungao,
que no caso € (x -2) # 0 (denominador diferente de zero).
x> —4
Assim, f(x) = , para x # 2.
A
x=2 y

_ x’ -4 _ (x—2Xx+2)
f(X) x—2 T=(x+2]

X f(x) 27
) 0 , | |/ [ R R B

1 01 2 4 6 8
0 | 2
I | 3
2 | 4
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Observe no grafico acima que o ponto (2,4) ndo faz parte do grafico
2
da funcao f(x) = * -

, pois ela ndo esta definida para x = 2. En-

tretanto quando x aproxima-se de 2, f(x) aproxima-se de 4. Neste
exemplo, observamos que apesar da fung¢do nao estar definida para
x=2, o limite existe e vale 4.

x> +x-2
3. Consideremos a funcao f(x)= v—1 »x*l
2, sex=1

A funcgao f(x) considerada é formada por duas sentengas. A primei-
ra estd definida para qualquer valor de x diferente de 1 e a segunda
estd definida para x exatamente igual a 1. Mas cuidado!!! Devemos
lembrar que nao nos interessa saber o comportamento da fun¢ao no
ponto x =1, mas sim nas proximidades do ponto 1.

X +x—2
Como x2+x -2 =(x-1) (x +2), temos: f(x) = x—1 »x#l
2,se x=1

liglf(x) =3, isto é, quando x se aproxima de 1, f(x) se aproxima de
X

Temos que tomar cuidado, pois embora para x =1 tenhamos f(x) =2,
procuramos o comportamento de y quando x— 1 eno casoy— 3, .
Logo, o limite de f(x) é 3.

(x-1)(x+2)
Escrevemos lim /() = {im T e lim (x+2) 214+2=3
x—l ol (=D x—1
x'4+x-2
Observe o gréfico da fungao f(x) = v—1 »x#1

2, sex=1
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Ao analisar o comportamento desta fungao nas vizinhangas do pon-
to x = 1, ponto este que nao pertence ao dominio de f, constatamos
que esta fung¢do aproxima-se rapidamente do valor L = 3, quando
os valores de x aproximam-se de x =1, tanto por valores de x <1 (a
esquerda de 1) como por valores x > 1 (a direita de 1).

Propriedades dos limites de fungoes
Suponha que lim f(x) =L e lim g(x) = M, entao:
X—a X—a
a) lim [f(x) £ g(x)] = lim f(x) + lim g(x)=L £ M
X—a X— a X— a

O limite da soma ¢ a soma dos limites.
O limite da diferenca € a diferenca dos limites.

b) im [c. f(x) ] =c. lim f(x) =c.L (c é uma constante qualquer)
X—>a X—a

O limite do produto de um escalar por uma fungao € o esca-
lar vezes o limite da fungao.

¢) lim [f(x) . g(x)] = lim f(x) . im g(x)=L.M
X— a X— a X— a

O limite do produto é o produto dos limites.

lim f(x)
d) Se lim g(x) =M # 0, entao lim PACI . % - L

X—a X—=a o(x li
g(x) xgnag(x) M

O limite do quociente é o quociente dos limites, desde que o
denominador nao seja zero.
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e) limc=c (céuma constante qualquer)
X—a
O limite de uma constante é a propria constante.
f) imx=a
X— a

O limite de x quando x— a é exatamente a.

g) lim [f(x)" ] = [ lim f(x) ]*=L" (ninteiro e positivo)
X— a

h) xh_r)nam nolim f(0) = {

= |LI

Se L > 0 e n inteiro positivo

Se L <0 e n inteiro positivo impar

D Jim ol | i, /0

O limite do mdodulo é o modulo do limite.

Exemplos.

1. lim2.x=2 lim x=2.3=6 (usando as propriedades)
x—3 x—3

ou

lim2.x=2.3=6 (direto)

x—>3

2. lim (x+2)=lim (x) + lim2=2+2=4 (usando as propriedades)
X— 2

X—> 2 x— 2
ou
lim (x +2)=2+2=4 (direto)
X—2

3. lim (-2x - 3)—11m(2x)-hm3——2hmx lim3=(-2.1)-3=-5

x—1 x—1 x=>1 x->1
(usando as propnedades)

ou
lim (-2x-3)=-2. (1)-3=-5 (direto)
x—1

4. lim 2/5=2/5 (fungao constante)
x—5

5. lim (x g ) (2x - 3) = lim (x) lim (2x 3)=(-3).[2.(-3).-3] =
-3.[-6.-3]1=-3.(-9)=27 (usando as propriedades)
ou

lim () (2x - 3) = (3) [2:(:3)3] = 3. (-9) = 27 (direto)
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6. lim (x) / (x+2)=lim (x) /lim (x+2)=1/(1+2)=1/3
x—>1 x—1 x—1

(usando as propriedades)

ou
lim (x)/ (x+2)= 1/(1+2)=1/3 (direto)
X—>

7.1lmx® =limx .limx .limx =a.a.a=2a°
X—> a X—> a X—> a X—> a

8. lim (x +1)>= lim (x+1) (x +1) = lim (x+1) . lim (x + 1) =
X— 2 x— 2 X— 2 x— 2

(2+1).(2+1)=3.3=9 (usando as propriedades)

ou

lim (x +1)?= [lim (x+ D)]*=[-2+1]* = [-3]?=9 (direto)
X— 2 x— 2

9. lim\/> =\/E

X—>C

10. lim v/5=+/5

X—C

Exemplos.

Exemplo 1. Para a fungao constante f (x) =k, mostre que V a, a € R,
lim f(x)= k

X—a

O grafico da fungao f(x) = k é dado a seguir:
A
y

X

a

Resoluc¢ao usando a defini¢ao de limite:

a-d<x<a+d exza=k-e<f(x)<k+e.

Sed>0e e>0, da definicao de limite, temos:

k—-e<k<k+e, paraxnointervaloa-d<x<a+d ex#a, asentenca
¢ verdadeira para qualquer d > 0.

Entao, lim f(x)=1lim k= k
X— a X— a
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Exemplo 2. Para a fungao identidade f (x) = x mostre que:

lim f(x)=a
X— a

O gréfico da fungao f(x) = x é dado a seguir:

“y

v=

Resolucao usando a definicao de limite:
See>0ey=x=>d=e= a-d<x<a+d

esex#a—=a-e<f(x)<a+e,istoé lim f(x)= lim x=a
X— a X— a

Pausa para verificacao dos seus conhecimentos

1. Calcule os limites utilizando as propriedades convenientes.

1.lim x? = 2. im 2x+5=
x— 2 x—> 4

3.im 3x*+2x-5= 4. im -5=
x—>1 X—a

5.lim V2 = 6.lim | x| =
X—>a x—> 4

7.lilm x/3 = 8.lim x =
X— 6 x— 0

9.lim Vx = 10.lim I x-3 1 =
x— 4 Xx— 3

11.1im Vx/3 = 12.lim -3 =

x— 12 x—5
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Fungao continua e descontinua

Observe os graficos das duas fungdes a seguir.
A
3 ——

\/

---------------'9....7.------------

Funcao f Fungio g

De um modo intuitivo, somos levados a dizer que a fungio f é con-
tinua se o seu grafico pode ser desenhado sem levantar o lapis do
papel. A fungdo f é continua sempre (sem interrupg¢ao). No caso a
fungdo g é descontinua. Se olharmos a fungdo f no intervalo de [-1,1]
percebemos que nesse intervalo ela é continua. O mesmo aconte-
cendo em outros intervalos, como [2,3] e [-2,-3].

Se uma fungdo f € continua em todo ponto de um intervalo aberto
(a,b), dizemos que f é continua no intervalo (a,b). Analogamente,
diz-se que uma fungao é continua em um intervalo infinito da forma
(a, ), (-0 ,b), ou (-0, © ), se é continua em todo ponto do intervalo.
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Propriedades das fungoes continuas

Apresentaremos agora algumas propriedades das fungdes continu-
as.

1. Sejam f e g definidas no intervalo [a,b]. Se f e g sdo continuas em
um ponto x em [a,b], entdo as fungdes: f+ g, f-g, f e gef+gcom

g = g(x) seja nao nula, também nado continuas neste mesmo ponto.

2. Se f e g sdo continuas no intervalo [a,b] entdo, 0 mesmo ocorrera
com as fungoes: f+g, f-g fe gef+g desde que g=g(x) sejanao
nula em [a,b].

3. As fungdes polinomiais, racionais, trigonométricas, exponenciais
e logaritmicas, sao continuas em todos os pontos de seus dominios,
0s quais podem ser intervalos fechados, semi-abertos, abertos ou

infinitos.

4. Seja f continua em [a,b] e lim(f)=[c,d]. Se f admite inversa g, esta

inversa g sera continua em [c,d].

O conceito de continuidade de uma fungao pode ser dado sem o au-
xilio de limites. Mas, utilizaremos o conceito de limite para definir,
com mais cuidado, a continuidade de uma fungao.

Definicao de uma fungao continua

Dizemos que a fungao f é continua em um numero a se, e somente
se, as seguintes condi¢oes forem validas:

a) f(a) é definido
b) lim f(x) existe
X— a
0) lim f(x) = f(a)
X— a
Se f ndo é continua em 4, dizemos que é descontinua em g, ou que

tem uma descontinuidade em a.

Para a fungao f ser continua em um ponto a € necessario que as trés
condi¢des ocorram. Isto nos leva a uma caracterizagao do que sig-
nifica uma fung¢ao nado ser continua num intervalo (a,b). Aparente-
mente as descontinuidades surgem quando o limite da funcao nao
existe, ou quando existe mas nao coincide com o valor da funcao
naquele ponto.
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Exemplos.

1. Vamos verificar se a funcao f é continua no ponto x=1, sendo f(x)
= X+2.

A funcao f sera continua no ponto x=1, se:
a) Existir o lim f(x);
x—1

b) lim () = (1)

1+

Encontramos o lim f(x). Isto é, lim f(x) = lim (x+2)=3
x—> 1 x—>1 x—> 1

Encontramos o valor de f(1). Sendo f(x) = (x+2), entao,
f(1) = (1+2) = 3.

Verificamos se lim f(x) = f(1). De fato, lim f(x) =3 =f(1)
x—1 x—1

Logo, a fungao f(x) dada é continua no ponto x=1.

2. Vamos verificar se a funcao f é continua no ponto x =1,

x+1sex#1

sendo f(x) =
3sex=1

A funcao f sera continua no ponto x =1, se
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a) Existir o lim f(x);
x—1

b) liml f(x) = £(1)

Encontramos o lim f(x). Logo, lim f(x)= lim (x+1)=2
x—>1 x—>1 x—>1

Calculamos a fungao no ponto x=1. Assim, f(1) =3.

Como lim f(x) # f(1), logo a fungao dada é descontinua no ponto

X—>
x =1.

3. Vamos verificar se a funcao f é continua no ponto x =0, sendo
f(x) =1/x

A funcao f sera continua no ponto x =0, se:
a) Existir o lim f(x);
x— 0

b) lim0 f(x) =£(0)
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Encontramos o lim f(x). Logo, lim f(x)= lim (1/x)=7???
x—>0 x—0 x—>0

Nao existe o lim f(x) no ponto zero.
x—0

Calculamos a fungao no ponto x=0. Assim, f(0) = ???
A funcao f(x) =1/ x ndo estd definida no ponto zero.
Como nao existe o lim 1/ x e também nao existe o valor da fungao

x— 0

no ponto zero, logo a fun¢ao dada é descontinua no ponto x=0.



Capitulo Il

Teorema

O limite lim f(x) igual a L se, e somente se , existem e sao iguais
X— a

os limites laterais.

lim f(x)=L lim f(x)=L

X— at e X— a-
Ou seja,

* Se x aproxima-se de a através de valores maiores que 4, ou pela
sua direita, escrevemos

lim f(x)=L

X— at+

Esse limite é chamado de limite lateral a direita de a.

* Se x aproxima-se de a através de valores menores que 4, ou pela
sua esquerda, escrevemos

lim f(x)=L

X— a-

Esse limite é chamado de limite lateral a esquerda de a.

¢ O limite de f(x) para x — a existe se, e somente se, os limites late-
rais a direita e a esquerda sao iguais, ou seja
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se lim f(x)= lim f(x)=b, entdao lim f(x)=b
X— at X— a- X—>a

se lim f(x)# lim f(x), entdo nao existe lim f(x)
X— a+ X— a- X—>a

Exemplos.
1. Consideremos a funcao f(x) = 2/(x-1)

Observemos o grafico da fungao f(x) = 2/(x-1) a seguir.

\

Questionamos:

a) A fungao esta definida no ponto x =1? Nao, para x=1, y ndo esta
definido.

b) Existe o lim f(x)? Nao, pois lim f(x) =+ e lim f(x)=-o0
x—1 x— 1+ x— 1-
Os limites laterais assumem valores diferentes.

) O lim f(x)=£(1)? Nao, pois lim f(x) nao existe e f (1) ndo est4
x—1 x—1

definida. Dizemos que fungao f(x) = 2/(x -1) é descontinua em x = 1.

Observemos o grafico da funcao f(x) = 2x-3 a seguir.
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Questionamos:

a) A funcao esta definida no ponto x =3? Sim, parax=3,y=2.3-3
=6 -3 =3. Isto é, ponto (3,3) pertence a f(x) e £(3) = 3.

b) Existe o lim f(x)? Sim, lim f(x)=lim 2x-3=2.3-3=6-3=3
x— 3 x— 3 x— 3

c) O lim f(x) = £(3)? Sim, pois lim f(x) =3 ={(3)
x— 3 x— 3

Dizemos que fungao f(x) = 2x -3 é continua em x = 3.

3. Consideremos a funcao f(x) = x*

Observemos o grafico da fungao f(x) = x* a seguir.
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Questionamos:

a) A fungao esta definida no ponto x =0? Nao, para x =0, y ndo esta
definido.

b) Existe o lim f(x)? Nao, pois lim f(x)=0 e lim f(x)=0
x— 0 x— 0+ x— 0-
Os limites laterais assumem valores iguais e lim f(x)=0
x— 0
c) O lim f(x) =£(0)? Sim, pois a f(0) =0= lim f(x)
x— 0 x— 0
Dizemos que fungao f(x) = x* é continua em x = 0.

4. Vamos verificar se a funcao f é continua no ponto x =1, sendo

x+1sex>1

f(x) =

x?sex<1

Observemos o grafico da fungao a seguir.

2 -1 0 1 2 X

Questionamos:

a) A fungao f sera continua no ponto x=1, se existir o lim1 f(x) eo
lim f(x) =f(1). Encontremos o lim f(x). 7
x—>1 x—1

A fungao estd definida, a direita e a esquerda de 1 e por expressdes
diferentes, vamos determinar os limites laterais:
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lim f(x)=2 e lim f(x)=1

x— 1+ x— 1-

Como os limites laterais sao diferentes, entdo nao existe o
lim1 f(x). Logo, a fungao f ndo é continua no ponto x = 1.
X—>

5. Consideremos a funcao representada no grafico a seguir. E res-
ponda, qual o valor de cada um dos itens dados.

“y

S

-4 X

I

a) lim f(x)=5 b) im f(x)=5
x— 0+ x— 0-

¢) lim f(x)=5 d) lim f(x)=+o0
x—0 X—> + 00

e) lim f(x)=+o0
X—> - 0

6. Consideremos a funcao representada pelo grafico a seguir.

Ay
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Qual o valor de:
a)lim f(x)=3
X— -3+

d)lim f(x) =+

X—> +

g)lim f(x)=-4
x—> 0—

j) lim f(x) =1

X—5

b) lim 3f(x) =3

x— -3-

e) lim f(x)=+ow

X—> -

h) lim f(x)=1

X— 5+

LIMITE E CONTINUIDADE

c) lim f(x)=3

X— -3

f) im f(x)=-4

x— 0+

i) lim f(x)=7

X— 5—

7. Dada a funcio f(x) = M (x #0), mostrar que nio existe o limo f(x)
X—>

X

Resolugao:
Sex>0= |Ix| =x, entao: f(x)= x / x=1
Sex<0= |Ix| =-x,entdo: f(x)=-x/x =-1
Os limites laterais existem. Ay
lim f(x)=lim (-1)=-1
x—> 0— x— 0—

5 ——
lim f(x)=1lim 1=1 1L
x— 0+ x— 0+ Q X

! e
O -1
-5+

Como os limites a esquerda e a direita sao diferentes, nao existe

lim f(x).

x— 0

Pausa para verificacao dos seus conhecimentos

x?sex <1

1. Dada f(x) =

Isex>1

a) f é continua em 1? Justifique.

b) Faga o grafico de f(x).
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xX’+4,sex<1

2. Dada f(x) =
x8-1,sex>1

a) f é continua em 1? Justifique.
b) Faga o grafico de f(x).

x+3,sex<-2
3. Dada f(x) =
3-x,sex>-2

a) f é continua em 17? Justifique.
b) Faca o grafico de f(x).
2x+3,sex<1
4. Dada f(x) = 2,sex=1
7-2x,sex>1
a) f é continua em -2? Justifique.

b) Faga o grafico de f(x).

ix+ 1, sex<—i
5.Dadaf(x)= < 3 2
2-X, sexZ-i

2

a) f é continua em 3 / 2? Justifique.

b) Faga o grafico de f(x).
3+x%sex<-2

6. Dada f(x) = 0,sex=-2
11-x%sex>-2

a) f é continua em -2? Justifique.

b) Faga o grafico de f(x).
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2x +1,sex<0
7. Dada f(x) = 2,sex=0

x+1,sex>0
a) f é continua em 07 Justifique.
b) Faga o grafico de f(x).

3+x%sex<0
8. Dada f(x) = 0,sex=0

11+x%sex>0

a) f é continua em 0? Justifique.

b) Facga o grafico de f(x).

LIMITE E CONTINUIDADE



Capitulo IV

Teorema do Confronto

Sejam f{, g, h trés fungdes e suponhamos que exista r >0 tal que f(x) <
g(x) <h(x) para 0< Ix-pl<r.

Nestas condigoes, se lim f(x)=/ e lim h(x)=1 entao lim g(x) =1
X—=>p X—>p X—>p

Observe o grafico a seguir.

A y
%—
y =g(x)
p =X
y =f(x)

Observacao. Este teorema também é conhecido como o teorema do
sanduiche.



e
I EaD-UFMS % LIMITE E CONTINUIDADE

Prova. Seja € >0 um namero qualquer. Como lim f(x)=1[ e lim h(x)=1,

existem O, O, >0 de modo que: P X>P

xeA,0<|x—aI<O‘1:>l—8<f(x)<l+8
xeA 0<|x-al<0,=I-€<h(x)<l+&

Logo, se O =mim {(71, (72}>Oesex € A,acondicao 0< Ix-al <O
implica:

[-€<f(x)<g(x)<h(x)<I+E&

donde | g(x) -1 | <€, ouseja, lim g(x) =1
X—=>p

Teorema do anulamento ou de Bolzano

Se f for continua no intervalo fechado [a, b] e se f(a) e f(b) tiverem
sinais contrarios, entao existira pelo menos um c em [a,b] tal que
f(c)=0.

.l
o)
el
q
Ng)
x

Observe que:

¢ dentro do intervalo [a, b] existe c em [a,b] tal que f(c) =0,
sendo que f(a) assume valor negativo em x = a e f(b) assume valor
positivo em x =b.

¢ perceba que dentro deste mesmo intervalo temos os pon-
tos ¢, e ¢, que também satisfazem a hipotese e f(c,) =0 e f(c,) =0. A
tese diz que existira pelo menos um c em [a,b] tal que f(c)=0.
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Teorema do valor intermediario

Se f for continua em [a, b] e se y for um real compreendido entre f(a)
e f(b), entao existird pelo menos um c em [a, b] tal que f(c)=".

AY

\

[onll T

Teorema de Weierstrass

Se f for continua em [a, b], entao existirao x, e x, em [a, b] tais que
f(x,) < f(x) <f(x,) para todo x em [a, b].

AY
f(x,)

Y

\

f(x,)

Reescrevendo.

1. Se f for continua em [a, b], entao existirao x, e x,em [a, b] tais que
f(x,) € o valor minimo de f em [a, b] e f(x,) € 0 valor maximo de f
em [a, b].

2. Se f for continua em [a, b], entao f assumira em [a, b] valor maxi-
mo e valor minimo.

Observacao: O fato de a hipotese de f ser continua no intervalo fe-
chado [a, b] ser indispensavel; por exemplo, f(x)=1/x,x € ]0, 1], é
continua em ]0, 1] mas nao assume, neste intervalo, valor maximo.
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Pausa para verificagao dos seus conhecimentos

a) Seja f uma fungao e suponha que para todo x, If (x)| < x> Calcule,
caso exista, lim f(x).
x—0

b) Sejam f e g duas fun¢des com mesmo dominio A, tais que }(iglpf(X) =0
e | g(x) | <M para todo x em A, com M >0 um numero real fixo.
Prove que lim f(x) g(x)=0

X—> P

1,sexeQ
c) Calcule lim x*g(x), com g(x) =
x>0 -1,sex¢Q

d) Mostre que a equagao x* - 4x + 8 =0 admite pelo menos uma raiz

real.

e) Seja f(x) =x° + x + 1. Justifique a afirmacao: f tem pelo menos uma

raiz no intervalo [-1,0].

f) Prove que a equagao X’ - 4x + 2 = 0 admite trés raizes reais distin-
tas.

g) Prove que a equacao x*- 0 admite ao menos uma raiz

1+ x*

real.

h) Prove que cada um dos conjuntos abaixo admite maximo e mi-

nimo. 2+
a)A:{ x2/—23xﬁ2} b) A={>—F /-1<x<I
I+x I+x

1 1
Q) A={X2+— /—SxSZ}
X 2

X2+ X
i) Seja f: [-1, 1] - R dada por f(x) = 1 =0.
+

X2

Prove que f(1) é o valor maximo de f e que existe x, € ]-1, 0 tal que
f(x,) é o valor minimo de f.

j) Prove que todo polindmio de grau 3 admite pelo menos uma raiz
real.

k) Prove que todo polindmio de grau impar admite pelo menos uma

raiz real.



Capitulo V

A expressdao x— < (x tende para infinito) significa que x assume
valores superiores a qualquer niimero real e x— - o (x tende para
menos infinitos), da mesma forma, indica que x assume valores me-
nores que qualquer nimero real.

Exemplo 1.

Observe o grafico dado e perceba as consideragdes a seguir.

a)lim 1/x=0, ouseja, amedida que x aumenta, y tende para zero
X>o -,
e o limite é zero.

b) lim 1/x=0, ou seja, a medida que x diminui, y tende para zero
CRAN
e o limite é zero.
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¢) lim 1/x =, ouseja, quando x se aproxima de zero pela direita
x— 0+
(x— 0+) ou por valores maiores que zero, y tende para o infinito e o

limite é infinito.

d)lim 1/x=-, ouseja, quando x tende para zero pela esquer-
x— 0-
da (x— 0-) ou por valores menores que zero, y tende para menos

infinito

Observe as consideragoes feitas anteriormente no grafico a seguir.

34
- ) _
x diminui x aumenta
y tende a zero 1T y tende a zero

—
N
W
e~
Q1L
(e}
N
(o]

X

+—— L
x tende a zero pela direita
y tende a infinito

—
x tende a zero pela esquerda
y tende a menos infinito

Exemplo 2.
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Observe o grafico dado e perceba as considerag¢des a seguir.

a) lim x3, ou seja, a medida que x aumenta, y tende para infinito e
X—> + 0

o limite é infinito.

b) lim x*, ou seja, a medida que x diminui, y tende para menos
X—> - 00

infinito e o limite é menos infinito.

c) lim x*, ou seja, quando x se aproxima de zero pela direita (x —
x— 0+

0+) ou y tende para o zero.

d)lim x*, ou seja, quando x se aproxima de zero pela esquerda de
x— 0-

zero (x = 0-) ou por valores menores que zero, y tende para o zero.

A
3 ——
x tende a + oo
2 y tende a infinito
S
x tende a zero pela esquerda 1+
y tende a zero - >
t t t t —>
302 1 2 3
<+
- x tende a zero pela direita
x tende a - o0 y tende a zero
y tende a infinito

Exemplo 3.

A

®)
(a) lim f(x)=0

pIl . cccoooooonoos x—> 1+

(b) lim f(x)=+o0

X—> + o0

N p=——————
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Observe o grafico dado e perceba as consideragdes a seguir.

a) lim f(x), ou seja, a medida que x aumenta, y tende para infinito
X—> + 0
e o limite é infinito.

b) lim f(x), ou seja, a medida que x se aproxima de 1 pela direita,
x— 1+

y tende a zero e o limite é zero.

c) lim f(x), ou seja, a medida que x tende a cinco pela direita, y
x—> 5+
tende para dois e o limite ¢é dois.

d) lim f(x), ou seja, a medida que x tende a cinco pela esquerda, y
X—> 5—
tende para dois e o limite é dois.

e) Podemos dizer que o lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) =2
X—>35 X—> 5+ X—> 5—

Pausa para verificagao dos seus conhecimentos

1) Para a fungao f (x) = x%, em R. Calcule os valores dos limites:

a) lim f(x)= b) lim f(x) = ¢) lim f(x) =
x— 1 x— 0 x——1/2
d)lim f(x)= e) lim f(x)=
x—>\2 X—> + 0

2) Determine os valores de:

a) lim (x*-4)/(x-2)= b) lim (1-x?)/1-x=
x— 2 x—>1

c) lim (x*-1)/(x*-1)= d) im (x*-1)/(x-1)=
x——1 x—> 1

e) lim (x*-x)/(x2+x)= f) im (2x*-3x+1)/(3x*+2x-1)=
x— 0 x—1



Capitulo VI

Teorema 2. Os limites de Fungdes Polinomiais podem ser obtidos
por substituicao:

= n n-1 2 1
Se f(x)=a x"+a_ x"'+.+a,x*+a x'+a,
entdo

lim f(x)=f(c)=a c"+a_, c"'+.+a,*+a c +a,
X—> C

Exemplos.

1. Para f (x) = x + 4, calcule o lim f(x).
x— 0

lim f(x)=0+4=4

x— 0

2. Para f (x) =x® - x*—4x +4, calculeo lim f(x).
x—>0

lim f(x)=(0)*- 0>-4.0+4=4
x— 0

3. Para f (x) =2x? - 3x2 -5, calcule o lim f(x).
x—1

lim f(x)=2(1)*-3(1?=5 = 2-3-5=-6
x— 1

4. Para f (x) =1 2x* - 3x2 =51, calcule o lim [f(x)!.
x—>1

lim £(x)| = 12(1)>-3(1)>=5] =12-3-51 =1 -61 =6
x— 1

Limite de uma fungao polinomial para x — oo
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1 3 3 > = n n -1 2
Seja a fungao polinomial f(x) =a_x"+a_ x"™+..+a, x*+a, x +a,

entao: lim f(x)= lim a_ x".
X—> + X—>t 0

Demonstracao:

i = 1i n a a a a
lim f(x)= lim x (an+ ety G2 G _'__o)

X—> + o X—> t+ o 1 2 xnfl xn
Mas
. . a
lim n-1 lim %-—2_ _ lim -0
x>t ! X—> oo |2 Xx—>to
Logo

. -1 2 .
lim (g, x" +a, x"" +.+ax’ +ax+a,) = lim a x
X—> t o X—> + o0

De forma analoga, para g(x) =b_x™ +..+b, x +b, temos

lim () _ lim X
X— + oo g(x) X— + bmxm

Exemplos.

L.lim (2x*+x-3)=1lim (2x?) =+ (usando o resultado acima)
X—> + 0 X—> + 0

- 1 3
lim (2x*+x-3)=lim x2(2+———2):oo
X—>+ o X—> + 00 X X

2.1im (3x’+4x* -3x+5) = lim 3x’ = -
X—> — 0 X—=>—=®

ou
4 3 5
llm (3x3+4x2—3x—|—5): lim x3(3+———2+—3j:-00
X—> — D X—> — 0 X X X

3.hm [ 3x" +4x? —3x+5 _ lim ﬁznm x .

X—> + 2x3 X=>+09y3 x> +0 )

ou

. 3xt +4x? =3x+5) .
lim X X X _ lim (3 +%_ 3 +ij=1im éx=+°0

X—> + 00 3 X—> + 00
2x 2 x 2x* X
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4. lim

X—> + 0

=lim x=+wo
X—> + 0

(2x + 6x> —4x+2

= lim
X—> + ©

lim
X—> + ©

ou 4 2
2x* +6x7 —4x+2 2x 6x _ 4x N 2
2x° 2x3 2x*  2x

J-

3
lim x+———2+—3 =+
X—> + 0 X X X

Casos de indeterninagoes

Indeterminagdes na soma sao indicadas pelo simbolo oo — oo .
Indeterminacdes no produto sao indicados pelo simbolo 0 . .
Indeterminagdes do quociente sao indicadas pelo simbolo 0/0, oo/ co.

Resultados

0oL — 00 =—00 — 00 -0 =—0

(+©) (+ )=+ (— ) (—0) =+

(+0) (—0)=—00 (— ) (+0)=—00

o(+o)=+wsea>0

o(—o)=—owsea>0

o(+o)=—owsea<0

o(+o)=+wsea<0

()/(+0) =0

(@) (—0) =0

(+0)/b=+0wseb>0

(= 0)/b=—-0seb>0

(—0)/b=—0seb<0

(+0)/b=+0seb<0

a/0+=+osea>0

a/0—=—-—osea>0

a/0+=—wsea<0

a/0—=+wsea<0

lim x" =+
X—> + 00

lim x" =+ o se n for par
X— — 0

lim x" =- oo se n for par
X—> — ©

lim a*=+w sea>1 Iim ax=0 se0<a<1
X—> + o0 X—> + ©
Iim ax=0sea>1 Iim ax=+wsel<a<l
X—> -0 X—> - O

lim log x =-cwsea>1
x— 0+

lim log x =+wsel<a<l
x—> 0-




e
I EaD-UFMS % LIMITE E CONTINUIDADE

Exemplos envolvendo indeterminagoes

Indeterminacdes do tipo x/0

Exemplos.
1. Como calcularo lim 1/x=1/07???
x—=>0
A funcao estd definida para todo x # 0. Logo, ela tem problema no
zero. Vamos calcular o limite a direita e a esquerda do zero.

Iim 1/x=+w e Iim 1/x= -
x— 0+ x— 0—

Como os limites laterais sao diferentes, podemos concluir que nao

existeo lim 1/x.
x— 0

2. Como calcular o lim 2 —2/07???
X—> 3 3 - X

A funcao estd definida para todo x # 3. Vamos calcular o limite a
direita e a esquerda do trés.

2 . 2

lim — - e lim

x—=3+3 _ x=>3-3—x

—+0o0

Como os limites laterais sao diferentes, podemos concluir que nao

existe o lim
x— 3 3 —X

3. Como calcular o lim ( 2 j =2/07???
X— -3 _3_x

A fungao esta definida para todo x # -3. Vamos calcular o limite a
direita e a esquerda do (-3).

NE— m, (55)
lim =4+ e lim =-m
x—=-3+\ =3 —x x—>-3-\ -3 —x

Como os limites laterais sao diferentes, podemos concluir que nao

existe o lim [ 2 j

x— -3 _3_x
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Indeterminacgées do tipo 0/0

Exemplos.

3
1. Como calcularo lim X tX¥ _ 0 /07???
x— 0 x

A fungao estd definida para todo x # 0. Saimos da indeterminagao,
reescrevendo a fungao:

3 3 5
f)=X 1Y isto g fg= XX =X HD oy
X X X
3
Logo, lim X ™ _ lim 2+ 1)= 0+1=1
x— 0 X x— 0

2. Como calcular o lim 2x=2 -0/0???
x=>14y2 _

A funcao estd definida para todo x # 0. Saimos da indeterminagao,
reescrevendo a funcao:

f(X)=2x_2 =, isto é, f(x)= 226_2 _2x-D)_2
xz—x X =x x(x_l) X
Logo, lim 2X=2 _fim 2/x=2

X—)lxz_x x—1

Indeterminagdes do tipo oo/

1. Como calcular o lim Lm = o0 /00 ???

X—> to0 2x7 _x5 +9
Para sairmos dessa indeterminagdo, como a maior poténcia do nume-
rador é x’, vamos multiplicar e dividir por x” o numerador. Como a
maior poténcia do denominador ¢ x7, vamos multiplicar e dividir por
x” o numerador.

(x7 —2x* +1J x7 2x* 1
: 7 7 . IE RN
lim X X _ lim X X x|
X—> +00 X7 2)(37 _xs +9 X—> +00 2X7 xS 9
x’ x xT X
0 0
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2. Como calcular o lim 3x —x +1

7 T = 0/ ???
x40 2x* —xP +4

Para sairmos dessa indeterminagao, como a maior poténcia do nu-
merador € x7, vamos multiplicar e dividir por x” o numerador. Como
a maior poténcia do denominador € x*, vamos multiplicar e dividir

por x* o numerador.

3x7—x4+l (3)67 _x+1J
hm i x7 = hm x3 X7 X X7 =
x4

4
7
>yt £2x4 —x3 +4J x>t (2x 73+ j
= - 4 4

4 X X X
X
0
1 1
SR 2
lim x° =00, — =
X—> +00 5 1 4 2
T 37 4
X X
9x% —2x* +1

3. Como calcular o lim 0 /o0 ???

- 10
X—> -00 2x _ 3

Para sairmos dessa indeterminagao, como a maior poténcia do nu-
merador € x*, vamos multiplicar e dividir por x* o numerador. Como
a maior poténcia do denominador é x'°, vamos multiplicar e dividir

por x'* o numerador.

ox8 —2x? 41 21
3 N R
lim _* X = lim X X =0.9/2=0
2

X—> -00 xlO 2x10 _3 X -0 3
T ST
X X

Parada para verificagao dos seus conhecimentos

1. Calcule, caso existam, os limites abaixo indicados:

2
a) lim ! x4 b) lim xP43x0 =2 +2
x> 2\ x+2 Xx>0- 554 2 _4
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o lim 2% +2x -9

x—>-0 o xl2 49

2

e)lim _<_

x—>83\/;

g) lim f(x), onde f(x) =

Xx— 3+

h) lim 3x° +x° +1
x40 0 _4

s 7
j) lim X +8x—1
x>0 T 3kt
4

8
) lim X —2x +1
X—> -0 10
x —

2 3
n) lim 2
x— 1 Q/;
X=2xt+1

p) lim

X—)+002x8 _XS +9

r) im (2 +x+6x" +x°)
X—> +00

t) lim Vx+2

X—)+oox+7

V) lim 2x—x2 19

X—> +00

X) lim 2+x
x=> 0+
z) lim 2

x—>3+3_x

0%
? EaD-UFMSI
‘i
d)lim *—3

BENG
f) lim X
x— 40| 17 _3

2x3, se x <3

7,8 x>3

i) lim L
x— 4 X
k) lim 2x+5

x— 1+ x2 .

m) lim x+4
x> 1 x4

5
0) lim 3X 3%+l
X—> +00 xS_l
5
q) lim 31f3+—
X—> +00 X

s) lim X+2
X—)+oox_3

u) lim @

X—> +00 2x_3

2
w) lim _ X =9
Xx=> 2+ 2 _6x+9

x—> —1-

2
X" +Xx



Capitulo VII

Seria interessante vocé rever os conceitos de trigonometria e de fun-
¢Oes trigonomeétricas, eles estao no Capitulo sobre Trigonometria e
Fungoes trigonométricas do livro de Fundamentos de Matematica
Elementar.

Exemplos.

1. Calcular o seguinte limite lim0 sen x .
X—>

lim senx=sen 0 =0
x— 0

2. Calcular o seguinte limite lim0 CoS X .
X—>

Iim cosx=cos0 =1

x=>0

3. Calcular o seguinte limite lim 1
x>0 ¢cos x
lim 1
lim 1 = xs0 =121
>0 cosx  lim cosx 1
x—>0
o . senx e
4. Temos a seguinte igualdade lim —— =1, que pode ser verificada
x—>0 x

usando o teorema do sanduiche.
Para x — 0+, temos sen x <x < tg x. Dividindo a dupla desigualdade
por sen x >0, temos:
x tgx X 1
<&

=1< <
senx senx senx COS X

1<
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sen x
Invertendo, temos: 1 >

> COS X
X

Mas,

Iim 1=1= lim cosx
x— 0 x— 0

g(x) < f(x) <h(x) sao fung¢des continuas e se lim g(x)=lim h(x)=1
x—> 0 x—=>0

entdo lim f(x)=1,logo lim 3¢ X =1

x— 0 x>0 5

Considerando o resultado anterior como valido, vamos resolver os
proximos limites.

5. Calcular o seguinte limite: lim sendx
x— 0 X
lim $¢"X — (/0. Indetermincacio.
x>0 5

Fazendo t = 5x = x=t/5, mas quando x - 0, t > 0 . Trocando de
variavel, temos

lim 57 = Lim S¢S _ fim S€M jim O = 5
t>0 4/5 t>0 5 1 t>0 ¢ t—>0 1
Logo, lim sendx _ g 1 5
x— 0 X
6. Calcular o seguinte limite: lim $¢” 5x
x=>0 gon0x
lim " % =0/0. Indeterminacao.
x= 0 sen9x

Fazendo t = 5x x=t/5 para o numerador e fazendo t = 9x = x=t/9
para o denominador. Para ambos os casos quandox —-0,t— 0.
Trocando de variavel e fazendo as substitui¢des necessarias, temos

1\ 5 \

sent .. 5

sent . sent 5 lim——— . lim—

m llmi.i 1—0 t 1—0 1
=0 ¢/5 _ >0 ¢ 1 _ =5/9

im S i i

-0 ¢t/9 >0 ¢ ’ 1 >0 ¢ T 50 1

Logo, lim sendx _ 5/9 1 9

x>0 gen9x
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Parada para verificagdo dos seus conhecimentos

Calcule:
a) lim @z b) lim X _ o) lim sen(3x) _
x— 0 X x— 0 senx x— 0 X
. x? . 3x° . tg(3x)
d) lim = e) im — "~ _ f)lim g _
x>0 senx x>0 tgx senx x=0 gondx
g) lim 1-cos _ h) lim 1—senx _
x>0 5 X—> 11/2 2x—TC

Casos especiais

Seria interessante vocé rever os conceitos e as propriedades de lo-
garitmo e exponencial, bem como de fungao exponencial e logarit-
mica. Este contetido esta no Capitulo sobre exponencial e logaritmo
do livro de Fundamentos de Matematica Elementar.

Exemplos.

1. Analisando o grafico da fungdo y =log_ x.

y A Yy A
a>1 O<axl1
X X
(1,0) (10)
Obtemos:
lim logx=+w(a>1) lim logx=-o(a>1)
X—> +00 x— 0

lim logx=-w(0<a<l) lim logx=+wo(0<a<l)
X—> +00 x— 0
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X
2.Analisando o grafico da funcdo y = e*e da fungao y = (lj
e

Obtemos

X 0
Iimex=¢e"=1 e lim (lj = (lj =1
x— 0 x>0\ ¢ e

lim e = e* = 4o e lim (lj :(lj =0
X— + 0 X—>+oo\ e e

lim ex=ew:(1j :L:O e lim (1] :(1) =e” =
X— — o0 e e” x—= -0 o e

x
3. A seguinte igualdade € valida lim (1 + lj —e

X—> 0 X

Neste caso, e representa a base dos logaritmos naturais ou nepe-

rianos. Trata-se do ntimero irracional e cujo valor aproximado é

2,7182818.

Vamos atribuir valores para x e obter o valor de (1 +—

X
1" %
Parax=1temos(1+—j =(1+Ij =2
X

1 n?
Para x = 3 temos (1 + —j = (1 + g) =2,3703
X

0 ! 100
Parax=100 temos | 1+—| =|14+— =2,7048
X 100

CY | 1000
Para x=1000 temos 1+ —j = (1 + —j =2,7169
N X

1jx
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0
Notamos que a medida que x— «, (1 + —] —e
‘ X
De forma analoga, efetuando a substituigao 1 —yex= 1 , temos
X y

1 !
lim (1 + yﬁ =e . Ainda, de forma mais geral, temos lim (1 +k y)} =e*!
y—>0 y—0

k
ou lim (l+£j ="

X—> © X

Qualquer uma das duas formas d4 a solugao imediata a exercicios
deste tipo e evitam substitui¢des algébricas.

X
lim ¢ -1

=Ilna
x— 0 X

Se fizermos a* -1 =u = a* =1+ u . Aplicando In de ambos os lados
desta equacgao, temos

ax=1+u = lnax=ln(1+u):>x.lr1a=ln(1+u):>x=M
—~ Ina

aplicando In de ambos os lados

Logo: a’ -1 u ulna 3 Ina 3 Ina

v In(+u)  nQeuw) | - 1
—In(l+u
y (I+u) In(l+u)¥

Ina

Como x— 0, entao u— 0 . Portanto,

.ooa -1 ) Ina : Ina . Ina
lim = lm —— = lim ——= lim —=/na
xX—>o0 X ”ﬁol.ln(l+u) U—o l u—)olHZe
u In(1+u)¥ 1
%/_/
e
akx eX -1

Generalizando, temos lim -1 kina € lim
x>0 5 x>0 y

=1
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Limites fundamentais
Sabendo-se que:
1
ﬂn (1+1)x =e lim (1+l)x =e lim (1+h)" :e\
X—>+w  x X—>=-0 X h—0
X
lim 2 _lzlna(a>0,a¢1) lim a" = +o©
x— 0 X n— +oo
n
lim (lj = 40, onde 0<b <1

b

K X—> +0

/

1. Calcule.
a) lim 2N-3 _ b) lim (n*+3)=
n— +oo n+ 1 n— +oo
2
c) lim n+l — d) lim 2
n=>+0 n=>+92n" +n-1
¢) lim {L(E) }: f) lim {1+5n}:
n— +oo n 5 n— +oo 2 + 3”
2. Calcule.
X 1 X+2
a) lim (14_%) = b) lim (1+_J =
X—> +00 X X—> +00 X

X x+1
c) lim (1+LJ - d) lim (1+2)

X—> +00 X—> +00

2X X

e) lim ()sz: f) lim (1+2x)
X—> +00 X +1 x— 0
U
g) lim (1+2x)x = h) lim (1 +—
x—>0 X—> +00 X
3. Calcule.
a) lim 3*= b) lim 5*=

X—> +00 X—> —0

1 ij

X=
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€) lim ex= d) lim (0,13)x=
X—> —00 X—> 400
e) lim | 2%+ 3| = f) lim 172 _
X—> +00 X—> 400 ] - 3%
g) lim 2-x = h) lim | 2x+ 2| =
X—> +0 X—> +00
i) im 2x = j lim |2+ 2-x] =
X—> —00 X—> —00
4. Calcule.
2x x 2
a) lim © _1= b) lim & _1=
x— 0 X x— 0 x
¢ Lim 5 =1 _ dlim 3 -1 _

x>0 5 X—> 0+ .2
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INTRODUGAO: ORIGEM DO CONCEITO DE DERIVADA DE
UMA FUNGAO

O conceito de fungao, que hoje pode parecer simples, é o
resultado de uma lenta e longa evolugao histdrica iniciada na Anti-
guidade.

S6 no século XVII, quando Descartes e Pierre Fermat in-
troduziram as coordenadas cartesianas, tornou-se possivel trans-
formar problemas geométricos em problemas algébricos e estudar
analiticamente fungdes. Por outro lado, a introdugao de coordena-
das, além de facilitar o estudo de curvas ja conhecidas, permitiu a
"criagao” de novas curvas, imagens geométricas de fungdes defini-
das por relagGes entre variaveis.

Foi enquanto dedicava-se ao estudo de algumas destas fun-
¢oes que Fermat percebeu as limitagdes do conceito classico de reta
tangente a uma curva como sendo aquela que encontrava a curva
num unico ponto. Tornou-se, assim, importante reformular tal con-
ceito e encontrar um processo de tracar uma tangente a um grafico
num dado ponto - esta dificuldade ficou conhecida na Historia da
Matematica como o "Problema da Tangente".

Estas idéias constituiram o embrido do conceito de DERIVA-
DA e levaram Laplace a considerar Fermat "o verdadeiro inventor
do Célculo Diferencial”. Contudo, Fermat nao dispunha de notacgao
apropriada e o conceito de limite nao estava ainda claramente defi-
nido.

No século XVII, Leibniz algebriza o Calculo Infinitesimal,
introduzindo os conceitos de varidvel, constante e parametro, bem
como a notacao dx e dy para designar "a menor possivel das dife-
rencas em x e em y”. Desta notagao surge o nome do ramo da Mate-
matica conhecido hoje como "Calculo Diferencial.”
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|déia de derivada

O principal conceito sobre derivadas foi introduzido por Newton
e Leibniz, no século XVIII e esta relacionado com a nogao de reta
tangente a uma curva no plano. Precisamos recordar a definigao de
reta tangente em um ponto P de uma circunferéncia

A reta tangente em um ponto P de uma circunferéncia é uma reta
que toca a circunferéncia em exatamente um ponto P e é perpendi-
cular ao segmento OP (raio). Veja a figura a seguir.

Mas cuidado!!!
E possivel passar a reta tangente a uma curva qualquer?
Vamos pensar.

A resposta é sim. Na figura podemos dizer que a reta é tangente a
curva no ponto P, mas a mesma reta também é tangente a curva no
ponto Q. Nosso problema recai em determinar a reta tangente ao
grafico de uma fungao passando por um ponto P da fungao. Obser-
ve no grafico a seguir, a reta tangente a curva no ponto P.
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reta tangente

Q
/—;gf’

No exemplo anterior, temos a reta tangente a curva passando por
dois pontos P e Q. O que nos interessa € a reta tangente que contém
o ponto P (ou Q) e que "melhor aproxima" o grafico da fungao nas
vizinhangas deste ponto. Perceba que a reta tangente pode ser de-
terminada por seu coeficiente angular e pelo ponto de tangéncia.

f(x)

f(x,+h)

Consideremos a reta secante a curva y = f(x) que passa pelos pon-
tos P e Q, em que as coordenadas de P e Q sao P =(x, f(x,) e Q=
(x,th, f(x,+h)) e h é o deslocamento no eixo das abscissas, ocorrido
do ponto P ao ponto Q. A inclinagao (coeficiente angular) desta reta
é por:

h) —
o 2 TG0 D= 1(xp)
Ax h

Desejamos passar a reta tangente a curva y = f(x) pelo ponto P. Fa-
zendo o ponto Q tender ao ponto P, “de ambos os lados”, ou x ten-
der a x, pela esquerda e pela direita, e se o coeficiente angular da
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secante, tender a um limite L (nimero real), teremos o coeficiente
angular de uma reta pelo ponto P = (x,, f(x,)), que chamamos de reta

tangente.
- f(xg)
L= lm ———
XXy x- X
ou
I = lim S xg +h) = f(xg)
h—0 h
Definigoes

Reta tangente ao grafico de uma fungdo num ponto

Definimos entdo a reta tangente ao grafico de f no ponto P, como
sendo aquela que passa por P e cuja declividade (coeficiente angu-
lar da reta) é igual a L.

f(x,+h)

f(x,)

reta tangente

=

Denominamos derivada da fungao f no ponto x, e escrevemos

i S =)

X—>Xo X — xO

L = f"(x)

Observagdo. Se tal limite nao existe, dizemos que nao existe a de-
rivada de f em x. Se a fungao tem derivada em um ponto, dizemos
que f é derivavel (ou diferencidvel) neste ponto.
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Equacao da reta tangente é: y -y, =1£(x) (x - x).

Notagoes para a derivada: f'(x), v/, ?
X

Suponha que a funcao f seja continua em x,. A reta tangente ao
grafico de f no ponto P(xf(x,)) €

i) A reta que passa por P tendo inclinagao L(x,) dada por

) f(xo"'h)_f(xo)
L(x. )= lim
0" h—0 h

Se o limite existe.

ii) areta x =x, se
f(xg + )= f(xp)
h

=t

Lxg) = i,

Se nem i) nem ii) da defini¢ao acima estao satisfeitas, entao nao

ha reta tangente ao grafico de f no ponto P(x,f(x,)).

Definicao de derivada de uma fungao

A derivada de uma funcao f é aquela fungao f, denotada por f’,
tal que seu valor em todo nimero x do dominio de f seja dado

por

N A C R O RAC)
= iy

Se este limite existe.

Observacao: Perceba que a inclinagao da reta tangente ao grafico de
y = f(x) no ponto (x,, f(x,)) é precisamente a derivada de f calculada

em X,.
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Derivadas Laterais

Como a derivada de uma fungao f em um ponto x, ¢ um caso parti-
cular de limite, entao tem sentido calcular os limites laterais em x.
Quando tais limites existem, eles sdo, respectivamente denomina-
dos, derivada lateral de f a esquerda em x, e derivada lateral de f a
direita no ponto x,. Se ambos os limites existem e sao iguais, dize-
mos que f possui derivada no ponto x,.

6 ma funcao f sera derivavel em um intervalo aberto (finito om
infinito) se tiver uma derivada em cada ponto do intervalo.

Sera derivavel em um intervalo fechado [a, b] se for derivavel

no interior de (a,b) e se os limites

fx)= lim S+ - f(X)  derivada a direita em a,

f'(x)= lim J(x+h) - f(¥)  derivadaa esquerda em a,
h—0~ h

C(istirem nas extremidades. J

Observacao: Derivadas laterais podem ser definidas em qualquer

ponto do dominio de uma fungao.

Exemplos.
1. Mostre que y = Ix| nao é derivavel no ponto 0.

x,5e x>0
y=|X|:>y={

—x,5ex<0

Para y =x e x>0 temos

fim JEED-S@) oy R
h—0t h h—0t h—0t " ps0t

f'(x) =

Paray =-x e x <0 temos

= tim L@ S mxmhEx

h—0~ h h—0~ h h—0~ h

lim _—h=—1

h—0~ h
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Como os limites laterais sao diferentes, nao existe

SG+h) - f(x)
h

re= i

Logo f'(0) ndo existe e nao é diferencidvel em 0.

2. Mostre que a reta tangente a curvay=x2emP=(1,1) é
y = 2x-1.

Precisamos calcular o valor de f'(x,) = £1rr(}
5

Jx+h)— f(x)
f :

pois precisamos do coeficiente angular da reta tangente a curva
y =x* passando pelo ponto (1,1).

Fazendo os calculos necessarios: f(x)=x*, f(1)=1>=1e f(1+h)=
= (1+ h)?=1 + 2h + h? e substituindo, teremos

_ 2 _ 2
£y = lim LD SO g I 2R L 2R
h—0 h h—0 h h—0 h
lim?CED i1y =2
h—0 h—0

Equagao da reta tangente a curva y =x? em P = (1,1) serd dada por

y=y,=f'(x)x—x)=>y-1=2(x-1)= y=2x-2+1=2x-1

Logo, a reta pedida tem equagao: y = 2x-1. Observe o grafico da reta
tangente a curvay =x2em P = (1,1).
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3. Mostre que a reta tangente a curvay=x*em P =(0,0) é y = 0.

o SR~ ()
0

Precisamos calcular o valor de 7'(x) = li , pois
h— h

precisamos do coeficiente angular da reta tangente a curva y= x°,
passando pelo ponto (0,0).

Fazendo os calculos necessarios:
f(x)=x*, f(0)=0°=0e f(0+h)="h?e substituindo, teremos

Y=y, ="(x)x-x)=>y-0=0x-0)=y=0

Logo, a reta pedida tem equagao: y =0.
Observe o grafico da reta tangente a curva y = x> em P = (0,0).

y

4. Encontre a derivada da funcaoy =x* em P = (1,1).

. x+h)— f(x
Precisamos calcular o valor de f'(x) = lim /1 )~ /(%)
h—0 h

pois precisamos do coeficiente angular da reta tangente a curva
y =x?, passando pelo ponto (1,1).

Fazendo os cédlculos necessarios: f(x)=x%, f(1)=13=1e
f(1+ h) = (1+h)’> = h3+ 3h?+ 3h + 1 e substituindo, teremos

. h’+3h*+3h+1-1
lim -

vy i LA — (1)
£ = tim DT gy -
3 2 2

h—>0 h ) h h—0
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5. Encontre a derivada da funcdo y = x> no ponto genérico
P= (x, x?).

. x+h)— f(x
Precisamos calcular o valor de f'(x) = lim M) ,
h—0 h

pois precisamos do coeficiente angular da reta tangente a curva
y =x?% passando pelo ponto (x,x?).

Fazendo os calculos necessarios: f(x)=x*e f(x +h)=(x+h)*>=
=x2+ 2xh + h? e substituindo, teremos

_ 2 22 2
f'(x):limf(x+h) f(x):hmx +2xh+h™ —x =lim2xh+h _
h—>0 h h—0 h h—0 h

. 2
R TLCARLO NN NI
h—0 h h—0

Logo, a derivada de y = x* é y'=2x.

6. Encontre a derivada da fun¢ao y = x> em P = (x, x%).

VACREORVACH.
h 4

i "(x) = lim
Precisamos calcular o valor de /"'(x) P

pois precisamos do coeficiente angular da reta tangente a curva
y =x?, passando pelo ponto (x,x°).

Fazendo os cédlculos necessarios: f(x) = x° e
f(x + h) = (x + h)’> = x> + 3x*h + 3xh?+ h® e substituindo, teremos

J'(x) =lim -

f(x+h)— f(x) —limX3 +3x’h+3xh’ +h’ -x’
h

h—0 h

2 2 3 2 2
:hm3X h+3xh”~+h =hmh(3X +3xh+h ) th 3X2 +3Xh+h2 :3)62
h—0 h h0 h h—0

Logo a derivada de y = x* é y'=3x%

7. Encontre a derivada da funcao y =k, k constante, k € R no pon-
to genérico P=(x, k) .

, x+h)— f(x
Precisamos calcular o valor de f'(x) = lim M) ,
h—0 h
pois precisamos do coeficiente angular da reta tangente a curva
y =k passando pelo ponto (x,k).
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Fazendo os célculos necessarios: f(x) =k e f(x+h)=k e substituin-
do, teremos

f(”hh)_f(x) —1imEE _im @ —1imo = 0

f (X) - %tll;r(} =0 h -0 h—>0
Logo, aderivadadey=kéy =0.

A derivada da fungdo constante é zero em qualquer ponto.

8. Encontre a derivada da funcaoy =ax+b.

Fazendo os calculos necessarios: f(x) =ax+b e f(x+h)=a(x+h) +b
=ax + ah + b e substituindo, teremos

f'(x):yn(}f(x-i_h]/)l_f(X) :limax+ah+b-(ax+b) _

h—0 h
ax+ah+bh-ax—->b

lim =lima—=a
h—0 h h—0  h

Logo, aderivadadey=ax+béy = a.

A derivada da funcdo linear f(x) = ax + b é f (x)=a, em qualquer pon-
to.

9. Encontre a derivada da funcaoy =x".

Fazendo os céalculos necessarios: f(x) =x"e f(x + h) = (x + h)" =
x"+nx"th + ...+ h" e substituindo, teremos

C fx+h)-f(x) .. x"+nx"'h+..+h" —x"
f'(x) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
onx™ht+h hex™ ™
lim = lim =
h—0 h h—0 h
lim x4 4T = ]

h—0

Logo, a derivada de y = x" é y'= nx"".

A derivada da fungdo f(x) = x" é f'(x) = nx"', em qualquer ponto.
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10. Encontre a derivada da fungio y =v'x

Fazendo os calculos necessarios: f(x) =V x e f(x + h) =V (x + h) e

X+ h —\/;:
h

substituindo, teremos

S =@
h h—0

r= fim

lim (x+h _\/;)(\/erh +\/;): lim X+h—-x 1 -
h—0 h Wx+h +x) h>0  h (fx+h +4x)

h 1

1 1
lim — = lim 1 =
h=>0h (Jx+h +4x) h=>0 ([x+h +Jx) 2vx

Logo, a derivadadey =Vx éy'= L

2Jx

1 1 1,
A derivada da funcao f(x) = Vx=x?e f(¥)= PR
em qualquer ponto.

11. Encontre a derivada da funcao y = senx.

Fazendo os calculos necessarios: f(x) =sen x e f(x + h) =sen (x +h) =
= senx . cosh + cosx . senh e substituindo, teremos

f(x+h)—f(x) - Lm sen(x + h) — senx _

= fi

h h—0 h
. senx cosh+ cos xsenh — senx . senx(cosh—1)+ cos x senh
lim = lim =
h—0 h h—0 h
1 0 1
— ——
. senx (cosh—1) senh
= lim | ——F+cosx =COoS X
h—0 _h 1
0 cos x

estudando o limite

Logo, a derivada de y = senx € y’= cosx.

A derivada da fungdo f(x)= senx é f'(x)= cosx, em qualquer ponto.
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12. Encontre a derivada da funcdo y = cosx .

Fazendo os calculos necessarios: f(x) = cosx e f(x +h)=cos(x +h)
= cosx . cosh - senx senh e substituindo, teremos

f(x+h)— f(x) - lim cos(x +h)—cosx _

' = 1i
S'(x) = lim, 2 150 h

. cos xcosh— senxsenh — cos x . cosx(cosh—1)— senx senh
lim = lim =

h—0 h h—0 h
/—/L
1 0 1
. cos x (cosh—1) senh
= lim | ——— —senx =-senx
h—o0 _h 1
0 senx

estudando o limite

Vamos mostrar como sair da indeterminacao 0/0 do limite anterior.

f—J]L\ L
.| cosx (cosh—1)
lim | ————F
h—0 h 1

%r—/

0

=0/0

senzh
—

) cosx |\ cosh—1 )\ cosh+1 . CcoS X 0052 h—1
lim = lim =
h—0\ h 1 cosh+1 h—0\ h cosh+1

0 1

——N— —
~ lim cosxhsenh (Sezh}o.l:o
h— o0 cosh+1
2

estudando o limite

Logo, a derivada de y =cosx é y’= - senx.

A derivada da fungdo f(x)= cosx é f'(x)=-senx, em qualquer ponto.
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12. Determine a equacdo da reta que é tangente ao grafico de
f(x) = x* e é paralela a reta y = 4x + 2.

Queremos encontrar a equagao da reta tangente a fungao f(x) = x*.
Esta reta tem que ser paralela a reta y = 4x + 2.
Duas retas serdo paralelas se tiverem o mesmo coeficiente angular.

O coeficiente angular de y =4x +2 é 4.

Vamos encontrar o coeficiente angular da reta tangente a fungao
y=x%

Fazendo os cdlculos necessarios: f(x)=x*e f(x +h)=(x+h)*=
x2 + 2xh + h? e substituindo, teremos

_ 2 22
P I T AR S ACO NG S L bl (i ST 1 €51 ) TG S

h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Logo, o coeficiente angular da reta tangente a fungao y = x> é 2x.

Igualando os coeficientes angulares: 4 =2x = x =2. A abscissa do
ponto onde a reta tangente a fungdo f(x) = x> é paralela a retay =
4x + 2. Para x =2 y =4, ponto (2,4), isto é, o coeficiente angular no
ponto 2 é 4.

Equacao da reta tangente € y -y =f(x) (x-x)=>y-4=4(x-2) =
y-4=4x-8=>y=4x-4.
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13. Dada a funcao y = x* . Encontre f'(x) e depois mostre que {'(0)
nao existe, mesmo sendo f continua em 0.

Fazendo os céalculos necessarios: f(x) = x' e f(x + h) = (x + h)'” e subs-
tituindo, teremos

f(x+h)—- f(x) ~ lim (x+h)1/3 _x1/3

h h—0 h

r= i

lim((x+h)1/3_x1/3)((x+h)2/3+(X+h)1/3x1/3+x2/3) )
h=>0 h((x+h)2/3 +(X+h)1/3x1/3+x2/3)

lim (x+h)—x B
h_>0h((x+h)2/3 +(x+h)1/3x1/3 +x2/3)

lim h =
h_)oh((x+h)2/3 +(x+h)1/3x1/3 +x2/3)

lim ! =
h—)O((x+h)2/3 +(x+h)1/3x1/3 +x2/3)

1 1
(x2/3+x1/3x1/3+x2/3) 3,2/3
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Encontrando , temos {'(0).

1 1 2 A funcao f(x) =
' — ") — = — ¢ C
S'(x) NETE = /'(0) NSTER 3,273

nao

estd definida para x = 0, mas a fungao é continua em 0, como pode-
mos observar na figura a seguir.

A reta x =0 é a reta tangente ao grafico de f na origem.

Observacao: Temos um exemplo de uma fung¢ao que é continua no
ponto zero, mas nao ¢ derivavel nesse ponto.

Diz-se que a funcao f ¢ diferencial em x se f'(x ) existe.

Se uma fungao f € diferenciavel em x, entao, f é continua em x.

Entretanto, se uma func¢ao nao é diferencidvel em um ponto nao
implica descontinuidade no ponto.
14. A curvay = x* - 2x + 2 tem alguma tangente horizontal?

Observacdo. As tangentes horizontais sdao encontradas quando a
derivada é zero. Encontrando a derivada da fungao.

y=x'-2x*+2 =y =4 - 4x
Encontrando onde a derivada da funcao é zero.

V=0=4C-4x=0=>x(4’-4)=0=>x=00u4x’-4=0=>4x>=4
=>x=x1

Logo, a curvay = x*- 2x> + 2, tem tangentes horizontais em x =0,
x=1ex=-1, que corresponde aos pontos: (0,2); (1,1) e (-1,1).
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Técnicas de derivagao - teoremas

Teorema 1. Se c é uma constante, e se f(x) = ¢ para todo x, entdo
f'(x)=0.
Exemplo: f(x) =3 = f'(x) =0

Teorema 2. Se n é um nimero qualquer real, e se f(x) = x", entdo
f'(x) = nx™1.

Exemplo: f(x) = x> = f'(x) = 3x>! = 3x*

Teorema 3. Se f é uma funcao e c € uma constante qualquer, e g é a
funcao definida por g(x) = c f(x) , entao se f'(x) existe, g'(x) = c f'(x) .
Exemplo: f(x) = 3x* = f'(x) = 3(2x") = 6x

Teorema 4. Se f(x) = ¢ x" é uma fungao e c ¢ uma constante, e n € um
numero real qualquer, entao f'(x) = ¢ (nx"?).
Exemplo: F(x) =3x* = f'(x) = 3 (4x°) = 12x°

Teorema 5. Se f e g sao duas fung¢des e h é uma funcao defi-
nida por h(x) = f(x) . g(x), entdao se f'(x) e g'(x) existem, entdo
h'(x) =£(x) + g'(»).
Exemplo: f(x) =3x" + 2x = f'(x) =3(4x’) + 2 =12x"+2

f) g T fW S

Teorema 6. Se f e g sao duas fungdes e h € uma funcao definida por
h(x) =£(x) . g(x) , entdo se f'(x) e g'(x) existem, entao
h'(x) =£(x) g(x) + g'(x) £(x).
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Exemplos /(x) =3x* + 2r = f'(¥) = (12:)2x)+ ) (3x = 24x" +6x* =30x"
f(X) g(x) f(r) (x) é(x) f(x) S'(x).g'(x)

Teorema 7. Se f e g sdo duas fungdes e h € uma fungao definida

por h(x) = @ e g(x) # 0, entdo se f'(x) e g'(x) existem, entao
B (x) = S'(x)g(x) - g'z(X)f(X)

(g(x))
Exemplo: Fx) = 3 = F(x )_24x —6x :18x :2x2

Cxf 4 2

Exemplos resolvidos aplicando as regras
L@ =5 = (=0
2. f(0)=5=/'(x)=0
3. f(x)=99= f'(x)=0
4. f)=x= ') =Ix"=1x" =1
5 f()=x>= f1(x)=2x>" =2x' =2x
6. f(X)=3x= f'(x)=3(1x")=3(1x")=3.1=3
7 S =55 = @) =S )= lx )= =2
8. f(X)=x'+3x+2= f1(x) = (4x*") +3+0 = (4x") +3=4x> +3
9. f(x)=5x2+7x> +3x+5= f'(x)=5(12x") +14x+3+0 = 60x" +14x+3
10. f(x) = (x)(x*+2) = ()= (4x*) (x*+2) + (29 (x") = (4x°) (x* +2) + 2x
11. f(x) =(5x° +7x) Gx* +2x +1)
= () = (35 +7) (x> + 2x+1) + (10x +2) (5x° +7x)

x* 8x’)(3x* —2x 6x+2 2x
iufU_—T:r = 1 =B ) ~6x+9)(2x) _
3 x) (3x7 —2x)
o - (24x% —16x2) —(12x° +4x)  24x3% —16x°% 1257 — 4x*
- 2 - 2
(Bx* —2x) (3x2—2x)

_4x* 45 oy 8x.(5x +1)—5(4x> +5) _ 40x° +8x —20x> 25 _ 20x° +8x—25

13. /() sxil S Gx+1)? Gx+1)? Gx+1)?
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Derivadas de segunda ordem e de ordem superior

Seja y = 3x> + 2x = y'=6x + 2, entdo y’ é chamada de primeira deri-
vada de y em relagdo a x.

Sejay’ =6x+2 = y’=6, entdo y”’ é chamada de segunda derivada
de y em relagao a x.

7rr_

Sejay’=6 = y”’=0, entdo y”’ é chamada de terceira derivada de y
em relacao a x.

Observe que a fungao apresenta derivada de todas as ordens, sendo
a quarta e as subseqiientes todas iguais a zero.

Parada para verificagcao dos seus conhecimentos
1. Calcule a por definigao, derivada de f(x) = 3x*> no ponto x = 5.
2. Calcule a por defini¢do, derivada de f(x) = x> no ponto x = 2.

3. Calcule a por defini¢do, derivada de f(x) = x* + 3x + 7 no ponto
x=0.

4. Dada a fungao f(x) =3x + 5 calcule, por definicao, f'(x).
5. Dada a fungao f(x) = (x)"? calcule f'(1) e f'(0).

6. Dada a funcao f(x) = Lz calcule f'(x), por definigao.
2x

3
7. Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x)= Vx
no ponto de abscissa 8.

8. Determine a equagao da reta tangente e da reta normal ao grafico
de f(x) =x*-2 no ponto de abscissa 2. Esboce os graficos de f, da reta
tangente e da reta normal.

9. Seja r a reta tangente ao grafico de f(x) = 1 no ponto de abscissa
x

p. Verifique que r intercepta o eixo ox no ponto de abscissa 2p.

10. Se f(x) = 2x* - x , determine o ponto no grafico de f em que a tan-
gente € paralela a reta 3x - y - 4 = 0. Determine a equacao da reta
tangente nesse ponto. Faga os graficos.
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11. Determine as interse¢des x e y da tangente a f(x) = 2\x no

ponto (1,2).

12. Em que ponto da curva y = x> + 8 o coeficiente da tangente é 16?
Escreva a equagao dessa reta tangente.

13. Determine em que ponto na curva y = 3x*> + 5x +6 a tangente é

paralela ao eixo x.
14. A tangente a f(x) =x - x* é paralelaaretax+y-2=0.
15. A tangente a f(x) = 2x* - x> é paralelaareta4x -y +3=0.

16. A normal a ./ (x) = V4x =3 ¢ perpendicular a reta 3x -2y +3 = 0.



Capitulo I

Regra da cadeia

@3 y é uma fungaodeu e dy existe, e se u € uma funcgao de Q

du
Z—Z existe, entdo y é uma fungao de x e % existe e é dada
N /
Exemplo.
Ly=02x+1)?
Fazendou=2x+1= Z—z =2.Temos y=u’ = % = 3u?, com

u=2x + 1. Calculando a derivada de y = (2x + 1)*

b _dy du Ay 300417 2=px+1)
dx du dx dx

2.y = (2x3 + 3x)?

Fazendo u=2x*+3x = du _ 6x*+ 3. Temos y = u*= dy - 2u, com
dx du

u=2x°+ 3x.

Calculando a derivada de y = (2x°+ 3x)?
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Q = @%: ﬂ = 2(2x* + 3x).(6x* + 3) =2(12x* + 18x° + 6x* + 9x)
dx du dx dx

Q = 24x*+36x3+ 12x2 + 18x
dx

3.y =sen (3x?)

Fazendo u=3x>= du 6x. Temos y =senu = Y _ cos u,

X du
com u = 3x>%.

Calculando a derivada de y = sen (3x?)
D _dy du_ dy

o dn an = . = cos(3x?) . (6x) = 6x.cos (3x?).

(3x+2j

4.y = cos

x+3

Fazend0u=v3x+2 = du — 3(X+3)—1(x+3)_3x+9—1x—3_ 2x+6
xX+3 dx (x+3) (x+3) (x+3)

Temosy =cosu = gl=—senu.
u

Calculando a derivada de y = COS[ X+ 2)

x+3

dy _dy du Q:_Sen(3x+2)(2x+6)

dx  du dx dx x+3 (x+3)2
5.y= 1
Vx+3
du 1 )
Fazendou=x+3= 22 =1.Temosy= — =u'?
dx y \/;
1 3
1 1 2 3
du 2 2 )
. 1
Calculando a derivada de y =
Jx+3 3
3 2
Q :@ % — d_y — _l 1 2 1= _l 1 1 1
dx  du dx dx 20 Jx+3 T
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6.y =3x cos(5x)

Calculando a derivada de y = cos(5x).

Fazendou=5x = du _ 5, temos y = cos(u) = Ay _. sen u.
dx du
Logo, dy Qﬂ =- 5 sen(5x)
dx du dx

Calculando a derivada de y = 3x cos(5x)

d
d_y = 3 cos(5x) . 3x = 3 cos(bx) - 15x sen (5x).
x

Regra de LHospital

Primeira regra: Se f e g sdo infinitésimos no ponto x = a e se esta
dificil calcular ./, pode-se proceder do seguinte modo.

12 Calcular f'(x) e g'(x).

22 Calcular lim& . Se este limite existir, ele serd o limite
xX—>a g (x)

procurado do quociente f(x)
g(x)

Exemplos.

2
_4 2
1. lim > e

x—22 x=2 x—>21

X +x+9 o 2x+1 2341 7 7
3. 11m2— = lim = =
3 —x249  x>3 -2x -23 -6 6

Segunda regra: Se lim SO _» e existe lim /()
entao lim /)

xX—a g(x)

=L (ou o)

= L (ou o).

As regras de L'Hopital s6 se aplicam nas indeterminagoes 0/ 0
eoo /oo
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Exemplos.
3 2
) .3
1 11mx = llmi_oo
X—0 _x_|_1 X—0 1
. 5x7 —x+1 . 5x4—1 20x3
2 lim = lim = lim = —0
x_>_oox2+2x 1] X227 ® 2x+2 X9~ 2
2
. 3xT —x-3 . 6x—1 . 6 3
3. lim ———— = lim = lim —=—=—
x>0 52 5 XD0|0x+2 X010 10 5
A Diferencial

Vamos considerar a figura a seguir.

Nela temos: a fun¢ao y = f(x); a reta tangente t a curva dada em
P(x,y) e Q(x + Ax, y + Ay); a diferencga entre y + Ay e y € Ay que € dis-
tancia de QM. Para um valor pequeno de |Ax|, a inclinacio da reta
secante t e a inclinacao da reta tangente em P’ sao aproximadamente
iguais, isto é

L

Ay~ f'(x) Ax

A expressao A 4 definido como diferencial de y.
Ax

f(x)

reta secante

f(x + AX)

f(x)

reta tangente t

(x+Ax)

DERIVADA E
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Se a fungao f é definida por y = f(x), entao a diferencial de y, deno-
tada por dy, é dada por dy = f'(x) Ax, com x no dominio de " e Ax
incremento arbitrario de x. (Definigao I)

Se a funcao f é definida por y = f(x), entdo a diferencial de x, de-
notada por dx, é dada por dx = Ax, com x um nimero qualquer no
dominio de f" e Ax incremento arbitrario de x. (Definicao II)

Das duas defini¢des anteriores, temos

dy = f'(x)dx

&

= f'(x) se dx =0
dx

Aplicacoes.

1. Consideremos a funcao y = 4x>- 2x + 2. Encontre o valor de: Ay,
dy e Ay - dy.
Fazendo os calculos

y=4x2-2x+2
dy = (8x - 2) dx

y + Ay = 4(x + Ax)? - 2(y + Ax) + 2

y + Ay =40+ 2x Ax + AX?) - 2x -2 Ax + 2

y+Ay =4x>+8x Ax + 4 Ax* - 2x - 2 Ax + 2

y + Ay =4y?+ (8x-2) Ax + 4 Ax* - 2x + 2

y + Ay = (8x - 2) Ax + 4 AX* + (4y*- 2x + 2)
Substituindo y = (4y*- 2x + 2)

(4y*- 2x +2) + Ay = (8x-2) Ax + 4 Ax* + (4y*- 2x + 2)
Ay = (8x-2) Ax +4 Ax?

dy =f'(x) dx
dy = (8x - 2) Ax
Ay -dy=(8x-2) Ax +4 Ax*- (8x - 2) Ax =4 Ax?

2. Para a equacao anterior, considere que x=2 e Ax=0,1.
Temos do exercicio 1, que

dy = (8x-2)Ax=(8.2-2).0,1=14.0,1=14
Ay -dy=4Ax?=4.(0,12=4.0,01=0,04
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3. Encontrar o valor de 2,983, usando a fungao f(x) = x>
Consideremos x, =3 e dx =2,98 — 3 =-0,02

Calculando dy

dy = f(x) dx = dy = 3x2 (-0,02) =- 0,06 x> =-0,06.9 = - 0,54
f(x,)=3°=27

Logo, f(x) = f(x,) + dy =27 - 0,54 = 26,46

4. Encontrar o valor de 4.01 , considerando x =4 e dx =0,01
Temos que: x=4 e dx=0,01. Consideremos y = f(x) = Jx
Calculando dy

1

2Jx

dy=f'(x)dx=dy =

1 1
dx = dy = 5500 = dy = - (0.01) =0,0025

f(x) = /4 =2
Logo, f(x) = f(x,) + dy =2+ 0,0025 = 2,0025

5. Encontrar o valor de /8,2, considerando x =8 e dx =0,2.
Temos que: x=8 e dx=0,2. Consideremos y = f(x) = Vx
Calculando dy

1 1 1 o)
dy:f'(X)dX3dy=—dx = dy=—0,2 = dy:3—40’2 = dy:%

Jx2 2

dy = 0,016

f(8)=3/8=2
Logo, f(x) =f(x,) +dy =2+ 0,016 =2,016
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Esbogos de curvas
Intervalos de crescimento e decrescimento

Teorema: Seja f continua em [a, b] e derivavel em ]a, b[, temos
Se f'(x) >0 em ]a, b[, entdo f é estritamente crescente em Ja, b[ .
Se f'(x) <0 em ]a, b[, entao f é estritamente decrescente em ]a, b[ .

Ponto critico

Definicdo. Se ¢ ¢ um niimero no dominio de f e se f'(c) = 0 ou f'(c)
nao existe, entao ¢ é chamado ponto critico da funcao.

Concavidade do grafico de uma fungao

Defini¢ao. Seja a funcao diferenciavel no intervalo aberto 1.

O gréfico tera concavidade para cima em I, se f* for uma fungao
crescente.

O grafico tera concavidade para baixo em I, se f* for uma funcao
decrescente.

Teorema: Seja a fungao f diferencidvel duas vezes no intervalo I.

Se f'(x) > 0 para todo x em I, entao o grafico de f possui concavidade
para cima em L.

Se f'(x) < 0 para todo x em I, entao o grafico de f possui concavidade
para baixo em I.

Ponto de inflexao

Defini¢ao. Um ponto onde uma curva muda sua forma, de convexa
para cima para convexa para baixo chama-se ponto de inflexao.
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Considerando o grafico de uma fungao f cuja derivada segunda
existe e é continua, devemos ter f*'(x) num ponto de inflexao.

Teste da segunda derivada
Seja f uma fungdo derivada continua de segunda ordem, num inter-
valo aberto, suponhamos que c seja um ponto em que

Sef'(c)=0ef'(c)>0, entdo c é um ponto de minimo local.
Se f'(c)=0ef'(c)<0, entao c é um ponto de maximo local.

Assintotas
Assintota vertical

Definicao. A reta x = a é dita assintota vertical do grafico de f se um
dos casos a seguir ocorrer.

i) lim f(x)=+o0
i) lim f(x)=-o0

iii) lim f(x) =+

xX—a

iv) lim f(x)=—o

Assindota horizontal

Definicdo. A reta y = b € dita assintota horizontal do grafico de f se
um dos casos a seguir ocorrer.

i) lirrg0 f(x)=>b
ii) lirEo f(x)=>b

Assintota obliqua

Definicao. A reta y = ax + b é dita assintota obliqua do grafico de f
se um dos casos ocorrer:
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i) lim f(x)—(ax+b)=0
ii) lim f(x)—(ax+b)=0
Exemplos.
1. Construir os graficos das fun¢des dadas a seguir.
x+1
x—1
1. Condigao de existéncia: x-1#0 = x # 1
~ x+1
2. Zero da fungao: f (x):—1
x+1=0= x=-1
x-1=0=x=1
3. Estudo do sinal.

- ++++
f(x)>0, x<-lToux>1 -

---- - ++++
f(x)<0,-1<x<1 ?
f(x)=0,x=-1lex=1 AR

-1 1
x+1 -x+1 1-x —-(x-1) x-1

X) = —X) = = = =
A x—lef( ) —x-1 —-1-x —(x+1) x+1

Como f(x) # f(-x), logo a fun¢ao nao é par.

5. Altura na origem

f(x)= i—j = f(0)= % =—1. Ponto (0,-1)
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6. Tendéncias no infinito

1+—
. +1 .
lim x4l — % Saindo da indeterminacgao: lim T fim| X -1
e | 00 x>0 xy — ] xokeo| x 1L

X

Como o resultado dos dois limites é um niimero, no caso 1, temos
assintota horizontal.

7. Valores infinitos

Calcular os limites a esquerda e a direita, se for o caso.

2

~—
. . S . ox+l
lim x+1 = 2 Saindo da indeterminagao: lim = +00
+ R 1" -
-t x—1 0 X+ &C,-J 1
0+
estudando o limite
2
~—
. . Coaox+]
lim x+1 = 2 saindo da indeterminacao: lim = —00
- x—=1 0 x—+1" a\(ﬂ_l

0
estudando o limite

A reta x =1 é uma assintota vertical.

8. Assintotas obliquas

Paraa=1eb=0, calculamos o valor do limite de lim f(x)—(ax+b)=7?

fim X (4 0) = Tim 2 = lim 2 fim = 1— 00 = —w

x>+ x — | x>+ x — | x40 x — | x>+

Logo, sem assintota obliqua.

9. Calculo das derivadas necessarias.
Primeira derivada.

x+1 = () = I(x—1)—1I(x+1) _ Ix-1-1Ix-1 :—_2:_2

SD="7 1 1 1

Mostra onde f é decrescente.
Segunda derivada.

J)==2=7"(x)=0

Construindo o grafico, unindo todas as informagoes anteriores.
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x =1, assindota horizontal

B il Bl it
\

y =1, assindota vertical

X
x+2

b) f(x) =

1. Condigao de existéncia: x +2 #0 = x # -2

2. Zero da fungao: f(x)= ol
x+2
x=0
x+2=0=>x=-2
3. Estudo do sinal - ++++
2
- E— e+ +
f(x)>0, x<-2oux>0 8
f(x)<0,-2<x<0 bt oo At
f(x)=0,x=-2ex=0. -2 0
X - X X
4, X)= —x) = —
/) x+2 e J(=) —x+2 x-2

Como f(x) # f(-x) , logo a fun¢do nao é par.



%0
I EaD-UFMS % DERIVADA

5. Altura na origem

X 0 0
x)=——= f(0)=——=—=0.Ponto (0,0).
f()er2 f()0+2 5 (0,0)
6. Tendéncias no infinito
. . 1
lim Y _ % Saindoda indeterminagdo: lim = lim ——=1
) 00 xok0 x4 D x>k 142
X

Como o resultado dos dois limite ¢ um niimero, no caso 1, temos
assintota horizontal.

7. Valores infinitos
Calcular os limites a esquerda e a direita, se for o caso.

~—
. -2 . . L . X
lim == . Saindo da indeterminacao: lim 5= —00
2+t 2
=2 x+2 0 x=>=2" X +
0+
estudando o limite
-2
—~—
lim —— — ~2  Saindo da indeterminagdo: lim = +00
-2 x+2 0 2 x4+ 2

0

estudando o limite

A reta x =-2 é uma assintota vertical.

8. Assintotas obliquas
Paraa=1eb=0, calculamos o valor do limite de lim f(x)—(ax+b)="?

. . . 1 .
lim —(x+0) = lim —x=lm———-limx=1-00=-w
x40 y D x40 y 4 2 X—>+00 x—>+00

X

Logo, sem assintota obliqua.

9. Calculo das derivadas necessarias.

Primeira derivada.

I(x+2)-Ix x+2-1x
1 1

f()=——= f'(x) =
x+2
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Mostra onde f é crescente.
Segunda derivada.
fix)=2=f"(x)=0

Construindo o grafico, unindo todas as informacoes anteriores.

x = -2, assindota vertical

Ay

44

y =1, assindota horizontal

\

2
X

o f(X):)H—Z

1. Condigao de existéncia: x+2#0 = x#-2

2

2. Zero da fungao: f(x) = X
x+2

x?=0 = x =0 (duas raizes iguais)
Xx+2=0=>x=-2

3. Estudo do sinal. ---- ot

o O

F+++ T 44+ ++++

f(x)>0, x>-2ex#0
£(x) <0, x<-2 ----
f(x)=0,x=-2ex=0. -

++++

S 0 S0

N G
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2 2 2
X (—x) X
S x+2 /(=) —-x+2 —x+2

Como f(x) # f(-x) , logo a fungao nao € par.

5. Altura na origem

2
X

x+2

0 0
= £(0)=———=-"=0 .- Ponto (0,0).
/O 0+2 2

AC

6. Tendéncias no infinito

2
X

lim _ % . Gaindo da indeterminacao:
xote x4+ 0
2 2
. X .oX 1 . 1

lim 2: Iim ——— = lim x > =00
x—*too X+ x—*o X xX—>to0

I+ I+

X X

Como o resultado dos limites é + oo, temos assintota horizontal y=0

7. Valores infinitos

Calcular os limites a esquerda e a direita, se for o caso.

4

=
2 2 .
im =2 . Saindo da indeterminacao: lim 5 = +00
9t 2"
-2 x+2 0 ¥=>=2" X +
0+
estudando o limite
4
)
. x2 2 . . . . X
lim — £ . Saindo da indeterminagdo: lim = —00
-2 x+2 0 A )
0=
estudando o limite
A reta x =-2 é uma assintota vertical.
) x* 0 . . o . 1 . 1
lim = — . Saindo da indeterminacao: lim = lim—m7 =4
=0 x+2 0 x>0 1 2 0" ] 2
—+— —| 1+
X x X X
\-‘M_J

A reta x =0 é uma assintota vertical.
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8. Assintotas obliquas.

Paraa=-2eb =0, calculamos o valor do limite de

lirgof(x)—(ax+b)=?

2 2
X X

lim —(—2x+0) = lim
X—>+o x —+ 2 X—>+0 x +

+2X=00+00 =00

Logo, sem assintota obliqua.

9. Célculo das derivadas necessarias.
Primeira derivada.
x’ 2x(x+2)—1x’ B 2x° +4x—x’

A 1 1

=x" +4x

Jf(x) =

Segunda derivada

f(x):x2 +4x= f"(x)=2x+4

Construindo o grafico, unindo todas as informagdes anteriores.

y =0, assindota horizontal

4

x = -2, assindota vertical

\

3 2
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3

X

x2—1

d) f(x)=

1. Condigao de existéncia: x*-1#0=>x#+ 1

3
2. Zero da funcao: f(x) =

x2—1

x> =0 = x =0 (trés raizes iguais)
x*-1=0=>x=+%1

3. Estudo do sinal.

- ++ + +
f(x)>0, -1<x<0oux>1 - o .
f(X)<0/X<'1OLIO<X<]_ _Ci Cl'
f(X)=O/X='1,X=1eX=O. - - C+++C--_C++++
-1 0 1
x3 (—x)3 —x3

L fW=—5— e f(0)= -

x° -1 (—x)z—l_xz—l

Como f(x) # f(-x) , logo a fungao nao € par.

5. Altura na origem

X 0 0
= f(0)= == 0. Ponto (0,0).

1=~ St

X

6. Tendéncias no infinito

3

. X 00 . . . ~
lim > = —. Saindo da indeterminacao:
x—*o x° - 1 o0

Como o resultado dos limites ¢ + «© , ndo temos assintota horizon-
tal.
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7. Valores infinitos

Calcular os limites a esquerda e a direita, se for o caso.

1=

3 3
X 1 . . C . ) X
= — . Saindo da indeterminacao: lim = +o0
x—1* xz -1 0 x>t x2 -1
\_ﬁr_/
0+
estudando o limite
3 -1 . . . ~
lim _ — ! .Saindo da indeterminacao:
> x? =1 0
-1
~—
3
Iim —— =+
-1 (x=1)(x+1)
\_ﬁZﬁ_J\_ﬁﬁ_J
— o+
estudando o limite
3
. X 0
lim 5 =—=0
=0t x -1 —1
A reta x =1 e x =-1 sdo assintotas verticais.
8. Assintotas obliquas.
Para a=-1eb =0, calculemos o valor do limite de
lim f(x)—(ax+b)="?
X—>+0
3 x3
lim —(-Ix+0)=lim ———+x=0+00=0
X—>+00 x — X—>+00 x —

Logo, sem assintota obliqua.

9. Calculo das derivadas necessarias.

Primeira derivada.
x® 3x7(x? =)= (2x)(x° 3x* —3x% —2x*
R A e

x> +2

4 2
=x" —3x
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Segunda derivada.

4x° + 6x

J)=x"=3x" = (%)

Construindo o grafico, unindo todas as informagoes anteriores.




Capitulo IV

Definigoes

1. A taxa de variagao instantanea de f em relagao a x em x € a deri-
vada

se o limite existir.

f‘(xo) _ %ll_l;I(}f(xO +h2_f(x0)

2. A velocidade instantanea € a derivada da posi¢ao em relagao ao
tempo. Se a posigao de um corpo no instante t é s = f(t), entdo a sua
velocidade no instante t é

v(t) =d—‘;= lim f(”AA’i_f(t)
Ky At—0

3. Aceleragao € a derivada da velocidade em rela¢do ao tempo. Se a
posicao de um corpo no instante t é s = f(t), entdo a sua aceleracao
no instante t é

dt  dt*

Aplicagdes.

7 4 4 4 2 o1
1. A férmula da drea do circulo é 4 =7 r" ou podemos utilizar

2
D 1
Azn(—j - —nD?
2
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relacionando a formula da area com seu diametro. Queremos saber
a que taxa de variagdo a area muda em relagao ao didmetro, quando
o diametro € igual a 25m?

Resolugao:
A férmula da area em relagao ao diametro é

A= %n D? Assim,

d_A = ln 2D = ln D Mas para D =25m, temos
aD 4 2

d—A = ln 25=12,5n

aD 2

Logo, quando d = 25m, a 4rea varia a uma taxa de 12,5 1 m?*/m.

2. Se a pressao P e o volume V de um certo gas estao relacionados
pela férmula P = — , determine:
4

a) a taxa de variagao de P em relagao a V.
b) a taxa de variagao de P em relacdo a V quando V =2.

Resolucao:

1
a) Como Pz;,entéo d_P=_

av - v?

b) Para V =2 a taxa de variagao de P em relacdo a V é Z—g -

3. O volume V(I) de 4dgua existente em um tanque é, t segundos,
apos ter se iniciado o escoamento, V = 2000 - 40t + 0,2t* . Com que
velocidade o volume V decresce quando t = 30?

Resolucao:
2

V' =2000-407+0,2t" = (Z—V =—40 + 0,4¢
t

av
Para t =30, temos S —40 +0,4(30) = —40 +12 = -28
t
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4. Que dimensodes deve ter uma lata de refrigerante de capacidade
de 500 ml de modo a minimizar seu custo?

Resolucao:

Queremos minimizar a area total da lata. Chamemos de r o raio da
base e de h a altura da lata.

r O
O

O volume docilindro é V =7 r’h = 500=1n r’h =

500 _p
2

Tr

A area total do cilindro € A = area da lateral + 2 vezes a area da cir-

cunferéncia.

A (r)=2nrh+2r

A =21 0 o2 1000 o s
Tr r

A ()= 1000,
r

A )=-99 grre A7 @)= + 2% L ans0
7 r

AL @)= - 090 g0 1999 g,
r r

Resolvendo: r=3v250/nt eh= 23\/ 250/m

Portanto, o raio com valor r = 3v250/n minimiza o custo de pro-
ducao.

5. Sabemos que a drea de um circulo é crescente a uma taxa cons-
tante de 4cm?/s, a que taxa estd crescendo o raio no instante em que

o raio é de 4cm?
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Resolucao:

A=nr? (derivando de ambos os lados da equagao)

d_Azzn rﬂ.Oproblemanosdé: d—A:4cm2/s er=4cm
dt dt dt
4=2n 4.£
dt
a2

0 —?cm/s=0,9cm/s

A taxa estd crescendo o raio no instante em que o raio é de 4 cm é
0,9 cm/s.

6. Um homem com 1,80 m de altura estd a 12 m da base de um poste
de luz com 20 m de altura e caminha em direc¢ao ao poste a uma ve-

locidade de 4,0 metros por segundo. Com que taxa o comprimento
de sua sombra estd variando?

20m
1,80m
1
' = Y <
y X
Resolugao:
. dy
Temos dado: =2 _ 4
dt

Perceba a semelhanga entre os triangulos da figura anterior e tire a
relagao:

20 1,80

y+x X

= 20x=1,80(y +x) = 18,2x =1,80y

18,2x =1,80y (derivando de ambos os lados da equagao)

1825 180, para & _,
dt dt dt

182% 1804 5% 2 cumys
di g 182

107



Capitulo V

Dada a equagao y = 3x? - 5, costumamos dizer que y é uma fungao
explicita de x, pois podemos escrever y = f(x) com f(x) = 3x* - 5, ou
seja, y é expresso explicitamente como fungao de x.

Mas nem sempre € possivel isolar y, portanto nestes casos dizemos
que y € definido implicitamente como fun¢ao de x. Mesmo

assim, € possivel determinar Ay , utilizando a regra da cadeia,

considerando y = f (x). dx

O método da diferenciagdo implicita consiste em diferenciar cada
termo da equacdo em relagdo a x.

Exemplos.

1. Vamos consideremos a seguinte equagao: x y = 1.

Da maneira que se apresenta, y é definido implicitamente como
fungao de x. Mas podemos facilmente, nesta fungao, isolar a variavel

y.
Fazendo:
1
xy=1=y=—
X

Podemos dizer para a fungao y = ! , que y é uma funcao explicita
de x. o
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Derivando teremos: 4 - -1
dx x2
Mas, temos uma outra maneira de obter esta derivada, através da
diferencial. Vejamos.
x y =1 (diferenciando de ambos os lados da equacao)
d d
—(xy)=—0
dx( ) dx( )
d d
x—()+y—(x)=0
" ) +y dx( )
d
x—()+y.1=0
0 M +y
-
-y
dx X
1 _
Se agora substituirmos y = — na ultima expressao, obtemos P _ _21
X dx

O que nada mais é que a derivada da funcao.

Em geral, nao é necessario resolver uma equacao de y em termos de
X, a fim de diferenciar as fung¢des definidas pela equacgao.

Este método para obter derivadas é chamado de diferenciacao im-
plicita.

2. Derive implicitamente em fungao da variavel x.
a)4x*-9y=1

F a2y Loy
L9 =)

Sxﬁ—9ﬂ=0
dx dx
8x.1—9ﬂ:0

dx
Q_ -8x 8x
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b) ¥ —4xy =
X ay=x
Jy
d| x d d
Al S o)== L
dx(\/;j+dx( xy) dx(x)

dy

1'\/;;1@)—(_21\/;)“) BN L
dx

y dx

4y 4=
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C) 5y2 + seny = x2

5y2 +seny=x2

d .2 d 2
—(5 + seny) =—(x
dx(y y) dx( )

dy dy d
10y—+cosy— =2x—(x
ydx ydx dx( )

(10y + cos y)ﬂzzx
dx
Q_ 2x
dx 10y +cosy

Parada para verificagdo dos seus conhecimentos

Nos exercicios 1 a 3 admita que todas as varidveis sejam fung¢oes
de t.

1.Se A=x%e % =3, determine C;_‘?quando X =D5.

2.5¢e A=2y’-x*+4x=-10e _illtl =-3, quandox=-2ey=1,

determine d_x
dt

3.5e A=3x’y +2x=-32e _Cull]tL =-4, quando x =2 e y =-3, determine %

Parada para verificagao dos seus conhecimentos: aplicagoes

1. Um quadrado se expande de modo que seu lado varia a razao de
5cm/s. Achar a taxa de variagao de sua drea no instante em que o
lado tenha 6cm de comprimento.

2. O raio r de uma esfera estd variando, com o tempo, a uma taxa
constante de 5m/s. Com que taxa estara variando o volume da esfe-

ra no instante em que r =2m ? Sabe-se que o volume da esferaé V =—n r
3

3

111
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3. Um cilindro é comprimido lateralmente e alonga-se, de modo que
o raio da base decresce a uma taxa de 2cm/s e a altura cresce a uma
taxa de 5cm/s. Achar a taxa segundo o qual o volume varia. Quando
o raio € 6cm e a alturade 8cm. (V =n r2 h)

1

x2+4

de

4. Um ponto move-se ao longo do graficode y =

modo que % = -3 unidades por segundo.

Qual serd taxa de variagao de sua ordenada y, quando x=27?

5. Bombeia-se ar em um balao esférico a uma taxa de 75 cm?*/min.
Encontre a taxa de variagao do raio quando seu valor é de 5cm.

6. Cascalho estd sendo empilhado em uma pilha conica a uma taxa
de 3 metros ctbicos por min. Encontre a taxa de variagao da altura
da pilha quando a altura é de 3 metros. (Suponha que o tamanho do
cascalho é tal que o raio do cone é igual a sua altura).

7. Uma camara de televisao no nivel do solo esta filmando a subida
de um Onibus espacial que esta subindo de acordo com a equagao
s =15t?, onde s € medido em metros e t em segundos. A camara esta
a 600 metros do local do lancamento. Encontre a taxa de variacao
entre a camara e a base do Onibus espacial 10 segundos apos o
lancamento. (Suponha que a camara e a base do 6nibus espacial
estao no mesmo nivel quando t = 0).

8. Um aviao estd voando a uma altitude de 10 quildometros em uma
trajetoria que o levara a passar diretamente acima de uma estacao
de radar. Seja s a distancia (em quilometros) entre a estagao de radar
e 0 avido. Se s esta decrescendo a uma taxa de 650 Km/h quando s é
16 Km, qual ¢ a velocidade do aviao?

9. Suponha que y = f(x) seja uma funcdo derivavel e dada
implicitamente pela equacao: xy~ +y+x =1
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10. Determine uma fungao y = f(x) que seja dada implicitamente
pela equagao: xy~ +y+x=1

11. A funcao y = f(x) é dada implicitamente pela equagao x y +3 =2x

Calcule Y parax=2.
dx

12. A fungao y=f(x), y > 0 é dada implicitamente pela equagé’cg +4 y2 =2
Determine a equagao da reta tangente ao grafico de f, no ponto de
abscissa 1.

13. Um tanque tem a forma de um cone invertido, tendo uma altura
de 5m e raio da base de 1m. O tanque se enche de 4gua a uma taxa
de 2m? /min. Com que velocidade sobe o nivel da dgua, quando a
agua estd a 3m de profundidade?

14. Uma escada com 5m esta encostada em uma parede. Se a base
da escada é afastada a uma velocidade de 1m/s, qual a velocidade
com que o topo da escada escorrega pela parede quando a base esta
a4m da parede?

15. Quando um fabricante de moveis produz x cadeiras por semana,
o custo total e a receita total semanal sao C e R, respectivamente, C
= 3000 + 40x e R = 150x - 0,25 x*. Se a produgao semanal atual é 200
cadeiras e ela estd aumentando a uma taxa de 10 cadeiras por sema-
na, ache a taxa de variacao:

a) do custo total semanal.
b) da receita total semanal.
¢) do lucro total semanal.

16. A pressao P e o volume V de uma amostra de gas que sofre
uma expansao adiabatica estao relacionados pela equagao P V4 =0,
onde C é uma constante. Num determinado instante, o volume da
tal amostra € 4 cm?®, a pressao € 4000 Kg/cm? e o volume esta cres-
cendo a uma taxa de 2cm’/s. A que razao a pressao esta variando

neste instante?
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17. Marcos tem 1000 m de grade com os quais pretende construir
um cercado retangular para seu pequeno poodle francés. Quais as
dimensoes do cercado retangular de drea maxima?

18. Quadrados iguais sdo cortados de cada canto de um pedaco
retangular de papeldo medindo 8cm de largura por 15 cm de
comprimento, e uma caixa sem tampa é construida virando os lados
para cima. Determine o comprimento x dos lados dos quadrados
que devem ser cortados para a produgao de uma caixa de volume

maximo.

19. Uma lata cilindrica de estanho (sem tampa) tem volume de 5
cm®. Determine suas dimensoes se a quantidade, de estanho para a
fabricacao da lata é minima.

20. Determine dois nimeros positivos cuja soma seja 4 e tal que a
soma do cubo do menor com o quadrado do maior seja minima.

21. Um galpao deve ser construido tendo uma area retangular de
12100m?. A prefeitura exige que exista um espaco livre de 25m de
frente, 20m atras e 12m de cada lado. Encontre as dimensodes do lote
que tenha drea minima na qual possa ser construido este galpao.

22. Uma caixa sem tampa, de base quadrada, deve ser construida
de forma que o seu volume seja 2500 m’. O material da base vai
custar R$ 1200,00 por m* e o material dos lados R$ 980,00 por m?.
Encontre as dimensdes da caixa de modo que o custo do material
seja minimo.

23. Uma loja vende um acessorio para automoveis, a R$ 400,00 por
unidade. O custo total para negociar x unidades é de f(x)= 0,02 x +
160 x + 400000. Quantos acessorios devem ser vendidos para que
tenha lucro maximo?

24. Para as funcgodes abaixo, calcular:
a) Os pontos criticos (caso existam),
b) Estudar os intervalos onde a fungao € crescente ou decrescente.
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c) Os pontos de inflexdo (caso existam),

d) Estudar os intervalos de concavidade, onde a fungao é concava
para cima ou concava para baixo.

e) Pontos de Maximo e de minimo (caso existam),

f) Os limites necessarios,

g) As assintotas ,

h) o grafico da funcao dada.

3 _ ! 2, b
a) y=x"+3x-2 b) y=— ) y=x +—
x7+1 X
3 2 x2+2
d) y=x" -9x" —-48x+52 e) y= 3 f) y=x(x-D(x-2)
X+

25. Quer-se construir um galinheiro de forma retangular. Para isto
se dispoe de 50 metros de tela e de uma parede ja existente. Deter-
minar as medidas MN e NP do galinheiro, para que sua 4rea seja
maxima.

M Q

N P

26. O raio de uma esfera de ago mede 1,5 cm e sabe-se que o erro
cometido na sua medicao nao excede 0,1cm. O volume da esfera é
calculado a partir da medida de seu raio usando-se a formula

Vv :in > . Estime o erro possivel no calculo do volume.

27. Use diferenciais para achar o volume aproximado de uma ca-
mada circular de 6 cm de altura cujo raio interno mede 2cm e cuja
espessura € de 0,1 cm.

28. Encontre aproximadamente o volume de uma concha esférica

cujo raio é 4 cm e cuja espessura é 1/ 16 cm.

29. Um tanque cilindrico aberto deve ter um revestimento externo
com espessura de 0,5 cm. Se o raio interno é de 1m e a altura é 3m,
usando diferenciais encontre a quantidade de revestimento que
deve ser usada.
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INTRODUGAO: ORIGEM DO CONCEITO DE INTEGRAL

A ideia ou o conceito de integral foi formulado por Newton
e Leibniz no século XVII, mas a primeira tentativa de uma concei-
tuacao precisa foi feita por volta de 1820, pelo matematico francés
Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Os estudos de Cauchy foram
incompletos mas muito importantes por terem dado inicio a inves-
tigagao sobre os fundamentos do Calculo Integral, levando ao de-
senvolvimento da Analise Matematica e da teoria das fungoes.

Por volta de 1854, o matematico alemao Bernhard Riemann
(1826-1866) realizou um estudo bem mais aprofundado sobre a in-
tegral e, em sua homenagem, a integral estudada por ele passou a
receber o nome de Integral de Riemann. Tal nome serve para dis-
tinguir essa integral de outras que foram introduzidas mais tarde,
como por exemplo, a Integral de Lebesgue. A forma usada para in-
troduzir o conceito de Integral de Riemann nos cursos de Calculo é
a versao devida a Cauchy. O que justifica isto é, que ela é simples e
bastante acessivel aos alunos de um curso inicial de Calculo, além
de atender aos propdsitos de um curso desta natureza.

Nos cursos de Analise Matematica, apresenta-se uma versao
mais refinada, a Integral de Darboux-Riemann, usando os conceitos
de soma inferior, soma superior, integral inferior e integral supe-
rior, que correspondem ao método de exaustdao usando, respectiva-
mente, poligonos inscritos e poligonos circunscritos.

Mas, para que ninguém alimente idéias equivocadas, ob-
servamos que as diversas defini¢cdes da Integral de Riemann men-
cionadas sdo equivalentes e a diferenga entre elas situa-se na ade-
quacao das definigOes para a obtencao das propriedades da referida
Integral.
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Primitiva de uma fungao

Nosso objetivo agora € encontrar uma féormula que dé todas as
func¢des que poderiam ter f como derivada. Essas fung¢des sao
chamadas de primitivas de £, e a férmula que fornece todas elas é
chamada integral definida de f.

A operagao inversa da diferenciacao é chamada antidiferenciagao.
A antidiferenciacao é o processo segundo o qual determina-se o
conjunto de todas as antiderivadas de uma dada funcao.

Definigao de primitiva

Uma fungao F(x) é chamada primitiva de uma funcado f, em um
intervalo I, se F'(x) = f(x) para todo valor de x em I.

O conjunto de todas as primitivas de f ¢ a integral definida de f em
relagao a x, denotada por I f(x)dx , em que J ¢ o simbolo de uma
integral. A fungao f é o integrando de uma integral e x € a variavel

de integragao.

A notacao I J(x)dx =F(x)+C, onde C é uma constante arbitraria,
significa que a fun¢ao F(x) € uma primitiva da funcdo, tal que

F’(x) = f(x) vale para todos os valores de x no dominio de f.

Exemplos.
1. Encontrar a fungao cuja primitiva é F(x) = 4x*+ 3x + 3.

F(x) =4x*+3x+3
F(x)=8x+3

Se fungao é a f(x) =8x + 3, dizemos que f(x) € a derivada de F(x) e que
F(x) é uma primitiva de f(x).

Observe que

H(x) = 4x>+ 3x + 54
H'(x)=8x+3

Se funcgao € a f(x) = 8x + 3, dizemos que f(x) é a derivada de H(x) e
que H(x) é uma primitiva de f(x).
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Procuramos mostrar que a fungao F’(x) = H'(x), mas F(x) # H(x). Isto
¢, toda funcao cujos valores sao dados por 4x*+ 3x + C, onde C é
uma constante qualquer, é uma primitiva de f(x).

Teorema

Se F(x) é uma determinada primitiva de f(x) em um intervalo I, en-
tao o conjunto de todas as antiderivadas de f(x) em I é dado por
F(x) + C, em que C é uma constante qualquer e todas as primitivas
de f(x) em I podem se obtidas de F(x) + C, atribuindo-se valores
particulares para C.

Verifique que:
1. J.dx =x+C
De fato, F(x)=xe F'(x)=1
Ou de = .[1 . dx = x+ C, portanto a derivada de x é 1.

2
2. dexzx_+C
2

2
De fato, F(x) = *_ e F'(x) = 2x _
2

2

X

2
Ou J.dx = J-X dc=" +C, portanto a derivada de ﬁ é X.
2 2

3
3. Ixzdx=x_+C
3
3
De fato, F(x)= *_ e F'(x) = §2= x’
3 3

3 3
Ou sz dx =X+ C, portanto a derivada de ¥ éx2.
3

Formulas de integrais

Sao imediatas as seguintes propriedades.

1. Idx=x+C
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+ C,n#-1,nracional.

n+l
Ix" de=*
n+1

@

Iadx = ajdx =ax + C , a constante

I

. J‘ek‘xdx= lel‘x'|‘c
k

o1

J‘adeZLgx+c,a¢1,a>0.
Ina

(o)

. J.ldx=lnx+C,x>O
x

N

@ = gedx = [ f()dx + [ g(x)dx

—cos kx
k

*®©

+C

j senkx dx =

senkx

9. Icoskxdx= +C

10. Isecz xdx=1tgx+C
11. Isecx.tgxdx =secx +C
12. Icoseczxdx =-—cotgx +C

13. Icosecx.cotgxdx= —cosecx + C

14. -[ ! dx = arc senx + C
1-x?

1
15. I = dx =arctgx +C
I+x



9
I EaD+UFMS INTEGRAL 123

D Bl

16. (ax) = v

17. j—dxz-x+c

Exercicios resolvidos

s x5+1 x6
1. J.x dx = +C="—+C
5+1 6
1 = _71+1 %
2. J‘ﬁdxzj.xzdx=x1 +C= XT+C:2\/;+C
——+1 _
2 2
X L3 2
3 fx dx = +C=—4C=——+C
~3+1 -2 932
2x
4 jezxdx:e vo=Leic
2 2
3 -3x
5 Ie fdv= % ic- e ac
-3 3
5 -3x
6 ISe_xdx: ¢ =2 4cC
7. I2xdx= 1 bR
In2
S5+1 2 6
8. j(x5+2x)dx= J.(xs)dx-k J.(2x)dx= al +2L+C=x—+x2 +C
541 2 6
9.

j(§+2x4}l’x =I[§jdx+ I(2x4)dx = l(xz i J+£+Cﬁ+£+c

31 2+1 5 9 5

10. I(l_ > jdx: I(l)dx-j > dx=Inx-5|] ! dx=Inx—5arctgx+C
2 2
x x +1 X x"+1 241
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1. [ Q3 ) d = j(x +x3jdx=x2 B

l+1

1 o tes
—+1  —+1
2 3

12. ISsecxtgxdx = SI secxtgxdx = Ssecx+C

I\/x_32xdx = J.xz 2xdx ZZIx; xdx = 2I

—+1
2

X

5
=2J‘x2 dx 2
—+1
2

3
—+1
x? dx =

7

=—x*+C

Parada para verificagao dos seus conhecimentos

Resolva as integrais.

a) J-(5x+\/;—7) dx
o [ +2) dy

e) Ie” cos 4x dx

g) j—dx
X Vx> +9

x+1

Ve

b) [V7x-2 dx

d) Ixz Nx+1 dx

al Sdx
60

h) J‘3X-5 dx

x> —x-2

J- 3x* +4x+2
x(x + 1)2
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R [@x*-1)ar D) [Gx?+2) dx
m)J‘ (2, 2 3 3\/;—)64-4
x(2x —1) dx n) .[de

Yx®
0) I(2+3\/;)zzdz p) Jlg—)zi/?)_\/; 4a’z

A aplicacdo imediata das férmulas na resolucao de exercicios de
integrais resolve alguns casos, ndo para todos. Muitas antideriva-
das nao podem ser encontradas desta maneira, mas, muitas vezes,
podemos encontrar a solucao de certos exercicios envolvendo inte-
grais, fazendo a troca de variavel.

Mudanca de variavel ou método da substitui¢ao

TEOREMA 1
Seja h(x) uma funcao de x diferenciavel e seja o intervalo I a imagem
de h(x). Suponha que f(x) seja uma fung¢ao em I e que F(x) seja uma

antiderivada de f(x) em

I. Entao, se u = h(x),

J SR ()= [ f(u)du = Fa) + C = F(g(x) +C

TEOREMA II

Se f(x) é uma funcao diferenciavel, entao se u = f(x),

[0 fde= [ du="sc= LD ¢

n+1 n+1

Exemplos.

1. Queremos encontrar a '[Zx\/l +x% dx
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1
Se tentassemos obter I2x (1 + xz)E dx, diretamente isto ndo seria

possivel. Que propriedades dos reais poderiam usar?
Podemos fazer a seguinte troca de varidvel, vamos trocar a variavel

X por u, para isso chamamos deu=1+x? e aderivada deu é du=2x

1
dx. Na expressao j 2x (l + xz) 2 dx, trocando a variavel, obtemos

J‘(u)% du

Assim, I 2x (1 + xz)% dx= J.u;du =
e portanto, [2x (1+ xz)% di= %(1 4 x2)% +C

2 100
2. Queremos encontrar a _[ x{x” +2 dx
Vamos trocar a variavel x por u, para isso chamamos deu=x*+2 e

a derivada de u é du =2x dx. Na expressao ,J.x(x2 + 2) O

trocando a variavel, obtemos jl (u)mo du
2

101

Assim, | x(x* +2 Oy = lu 100 gy = Lu =
ssim J‘ ( ) J-Z() 2 101 +C
2 101
%_}_C
202

2 101
e portanto, J‘x(x2 + 2) 1 e = %‘F c
202

3. Queremos encontrar a I cos(7x +3) dx

Vamos trocar a varidvel x por u, para isso chamamos deu=7x+3 e
a derivada de u é du =7 dx. Na expressao I cos(7x+3) dx ,

., 1
trocando a variavel, obtemos J. 7cos u du
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Assim,

1 1 1
J.COS(7)C+3) dx =J.7COSM du = 7senu+ C= 7sen(7x+3)+ C

e portanto,

J'cos(7x +3)dx = %sen (7x+3)+C

4. Queremos encontrar a Ixz cosx’ dx

Vamos trocar a varidvel x por u, para isso chamamos deu=x*> e a
. / ~ 2 3
derivada de u é du =3x*> dx. Na expressao, J.x cosx” dx

1
trocando a variavel, obtemos _[ gcos u du

1 1
Assim, Ixz cos x> dx ZJ.Ecosu du = %senu+C = gsenx?’ +C

1
e portanto Ixz cosx’ dx = e e
eX
5. Queremos encontrar a I2—
cos (e” —1)

Vamos trocar a variavel x por u, para isso chamamos deu=e*-1 e
a derivada deu é du=e*dx.

X

du

Na expressao J- dx , trocando a variavel, obtemos I

cos’(e* —1) cos’ u

=sec’ x

Assim, J. L dx = I

du , mas sabemos que
2 x
cos“(e* —1)

cos’ u cos® x

X

e 1
dx = du = |secu du = tgu + C , e portanto
J‘cosz(e)‘ -1 J‘cosz u '[ P

X

e
—————dx=teu+C
J.cosz(e"—l) £
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6. Queremos encontrar a J- dt

t+5

Vamos trocar a varidvel t por u, para isso chamamos de u =+t +5

1 t
e aderivadadeu é du= dt . Na expressio |——=dt ,
24/t +5 P J.\/t+5

trocando a variavel, ainda temos a varidvel t. Assim, precisamos
isolar t da expressao u =+/t+5 => u?*=t+5=u’-5=t. Agora sim,
podemos fazer a mudanga de variavel.

Assim,

di = |(u*=5)2du=2(u*~5)du=2|u’ du—2|5du=
i I Ji auaf

3

3
t+5
= 2%—10u+C= 2@—1%/1%5 +C e, portanto,

3
j L = 2£—l“”3'5—10\/z+5+c

Nt+5

7. Queremos encontrar a J.tgx dx

Primeiramente, vamos fazer a seguinte troca 7gx = senx

COS X
senx

Ficamos com Itgx dx = _[ dx . Vamos trocar a varidvel x por u,

cosx
para isso chamamos de u = cosx e a derivada de u € du = - senx dx.

senx

Na expresséoj‘tgx dx = J. dx trocando a variavel, obtemos

COS X

I sermx dx = —Il du = —1n|u|+C =
cosXx u

=—ln|cosx|+C = In +C = 1n|secx|+C

COS x

Prop. log

= sec x
COS x
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e portanto,

J.tgx dx = Inlsecx|+C

8. Queremos encontrar a jcot gax dx

COS X

Primeiramente, vamos fazer a seguinte troca cot gx =
senx

COS x

Ficamos com _[cot ox dx = _[ dx . Vamos trocar a variavel

senx

X por u, para isso chamamos de u = senx e a derivada de u é
du = cosx dx.

_ COS X .,
Na expressao_[cot gx dx = _[ dx , trocando a variavel, obtemos
senx
CoS X 1
Icot gx dx = I dx = — du = Infu|+ C = In|sen{+ C = In|cosec x|+ C
senx u
e portanto,
Icot gxdx = — ln|cos ec x| +C

Parada para verificagao dos seus conhecimentos

Calcule utilizando troca de variavel (substituicao).

1. Ix x? +1dx 2. J.(Senx)zcosxdx
3. [xe ax 4. [In5xdx
1 1
5. Jx+5dx 6-j(x_2)4dx
7. j12x24x 8. [x* (1+x*)dx
+x

9. J\/3x+5dx 10. Ixcosxdx

11. Itgxdx 12. Icosz xdx
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Equacoes diferenciais
Definicao

Uma equagdo contendo derivadas €é chamada de equacdo
diferencial.

O tipo mais simples de equacao diferencial tem a forma

d
_dy =/ (x) ou podemos escrever
X

dy = f(x)dx , onde f(x) é uma dada funcao.

Exemplos de equagdes diferenciais simples.

dx

o dv 3%
dx 2y
2

3 d ;/:3_X+3
dx 2y

Nosso objetivo é encontrar a solucao para essa equacao diferencial.
Como encontrar essa solugao.

Para resolvermos a equacdao dy = f(x) dx precisamos encontrar
todas as fungdes g(x) para os quais y = g(x), tais que a equagao seja
satisfeita. Evidentemente, y = g(x) € uma solugao de dy =f(x) dx se e
somente se g(x) € uma antiderivada de f.

Isto é, se d(g(x)) = d(f(x) + C) = f(x) dx, entdao a chamada solucao
completa de dy = f(x) dx é dada por y = F(x) + C.

Exemplos.
1. Vamos encontrar a equacao completa da equacao diferencial

Q=3x
dx
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2

. dy 3x
dx:3xedadapor J-E:Ibcdx:y:? +C

2. Vamos encontrar a equa¢ao completa da equacao diferencial

d 1
Do 7
dx 32
dy 2 1

- =3x ——2+7 ¢ dada por j%: J‘3x2dx—jx%dx+J‘7dx

dx x
d 1 1
J'_y: J.3x2dx—_|.—dx+ J.7dx:>y =x’ ——+7x+C
dx 52 X
Logo, uma solu¢ao completa é y = X - 1 +7x+C
X

3. Encontrar uma solucao particular para a equacao diferencial

Q:3x2 _L+7,cu]’a solucao completa é y:x3 —l+7x+C

X
dx 2

sendo y =10 quando x = 1.
1
J‘d_y: j3x2dx—jidx+_[7dx3y =x3 -——+7x+C=
dx x2 X

3

10=1 —%+7.1+C:>10=7+C:10-7=C:C=3

3 —l+7x+3

X

Logo, uma solugao particular é y=x

4. Vamos encontrar a equacao completa da equacao diferencial

Q:x\/xz +4

dx

Q:x\/xz +4 , é dada por .[@:J.x\/x2 + 4 dx :>y:_|.x\/x2 +4 dx
dx dx

Esta integral é resolvida por troca de variavel. Fazendo u=x*+4 =
du =2x dx

y=ijx2+4dx I \/_du

2 2 12 1 3
S u? C=—u2+C=§@2+@5+C

1
2 3

131



; X
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL | ° Ea[,.UF,\,,SI
<

3
Logo, uma solugao completaé y = % (*+4)2+C

5. Encontrar uma solucao particular para a equacao diferencial

d [ s
d_izx X" +4  cuja solugdo completa é y:%(x2+4)2+c

sendo y = 8 quando x = 2.

3 3
y%(xz +4)2 +C:8:%(22 +4)2+C= 8:%(8)2+C:>

N 8:%\/8_3+c:sz4:\/@+c:> 2488+ C= 24— 88 =C

3
Logo, uma solugéo particular é y= % (> +4)2+24-848

6. Vamos encontrar a equacao completa da equacao diferencial

Q_sz

dx 3

3y
dy  2x2 3 2 .

G _2Y  =3y°dy=2x"dx, é dada por

dx 3y3

j3y3dy:J2x2 :>%y4=£x3+C :>iy4zix3+£

1
:9)/4 =8x3 +C 3y4 25(8x3 +C)
L N 4 1053
0go, uma solucao completa é y =3 8x~ +C

7. Vamos encontrar a equacao completa da equacao diferencial

2
u=—3x+2

dx

2 2

R PP N [ VA6 P ) PPN S B PG
dx? dx? dx 2

Temos que repetir o processo, pois ainda nao encontramos a solucao

completa.
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ﬂ=—ix2+2x+C :>jﬂ='[ —§x2+2x+C dx =
de 2 dx 2

1
3y=—5x3 +x2scxsC :y:—%x‘q’ +x2 +C(x+1)

3,2

1
Logo, uma solu¢ao completaé y= 5% +x°+C(x+1)

Parada para verificagao dos seus conhecimentos

Encontre a solucao completa da equacao diferencial.

1LY 5 4 2. Y _¢ 3y
dx dx

3. Y 32 oy 7 4. W s gy
dx dx

5. @z(sx—4)3 6. Qz3«/2x—l
dx dx

2

7-ﬂ=3xy4 8.4V Y _3x% _4y?

dx dx?

Integragao por partes

O método de integragao por partes é bastante util e € uma técnica
para simplificar integrais da forma ff (x)g(x)dx , sendo f(x) e g(x)
funcoes diferenciaveis.

Formula de integracao por partes

Se f(x) e g(x) sao fungdes diferenciaveis, entao, pela regra de difer-
enciacao do produto,

d(f(z—ig(x)): F1(x)g(x)+g'(x) f(x)

133
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Integrando ambos os lados, obtemos

jd(f(’;—ig(x)): Jf'(x)g(x) dx + jg‘(x)f(X) dx

[(0gx)+C =] f'(D)g)ds+ [ g'(x)f (x)dx
[f0g ()de=f(0)g) - [ f'(0)glx)de+C

Obtemos, assim, a féormula de integragao por partes

[F(0g' )= f(x)gx) - [ £'(x)g(x)de

ou

Se considerarmos u = f(x) = du=f'(x) dx e v=g(x) = v=g'(x) dx
temos a seguinte formula de integragao por partes
I udv=uv-vdu
Exemplos
1. Calcule Ixe"dx
Consideremos
u=x=du=dx
e
V= e":>jd(v) = Iexdx = v=Ieedx

Ixexdx = xe —Jexdx =xe' —e" +C

aplicagdo da formula

Logo, Ixe"dx =xe'—e" +C

2.Calcule Ix Inx dx

Consideremos
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u=lnx=du=1/xdx

2
d(V)Z)ca’v:>V=x7

x? dx

jxlnxdx= élnx—j—— = glnx—jgdx=

2 x

2
Logo, [xInvdr = X nx-iyic
2 4

3. Calcule I xcosxdx
Consideramos

u=x=du=dx

d(v) = cosx dx = v = senx

Ixcosxdx = xsenx—jsenxdx = xsenx+cosx+C

Logo,fxcosxdx = xsenx+cosx+C

4. Calcule I Inx dx
Consideramos

u=lnx=du=1/x dx

dv)=ldx=>v=x

INTEGRAL

2 2 2
X 1 x X

Tlx-—t+c=2
2 22 2

— 1 — —_ — —
J‘lnxdx—xlnx—J.x;dx—xlnx Ia’x xInx—-x+C

Logo, jlnxdx =xlnx-x+C

lnx—lx2 +C
4

135
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5. Calcule sz e dx
Consideramos

u=x>=du=2xdx

dv)=e'dx=>v=¢"

sz e“dx =x’e" —ije"dx = x’e” —2J.xexdx ** (1)
integragdo por partes

Observe como calcular 2 I xe*dx ? Rdepetindo o processo.

Vamos calcular separadamente o valor da seguinte integral
2I xe'dx

Consideremos

u=x=du=1dx

dv) =e"di=>v=e"

2jxexdx =2(xe’ —jexdx) =2xe" =2¢" +C
Substituindo o resultado anterior em (1)

Ixz e“dx = x’e" - 2Ixexdx = x’e" - (2xe" —2e"+C) =
=x%e* - 2xe* +2e" - C

Logo, sz e“dx =x%e* - 2xe* +2¢° - C

6. Calcule jex cos x dx
Consideramos

u=e*=du= exdx
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dv = cosxdx = v = senx

fe” cosxdx = exsenx—jexsenx dx ** (1)

——

integragao por partes

Repetindo o processo e vamos calcular separadamente o valor da

integral I e“senx dx
Consideremos

u=e*=du= e*dx

dv=senxdx = v=-cosxdx

Iexsenx dx = —e” cosx—.[ex(—cosx)dx = _¢* cosx+_[ex cosx dx

Substituindo o resultado anterior em (1)
je" cosxdx = e*senx —Iexsenx dx = e*senx — (- e* cosx + je" cos x dx)

Iex cosxdx = e*senx+e”* cosx — Iex cos x dx

Observe que a integral que queremos resolver aparece agora dos
dois lados da equagao anterior. Adicionamos a integral em questao
aos dois lados da equagao. Obtemos

Iex cosxdx + je" cosxdx = e'senx +e* cosx

ZIex cosxdx = e'senx+e” cosx

X X
.[ex cosxdy = € senx +e’ cosx L C
2
x e senx +e" cosx
Logo,je cosxdx = +C

2

Parada para verificagao dos seus conhecimentos
Calcule utilizando integragao por partes.

1. fxcos2xdx 2.jxsenkxdx 3.Ixe3xdx

137
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4.fln5xdx 5. Jxln2xdx 6.J‘xefzx dx
7. sz sen3x dx 8. Je"‘ cos2x dx 9. Jsen_13xdx

10. J.sec3 xdx
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Somas de integrais

Para definirmos a integral definida, precisamos entender a nogao de
somas de integrais. Sabemos calcular a 4rea das figuras poligonais
planas, mas como calcular a drea da figura representada a seguir?

Precisamos entao estudar o calculo de areas sob curvas de fungdes e
esse € 0 nosso ponto de partida. Nosso problema ¢é o seguinte:

Suponhamos que é dada uma funcao f(x), continua no intervalo
[a,b], mostrada no grafico a seguir. Desejamos calcular a drea deli-
mitada por esta curva no intervalo [a,b].
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Sabemoscalcularadreaderetangulos, destaforma,aproximadamente,
poderiamos dividir o intervalo [a,b] em n pequenos subintervalos
com comprimento igual a Ax, como na figura a seguir.

v N\

/

l8)Lococooooooaoooaod
8l .cccoocoooaood
O b - -

w
i
-

E)

Logo, Ax= e construimos retangulos sob a curva.

n
Sejam a = x, X,, X,,...,X, = b 0s extremos destes subintervalos com

X0<X1<X2<.-.<Xnea=XO/X1=a+AXI '_',X1=a+(1-1)AX,Xn_1=a+
(n-1)Ax, xn=b.

Vamos denominar o i-ésimo intervalo por [x,, , X]

Observe, na figura a seguir, que temos retangulos por falta de area
(retangulos inscritos) e retangulos por excesso de dreas (retangulos
subscritos).

\

) [ SRR |

/

n b - -]

[8)-coocoooooooad

x
Il
jo)
x
¥
@]
*
of
o
o

Subdividimos, novamente, o intervalo [a,b] em n pequenos novos
subintervalos e construimos os retangulos sob a curva. Observe que
a sobra de area nos retangulos por excesso e dos retangulos por
falta sao bem menores.

Imagine se continudssemos o processo de subdivisdes do intervalo
[a,b] em subintervalos cada vez menores e construissemos
os retangulos sobre a curva; a soma das areas dos retangulos

aproximariam-se da area da funcao abaixo da curva.
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Sejam, em cada pequeno intervalo [x, x_,], fi € Fi o menor valor e o
maior valor da fungdo no intervalo. Entao

E(i)

(i)

em que a area do retangulo menor ¢ f Ax e a area do retangulo

maior € F, Ax,, considerados ambos no mesmo intervalo. Os retan-
gulos permitem fazer uma aproximagao para o calculo da regiao
que fica entre o grafico da fungdo y= f(x) e o eixo x. Em cada su-
bintervalo, formamos o produto f(c,) Ax,. Como temos n retangulos
desses, calculamos a somas de todas essas areas.

Soma das dreas dos retangulos menores (somas integrais inferior):

s, =f(DAx, + f(Q)Ax, +...+ f,Ax,

Soma das areas dos retangulos maiores (somas integrais superior):

S, =F()Ax, + F(2)Ax, + ...+ F(n)Ax,

Como

s, <S

podemos escrever:

S, =3 fle)hx,
k=1

Essa soma, que depende da parti¢cao de [a,b] em n subintervalos e
da escolha dos numeros c,, ¢ uma soma de Riemann para f no in-
tervalo [a,b].

A drea do retangulo construido com o menor valor da fungao, em
todo o intervalo [a,b], é dado por f(b - a) e a area do retangulo cons-
truido com o maior valor da func¢ao, em todo o intervalo [a,b], €
dado por F(b - a).
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Assim,

s, 2m(b—a)
S, <m(b—a) e temos,

mb-a)<s,<S,M(b-a)

A integral definida como limite de somas de
Riemann

Definicao

Seja f uma fungao definida em um intervalo fechado [a,b]. Para
qualquer particao p de [a,b], escolha nimeros ¢, arbitrariamente
nos subintervalos [x, , , X,] . Se houver um ntimero I tal que

lim Y f(c)Ax; =1
P[>0

com p igual ao tamanho da parti¢ao, independentemente de como
P e os ¢, forem escolhidos, entao f sera integravel em [a,b] e I sera a
integral definida de f em [a,b].

Na expressao simbolica da integral definida

b
j F(x)dx
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a é o limite inferior da integracdo, b o limite superior da integra-
¢ao, o intervalo [a,b] é o intervalo de integragao e x ¢ a varidvel de
integragao.

Se f(x) é continua sobre um intervalo [a,b], ela é integravel neste
intervalo.

A integral definida de f(x) depende dos limites de integracdao, mas

nao da variavel de integragao. Podemos, entdo, escrever indiferen-

temente

[ feoyde = f@oye = f(z)de

Definic¢ao
Se y = f(x) for ndo negativa e integravel em um intervalo fechado

[a,b], entdo a 4rea sob a curva y =f(x), desde a até b, serd a integral
de f de a atéb,

A :j.f(x)dx

=
2

INTEGRAL

ol R

@)

jo5)

Vamos analisar quatro casos.

b
Primeiro Caso. Se f(x)>0, I f(x)dx representa a drea entre o eixo

x e a curva f(x), para a<x<b .Como podemos ver na figura ante-

b
riore A= j 7 (x)dx

\ /

143
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b
Segundo Caso. Se f(x)2 g(x), I(f(x) — g(x) representa a area
entre o eixo x e a curva f(x), para a<x<b . Como podemos ver na

proxima figura, esta area estd na cor azul.

f(x)

b b
A=[fde=[(f(x) - g(x)) v

g(x)

\

o
o b
U“ - -

Terceiro Caso. Se f(x) > 0 para a<x<c e f(x) <0 para c<x<b
entdo a area entre o eixo x e a curva f(x), para a<x<b é dada por

b c b
A= j f(x)dx =j f(x)+ j(— f (x))dx . Como podemos ver na proxima

figura.
A

ey,

\

O a

b c b
A=[fdx=[ f@)+ [ /(0))ds

e e ——————— ] o
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Quarto Caso. Se f(x) > g(x) para a<x<c ef(x)<g(x) para c<x<bh

entdo a drea entre o eixo x e a curva f(x), para a<x<b ¢ dada por

b c b
A= I J(x)dx =I J(x)+ I(— f(x))dx . Como podemos ver na pré-

xima figura.

g(x)

f(x)

\

b b
A= [ - g@]dx +] [gx) - f(0]ex

Parada para verificagao dos seus conhecimentos

Encontre a drea entre o eixo x e a curva f(x), para a < x <b em cada

uma das figuras a seguir.
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f(x) g(x)

\

Propriedades da integral definida

L [ f@de=-[" f ()

Trocando os limites de integracdo, a integral muda de sinal.
2. ["k fode=k | f(x)dx, pois
b . - . -

—k lim Y f()dv=k [k f@)ds

max Ax—0, -

3. I:(f(x) + g(x))dx = ij(x)dx + f:g(x)dx , pois

[ eode=_lim > (7% ) (=

= lim kzn: fdet lim Z g(xX)dx = j” F(x)dx £ jjg(x)dx

max Ax; =0 Py [

4. [[f(@)dr=0

A demonstracao desta propriedade é deixada como exercicio.

5. [ f(x)dr = [ o (x)d

Demonstragao:
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Se no intervalo [a,b], as fungdes f(x) e ¢(x) satisfazem a condi¢ao
f(x) <o ().

[om-r®) = tim ¥ @)~ @)Y WA,
1 i=l

Se ¢(x)= f(x) = o(x)- f(x)=0e Ax; 20, temos

[0 -r)adz0= [ f(odr= [lo@ds

6. Sejam a,b e c sendo trés nimeros arbitrdrios entao

Lbf(x) dx = I:f(x)dx + Jj g(x)dx

Vide 4.

7.Sendo m e M, respectivamente, 0 menor e o maior valor da fungao
no intervalo [a,b], entao, tem-se

m(b—a)< [ f(x)dv < M(b~a)

Demonstracao.
Por hipdtese, no intervalo [a, b] , temos m < f(x ) <M. Assim,

jb max < jb F(x)dx < jb Mx

b b
m(b—a) < j f(x)dx < M(b—a) peloTM, temos [ f(x)dx =f(&,)(b~a)

Teorema do valor médio (TVM)

Como fungao f(x) é continua no intervalo [a,b], existe um ponto §
tal que temos

b
[F)de=£E)b-a)
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Demonstracao.

Considerando que, respectivamente, m e M sao o menor valor e o

maior valor de f(x) no intervalo, teremos
m <;jbf(x)dx< M
a (b - a) a B

Sabemos que o resultado da integral é um numero, seja tal nimero
u. Temos, entao,

m<pu<Mcom (b%a).[jf(x)dxzu

Como a fungao é continua no intervalo, havera um valor de f(x)
igual y, isto é, um ponto &, com a<§<b ,talque f(E)=p .

b
[ Fx)dx=pn(b-a)=fE)b-a)

Definicao de valor médio

Se f for integravel no intervalo [a,b], entdao seu valor médio em

(@bl f(©)= [ f(dx

f(c) \

\

O valor f(c) €, de certa forma, a altura média de f em [a,b] . Quando
f > 0 a 4rea do retangulo representado na figura anterior € a drea
sob o grafico de f desde a até b,
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= fwax

A= 1@ -a)=[ fixxtr = fe) = [ fs

Teorema fundamental do Calculo

Se f for continua em [a,b], entao a fungao F(x)= J.: f(®)dt é derivavel
em todo ponto x em [a,b] e

ar_d

o WAQLAFIC)

Este teorema € conhecido como TFC e também pode ser reescrito da

seguinte forma.

Se f é continua em todo ponto de [a,b] e se F é uma primitiva de f
em [a,b], entao

[/ (e = F(b) - F(a)

Notacao especial: Se f é continua em todo ponto de [a,b], entdo a
notacio F(x)|’ = F(b) - F(a)

Método de substituicoes em integrais definidas

b g(b)
[ /(). ()dr= [ f(u)du
a g(a)

A férmula anterior € utilizada substituindo u = g(x), du =g’(x) dx e
integrando de g(a) até g(b).

Exemplo.
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1. Determinar J5x2 x> +2dx
-1

1

Na Jsz x> +2 dx fazendo u=x3+2, temos du = 3x*> dx. Quando
-1

x—>-l,u»>lequandox —>1,u—3

Assim,

3

1 3 31 2
Jsz x3+2dx=.|‘5\/;du='|.5u2du:(5%u3} =% 33 —?\/1—3:
1

-1 1 !

3043 10304310
3003 3

2. Verificar que f3x dx =12

Inicialmente, vamos calcular J 3xdx .

2
Assim, I3xdx = % +C

2
% + C é uma primitiva de f em [1,3], entao

233 2 2
I33xdx= 3x = [337)|_[3L zﬂ_izﬁzlz
! 2 2 2 2 2 2

1

4
3. Verificar que L 2x?dx =31

4
Inicialmente, vamos calcular .[ x?dx

4 5 5
Assim, J-x_dx:lx_:x_ +C
2 25 10
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5
)16_0 + C é uma primitiva de f em [1,2], entao

4 52 5 5
J-Zx_dx: R I A 22_L=2=3’1
12 10 10 10 10 10 10

1

4. Verificar que J-Ol (x2 + 1) dx = g
Inicialmente, vamos calcular J‘Ol (x2 + 1) dx

Assim, [ (* +1)dx:(i; +x]+ C

3
(% + x} +C , é uma primitiva de f em [0,1], entao

3 ! 3 3
I](x2+l)dx: E.RY ) LA PR O PPN SR
0 3 3 3 3 3 3 3

0

4(1-x 8
5. Verificar que L (— dx= ——
Vx 3

Inicialmente, vamos calcular f{l x]dx
Assi 1-x v — 1 X _ > 3 _
Ss1m, J. f X—J. ﬁ—ﬁ X—J. X —XxX.X X—J-
SR 4 Frae x%*‘ x% x% 2
=I x? —x2 =J x? —x? dx= - === 2fx-Z¥ +cC
_—1+1 l+1 b3 3
2 2 2 2

2x - %Vz x* +C é uma primitiva de f em [1,4], entdo

b3

4
1

(zf—%%}—(zﬁ—%%ﬁ):

- 4_34‘2_2+zzz_E_zzz_ﬂzﬂz__g
3 3 33 3 3 3
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1 x2
6. Verificar que I_l > dx
2067 +1)

2
Inicialmente, vamos calcular I al 5 dx
(> +1)

A integral solicitada é resolvida utilizando o método da substitui-
cao. Fazendo

u=x>+1, temos
du =3x>dx

x? 11 1, lu .
I(w+ﬁ]”:f&@f}”4?’W:?:c—5+C=

1
-———+C
3P +1)

1

_3(x3—+1) +C , é uma primitiva de f em [-1/2,1], entao

sl Lol il

2
-t r -t 1 _-t 't -1 8 -21 48
6 -3, 6 =35 6 -3 24 6 21 126 126
8 8 8
_-69_ 23
126 42

ou pode ser resolvida da seguinte maneira, sem voltar para a varia-
vel x. Fazendo, u=x*+1, temos du =3x*>dx. Quandox —-1/2,
u—7/8equandox—>1,u—2

2 2 2
Ja| = 2ﬂ=ﬂuﬂm:GiJ=PJJ_i_?imi
207 +1) 73 3u)1 3.2) ;7| 6 21
8

8

-21-48 -69 23

126 126 42
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7. Verificar que J; (x\/9 -5x° jdx
Inicialmente, vamos calcular I [x\/9 —5x? )dx

Esta integral € resolvida utilizando o método da substituicao.
Fazendo

u=9-5x?
du =10x dx

j[x\/m)dx - (ljocﬁjduzj‘ (%u;]duLé

10 3
3 lo_<.2)
:_%+C=_M+C

2
30

20522

30 +C, é uma primitiva de f em [0,1] entao

1

(o5 - | YOS | _J<9—1§12)3+J(9—1202>3 )

0

[_ Jo-5) +J(9—0YJ 8,27 19
15

15 15 15 15
ou pode ser resolvida da seguinte maneira, sem voltar para a vari-
avel x. Fazendo

u=9-5¢,quandox >0, u—>9%equandox > 1, u—4
du =10x dx

4

| 24u? 244 249°  —-16 54 38 19
x\/9—5x2)dx= - =— + = t—=——=—

Io{ [ 30} 30 30 30 30 30 15

9

Parada para verificagao dos seus conhecimentos

Calcule as seguintes integrais.
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a) JZ (Bx +2)dx b) Jj (3x4 + 2x) dx

<) jlz(%x—zd})dx d) jj(3x+4)dx

e) I:31(4—8x+3x2)dx f) Ls(x3 ~3x? +1) dx

g) f(x—l)(xz +x+1)dx h) I;(xz +2) dx
sxt-16 Lt

) J; x2+4dx ])IO\/4—3xdx

k) J.Oz al L dx I)J‘Ozx23 x® +1dx

(c+x?)>



Capitulo Il

1. Calcular a area A sob o grafico da funcao f(x) = 3% , entre x =-1
X
ex=2,

Observando a figura, precisamos calcular:

A
4 4+

3 1+

W
=y

2. Calcular a area A sob o grafico da funcao f(x) = x, entre x=0 e
x=3.
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3. Calcular a area A sob o grafico da funcao f(x) =1 - x?, entre
x=-lex=1.
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4. Calcular a area A sob o grafico da funcao f(x) = x*- x, entre
x=-lex=1.

N
1
T

\

1 4 S\
A=I(x3—x)dx= X x :(l_lj_(lJrlj: _3.5__8
2 4 2) \4 4 4 4 4

5. Calcular a area A sob o grafico da funcao f(x) = x>- 2x>- 2x + 3,
entre x=-1ex=2e 0 eixo x.

\/

1 2 4 !
A= I(x3 -2x° —2x+3)a’x—.[(x3 -2x° —2x+3)dx= [%—%f -x’ +3xj
-1 1 -1

NE T R L D 2
[4 5 +3xl_HT PR S DD (D 36D |-
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2 255 5 6] [N 20 gy _
HT S22 +6j [4 OO +3(1)H

1_34_2_1_%4_4_ 6_2_14_2_2 :_i+6_ 4_l_ﬂ =
4 3 4 3 3 4 3 3 4 3

4 48-3-56) —16+72 (48-3-56) 56 11 67
“Zi6- = - =24 —=2L_56
12 12 12 12 12 12

6. Calcular a area da regiao do primeiro quadrante limitada pela
curva f(x) =4 - x*, 0 eixo X, 0 eixo y e a reta x = 1.

\

W 4

7. Calcular a area da regiao limitada pelas curvas f(x) = x> e

g(x) = - x* + 4x.

A area da regiao limitada pelas curvas dadas, nada mais é do que a
area da fungdo g(x) menos a drea da fungao f(x). Observe o grafico

das fungdes a seguir.
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A A

4 + 4 +

3 T 3 T

2 T+ 2 4

1 + 1 +

1/ +
g(x)

Interse¢ao da fungao g(x) com a f(x)

Esbogamos o grafico da fungado f(x) e g(x) separadamente. Depois
esbocamos num mesmo plano cartesiano as duas fungoes.

2 2
Vamos calcular a drea dada por: 4 = j g(x)dx — I f(x)dx
0 0

Poderiamos ter escrito esta drea da seguinte forma
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2 2 3 3 2
A=£[g(X)—f(x)]dx=£ (—x2+4x—x2)dx= (—%+2x2—%J =

0
3 3 _ _
_2_+2.22 _2 _O:£+8:M:§
3 3 3 3 3

8. Calcular a drea da regido limitada pelas curvasy=x+2ey=x*

\ 4

W 4=

2 ) 2 ERT
4= - . =
_[[(x+2) (c?)ax [ 5 +2x 3 Jl

_ (2_42_”@2&] (2+E_EJ_(L2+1J=
2 3 2 3 6 6 6 2 3

1 1) 20 (3 12 2) 20 7 27
S R e ) [ ) e A A
(2 3) 6 (6 6 6J 6 6 6



Capitulo IV

Solidos de revolugao

O sdlido S gerado quando R é girado em torno da linha 1 como um
eixo, é chamado solido de revolugao.

Y

\/

\/

—
N

A<

Volumes por fatiamento e rotacao em torno de um
eix0

Vamos supor que precisamos determinar o volume de um solido
V(s), como o representado na figura a seguir.

ou, o volume de um sélido como o representado na préxima figu-
ra.
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Consideremos os planos paralelos passando pelas bases dos soli-
dos, como na proxima figura.

a9}

Consideremos as secgOes transversais dadas nas figuras a seguir.

Definicao

O volume de um sélido compreendido entre os planos x=ae x=b
e, cuja area da seccao transversal a x é uma funcao integravel A(x),
¢ aintegral de a até b de A.
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Exercicios

1. Calcular o volume de uma piramide reta de base quadrada.

O volume da piramide é V = %Ab h

A, ¢é a area da base e h ¢ a altura da piramide. --
Seja b a medida da aresta da base. Assim, V= %Ab h= %bz h

Coloquemos a piramide considerada no sistema de eixos coorde-

nados x e y, com o eixo x passando pelo centro da base e o eixo y
perpendicular a este, também passando pelo centro.

\

b/2

Para calcularmos o volume da piramide de base quadrada, preci-
samos fazer um corte transversal na altura h - y paralelo a base. A
secg¢ao obtida é um quadrado, paralelo a base. A drea do quadrado
obtido é A(S) = x>.

h a
h-y
X

b/2

Ao examinarmos, por semelhanga de triangulos de As, o corte lon-
gitudinal feito, podemos escrever

P “n
X b 2h

Yy _2h_ Y
X

n
b
2
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A area de cada secgao transversal pode ser escrita

2
:4y2b2_b2 5

anr 2’

AS)=Qx) = 4(y—bj

2h

Logo, o volume da piramide € dado por

h 2 2 3\ 2

b b”y 1b6° 4 1.,
ViP)=|—.y dv=|——| =——h’-0==0b"h
()lhzy g (#3}0 3

2. Calcular o volume de um sélido cuja base é um circulo de raio
2, se todas as se¢des de corte perpendiculares a um diametro fixo
da base forem quadrados.

. " Eixo de referéncia
Y

Seja x o comprimento do lado do quadrado.
No triangulo retangulo, aplicando o Teorema de Pitagoras, temos

s+ (x/2)?=22
4-g2=x2/4

A area do quadrado é A(s) =x% Logo, A(s)=4 (4-5s?)

Pelo método da divisao de fatias

2 3 2
V= [44-s7)ds = s 2| 128 .
3 3
-2 )
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3. Calcular o volume de um so6lido obtido com a rotagdo, em torno
da reta y = 1, da regido definida por y =V x e pelas retasy =1 e x
=4.

\

Area do circulo: A=t 12

Vamos calcular o ponto de intersecao da regidao y = Jx com a reta
y=1.

y=\/;=ljx=1

h h 2 x’ 2 2 ' T
VZIn [R(x)]zdxzj.n(\/;—l) dx:n(T_ZEXZerJ Z?uc
| l

1

4. Calcular o volume de um sdlido obtido com a rotacao, em torno
do eixo y, da regido definida pory=2/yepeloeixoy,1<y<4 .

4

; t(2Y 1 3
V= n[R(x)]deZ n|—| dx=4n| -—| =4n —=3nuc
Y ! 4

y

1 1

y=2/x
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5.Seja f(x)=senx, x € [0, n] . Calcule o volume do sé6lido gerado
pela rotacao do grafico de f, ou seja pela rotacao da regido delimi-
tada pelo eixo x, o grafico de f e asretasx = Oex=n.

Y A Yy A
,X=p X=p
X' M
V=n Isenzx dx
0
X cos 2x
Sabemos que _[sen2x dx = > 4 ° C

T T 2
ASSim,V:ﬂ:jsenzxdx:n(i—Cossz :n(i_l+lj:n_uc.
) 2 4 ) 2 4 4

6.Seja f(x) = Jx para 0 <x <2. Calcule o volume dos dois s6lidos
gerados pela regiao do plano delimitada pelo eixo x, pelo grafico
de, sendo girada primeiro ao redor do eixo x e depois ao redor do
eixo y.

a) Ao redor do eixo x.

\
\

O volume do sélido do sélido gerado é dado por

2

2 2 2
Vznj(\/;)zdx:njxdx:n(%j zn(g—0j:2n uc.
0 0 0
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b) Ao redor do eixo y.

A

\
\

X;Z x=2
O volume do solido do sdlido gerado é dado por
y= \/;,OSXSZ,entéoy2=x,O§y§\/§

7 72 s\V? ’
V=n£4—(yz)2dx=n!(4—y4)dx=n(4y—y?J = 4&—(@} uc

0

7. Calcular o volume do solido obtido com a rotacdo daretay =1
da regido definida por y = Jx e pelasretasy=1ex=4.

R(x)=+/x -1

O volume do solido do sélido gerado ¢ dado por
. 2 ¢ x4 2 ) 7
V=th-(\/;—l) dx=nI(x—2\/;+l)dx=n 7—§x2+x =g1t uc.
1 1 1

Observacao: Neste exercicio observe que o eixo de integra¢dao nao
€ 0 eixo X, mas a férmula para calcular o volume é a mesma. Basta
integrar 7 (raio)? entre os limites apropriados.

f6) - g) =x -1
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Método dos anéis circulares

Algumas vezes, quando giramos a regiao dada em torno de um
eixo, obtemos um solido com um orificio no meio ou arruelas.

&

\_/

A drea da arruela é dada por

A(x)=7 R(x)> -1 r(x)* == [R(x)2 — r(x)z]

Normalmente este método é utilizado quando a area de revolucao é
limitada por duas fungdes f e g, tais que f(x) < g(x), para todo x em

[a,b].

Suponhamos que f e g sdao fungdes continuas nao-negativas no in-
tervalo [a,b] tais que f(x) < g(x), para todo x em [a,b], e seja R a regido
planar limitada pelos graficos de f e g entre x =a e x =b. Seja S o
solido gerado pela rotagao de R em torno do eixo x.

f(X) A

g(x)

€

\_/

S -g()

V() = [n] /() - g0 Jax
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Exercicios

1. Calcular o volume do sdlido delimitado pela curvay=x*+1e
pela reta y =- x + 3 em torno do eixo x.

Vi(x)= In [f(x)2 — g(x)? ]dx =

V(x)= .lfn [=x+3)2 = (x> +1)? Jax = jn [ —6x+9)— (x* + 252 + 1) ] dx =

-2

1 5 3 2 !
V(x):Ink—x4—x2—6x+8)]dx:{n (—%—%—6%4—8@} =
-2

V(x){(—E—E—%s)—(—%—%—x 2)% +§( 2)}_
V(x) {(———%) (—%—@-12 16}::
V(x)—_(———% - (2%—28}

7= Ch - (354020

284 67 284 351 117
15 5

Vix)= [(—) (——) 15+ i =—T uc



Capitulo V

Considerando-se que o comprimento de arco do grafico da fungao
b

y = {(x) no intervalo [a, b] , é dada por: I1+ 1+ £ (x)dx

e também considerando a drea de uma superficie de evolucao da

fungao y = f(x) no intervalo [a, b], é dada por

i2n FOY1+ [ (x)dx

Exercicios.

1. Calcule o comprimento de arco das seguintes fungdes.

2

a) f(x)= x3 , entre os pontos (8,3) e (27,8).
s 2
b) 8x=y"+—, entre os pontos (3/8,1) e (36/16,2).
y
3

) y= x2, entre 0s pontos (0,0) e (4,8).

2
d) y= % x3, entre os pontos (0,0) e (1,8).
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2. Calcule a drea da superficie obtida pela rotagao da curva y = Vx
entre x =1 e x =4 em torno do eixo x .

3. Calcule a area da superficie obtida pela rotagao da curva x = \/;
entrey=0ey=4em torno doeixoy.

4. Calcule a area da superficie obtida pela rotagdo da curvay = 3x +
2 entre x =0 e x =3 em torno do eixo x .

5. Converta as coordenadas cartesianas dadas para coordenadas po-
lares,comr>0e —m <0 <7 .

5

5

a)(2,2) b) (5, ) (0,-7) d) (-3, 3)

6. Converta as coordenadas polares dadas para as coordenadas car-
tesianas.

o 5w
a) (4, 30°) b) (—2,?)
7.Dada a equagao polar de um grafico encontre a equagao cartesia-
na.
a) r’ =4sen20 b) r* =2sen20 c) 7*cos20 =10

d) > = cos0



Capitulo VI

Objetivo: Calcular a area de regides ilimitadas.
DEFINICAO

Seja f integravel em [a, t], para todo t > 0. Definamos
+00 t
j f(x) dx = lim j F(x) dx
u t—+© "

Desde que o limite exista e seja finito. Tal limite denomina-se inte-
gral imprépria de f estendida ao intervalo [a, +oo[.

Observacgao.

t
Se lim j f(x) dx for +o ou -0 continuaremos a nos referir a
t—+©
a

[ £ de=so ou [ /() dv =

Se ocorrer um destes casos ou se o limite nao existir, diremos que a
integral imprdpria é divergente. Se o limite for finito, diremos que
a integral imprdpria é convergente.

AREA
Suponhamos f(x) > 0 em [a, +] e que f seja integravel em [a, t] para

todot>a. Seja A o conjunto de todos (x, y) tais que 0<x<f(x)ex
> a. Definamos a drea de A por
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A= j f(x) dx

Definicao:
Seja f integravel em [-t, t] para todo t > 0. Definamos

+00 0 +00

[ 7y de=] s det [ 1) ds

—o —o0 0
desde que ambas integrais do segundo membro seja convergentes.
Observacgao.
Se as 2 integrais que ocorrem no segundo membro, forem iguais a
+00 ou -o0, ou se uma delas for convergente e a outra +oo ou -, po-
remos

+o0 +o0
[ 7(x) dx =0 ou [ 7(x) de=—0
Calcular.
+00 1 +00 1 +00 1
a) | — dx = b) | — dx = Q) |— dx =
- £ f

+o0 1

d)J- g dx = e)i e™ dx =

0
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0 presente material aborda o Célculo Diferencial e
Integral I. O célculo esta fundamentado em um
conjunto de operagoes envolvendo quatro
operadores: limite, diferencial, derivada, e integral.
Através do limite se chega na diferencial e na
derivada. A integral € uma operagao sobre a
diferencial; o resultado mais simples de uma integral
¢ uma diferenca, cuja aplicacao é fundamental nas
Ciéncias Exatas. Apresenta muitos exercicios
resolvidos e outros para serem resolvidos.
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