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ABSTRACT

A design method for tracking system with disturbance re-
jection applied to nonlinear systems using fuzzy control is
proposed in this paper. Fuzzy feedforward controllers M («)
and N («) are designed in order to obtain the tracking system.
These controllers minimize the H ..-norm from the reference
input signal r(¢) to the tracking error signal e(t), where the
tracking error signal is the difference between the reference
input signal =(¢) and the output signal z(¢). A dynamic feed-
back fuzzy controller K.(«) is designed in order to mini-
mize the H..-norm from the disturbance input w(t) to the
output z(¢). The designs are formulated in Linear Matrix In-
equality (LMI) framework, such that the optimal solutions
of the stated control problems are obtained. Simulation of a
practical problem illustrates the effectiveness of the proposed
method.
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RESUMO

Neste trabalho é proposta uma metodologia de rastreamento
de sinais e rejeicdo de distirbios aplicada a sistemas néo-
lineares. Para o projeto do sistema de rastreamento, projeta-
se os controladores fuzzy M («) e N(«) que minimizam o
limitante superior da norma H., entre o sinal de referéncia
r(t) e o sinal de erro de rastreamento e(t), sendo e(¢) a dife-
renca entre a entrada de referéncia e a saida do sistema z(t).
No método de rejeicao de distarbio utiliza-se a realimentacéo
dindmica da saida através de um controlador fuzzy K.(«)
que minimiza o limitante superior da norma H.. entre o si-
nal de entrada exdgena w(t) e o sinal de saida z(¢). O proce-
dimento de projeto proposto considera as ndo-linearidades
da planta através dos modelos fuzzy Takagi-Sugeno. Os
métodos sdo equacionados utilizando-se inequacBes matri-
ciais lineares (LMIs), que quando factiveis, podem ser facil-
mente solucionados por algoritmos de convergéncia polino-
mial. Por fim, um exemplo ilustra a viabilidade da metodo-
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logia proposta.

PALAVRAS-CHAVE: Modelos Fuzzy Takagi-Sugeno, Ras-
treamento, Sistemas N&o-lineares, LMIs, Norma H.

1 INTRODUCAO

Os sistemas de rastreamento sdo amplamente utilizados em
projetos de engenharia de controle, tais como controle de
temperatura, controle de velocidade, controle de processos
quimicos, entre outras aplicacbes. Em grande parte dos pro-
cessos fisicos, industriais, mecéanicos, etc, observa-se a pre-
senca de fatores de natureza ndo-linear em sua estrutura. En-
tretanto, em projetos de sistemas de rastreamento aplicados
a sistemas nédo-lineares utilizam-se na maioria das vezes me-
todologias desenvolvidas para sistemas lineares. Neste con-
texto, considera-se um ponto de operacdo do sistema néo-
linear. Este procedimento pode comprometer o desempe-
nho do sistema de controle projetado caso o comportamento
da planta ndo-linear ndo opere proximo ao ponto de opera-
cao especificado no projeto. Deste modo, o desenvolvimento
de metodologias de sistemas de controle considerando-se as
ndo-linearidades da planta pode resultar em um melhor de-
sempenho do processo dinamico a ser controlado.

Recentemente, estudos sobre sistema de controle fuzzy tem
sido objeto de pesquisa na comunidade cientifica mundial,
vide por exemplo, (Teixeira et al., 2003), (Teixeira and
Zak, 1999), (Han et al., 2000), (Teixeira et al., 2000). Nes-
tes trabalhos, a planta ndo-linear € representada pelo modelo
fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) (Takagi and Sugeno, 1985), que
é baseado nas regras fuzzy SE-ENTAOQ.

Um dos estudos mais recentes na area de sistemas de rastre-
amento aplicados a sistemas ndo-lineares € descrito em (Lin
et al., 2006), o qual propde um método de rastreamento utili-
zando controladores H, € ainda utiliza o sistema de modela-
gem das ndo-linearidades da planta via T-S. Lin et al. (2006)
equacionou o projeto em termos de LMIs, e a metodologia é
aplicada a sistemas com atraso. O sistema de rastreamento
abordado em (Lin et al., 2006) adota a realimentacdo de es-
tados estimados e ndo permite a escolha de frequiéncia para o
sinal a ser rastreado.

Neste trabalho é proposta uma metodologia de rastreamento
de sinais para sistemas ndo-lineares. O método baseia-se na
minimizacao do limitante da norma H, entre o sinal de re-
feréncia e o sinal de erro de rastreamento, sendo o erro de
rastreamento a diferenga entre o sinal de referéncia e o sinal
de saida do sistema. A metodologia proposta possibilita a es-
colha da faixa de frequéncia do sinal a ser rastreado como es-
pecificacdes de projeto e utiliza-se a realimentagdo dindmica
da saida. No processo de rejeicao de distirbio minimiza-se
o limitante da norma .. entre o sinal exdgeno e o sinal da

saida do sistema. Utiliza-se neste projeto a metodologia de
modelagem do sistema ndo-linear pelo modelo T-S (Takagi
and Sugeno, 1985), o qual permite ao projetista considerar as
ndo-linearidades da planta ao projeto do sistema de controle.
O projeto do rastreamento e rejeigdo de disturbio aplicado
a sistemas nao-lineares € descrito em termos de LMIs, que
quando factiveis, podem ser facilmente solucionadas através
de algoritmos de convergéncia polinomial disponiveis na li-
teratura (Gahinet et al., 1995). Neste caso, determina-se a
solucdo étima para o problema. Por fim, um exemplo ilustra
a viabilidade da metodologia proposta.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Um sistema ndo-linear descrito através da metodologia fuzzy
T-S pode ser representado pelas regras fuzzy Se-Entdo. Este
conjunto de regras representa localmente as relagdes lineares
entre a entrada e a saida do sistema ndo-linear.

A representagdo local da planta dindmica ndo-linear esta dis-
ponivel em termos dos modelos lineares locais:

z(t) = Ajz(t) + Bou(t) + Brw(t),
z(t) = Crx(t), 1)
y(t) = Cx(t),

sendoi = 1,2,--- , v, z(t) é 0 vetor de estados (x(t) € R™),

Ai c Rpnxn, By; € RXa, Bsy; € XD, Ci € grmEn,
Cy; € R™*™ y(t) é a saida medida (y(t) € R™), z(t) é a
saida de referéncia (z(t) € ®™), u(t) a entrada de controle
(u(t) € RP) e w(t) é uma entrada exdgena (do tipo distarbio
ou perturbacéo).

O sistema descrito em (1) é entdo fundido com as regras Se-
Entdo disponiveis, sendo que a enésima regra pode ser des-
crita da seguinte forma:

Modelo Regra i:
Se hy(t) € Mie - hy(t) 6 Mi, 2)

Z(t) = Cli:c(t),
y(t) = Caix(t),

Mj j = 1,2,---,p € o conjunto fuzzy e v € 0 nUmero
de modelos locais relacionados as regras fuzzy. As funcbes
hi(t),- -+, hy(t) sdo denominadas de variaveis premissas e
h(t) seré utilizado para denotar o vetor que contém todos
os elementos individuais hq(t),-- -, h,(t). Neste trabalho
utilizou-se a forma generalizada dos sistemas fuzzy Takagi-
Sugeno (Taniguchi et al., 2001), e o nimero de modelos lo-
cais (v) é 2%, sendo ns 0 numero de ndo-linearidades no
sistema.

Entao

Seja u;(hj(t)) a funcdo de pertinéncia do conjunto fuzzy
M. Como y(h;(t)) > 0, pode-se descrever o nivel de
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ativagdo da enésima implicagdo, ¢’ (h(t)), da seguinte ma-
neira

' (h(t)) > 0e Z ' ((h(t)) > 0. ®)

Na obtengdo do modelo fuzzy T-S para sistemas ndo-lineares
adota-se h(t) = x(t), sendo z(t) o vetor de estado do sistema
nao-linear. Esta escolha é realizada em todos os desenvolvi-
mentos tedricos deste trabalho.

Considerando-se um sistema com (z(t), u(t), w(t)), pode-se
descrever uma planta ndo-linear através de um sistema fuzzy
inferido da seguinte maneira:

5 1 (h() {Asa(t) + Bau(t) + Buw(®)}
i) = = ,

g%wm

(1) = = , (4)

sendo

h(t) = [ ha(t) ha(t)

p .
= I wm).
j=1

hp(t) ],

Pode-se reescrever (4) como

©(t) = Z ;i (h(t)) {Aiz(t) + Baju(t) + Briw(t)},
2(t) = Z a; (h(t)) Crix(t), (5)
y(t) = Z i (h(t)) Coz(t).

O sistema (5) pode ser descrito de forma compacta por

@(t) = Al@)z(t) + Ba(e)u(t) + Bi(e)w(t),
2(t) = Ci(a)x(t), (6)
y(t) = Ca(a)x(t),

sendo

A@imwmm &@i%wm&,

&@=§mwmm,@m=§mwm%,
e@@:imwm@

Os escalares,

sendo,

> o (h(t) = 1,

a (h(£) =0, i=1,2- v,

580 0s pesos normalizados de cada regra dos modelos fuzzy
T-S, e neste trabalho sdo determinadas a partir dos estados
da planta ndo-linear, utilizando-se o(s) valor(es) maximo(s)
e minimo(s) da(s) funcdo(Bes) ndo-lineares que descrevem
0 sistema dindmico em espaco de estado, vide (Taniguchi
et al., 2001) para maiores detalhes. As equacdes (4)-(6) re-
presentam o sistema ndo-linear descrito pelo modelo fuzzy
T-S (Takagi and Sugeno, 1985). De uma forma geral, 0 mo-
delo fuzzy T-S consiste da descri¢do de um sistema néo-
linear como a combinagdo fuzzy de um certo nimero (v)
de modelos locais lineares e invariantes no tempo, sendo
que estes modelos descrevem aproximadamente o comporta-
mento deste sistema em diferentes pontos do espaco de esta-
dos (Teixeira and Zak, 1999). A modelagem fuzzy T-S tam-
bém pode descrever exatamente certas classes de sistemas
ndo-lineares (Taniguchi et al., 2001).

2.1 Problemal

O problema de rejeicdo de distarbio utilizando a realimen-
tacdo dinamica da saida é minimizar o limitante superior da
norma M. entre a entrada exégena w(t) e a saida z(t). Neste
processo deve-se projetar um controlador fuzzy K.(«), que
atenue o efeito do sinal de distrbio na saida do sistema n&o-
linear. Para o rastreamento deve-se projetar controladores
fuzzy M(«) e N(«) que minimize o limitante superior da
norma H.. entre a entrada de referéncia r(¢) e o erro de ras-
treamento r(t) — z(t).

Observacdo 1: O diagrama de blocos do sistema de controle
proposto para resolver o Problema 1 € ilustrado na Figura 1,
onde K.(a) = (Ac(a), Be(a),Ce(ar)) € um compensador
dindmico H ., aplicado a sistemas ndo-lineares. As matrizes
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e(t)

+ 5.

Planta Néo-linear lw(t) ¢
HO=A(@)e(O+Ba(@yu( B (yw(r) | 7P
z(t) = Ci(a)z(t) y(t)
y(t) = Ca(a)z(t)

r(t)

f3ite) |

Controlador Fuzzy e (1)

Ye(t) L

Figura 1: Sistema de controle de rastreamento de sinais e
rejeicdo de distarbios.

Zo(t)=Ac(@)xe(t)HBe(a)ue (E)HM (a)r(t)
ye(t) = Cola)a(t)

M («) e N(«) proporcionam o rastreamento e (¢) é o sinal
de referéncia do sistema de controle.

Neste trabalho realiza-se a atenuacdo do efeito do sinal de
distlrbio na saida do sistema e rastreamento de sinais de re-
feréncia através de controladores que utilizam a norma H.
como critério de desempenho. O Teorema 1 descreve o li-
mitante superior para a norma H. aplicada a sistemas néo-
lineares.

Teorema 1 Considere o sistema n&o-linear com entrada
w(t), saida z(t) e realizagdo em espaco de estado T'(«) =
(A¢(e), Bi(a), C(a), Dy(av)). Se existe uma matriz P =
P’ que satisfaz as seguintes LMls,

At(a)P +PA,5(O()/ Bt(Oé) PCt(Oé)/
Bi(a) —1I Dy () <0, (7)
Ci(a)P Dy () -1
P>0. 8

entdo, a solucdo Gtima para o limitante superior da norma
Hoo da realizacdo T;(«) € a solugdo para o seguinte pro-
blema de otimizacgéo,
2 o .
[IT]|5, = mind

s.a (7) e (8).

Prova: Considere a realizagdo em espaco de estado do sis-
tema ndo-linear 7 («),

Ti(a) = (Ae(@), Bi(a), Cy (), Di(v)). C))

A norma H. da realizacéo T;(«) pode ser interpretada pela
norma induzida L2 — L5 (Boyd et al., 1994), isto é,

| Tilloo = v & [lzll2 < Alfwll2, Vw(t) € Lo,

ou v~ Y|z||]2 < |Jw||2. Neste contexto, z(t) é o sinal de saida
do sistema ndo-linear e w(t) é a entrada do sinal de distur-
bio. Em (9), pode-se verificar que a norma H.., ndo excede

ao valor ~ se e somente se existir uma funcéo quadratica de
Lyapunov V (z) = 2/Qx tal que,

V(z)+v 222 —w'w<0, sendo Q=0Q >0, (10)

(para maiores detalhes, vide (Boyd et al., 1994)).

Integrando (10) e considerando as condi¢des iniciais nulas,
obtém-se

T T
V(z) +/ 2 2dt — / w'wdt < 0,
0 Jo

V() + 77223 = [lwlf5 < 0.

(11)

No processo de solucdo de (11), considerando um 7" (tempo)
suficientemente grande, sempre teremos 7', ||z||3 > 0,
[[w||3 > 0eV(z) > 0. Neste caso, ||w||3 > v7?||2||3. De
(10), V(z) = 2/Qr e V(z) = i’ Qu+1’' Qi entdo obtém-se,

PQr +2' Qi + 722z —w'w < 0.
Entretanto, de (9), #(t) = Ai(a)z(t) + Bi(a)w(t) e z(t) =
Ci(a)x(t) + Di(a)w(t), 0 que resulta em
(A(@)z + Bi(@)w)' Qz + 2'Q (As(@)z + By(a)w)

+7"4C(a)z+Dy (a)w) (Cy(a)z4+Dy ()w) — w'w < 0,
€,

' Ay (@) Qut+w' By (o) Qr+a' QA (o) + 2’ QBy(a)w +

722 Cy(a) Cy(a)x + v 22’ Cy(a) Dy (a)w + (12)

772w Dy () Cy (o) z+y 2w’ Dy () Dy (a)w — w'w < 0.

Escolhendo-se um novo vetor [z’ w'], pode-se reescrever a
inequacdo (12) na seguinte forma matricial:

[ w/]Ah{Z]<O, (13)
ou,
Ap <0, (14)
sendo,
= ]
€,
A = Ae)Q+ QAi(a) + v >Cia) Cilw),
Apy = QBy(a)+772Ci(e) Dy(),
Ans = By()'Q+ 7y *Di(a) Cy(a),
Aps = v 2Di(a)' Di(a) —I.

O limitante superior da norma H,. é obtido pela minimiza-
cao de v em (10). Utilizando-se a modificacao de variavel
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§ = ~2, e usando 0 complemento de Schur em (14), o pro-
blema de otimizacgéo tem a forma equivalente descrita a se-
guir:

T2, = mind
QA () + Ay(a)'Q QBi(a) Ci(a)
s.a Bi(a)'Q —I  Dia) | <0, (15)
Ci() Di(a) =01
Q >0,
6> 0.

Pré e pés multiplicando-se a inequacéo (15) por i, sendo
dado por,

Q' 0 0
K= 0o I 0],
0 0 I
é obtida a inequacéo (7), sendo Q! = P > 0. )

O Teorema 2 é proposto para o projeto do controlador fuzzy
"H o utilizado na realimentagéo dindmica da saida do sistema
(5). No projeto de K.(«) utiliza-se uma restricdo na regido
de estabilizacdo da planta ndo-linear em malha-fechada. A
Figura 2 ilustra a regido de restri¢do, que consiste de uma
circunferénciade raio p com centroem (0, ¢). A fungéo deste
compensador no sistema de controle é a rejeicdo do efeito
do sinal de disturbio presente na planta. Pode-se obter uma
metodologia para projeto de controladores ., com restri¢do
para regido de estabilidade em (Nguang and Shi, 2006), no
qual sdo considerados sistemas ndo-lineares incertos.

Teorema 2 Considere um sistema ndo-linear descrito pelo
modelo fuzzy Takagi-Sugeno (6) com o controlador fuzzy H..
utilizado na realimentacéo dindmica da saida, e ainda os pa-
rametros p e ¢ fixos (Figura 2). Se existe solucédo para as
LMIs descritas em (16)-(20), entdo pode-se obter um limi-
tante para a norma H., de w(t) para z(t), com restri¢io de
regido de estabilidade para o sistema nao-linear em malha-
fechada conforme ilustrada na Figura 2, resolvendo-se

| Tw-||2, = mind

oo [? H>o, (16)
I'i; <0, para i=1,2,---,v, (17)
Iy +T <0, para i< j<wv, (18)
2 <0, para i=1,2---,v,  (19)
Qij +Qy <0, para i< j<w. (20)

As matrizes I';; e ©;; séo descritas em (21) e (22) respectiva-
mente. Neste contexto pode-se obter as matrizes I';;, e I'j;,

A Imag(s)

\ 4

. Real(s)

Figura 2: Parametros p e ¢ no plano s.

descritas em (17) e (18) respectivamente, pela substituicdo
dos indices 7 e 7 em (21). Ainda, pode-se obter as matrizes
Q4;, e Qj;, descritas em (19) e (20) respectivamente, pela
substituicdo dos indices i e j em (22).

As variaveis R, S, A;;, B;, C; séo solugdes de (16)-(20).
Tem-seque R = R’ > 0e S =5 > 0. As matrizes dina-
micas do compensador fuzzy H., podem ser obtidas através
das seguintes equacdes:

B, = E7'B;
Co, = C; (W), (23)
ACi] = E_l [/LJ — SA;R — B»L'CQJ'R — SBZiéj (\I//)il y

sendoi,j = 1,2,---,v. Em (23), tem-se E¥' = [ — RS
e as matrizes £ e W podem ser obtidas pela decomposi¢cdo
LU (Lima, 2000) utilizando-se, por exemplo, o software MA-
TLAB.

O compensador fuzzy H~, pode ser descrito da seguinte ma-
neira:

Ad@) =2

v
1=17j=

a;ajAc,;, Be(a) =) ;B (o) e
1 i=1

Prova: Considera-se a seguinte realizacdo em espaco de es-
tado para o sistema ndo-linear descrito em (6) realimentado
pelo compensador fuzzy H., K.(a):

Twz(a) - (Anl(a)a Bnl (05); Cnl (Oé)) ’ (24)
sendo
B Ala) Bs(a)Ce ()
Ani(e) = [ Boa)Ca(a)  Au(a)
Bnl(a) - Bl(ga) :| ) (25)
Cnl(a) = [ Cl(a) 0 }
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A;R+ RA; + By;C; + CiBY; A+ A By RCY,
B SBu; -1 Cy
CiR 0 Cii -0l
—pR —pl A; R—l—BQlC’ +qR A +ql
Q= —pl —pS Ayj+ql  SA;+ BiCoj +qS 22)
Y| RA+CiBy +qR Al +ql —pR —pl
Al +ql A;S+C§ Bl +4qS —pl —pS

Utilizando-se o Teorema 1, um limitante da norma ., do
sistema T, («) pode ser obtido pelo seguinte problema de
otimizacéo:

1Tw=()][3, = mind

S.a
Anl(a)P -+ PAnl(Oz)/ Bnl(a) PCnl(Oé)/
Bu(a) I 0 <0, (26)
Cnl (Oé)P 0 -0l
P >0. 27)

Pode-se especificar em projeto uma regido, como ilustrada na
Figura 2, para que o sistema em malha fechada representado
pela realizagdo em espago de estado 7, () seja estavel, e
esta regido pode ser descrita pela seguinte LMI,

—pP
PAl, +qP

Anlp + qP

P <0, (28)
vide (Chilali and Gahinet, 1996) e (Nguang and Shi, 2006)
para maiores detalhes sobre restricdes para regido de estabi-
lidade em termos de LMIs.

Para obter o controlador fuzzy K.(«) deve-se solucionar si-
multaneamente as LMIs descritas em (26), (27) e (28). Entre-
tanto, da maneira na qual estdo dispostas as LMIs (26) e (28),
surgirdo bilinearidades no equacionamento do controlador
fuzzy de realimentagdo dindmica da saida no momento em
que se realiza a substituicdo dos valores de A,;(«), Bni(«@)
e Cy;(c), descritos em (25), nas LMIs (26) e (28). Entdo
utiliza-se uma manipulacdo para solucionar este problema
com as bilinearidades. Inicialmente adota-se a matriz P e
sua inversa como,

[ R U L [ s E
rele T o[B8

sendo R = R’ € R"*" e § = 5" € R™*"™, Define-se ainda

R I I S
PF2:F1, ComF1:|:\II, 0:| eF2:|:0 E/:| (29)

Considerando-se a relacdo algébrica descrita em (29), pode-
se obter a inequacao (16) pré e pés multiplicando-se a ine-
quacdo (27) por I'}, e I’y respectivamente. De modo similar,
pré e pos multiplicando-se a inequacéo (26) pela matriz dia-
gonal (T, I, I) e pela matriz diagonal (T'z, I, I') respectiva-
mente , obtém-se:

Zaaz ”JrZZozaj (Tij +Tj) <0, (30)

=1 1<y

sendo I';; mostrada em (21), e

v v v v v
E Q; = E (673 E oy = E E OZZ'OAJ' =1.
i=1 i=1 7j=1

i=1 j=1

(31)

Logo, uma condicdo suficiente para que a inequacao (30) seja
verdadeira, é que,

Ii<0 e (Fij + Fji) < 0. (32)
Por fim, pré e p6s multiplicando-se a inequacao (28) pelas
matrizes Z’ e Z respectivamente, obtém-se:

Za o Qi +Zza a; (Quj +Qj;) < 0.

=1 1<y
sendo €2;; mostrada em (22), e Z descrita por

[Ty 0
2= 0]

Utilizando-se a andlise descrita em (30)-(32), pode-se veri-
ficar que Q(a) < 0, implica nas LMIs descritas em (19) e
(20).

No processo de manipulacdo algébrica utilizada neste teo-
rema, no qual realiza-se a multiplicacdo de matrizes por I'; e
I, adota-se as variaveis (A;;, B;, C;) dadas a seguir:

B

i
o

Ci

Zaow
I

Ce.
EA \I/’+SA R+ B,Cy;R — SByC;, (33)
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sendo 4,j = 1,2,---,v e amatriz A; e A;; determinada
pela substituicéo dos indices i e j em (33). O

A equacdo das variaveis de estado que representa o diagrama
de blocos ilustrado na Figura 1 pode ser descrita como,

20 i) ante 1 [+ P e
H[ B ] )

1) = [ Ci(a) 0 }[ o ] (34)
v = [ e 0] 20 ],
- ) = r(t) — a(t)
(t) = ()= =0 =r(0) - [Cafe) 0] 7).
sendo

An(a) A(a),

Ap(a) = Ba(a)Ce(a),

Aiz(@) = Be(a)Cz(a),

f114((1) = /4C((I).

Reescrevendo o sistema (34) de forma compacta, tem-se

iy = Apzy(t) + Byr(t) + Bunw(t),
e(t) = Dyr(t) — Chay(t),
y(t) = Cpay(t),
z(t) = Cyaylt),

Considera-se a realizacdo em espago de estado entre o sinal
de distarbio w(t) e o sinal de saida z(¢) descrita na forma:
jluzn -

(Ay, Bun, Cy). (36)

Neste caso a influéncia do sinal de distirbio no desempenho
do sistema pode ser atenuada devido ao projeto inicial do
compensador fuzzy H.., K.(c). Neste processo utilizou-se
o Teorema 2 para o projeto de K.(«), no qual minimiza-se a
norma Hoo de w(t) para z(t).

r(t) e(t)
707]! Dﬂ)

es(t)

(A97B97Cg)

A 4

_>(An7Bm

Figura 3: Sistema de rastreamento utilizando-se peso na
freqiiéncia.

Considera-se a realizacdo em espago de estado entre sinal de
referéncia do sistema (¢) e o sinal de erro de rastreamento
e(t) descrita da seguinte maneira:

T, = (Am

Bn’ _CnaDn)- (37)

Neste caso, através dos controladores M («) e N («), pode-se
minimizar a norma H.. entre o sinal de referéncia e o sinal
de erro de rastreamento. O processo de rastreamento ndo
interfere no projeto de rejeicdo de distarbio. Isto ocorre pois
apenas B,, depende das matrizes M («) e N («), enquanto A,
e By, ndo dependem destes controladores. M («) e N(«)
sdo projetados para o rastreamento.

2.2 Rastreador de Sinais para Sistemas
N&o-Lineares

A solucdo para o problema de rastreamento consiste no pro-
jeto dos controladores M («) e N(«) que minimizam o li-
mitante da norma H, de T;, descrito em (37). Utilizando-se
0 Teorema 1, pode-se descrever o problema da otimizacéo do
limitante da norma H. do sistema 7}, como

I7,)% = min

A,P+PA,  —PC, B,
s.a -C,P -1 Dy | <0,
B, D, -1
P >0,
6 >0,
sendo P = P’.

Inclui-se ao projeto peso na frequéncia, pois é interessante
que o rastreador execute suas func¢des segundo uma faixa de
frequéncia especificada em projeto. Para o projeto do rastre-
ador com peso na freqliéncia, deseja-se encontrar a solugéo
global que otimize o problema descrito a seguir,

min 7,6,
sendo G = (Ay, By, Cy) 0 sistema linear que proporciona o
peso na frequéncia de saida, e T;, = (A,, B,, —C,, D,) €
uma realizagdo do sistema ndo-linear e estavel. Na Figura 3
¢ ilustrado o diagrama de blocos do sistema de controle com
a inclusdo de peso na freqiiéncia.
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Uma realizacdo em espaco de estado de e, (t) para r(¢) ilus-
trada na Figura 3 pode ser descrita como Hy = T),G:

A, 0B,
[ Lo | Do } _| -B,c, A,|B, (38)
¢ 0 C,] 0

Propde-se 0 Teorema 3 para 0 projeto de sistemas de rastrea-
mento de sinais de referéncia utilizando-se peso na frequén-
cia aplicado a sistemas néo-lineares.

Teorema 3 Considere o Problema 1 com a Observacdo 1.
Se existe solucdo para as LMIs descritas em (39)-(40), en-
tdo pode-se obter os controladores M («) (M (a) € R™*P)
e N(a) (N(«) € RP*P) que minimizam a norma H, do
sistema T, = (A, By, —Cy, D,,) com peso na frequéncia,
resolvendo-se
ITy[l% = mind
S.a
U, <0 para i=1,2,--- v, (39)
\I/ij +\I/ji <0 para i< j<w, (40)
Pll P12 P13
P1/2 P22 P23
Ply P33 Pss

>0,

sendo a matriz W',; descrita em (41).

As matrizes W;; e W ;; sdo obtidas substituindo-se os indices
iejem(41). As matrizes P;; = Pj;; 4,5 = 1,2,3,téma
mesma dimensdo da matriz A, eparaj = 3ei = 1,2,3,
as matrizes P;; tém dimensdes convenientes, e Ay, By e C,
representam a dindmica do filtro. Os parametros do rastrea-

dor podem ser descritos da seguinte maneira:

M(a) =Y o:M; e N(a)=)»_ o, (42)
=1 =1
sendo o, = 1,--- , v, a mesma funcéo de pertinéncia ado-

tada no projeto do compensador H., K.(«) de atenuagéo
do efeito de distarbio no desempenho do sistema.

Prova: Considera-se as matrizes (A:(«), Bi(a), Ci(a),
Dy(a)) = (Ag, By, Cy, Dy) na inequagdo (7), sendo a ma-
triz P na forma,
Py Py P
P=| P, Pxn P3|,
Ply P33 Pss
e (Ag, By, Cy, Dy) dado por (38) e (A, By, Cy, D) de-
finida em (35). Apos realizar a substituicdo das matrizes,
obtém-se:

Y(a) = Z%‘%‘I’ii + Z Z ajay (W5 + Wy) < 0. (44)
i=1

i=1 i<j

(43)

sendo a matriz W;; descrita em (41). As matrizes W;; e W;;
s80 obtidas substituindo-se os indices i e 7 em (41).

Uma condicéo suficiente para que a inequacéo (44) seja ver-
dadeira, € que,

U, <0 e (\IIU + ‘I’ji) < 0.
Deste modo, sdo obtidas as LMIs (39) e (40) do teorema. O

Os controladores fuzzy M («) e N(«) séo solugBes dtimas
de (39) e (40), e minimizam a norma H., entre o sinal de
entrada de referéncia r(¢) para o sinal de erro de rastreamento

r(t) — z(t).

Os filtros utilizados no Teorema 3 séo utilizados somente em
projeto, e posteriormente descartados para simulagéo ou im-
plementacdo do controlador. No projeto de rastreamento, se-
gundo o Teorema 3, utilizou-se a mesma estrutura de con-
trole com modificacdo de zeros para o caso de sistemas li-
neares apresentada em (Assuncéo et al., 2004) e (Assunc¢édo
et al., 2007).

3 EXEMPLO DE APLICACAO

Considere o levitador magnético ilustrado na Figura 4 des-
crito na forma de equagdes diferenciais como (Marquez,
2003),

i (t)?
2(1 + py(t))?

sendo a indutancia do eletroima variavel em funcéo da posi-
¢do y(t) da bola e descrita por

mi(t) = —Ky(t) + mg — +w(t), (45)

L) = s

sendo,

massa da bola (Kg),

acelerago da gravidade (ms?),

coeficiente de viscosidade do meio (Nsm ™),
coeficiente de variagdo da indutancia

do eletroimd (H),

coeficiente de variagdo da indutancia

do eletroima (m™1).

> N 3

=

Deseja-se projetar um sistema de rastreamento e rejei¢do de
disturbio para o levitador magnético, e utiliza-se a modela-
gem exata para este exemplo (Taniguchi et al., 2001).
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An, Proo+ P Ay, + A Pl + PiaAjy
Avg, P+ Avg Ply + Plo Ay, + P Al

A111P12 + AlQU P22 + P11A113i] + P12A/14.;j
Ars,; Pra + P1/2A/13ij + Ay Poz + P22A/14ij

Wij = | =ByCriPr1 + AgPl3 + P{3 A\, + Pyg Aty —ByCriPria + AgPyy + Pl3 Al + Pg Ay,
CyPly Cy P33
NiBy, M;j
A1, Pr3 + Avg,; Pos — PuiC By + PisA, Pi3Cy BaN;
Auzy; P + Avay; Poz — PoCL By + Pag A PosCy M,
—B,C1i P13 — P[3C; By, + P33 Ay + AgPs3 P33Cy By ) (41)
C, Py 170
Bg 0 —01

Yo b Qm lg

yv

Figura 4: Levitador magnético.

Definindo-se 71 (t) = y(t) e ZT2(t) = y(t) em (45) tem-se,
T (t) = Zat), (46)

w0 = IS P

No processo de rastreamento, o objetivo é manter a bola
numa posicao arbitraria y(t) = yo segundo um sinal de refe-
réncia. Para isso, de (46) devemaos ter:

Awid
———— +w(t),
2(1 + pyo)? 0
mas 4o = %o = 0 em (47), entdo pode-se obter iy,
considerando-se w(t) = 0, por,

2(1 + pyo)*myg
At '

mijo = —Kyo +mg — (47)

i = (48)

Neste exemplo necessita-se deslocar o ponto de operacéo
para a origem, ou seja,

z1(t) =T1(t) — Yo

z2(t) = T2 (1)

= SCl(t) :fl(t),

(49)

Deste modo, o sinal de entrada de controle pode ser descrito
como,

u(t) =i(t)* — 2. (50)
Substituindo-se (48) em (50) tem-se,
. _ 2mg
i(t)? = u(t) + V(l + pyo)*. (51)

Por fim, utilizando-se a mudanca de variaveis descrita em
(49) em conjunto com i(¢) descrita em (51), pode-se obter
a descricdo em variaveis de estado para o levitador magné-
tico com o deslocamento do ponto de operagéo para a origem
como,

[i;g}[ e e ) i 1 [ i;gg ] +

(I+p(z1 () +yo))? m

]u(t)—i— [ ; }w(t). (52)

0
Ap
2m(1+p(z1(t)+yo))?

Adotando-se,
gu(pz(t) + 2pyo + 2)z1 (1)
(1 + p(z1(t) +90))?

Ap
o p(e @ Foo)E O

for(x(t))

gu(z(t) =

Pode-se reescrever (52) da seguinte maneira,

(20 = [ e [20 ]
[§11(0:E(t) }U(tH[ 2 ]w(t).

No projeto do sistema de rastreamento de sinais e rejei-
cao de distdrbio consideraram-se os seguintes valores para
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os pardmetros do levitador magnético: m = 0,068 Kg,
Yo = 0,02m, A = 0,46 H, u = 2m~t, g =98 ms2,
K =0,001 Nsm™1.

Adotou-se a faixa de valores para a variavel de estado 7 ()
do levitador magnético como, 0 < 7 (¢) < 0,1. Deste modo,
de (49), a faixa de valores para z1 () é:

—0,02 < x1(t) < 0,08. (54)

Na representacdo exata do sistema nédo-linear (52) e (53), de
acordo com (Taniguchi et al., 2001), utilizam-se os valores
de méximos e minimos das funges fo1(x(t)) e gi1(z(t)),
conforme descrito a seguir:

211 = max {f21($(t))} = 2,439;

aziz = min {le@(t))} = —0,799;

b111 max {gu(x(t))} = 6,764, (55)
b112 = min {gu(x(t))} = 4,697

A determinacdo da forma generalizada surge da transforma-
Gdo de for ((t)) e g11(x(t)) para a representacéo na forma
de modelo fuzzy. Utilizando-se as defini¢cGes descritas em
(55) pode-se representar fo((t)) e gi1(x(t)) da seguinte
maneira:

Far((t)) = oon(a(t))azu,
=1

g (z(t) = Z yy(e(t))bru,
=1

sendo,

20211(35(75)) =1 e Zrnl(w(t)) =1L (56)
1=1 =1

Deste modo,

f21($(t)) = o211(x(t))azi1 + o212(x(t))azi2,

0 S O'211($(t)),0’212($(t)) S 1 (57)

De (56) e (57), obtém-se:

_ fai(a(t) — a2z
az11 — a212

e o212 (z(t)) = %2;(;13)).

o211 (z(t))

Da mesma maneira a fungdo ndo-linear g11(x(t)) pode ser
representada na forma exata por

g11 =T (x(t))biin + Tiaa(x(t))biie,

0 S F111($(t)),F112(IE(t)) S 1, (58)

De (56) e (58), obtém-se

_ gu(x(t) — b2

Pins(e() = b~ i)

e Tuz(e(t) = b111 — a112

bi11 — bi12

Ap0bs a determinacdo destes parametros pode-se reescrever
(57) conforme a seguir:

for(2(t)) = (Crun (2(t)) + Traa((1))) (o211 (x(t) Jagn +

O212(x(1))0212) » (59)

=11 (z(t))o211 (2(t))azin + Fin(2(t)) o212 (2(t)) a1z +
Tiio(2(t))o211 (z(t))ao1y + iz (x(t))o212 (2(t))azie.

Definindo-se as fungdes de pertinéncia aq (z(t)), aa(x(t)),
as(x(t)) e as(z(t)) em (59),

a1 (z(t)) = i (2(t)) o211 (x(2)),

az(2(t)) = L (2(t))o212(2(t)), (60)
as(x(t)) = Liz(2(t))o211 (2(t)),

as(z(t)) = a2 (t) o2z (z(t),

a1(z(t)) + az(z(t)) + az(x(t)) + as(z(t)) =1,
entdo, obtém-se:

fa(z() = ay(z(t))agir + az(z(t))ags +

Oég(l'(t))a211 + a4(z(t))a212. (61)

De maneira similar, pode-se reescrever g1 («(t)) conforme a
segulir,

gii(z(t)) = ai(z(t))binn + az(z(t))bii +

Oég(l'(t))b112 + Oé4($(t))b112. (62)

Analisando-se (61) e (62) pode-se determinar os modelos lo-
cais para este sistema ndo-linear do levitador magnético:

0 1 0 1
Al_AS_[2,439 0,014}142_144_[0,799 0,014]’

0 0
Bi1 = Bia = Bi3 = Biy = {14 705} ,B21322{6 764}

0
323324{4 697

0212022202320242[1 0}.

] , C11=C12=C13=C14 :[1 OL

No processo de atenuacdo do efeito do sinal de distarbio no
sistema utilizou-se o Teorema 2 para o projeto do compen-
sador H.. No projeto, utilizou-se como restricdo para alo-
cacgdo dos pdlos, dos modelos locais do sistema controlado,
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uma regido limitada por uma circunferéncia de raio p = 200,
com centro na origem. O controlador H.., K.(«), obtido é
descrito em (63).

O controlador fuzzy H., também pode ser descrito da se-
guinte maneira:

I

4 4
AC(OZ) = Z OéiOéjAcij,Bc(Oé) = Z achi e
i=1 1 i=1

J

4
CC(OZ) = Z ajccja
j=1

J

sendo «; descrita em (60).

O valor de 7, que € o limitante superior da norma Hoo
de w(t) para y(t) obtido no procedimento de otimizagéo foi
0,0104, o que implica em uma atenuacdo do efeito do si-
nal de perturbacdo na saida do sistema levitador magnético.
A Figura 5 ilustra o diagrama de magnitude em func¢édo da
freqiéncia de w(t) para y(t), descrita em (36). Os mode-
los locais utilizados na obteng&o dos resultados ilustrados na
Figura 5 séo,

modelo local 11 : Ay, Bo1,C11,C21, Afuyy, Bfuy, € Cru, .
modelo local 22 : Aa, Bz, C12,C22, Afuss, Bfus € Clrus.
modelo local 33 : As, Bas, C13,C23, Afugs, Bfug € Clrus.
modelo local 44 : A4, Bos, C14,C21, Afuyy, Bfuy € Cruy.

Como especificacdo de projeto, o rastreador deve operar para
baixas frequiéncias, até 0,1 rad/ seg, entdo foi proposto o se-
guinte filtro G(s):

0,001
s2+0,02s + 0,0001

G(s) =

No projeto do sistema de rastreamento, utilizou-se a metodo-
logia proposta no Teorema 3. Neste processo minimizou-se a
norma H., de r(t) para e(¢) considerando-se sinais de baixa
frequiéncia, até 0, 1rad/seg, sendo e(t) o sinal de erro entre
a saida de referéncia e a entrada. Neste exemplo analisou-se
0 comportamento com relacdo ao limitante da norma norma
H~ nos modelos locais que descrevem o sistema levitador
magnético. No modelo local 11 o limitante da norma H..
para todo o espectro de freqiiéncia € 1,607; enquanto para
a banda de freqliéncia especificada no problema, a maior
magnitude de |7, (jw)| € 0,0081, sendo T, descrito em (37).
No modelo local 22 a norma H,, para todo o espectro de
frequéncia é 1,607; enquanto para a banda de freqliéncia es-
pecificada no problema, a maior magnitude de |T;,(jw)| €
0,0081. No modelo local 33 a norma ., para todo o espec-
tro de freqliéncia é 1,694; enquanto para a banda de freqiién-
cia especificada no problema, a maior magnitude de |7, (jw)|
€ 0,0039. Por fim, no modelo local 44 o limitante da norma

x10°* x10*
2

1 1.2
IR — 1 —
° \ \
Sos \ 08 \
= \ \
cos \ 06 \
> “ \
(C04 \ 0.4
\ \
= \ \
02 K 02 \
?o’ 10 10 o 10 10' 10 %103
(@) (b)
x 10 x10
12 12
@ ! — 1 — \\
S \ \
Sos \ 08 \
= \ \
cos \ 06 \
> \ \
S04 \ 04 \
\
\ \
2 02 \\ 02 \\
o —
10 10' 10° 10° 10° 10' 10° 10°
(©

Frequéncia [rad/seg.]

Figura 5: Resposta em freqiiéncia de w(t) para y(t). (a)
modelo local 11, (b) modelo local 22, (c) modelo local 33,
(d) modelo local 44.

H~ para todo o espectro de frequéncia é 1,694; enquanto
para a banda de freqtiéncia especificada no problema, a maior
magnitude de |T),(jw)| é 0,0041.

A Figura 6 ilustra a resposta em freqiiéncia 7;,, que repre-
senta a realizacdo em espaco de estado de e(t) para r(t).
Observa-se que a magnitude de 7, para a faixa de freqiiéncia
em projeto € pequena, entdo, ocorre 0 processo de rastrea-
mento nestas condi¢cdes. Os pardmetros obtidos do projeto
de rastreamento aplicados ao sistema ndo-linear sao:

—0,845 _[ —0,845 [ -1,003
Ml_{10087594]’M2_{1008,722 ]7M3—{8207619},
~1,003 B o .
Ma = { 820,693 ] ; N1 = 2053,818; N2 = 2054, 227;

Nj = 2171,565 e Ny = 2171,705.

Ainda, pode-se descrever 0s parametros de rastreamento
como:

4

M(a) = ZO&iMi e N(a)= ZaiNi,

i=1
sendo «; descrita em (60).

Na andlise da Figura 6 foi considerada a adi¢do dos seguintes
pardmetros nos modelos locais:

modelo local 11 : M;
modelo local 22 : M,
modelo local 33 : M3
modelo local 44 : M,

e Ni.
e No.
e Ns.
e Ny.
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4 —276,891  —0,479 4 | —276,884 —2,466
et | 120556,695 —155,857 |7 12T | —27849,761 59906450,612
4 - [ —306,009  —204,513 A _ | —306,858 —0,326
18 7 | 134163,023 5619433,839 | T | 101205,786 195497,106
A - [ —276,904 1,506 4 | —276,896 0,479
2t 7 | 268957,186 —59906762,315 | ' 2 | 120550,729 —155,846
A - [ —306,845 0,714 4 _ | —306,855  —0,763
8 7 | 94597,245 844274,792 | T T | 99394,311 134057,344
A — [ —255,631 203,508 4 | —2ma797 —1,719
r 7 | 103778,509 —5619774,616 | T2 T | 143339,315 —844615,567
4 [ —275,176  —0,477 4 | —275,176 —0,460
s 7 | 121388,641 —157,026 | T T | 333072,721 14360749,321
A - [ —254,783 —0,678 4 | —254,788 —0,241
¢t 7| 136731,701 —195837,880 | %> T | 138538,204 —134398,116
4 - [ —275,177 —0,493 4 | 2T 0477
“s ™ | —90299,692 —14361063,381 |’ T | 121384,387 —157,033
(63)
—1,829 [ —1,829

2234,284 Be, = 2234,121
B.. —1,819 [ —1,819

2252,248 Bey = 2252,174
= C.:
Ce, = [ —212345,646 —1085,799 |,
Ce, = [ —212369,817 —1085,763 |,
Ce, = [ —317461,169 —1644,052 |,
Ce, = [ —317479,846 —1643,957 |.
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Figura 6: Resposta em freqiiéncia 7), : |T;,(jw)| x w, sendo
T;, descrito em (37). (a) modelo local 11, (b) modelo local
22, (¢) modelo local 33, (d) modelo local 44.

Na Figura 7 ilustra-se a resposta a uma entrada degrau, com
amplitude 0,05 e um sinal de perturbacéo do tipo distdrbio
com amplitudes aleatdrias ndo superiores a 1 presente no sis-
tema levitador magnético.

Ainda no processo de simulacéo do projeto do rastreador de
sinais de referéncia com rejei¢do de distlrbio considerou-se
um sinal de referéncia r(t) = 0,05sen(0,1¢) e um sinal de
perturbacéo do tipo disturbio com amplitudes aleatérias ndo
superiores a 1. A Figura 8 ilustra o resultado da simulagdo.

Apenas por ilustracdo, os zeros para 0s modelos locais séo:
(a) modelo local 11: 6,543 £ 266, 1324, (b) modelo local 22:
6,527 4 266,102, (c) modelo local 33: 21,189 + 319,672;
e (d) modelo local 44: 21,179 + 319,6575. Os pdlos de
malha fechada dos modelos locais do sistema nao-linear
alocados na regido sdo: (a) modelo local 11: —62,607 +
169,584 e —153,774 + 78,5175; (b) modelo local 22:
—62,6094169,5815; —153,769+78,5217; (c) modelo local
33: —62,278 + 168,7935; —153,830 + 82,255; (d) modelo
local 44: —62,282 + 168,7855 € —153,830 + 82,2767

No projeto do sistema de rastreamento e rejeicao de distlr-
bio utilizou-se a mesma funcédo de pertinéncia. Deste modo,
utilizou-se as funcdes de pertinéncia de (60) para descrever
o compensador H.., K. () e 0s pardmetros de rastreamento
M(«) e N(«). A determinagdo dos modelos locais depende
da faixa de variagdo considerado para os estados do sistema
ndo-linear, e que neste exemplo é descrita em (54). Os re-
sultados do sistema de rastreamento e rejeicdo de distarbios
aplicados a sistemas ndo-lineares foram satisfatorios, como
podem ser observados nos resultados de simulacéo ilustra-

2
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T

Amplitude [m]

" Tempo [seg] )

Figura 7: Resposta ao degrau de amplitude 0,05.

Amplitude [m]

L L
0 E]
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Figura 8: Sinal de saida z(¢) e o sinal de entrada r(¢) estdo
quase sobrepostos.

dos neste exemplo.

4 CONCLUSOES

Neste trabalho é proposta uma metodologia de rastreamento
e rejeicdo de distdrbios aplicada a sistemas ndo-lineares. No
projeto utilizaram-se os modelos fuzzy Takagi-Sugeno para
descrever exatamente a planta ndo-linear. Para o processo de
atenuacdo do efeito do sinal de distdrbio na saida do sistema,
projetou-se um controlador fuzzy H.., de realimentacéo di-
namica da saida, conforme ilustrado na Figura 1, de modo a
minimizar o limitante da norma H, entre o sinal de distarbio
w(t) e o sinal de saida de medida y(¢). Para o rastreamento
de sinais minimiza-se o limitante da norma H . entre o sinal
de referéncia r(¢) e o sinal de erro de rastreamento, sendo o
erro de rastreamento a diferenca entre o sinal de referéncia e
o sinal de saida do sistema z(t).

A inclus&o de peso na frequéncia utilizado no projeto do ras-
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treador possibilita ao projetista desenvolver sistemas de ras-
treamento para sinais de referéncia em uma faixa de freqtién-
cia desejada.

A metodologia de rastreamento e rejeicao de disturbios apli-
cada a sistemas ndo-lineares é descrita em termos de LMIs,
que quando factiveis, podem ser facilmente solucionados
através de algoritmos de convergéncia polinomial disponi-
veis na literatura (Gahinet et al., 1995).
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