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RESUMO

Nesta pesquisa tivemos o objetivo geral de investigar processos de validagdo matematica desenvolvidos
por alunos de uma turma de 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola publica estadual de Mato Grosso,
no decorrer do ano letivo de 2020. Especificamente, buscamos identificar como os alunos analisados
formularam e apresentaram validacBes matematicas para suas afirmacdes e/ou conjecturas, classificar
provas matematicas que foram produzidas por eles, assim como, identificar elementos relacionados as
atividades desenvolvidas que pudessem favorecer a producdo de validacdes. Para tanto, desenvolvemos
uma pesquisa qualitativa, do tipo estudo de caso, cuja parte experimental foi implementada em uma escola
publica da rede estadual de Mato Grosso e foi dividida em trés Fases, que descrevemos a seguir: a Fase I,
que ocorreu quando os alunos analisados ainda estavam no oitavo ano - nessa ocasido, desenvolvemos e
aplicamos presencialmente atividades de validacdo matematica, relacionadas aos temas conjuntos
numeéricos e expressdes algébricas. Essa experiéncia nos serviu como uma pré-experimentacao e subsidiou
a (re)elaboragdo da proposta a ser aplicada nas Fases Il e 111. A Fase Il se refere aos meses de maio, junho
e julho do ano de 2020, quando as escolas estaduais estavam com atividades letivas paralisadas em
decorréncia da pandemia causada pelo novo coronavirus. Dessa forma, o contato se deu de forma nédo
presencial, em que desenvolvemos e aplicamos atividades relativas aos temas poténcias e raizes. A Fase 111
ocorreu durante o periodo letivo de aulas ndo presenciais da referida rede de ensino, nos meses de setembro,
outubro, novembro e dezembro, em que discutimos validagbes matematicas relacionadas aos temas
poténcias e raizes, equagdes do segundo grau, funcBes e razdo e propor¢do. Nessas duas Ultimas Fases,
nossa interagdo junto aos estudantes ocorreu de forma individual, considerando suas particularidades e
possibilidades, como também o cenario pandémico, de modo que os dados foram obtidos por meio do
WhatsApp e de material impresso. Assim sendo, analisamos a interagdo que tivemos com dois estudantes,
considerando nossos dialogos, falas, escritos, e as resolucBes apresentadas por eles para cada atividade,
buscando atender aos nossos objetivos de pesquisa. Para elaboragdo, aplicacéo e andlise das situagdes, nos
subsidiamos principalmente no Modelo de Tipologia de Provas de Balacheff, na Teoria das Situagdes
Didaticas de Brousseau, possiveis fungdes da prova matematica sinalizadas por De Villiers e outros autores,
assim como em pesquisas que trataram do tema. Ao final desse processo, foi possivel identificar que os
alunos passaram a considerar a realiza¢do de diversos testes e elementos de generalizacdo em suas provas.
Apesar das interacBes, um dos estudantes pareceu permanecer em uma perspectiva pragmatica,
apresentando e se satisfazendo com provas desse nivel, o que pode indicar que, mesmo diante de situagdes
de validacéo diversas, parte da acdo de produzir provas, diz respeito ao aluno e sua compreens&o sobre essa
forma especifica de justificar afirmag@es. Outra aluna, cujos dados analisamos, passou a apresentar com
maior frequéncia provas de nivel intelectual.

Palavras-chave: Educacdo Matemdtica; ValidacBes matemadticas; Ensino Fundamental; Tipologia de
Provas; Prova.



ABSTRACT

In this research, we had the general objective of investigating mathematical validation processes developed
by students from a 9th grade class of Elementary School of a state public school in Mato Grosso, during
the academic year of 2020. Specifically, we sought to identify how the students analyzed formulated and
presented mathematical validations for their statements and/or conjectures, classifying mathematical
proofs that were produced by them, as well as to identify elements related to the activities developed by the
students that could favor the production of validations. Therefore, we developed a qualitative research, of
the case study type, whose experimental part was implemented in a public school in the state of Mato
Grosso and was divided into three phases, namely: Phase I, which occurred when the analyzed students
were still they were in eighth grade. On this occasion, we developed and applied face-to-face mathematical
validation activities related to numerical sets and algebraic expressions. This experience served as a pre —
experimentation and supported the (re)elaboration of the proposal to be applied in phases Il and 111. Phase
Il refers to the months of May, June and July of the year 2020, when state schools were with school activities
paralyzed due to the pandemic caused by the new coronavirus. In this way, the contact took place in a non-
face-to-face manner, in which we developed and applied activities related to potential and root
themes. Phase Ill, in turn, took place during the teaching period of non-face-to-face classes of the
aforementioned public school, in the months of September, October, November and December, in which
we discussed mathematical validations related to the themes potential and roots, quadratic equations,
functions and ratio and proportion. In these last two Phases, our interaction with students took place
individually, considering their particularities and possibilities, as well as the pandemic scenario, so that data
were obtained through WhatsApp and printed material. Therefore, we analyzed the interaction we had with
two students, considering our dialogues, speeches, writings and the resolutions presented by them for each
activity, seeking to meet our research objectives. For the elaboration, application and analysis of situations,
we rely mainly on Balacheff's Proof Typology Model, on Brousseau's Theory of Didactic Situations,
possible functions of the mathematical proof signaled by De Villiers and other authors, as well as on
research that dealt with the theme. At the end of this process, it was possible to identify that the students
started to consider performing several tests and generalization elements in their tests. Despite the
interactions, one of the students seemed to remain in a pragmatic perspective, presenting and being satisfied
with tests of this level, which may indicate that, even in the face of different validation situations, part of
the action of producing tests concerns the student and his understanding of this particular way of justifying
claims. Another student, whose data we analyzed, started to present more frequently tests of intellectual
level.

Keywords: Mathematics Education; Mathematical validations; Elementary School; Typology of Proof.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — Diagrama envolvendo conceitos de explicacdo, prova e demonstragao .................... 36
Figura 2 — Linha do tempo da INVESTIJAGAD .........eveuieiiiieiiriesie e 95
Figura 3 — Resolucdo do aluno Juca para a atividade 1l — 1 ..........cccooeiiiiiiinininincecce 106
Figura 4 — Resolucdo da aluna Lili para a atividade 1l — 1........ccccoeviiiiiiiiiiiecc e 106
Figura 5 — Resolucédo do aluno Juca para a atividade Il —2..........ccccoevviiiiviiicic e, 109
Figura 6 — Resolucdo da aluna Lili para atividade 11 — 2 ... 110
Figura 7 — Conversa de WhatsApp com a aluna Lili sobre a atividade Il —=2.............cccccevee 111
Figura 8 — Resolucdo possivel para a atividade Il — 3. 113
Figura 9 — Composicéo da resolucdo do aluno Juca para a atividade Il —3...........ccoeevvrennene. 114
Figura 10 — Conversa WhatsApp com o aluno Juca sobre a atividade 11 —3...........ccccoeevenee. 116
Figura 11 — Resolug&o da aluna Lili para a atividade 1l — 3...........ccooeiiiiiiiineiececee 117
Figura 12 — Conversa WhatsApp com a aluna Lili sobre a atividade Il —3..........cccccccoeiviinnne 118
Figura 13 — Resolug&o do aluno Juca para a atividade Il — 4 / Conversa WhatsSApp................ 121
Figura 14 — Conversa WhatsApp do aluno Juca para a atividade Il =4 .........c.cccoooveeiivnennne, 122
Figura 15 — Resolug&o da aluna Lili para a atividade 1l —4 ..o 124
Figura 16 — Conversa WhatsApp de Lili sobre a atividade Il =4 .........cccccooviniieniieicieies 125
Figura 17 — Resolucéo possivel para a atividade 1l —5..........ccoviiiiiiiiiine e 128
Figura 18 — Resolug&o do aluno Juca para a atividade 1l —5.........cccooeiviiiiiiniinineneeeeeins 128
Figura 19 — Conversa WhatsApp do aluno Juca para a atividade Il =5 .........cccccoeveviviinennnne, 129
Figura 20 — Resolug&o da aluna Lili para a atividade 04 — 5 .........ccooeiiiiiininiienceeeeie 130
Figura 21 — Resolug&o do aluno Juca para a atividade 11 — 6..........ccccevviiinininencecee 133
Figura 22 — Conversa WhatsApp com o aluno Juca sobre a atividade I1 —6............c.cccceueenee. 134
Figura 23 — Resolugdo da aluna Lili para a atividade 04 — 6 .........cccooeieriiiinieneneneneieceenins 135
Figura 24 — Resolug&o do aluno Juca para a atividade 111 — 1 / Conversa WhatsApp .............. 141
Figura 25 — Resolug&o do aluno Juca para a atividade I —2.........ccccoviiiiiniiicccee 142
Figura 26 — Resolug&o de Lili para as atividades Il —1 e 1 — 2 ..o 144
Figura 27 — Resolug&o de Juca para a atividade 111 — 3 / Conversa WhatSAPP ......ccccevveveennnne 146
Figura 28 — Resolugdo do aluno Juca para a atividade 1T —3........cccooeriiiiiniieneeeee 147
Figura 29 — Teste realizado por Juca sobre a validade da conjectura para nimeros decimais.. 148
Figura 30 — Resolug&o de Juca para a atividade 111 — 4 / Conversa WhatSAPP .......ccccovveveinnnne 149
Figura 31 — Resolugdo de Lili para a atividade Il =3 e 1l —4 ..o 151
Figura 32 — Resolugdo de Juca para a atividade Tl —5........ccccooeiriiiciiiiins e 153
Figura 33 — Resolugdo de Lili para a atividade I —5........cccooiiiiiiciicn e 154
Figura 34 — Resolug&o de Juca para a atividade 1l — 6.1..........ccoceveiiiiiiiininc e 157
Figura 35 — Resolug&o de Lili para a atividade 1T — 6.1 .........ccccooiiiiiiiiiiinceeeie 158
Figura 36 — Resolugdo de Juca para a atividade 111 — 7 / Conversa WhatSAPP ......ccccevverveeennne 161
Figura 37 — Conversa WhatsApp / Resolucdo de Lili para a atividade Il —8..........c...cccen.. 163
Figura 38 - Conversa WhatsApp de Juca para a atividade 1l —8............ccoovvnivininiicice 165
Figura 39 — Resolug&o do aluno Juca para a atividade I —8..........ccovvvviiiiniiiiiecee 165
Figura 40 — Resolug&o da aluna Lili para a atividade 1l — 8 ..........cccoeiviiiiiiniiiieecee 166
Figura 41 — Resolucdo de Juca para a atividade 1 — 10.........ccoocviiieiiniiiieree e 168
Figura 42 — Resolucdo de Lili para a atividade I — 210 ... 170
Figura 43 — Resolug&o de Juca para a atividade Tl —10..........ccccovvriiiiiiiniiiinine e 172
Figura 44 — Conversa WhatsApp de Juca para a atividade I — 10 .........ccovviiiineniiiicns 173
Figura 45 — Resolucdo de Lili para a atividade I =10 ........c.ccooiiiieiiniiieeee e 175
Figura 46 — Conversa WhatSApPp com aluno JUCE ........ccooveviiieiiiieee e 177
Figura 47 - Resolucgéo da aluna Lili para a atividade 1 — 11 ........coooiiiiiniiie e 178
Figura 48 — Resolug&o do aluno Juca para a atividade I —12..........ccccoviiiinineniiices 180



Figura 49 — Resolucdo da aluna Lili para a atividade 1 — 12 .........cc.ccooevveviiviveiececc e, 181

Figura 50 — Resolucdo do aluno Juca para a atividade Hl —13.........c.cccevviviiiiieie e, 183
Figura 51 — Resolug&o da aluna Lili para a atividade 11 — 13 ..o 184
Figura 52 — Resolug&o do aluno Juca para a atividade I —14..........ccccooviiiiiiieniiccee 186
Figura 53 — Conversa WhatsApp com o aluno Juca sobre a atividade 11l — 14 ..................... 187
Figura 54 — Resolucdo da aluna Lili para a atividade 1 — 14 ..........ccccooeeviviiniie v, 188



LISTA DE QUADROS

Quadro 1 — Provas produzidas por Juca Na Fase Il .........ccccoveveiiiiiiicsiece e 138
Quadro 2 — Provas produzidas por Lili na Fase ..........ccccooiiiiiiiiiiicciseeeees 138
Quadro 3 — Provas produzidas por Juca na Fase Hl ..o 191
Quadro 4 — Provas produzidas por Lili na Fase Hl ..o 191



SUMARIO

INTRODUGAO ..ottt sttt sttt s st nensentanens 13
1. VA!_IDAQC)ES MATEMATI(}AS: REFLEXC)ES SOBRE UMA ABORDAGEM
POSSIVEL PARA A EDUCAGAO BASICA ..ot 20
1.1 Conjecturas, provas, demonstra¢des, documentos curriculares e algumas

QTR0 U ST SRS 20
1.2 Validagbes matematicas: algumas possibilidades para a sala de aula..........c..ccccceveivcnennnne 26
1.3 Raciocinio, processo e atividade de validagao ...........ccccvviviieiiiieie e 30
1.4 Possiveis respostas para 0s questionamentos do porqué e do para que validar.................... 40
1.5 CONSIABTAGDES ...tttk bbbttt b et bbb et 45
2. TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS: UMA VISAO SOBRE A APRENDIZAGEM . 47
2.1 Meio, SituacOes didaticas, Situagdes adidaticas: conceitos fundamentais...........cccccceeeennae 47
2.2 O papel do professor e o papel do aluno frente as situacfes de aprendizagem..................... 51
2.3 O contrato didatico e as relacfes que se estabelecem .........ccccvvvveveiieiiciv e 54
2.4 CONSIABTAGOES ......vveveeveeieste sttt ettt ettt b et b bbbt b bbbttt e s 57
3. CONSTRUINDO PONTES: UM DIALQGO COM OUTRAS PESQUISAS
RELACIONADAS AO TEMA VALIDAGCOES MATEMATICAS. ..o 59
3.1 Critérios utilizados para SeleGa0 das PESQUISAS .....c..cvrrererererierieieeereeesre s ee e 59
3.2 Pesquisas realizadas no ambito da liCENCIatUra.............cccvvieieiecie e 60
3.3. Pesquisas realizadas no &mbito da formag&o continuada de professores..........ccccocevveenee. 65
3.4 Pesquisas realizadas no @mbito da EAUCACA0 BASICA .........cccevververeeieinieisese e 70
KSR O] T [0 < - ot LSRR 79
4. PERCURSO METODOLOGICO DA PESQUISA: HISTORIA E CONTEXTO.................. 81
4.1 Caracterizando nossa pesquisa qUAlItatiVa ..........ccccevveiiiiiic i 81
4.2 Contexto, alunos participantes e procedimentos: uma hist6ria a ser contada ....................... 85
4.3 Instrumentos utilizados para producao de dados............ccvrererererierieiniee e 94
4.4 AtivVidades AESENVOIVIAS .........ciiiiiieie ettt sttt sre et aesaesre e neas 95
4.5 Organizacdo, apresentacdo e analise dos dados da PeSqUISA..........coveviveevererierieriereerenes 102
5. UM OLHAR SOBRE AS PRODUC()ES DEJUCAELILL...cocoooiiee e 104
DLl FASE Il bbb e e et b be e naee s 104
LI T 1 | OSSP URSIN 140
Consideraces sobre Juca ap6s a vivéncia de todas as FaSeS..........cccvevvevieiiiesiesesesesiesieneeneas 193
Consideraces sobre Lili apds a vivéncia de todas as Fases .........cccoevvevveeivsevesesesesieienens 194
6. CONSIDERAQ()ES FINALIS .ot 196
7. REFERENCIAS ..ottt 203



10

A minha familia, especialmente ao meu
pai, que certa vez me confessou: nem
sabia que se poderia estudar tanto. Nem

sabia que existia esse tal de doutorado!



AGRADECIMENTOS

Respirando fundo ... Agradecer € preciso...

Eu agradeco enormemente & minha familia, meu pai Pimas, minha mée Neide,
meu irmdo Natau, € meus avos, que desde sempre soube o papel transformador da
educacdo. Que desde sempre esteve comigo e apoiou minhas decisdes. Que lutou para
que eu pudesse me dedicar a escola, mesmo diante de tantas adversidades. Para mim,
muito me orgulha ser filha de agricultores! A conclusdo desta etapa significa, também,

um ato de resisténcia! Fica aqui minha homenagem!

Eu sou grata aqueles que wio permitiram due eun desistisse...

Agradeco aos amigos do peito lvanete, Florisval e Relicler porque em nenhum

momento permitiram que eu seguisse sozinha. Tenho vocés em meu coragao!

Agradeco aos meus colegas de turma, Ana, Cris, Day, Gresi, Marizete, Ricardo e
Rosane porque ndo mediram esforcos para que conseguisse superar as adversidades do

primeiro ano do curso e sempre estiveram a disposicao para ouvir meus desabafos.

Agradeco a todos os professores do PPGEduMat, especialmente aqueles que
estiveram comigo durante o doutorado e que dispensaram seus olhares de compreensédo
sobre as condi¢bes que eu ndo conseguia mudar. Ndo hd como deixar de mencionar a
professor Luzia, coordenadora a época, que teve a sensibilidade de me ligar e de conversar

comigo em um momento dificil.

Eu agradeco aos gestores da escola em que trabalho, que contribuiram para que

fosse possivel a logistica e 0 desenvolvimento desta investigacdo junto aos estudantes.
Eu son grata aqueles due foram o coragdo desta pesauisa...

Eu agradeco ao Juca e a Lili, por terem estado comigo, firmes, desde o momento

em que estivemos juntos, na sala de aula.

Eu son grata aqueles due we ajudaram a compor este relato..

Agradeco aos professores Jose Luiz, Maria Marta, Marilena, Saddo e Sonia por
cada olhar atento, pela sensibilidade e contribuicdo nesta pesquisa. Sou grata pelas

palavras e sugestfes, tanto no momento da qualificacdo quanto da defesa.

11



Eu soun grata aqueles que foram meus professores...

E possivel que ndo lembre de todos, mas vou correr o risco! Agradeco a Odila, a
Salete, a Natalina, a Karina, ao Emerson, a Justina, ao Ildo, a Lia, & Lucia, & Sandra, ao
Darci, a Rejane, a Jane, a Josania, a Lourdes, a Luciane, ao Nestor, ao Ivanir, a Vanete, a
Flaviane, a Deise, a Carise, a Andriceli, a Neusa, ao Professor Z¢, a Marilena, a Luzia, ao

Viola, ao Luiz Carlos, ao Thiago, a Edilene, a Patricia, a Sueli, e claro, agradeco a Clarice!

Por fim, en sont grota aguele que tinha due ser meu orientador ...

Agradeco a ti, professor José Luiz, por ter aceitado o desafio de ser meu
orientador. Eu digo com toda a certeza: Tinha que ser vocé (como gosta de ser chamado)!
Gratidao por todos os momentos de conversa, compreensdo e orientacdo! Nao foi facil
seguir, mas em cada mensagem de incentivo, eu encontrava forcas para continuar porque
sabia que o senhor estaria ao meu lado e, sinceramente, as vezes isso era sO 0 que

importava para mim.

Em verdade, eu sinto muito orgulho de ter estado junto de ti no decorrer do
mestrado e agora do doutorado. Espero ter correspondido, a0 menos um pouco, as suas

expectativas e deixo registrado aqui minha admiracgéo!

12



INTRODUCAO

ESPERANCA

Quando alguém se torna doutor? Por varios momentos ao longo desta jornada me
vi refletindo sobre essa pergunta. Acredito que ndo exista um dia, uma hora ou um

momento no qual nds nos tornamos aquilo que somos. Um constante devir, talvez.

Por isso, eu prefiro sempre falar do meu processo de doutoramento. Meu, porque
ele € Unico e ainda que dele facam parte muitas pessoas, coube somente a mim percorrer
este caminho por vezes tdo solitario. Processo, pois as datas que marcaram o inicio do
curso e o dia da defesa, respectivamente, parecem ser mais uma burocracia do que uma
representacdo fiel destes eventos. Tudo que vivi antes e durante esses quase quatro anos
me ajuda a compor o que ora se apresenta. Esse cendrio foi possivel por meio de minhas
vivéncias enquanto aluna do Ensino Béasico ou professora, além das aprendizagens da
Graduacdo, do Mestrado, das disciplinas do Doutorado, dos imprevistos do percurso
metodoldgico dessa investigacdo, assim como outras experiéncias que pouco ou nada tem

a ver com pesquisa ou com educagdo, mas que me constituiram e me constituem.

Este texto configura-se, portanto, como um relato organizado — ou uma tentativa
— do meu processo de doutoramento, em que realizamos uma investigacdo em tempos de
pandemia. Ndo temos como objetivo analisar especificamente impactos e mudancas
relativas as novas formas de ensinar e de aprender, que inevitavelmente vieram a tona
durante esse periodo. Porém, como nédo se pode fechar frente aos acontecimentos que
afetam determinado contexto, o cenario pandémico atravessou o percurso desta tese e nao
ha como negar sua existéncia. E verdade que se poderia omiti-lo e, por conta disso,
apresentar-se de forma objetiva o referencial tedrico, as atividades desenvolvidas e as
respectivas analises. No entanto, isso nao refletiria nossa concepg¢édo de que o0 contexto e

de que as pessoas envolvidas nesta investigagdo importam.

Ao tentar explicitar minhas motivacgdes para esta pesquisa, pratiquei o exercicio
de fechar os olhos e de voltar no tempo em busca de lembrancas atreladas & Matematica
e a profisséo docente. Algumas delas sdo bastante significativas para mim, ao passo que
considero importante o registro: ainda quando estudante do Ensino Fundamental,

recordo-me de ministrar aulas imaginarias, escrevendo em quadros também imaginarios,
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com pedacinhos de giz que sobravam de cada dia de aula na escola. Desse periodo, resgato
memorias das feiras de Matematica que participei, com projetos relacionados a Geometria
e a dobraduras de papel. Ainda hoje quando eu converso com minha professora, que se
tornou minha amiga, lembramo-nos carinhosamente e de forma emocionada, daqueles
momentos que certamente contribuiram para que eu chegasse nesta etapa de minha

formagcéo.

Um pouco mais tarde, ja no Ensino Médio, me vem a memdria os dias que eu
passava esperando pelas aulas de Matematica que, embora pudessem ser consideradas
“tradicionais”, igualmente me encantavam. A época, o contrato didatico® era claro.
Primeiramente, havia uma explicacdo sobre um método ou sobre uma férmula, depois
atividades e, por ultimo, algum tipo de avaliacdo. Confesso que no fundo, eu gostava da
sensacao de seguranca ao saber o que fariamos aula apds aula. Ainda assim e, talvez, por
conta disso, quando foi necessario optar por um curso de Graduagdo, ndo havia duvidas:
eu escolhi ser professora de Matematica.

Antes mesmo de iniciar a Licenciatura eu ja tinha pretensdes de pleitear uma Pos-
Graduacao em nivel de Mestrado, devido ao incentivo e a influéncia dos meus proprios
professores que, ao tomarem ciéncia da minha escolha, indicaram tal possibilidade. Nesse
sentido, desde o inicio do curso superior sempre busquei envolver-me com o que pude,
como, por exemplo, Congressos, Encontros, Simpdésios, Semanas Académicas, Mostras,
Projetos de pesquisa, PIBID e Comissfes Organizadoras. Tudo para que, posteriormente,

eu pudesse optar por uma area especifica, que acabou sendo a Educacdo Matematica.

Durante a Licenciatura, uma das grandes mudancas em relacéo as formas de se
fazer matematica, que eu havia experienciado até entdo, foi o trabalho com provas e
demonstracdes. Sempre tive um pouco de dificuldade em realiza-las e, na maioria das
vezes, decorava parte ou quase todo o processo de resolucdo desse tipo de atividade, para
reproduzi-lo nas avaliagbes ou exercicios. Obviamente eu nunca estive satisfeita com
isso, mas me sentia impotente para modificar tais circunstancias, porque ja nao era mais
suficiente aplicar férmulas ou seguir algum algoritmo. A matematica parecia muito

diferente daquela das feiras, daquela das aulas. E provavel que as timidas experiéncias

! Conceito utilizado por Brousseau (1997) para explicitar as relacGes entre aluno, professor e saber,
caracterizado pelo conjunto de comportamentos do professor que séo esperados pelo aluno e o conjunto
dos comportamentos do aluno que sdo esperados pelo professor.
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com provas que tive na condicdo de aluna, até aquele momento, contribuiram para essas
dificuldades.

Essa € uma das razbes pelas quais, desde 2015 tenho estudado este tema: a
producdo de validagdes matematicas que venham a ser desenvolvidas por estudantes do
Ensino Fundamental. Como professora que atua nesse nivel de ensino, gostaria que meus
alunos tivessem experiéncias diferentes das minhas quanto & producdo de provas.
Acredito na importancia de proporcionar a eles diversas atividades que envolvam
elementos como: a identificacdo de regularidades, a realizacao de testes, a elaboragéo de

conjecturas e de justificativas.

Tenho clareza da fundamentalidade de um trabalho com provas que seja continuo,
desenvolvido a longo prazo, desde os primeiros anos de escolaridade e que permeie 0s
mais diversos temas discutidos com alunos. Sendo assim, acredito que essa seja uma
premissa para que eles possam ampliar seus conhecimentos sobre validagdes e apresentar
justificativas cada vez mais elaboradas para suas conjecturas, para que, aos poucos,
possam criar suas proprias regras de decisdo e compreendam a singularidade das provas
em Matematica. Por isso, sempre me pergunto: como 0s estudantes poderiam apresentar
uma prova, cheia de formalidades e de deducGes se nunca tiveram qualquer contato ou
experiéncia com esta atividade especifica? Como esperar que os alunos simplesmente

provem se ndo compreendem o que é, de fato, provar?

Agora, durante o Doutorado, eu teria a oportunidade de refletir mais
profundamente acerca destas questdes. Nesse processo, um dos pressupostos que assumi
foi o de envolver a realidade em que estou inserida, a escola em que trabalho, a sala de
aula e meus préprios alunos. Entdo, foi preciso pensar em como colocar isso em prética,
em como aliar estes ideais a sala de aula, @ minha escola e aos meus alunos.

Em nosso projeto inicial, tinhamos a hipotese de que algumas atividades
elaboradas de maneira estratégica, pudessem favorecer a producdo de provas
matematicas. Nossa intencdo era a de desenvolver uma sequéncia didatica, aplica-la junto
a um grupo de estudantes de Ensino Fundamental em algumas sessdes e, posteriormente,
analisar como ou de que forma as atividades influenciaram na producdo de validagdes.

Todavia, como se sabe, muitas das ideias iniciais de qualquer projeto se
modificam e o mesmo aconteceu conosco. Certo dia, durante a apresentacdo de um
seminario em uma das disciplinas do Doutorado, pensamos na possibilidade de

desenvolvermos um trabalho com meus proprios alunos, com todos eles, durante o
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periodo regular de aulas. Rapidamente essa proposta passou a fazer todo sentido para
mim, para nos. A partir dai a Unica certeza que tinhamos foi a de que assim seria: uma
proposta a ser aplicada com todos os meus alunos, durante as aulas de Matematica, por
um longo periodo, discutindo validacdes sempre que possivel, independentemente dos
conteddos.

E necessario esclarecer entdo, que a partir desses ideais, nosso foco se direcionou
para uma abordagem de provas matematicas de forma gradual, propondo aos estudantes
uma evolucdo conforme suas possibilidades. Diante disso, ndo trabalhamos com um
contelldo em especifico. Houve uma predomindncia de atividades relacionadas a
Poténcias e Raizes, devido as restricdes impostas pelo momento pandémico, conforme
explicitamos no capitulo 4. Contudo, também foram desenvolvidas atividades de
validacdo relacionadas aos temas EquacGes do segundo grau; Funcbes e Razdo e

Proporgéo.

Durante nosso estudo teorico, entretanto, e antes de muitos dos nossos
movimentos, nos preocupamos em saber em que medida estariamos desenvolvendo uma
pesquisa diferente das demais. Nesse sentido, buscamos por investigacoes ja realizadas

que tivessem relagdo com nosso objeto de estudo, qual seja, validagcbes matematicas.

No ambito da formacéo de professores, encontramos as producgdes de Pietropaolo
(2005), Grinkraut (2009), Leandro (2012) e Trevisan (2016). Outras estdo direcionadas
para futuros professores, nas quais os autores desenvolveram suas experimentagfes com
estudantes de Licenciatura, como é o caso de Dias (2009), Sales (2010), Mateus (2015),
Ordem (2015), Ferreira (2016) e Guerato (2016). Em relacdo a Educacdo Bésica,
identificamos as pesquisas de Mello (1999), Leandro (2006), Araujo, (2007), Oliveira
(2009), Souza (2009), Picelli (2010), Nunes (2011), Carvalho (2014), Lima (2015),
Santos (2015) e Krakecker (2016), que investigaram estudantes do Ensino Fundamental

e/ou do Ensino Médio.

Uma discussao mais detalhada envolvendo essas pesquisas € realizada no capitulo
3, uma vez que nos ajudaram a compor o contexto do qual fazemos parte, além de nos
levar a pensar nas atividades de nossa proposta. Dentre as pesquisas identificadas, que se
relacionam a Educacdo Basica, na maioria em nivel de Mestrado, sentimos falta de
intervencdes que analisassem dados desenvolvidos por um longo periodo de tempo, como
a que pretendiamos fazer. Poucas envolveram todos os alunos de uma sala, durante o

periodo regular de aulas de Matematica, e igualmente poucas foram aquelas que
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relacionaram provas e outros topicos para além da Geometria, envolvendo temas como
Probabilidade, Func®es, Radiciacdo ou Expressdes algébricas. Estes, sdo parte dos
aspectos que nos distanciam das producdes citadas anteriormente, e nos colocam em

reflexdo e em movimento no desenvolvimento de nossa proposta.

Era claro para nés o que gostariamos de colocar em pratica. E foi o que tentamos
fazer ao longo dos anos letivos de 2019 e de 2020, em uma escola da rede publica do
Estado de Mato Grosso, em nossa sala de aula de Matematica. Dessa maneira, 0 percurso

metodoldgico de nossa pesquisa fez com que vivenciassemos trés Fases, quais sejam:

Fase I: Iniciamos nossa producdo de dados com estudantes de duas turmas de 8°
ano de uma escola publica do estado de Mato Grosso, ainda no ano de 2019. Por razdes
adversas, o trabalho precisou ser interrompido. Consideramos esta experiéncia como uma
pré-experimentacao que, outrora, amparou a reflexdo e a (re)elaboracéo da proposta para

a segunda e a terceira Fase.

Fase Il: Nossa interacdo junto aos estudantes se deu de forma nédo presencial, em
um periodo em que as aulas estavam totalmente paralisadas, com estudantes voluntarios,
que coincidentemente haviam participado da Fase . Isso porque em decorréncia da
pandemia causada pelo novo Coronavirus — COVID 192, ndo foi mais possivel
desenvolver nossa experimentacdo durante as aulas presenciais, no periodo regular de
aulas de Matematica com os estudantes que agora estariam no 9° ano do Ensino

Fundamental.

Fase I11: Nessa Fase, nossas atividades foram desenvolvidas e direcionadas para
todos os estudantes das quatro turmas de 9° ano ao longo do retorno das aulas regulares
ndo presenciais, que estavam sob minha regéncia. Isso ocorreu porque ainda néo
haviamos abandonado a premissa de discutir validagdes com todos os alunos, durante o

méaximo de tempo possivel, envolvendo diversos conteudos.

De acordo com Araujo e Borba (2013) um questionamento de pesquisa ndo pode
ser observado em separado de seu processo de constitui¢cdo. Passamos por modificagdes

em nosso projeto e por trés diferentes Fases e todas estas vivéncias contribuiram para o

2 “Os coronavirus sdo uma grande familia de virus comuns em muitas espécies diferentes de animais,
incluindo camelos, gado, gatos e morcegos. Raramente, 0s coronavirus que infectam animais podem
infectar pessoas, como exemplo do MERS-CoV e SARS-CoV. Recentemente, em dezembro de 2019,
houve a transmissdo de um novo coronavirus (SARS-CoV-2), o qual foi identificado em Wuhan na China
e causou a COVID-19, sendo em seguida disseminada e transmitida pessoa a pessoa.” (Ministério da Saude,
2021)
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estabelecimento da questdo norteadora que apresentamos agora. Buscamos responder:
Como estudantes de uma turma de 9°ano de Ensino Fundamental de uma escola publica

do Estado de Mato Grosso desenvolvem e apresentam validagdes matematicas?

Para tanto, desenvolvemos um estudo de caso a partir de uma abordagem
qualitativa de investigagdo em que buscamos priorizar o significado, o contexto e a
descricdo dos acontecimentos (BODGAN E BIKLEN, 1994), com o objetivo geral de
investigar processos de validacdo matematica desenvolvidos por alunos de uma turma de
9° ano do Ensino Fundamental de uma escola publica de Mato Grosso, no decorrer do
ano letivo de 2020. Sendo assim, temos 0s objetivos especificos de identificar como os
alunos analisados formularam e apresentaram validacdes matematicas para suas
afirmacdes e/ou conjecturas; classificar provas matematicas que foram produzidas pelos
alunos e identificar elementos relacionados as atividades desenvolvidas pelos estudantes,

que pudessem favorecer a producédo de validagdes.

Deixamos nosso convite a leitura dos cinco capitulos que compdem este relato de
nossa investigacdo que foi constituido em meio aos desafios da realidade da escola, da
realidade da sala de aula, em um periodo pandémico. Como dissemos anteriormente, 0
contexto e as pessoas importam e, por este motivo, mesmo que de forma resumida, foi
necessario registrar todas as etapas, até mesmo aquelas que ndo ocorreram COMO

gostariamos, conforme a seguinte organizacao:

No capitulo 1, “ValidacGes matematicas: reflexdes sobre uma abordagem possivel
para a Educacdo Baésica”, apresentamos o referencial tedrico adotado para discutir
validagOes matemaéticas, constituido com base em leituras como Balacheff (1998; 2000;
2004; 2019), De Villiers (2001), Zaslavsky et al. (2012), Brasil (1997; 1998; 2000; 2018).
Além disso, indicamos o que entendemos por prova e possiveis funces que ela pode
assumir, processo de validacdo, atividade de validacdo, entre outros conceitos. Antes
disso, fizemos uma breve reflexdo sobre como este tema esta presente em documentos
como os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), Base Nacional Comum Curricular

(BNCC) e referenciais curriculares do Estado de Mato Grosso.

No capitulo 2, “Teoria das Situa¢des Didaticas: uma visdo sobre a aprendizagem”
discutimos nossa compreensdo acerca dos processos de ensino e de aprendizagem, o papel
do professor, o papel do aluno e a relacdo didatica entre os estudantes e o saber,

fundamentados principalmente em Brousseau (1996; 1997; 2008);
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No capitulo 3, “Construindo pontes: um didlogo com outras pesquisas
relacionadas ao tema validagcGes matematicas”, apresentamos os resultados de pesquisas
que, de alguma forma, aproximam-se do objeto de estudo, ampliando a discussdo com

pesquisadores que investigaram 0s mais diversos contextos.

No capitulo 4, “Percurso metodolégico da pesquisa: histéria e contexto”
assumimos um estilo de escrita descritivo e relatamos nosso percurso e como as Fases se
impuseram frente ao desejo de aliar esta pesquisa a nossa sala de aula de matematica.
Nessa parte, também apresentamos os dois alunos que compuseram nosso estudo de caso
e, portanto, nossas analises, os instrumentos utilizados e a forma pela qual nossos dados
serdo apresentados no capitulo posterior.

No capitulo 5, Um olhar sobre as produc¢ées de Juca e Lili”, trazemos a analise
das atividades desenvolvidas e aplicadas ao longo das Fases Il e 11l e, em seguida, nossas

consideracOes em relagéo a elas.

Esperamos que, para além do objetivo estabelecido, possam ser provocadas
reflexdes mais amplas sobre o professor que se torna pesquisador de sua sala de aula,
sobre os modos de se fazer educacdo em tempos de pandemia e sobre a reinvencdo do

espaco e do tempo da escola.
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1. VALIDACOES MATEMATICAS: REFLEXOES SOBRE UMA
ABORDAGEM POSSIVEL PARA A EDUCACAO BASICA

Ld bem vo alto do décimo segundo andar (..
Vive uma louca chamada Esperavga

(]

Quando defendemos a utilizacdo de provas nas salas de aula da Educacgdo Baésica,
ndo estamos nos referindo aquelas justificativas rigorosas, comumente abordadas em
disciplinas dos cursos de Licenciatura em Matematica. Em outra dire¢cdo, adotamos um
conceito relativo de prova, que se relaciona com o publico e com o contexto em que esta

sendo desenvolvida.

Neste capitulo, dialogamos com documentos tais como o0s Pardmetros
Curriculares Nacionais (PCNs) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), na
tentativa de investigar e de compreender a existéncia de orientagdes quanto a abordagem
de provas e demonstracfes no que se refere ao trabalho com alunos do Ensino
Fundamental. Apresentamos e discutimos o0s conceitos de explicagdo, prova e
demonstracdo que estamos considerando, a partir da perspectiva de Balacheff, (1987;
2000; 2019), como também, possibilidades para a utilizacdo de atividades de validacédo

em sala de aula sugeridas por De Villiers (2001) e Zaslavsky et.al. (2012).

1.1 Conjecturas, provas, demonstragdes, documentos curriculares e algumas

pesquisas

Diversos estudos desenvolvidos no ambito da Educacdo Matematica tém
sinalizado para a importancia de se discutir junto aos alunos atividades que proporcionem
a eles experiéncias com explicacdes, justificativas, exploragdes para a compreensdo dos
motivos pelos quais determinados resultados ou férmulas sdo verdadeiros, bem como, a
producdo de conjecturas e respectivas provas (BALACHEFF, 1987; 2000; 2010; DE
VILLIERS, 2001; NASSER; TINOCCO, 2003; BOAVIDA, 2001).

Além desses estudos, ha pelo menos 20 anos, documentos nacionais referentes ao

ensino de Matemética possuem indicacbes para que sejam exploradas provas e
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demonstracdes com estudantes do Ensino Fundamental. Dentre os objetivos gerais para
esse nivel de ensino, por exemplo, encontramos elementos voltados para a comunicacao
matematica, a apresentacdo de resultados e a argumentacao de conjecturas, a validacao
de estratégias e as diferentes formas de raciocinio (BRASIL, 1997; 1998). Para que isso
seja possivel, as orientagBes curriculares nacionais sdo para que se inicie um trabalho
desde os primeiros anos de escolaridade, tendo em vista 0 desenvolvimento e o
aprimoramento ao longo do tempo. De acordo com os PCNs direcionados as séries
iniciais, € importante que os alunos sejam convidados as praticas de investigacdo, a
justificativa e a validacdo de suas respostas ja no primeiro ciclo, equivalente ao 1°e 2°
anos do Ensino Fundamental (BRASIL, 1997). As orientacBGes desse Ultimo documento
indicam uma abordagem no sentido de possibilitar aos alunos desenvolver atitudes de

investigacao, justificativa e validacdo de suas respostas.

Igualmente importante é a criacdo de um ambiente de debates, onde o0 pensamento
de um aluno seja confrontado com o de outros colegas, pois esta acdo pressupde “[...] a
necessidade de formulacdo de argumentos (dizendo, descrevendo, expressando) e a de

comprova-los (convencendo, questionando).” (BRASIL, 1997, p. 31).

Em relagdo aos anos finais do Ensino Fundamental, na mesma perspectiva,
sugere-se levar em consideracdo e aprimorar a producdo de estratégias, de conjecturas,
de argumentacbes e de justificativas. Para tanto, devem ser incentivadas producdes
empiricas, pois estas possibilitam produzir conjecturas e ampliar a compreensao de
determinados conceitos e producfes mais gerais. Contudo, apesar do forte convencimento
decorrente delas, ou seja, de experimentagdes ou de medicOes, validacbes mais formais
devem ser incentivadas para que os estudantes ndo se satisfacam apenas com respostas
simples (BRASIL, 1998).

Assim, habilidades que permitam aos alunos provar seus resultados, devem ser
trabalhadas sempre, partindo-se do entendimento de que “[...] a importancia da resposta
correta cede lugar a importancia do processo de resolucdo.” (BRASIL, 1998, p. 42). Néo
se trata apenas da produgdo de uma prova, mas do processo que permitiu construi-la, que
envolve uma postura critica e autbnoma dos estudantes que passardo a investigar,
formular, testar, refutar, validar, entre outros. Essas ideias devem, segundo os PCNs para
0 Ensino Médio, ser aprofundadas ao longo dessa ultima etapa da Educacdo Basica,
possibilitando a eles conhecer as especificidades de um sistema dedutivo e o significado

de expressdes como postulado, teorema e demonstracao.
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Ao trabalhar dessa forma, o

[...] professor e a escola contribuem permitindo ao aluno se comunicar, situar-
se em seu grupo, debater sua compreensdo, aprender a respeitar e a fazer-se
respeitar; dando ao aluno oportunidade de construir modelos explicativos,
linhas de argumentacédo e instrumentos de verificacdo de contradicdes; criando
situacdes em que o aluno é instigado ou desafiado a participar e a [sic]
questionar (BRASIL, 2000, p. 52).

Contribuindo, assim, para uma formacdo dos estudantes que ultrapasse as

particularidades da realizacdo de um céalculo ou da aplicacdo de um procedimento

matematico para unicamente obter um resultado. Nos PCNs+, também direcionados ao

Ensino Médio € esclarecido que:

Ndo se trata da memorizagdo de um conjunto de postulados e de
demonstragdes, mas da oportunidade de perceber como a ciéncia Matematica
valida e apresenta seus conhecimentos, bem como propiciar 0
desenvolvimento do pensamento légico dedutivo e dos aspectos mais
estruturados da linguagem matematica. Afirmar que algo é “verdade” em
Matemética significa, geralmente, ser resultado de uma deducédo l6gica, ou
seja, para se provar uma afirmacdo (teorema) deve-se mostrar que ela é uma
consequéncia légica de outras proposi¢des provadas previamente (BRASIL,
2002, p. 124).

Na BNCC, documento mais recente, encontramos sinaliza¢des para que os alunos

realizem atividades que envolvam processos de validagdo. Afirma-se que “a dedugédo de

algumas propriedades e a verificacdo de conjecturas, a partir de outras, podem ser
estimuladas, sobretudo ao final do Ensino Fundamental.” (BRASIL, 2018, p. 265). Uma

das competéncias especificas de Matematica e suas tecnologias para o Ensino Médio,

elencadas pela BNCC,

introduzida no ensino:

cita especificamente a demonstracédo, que deve gradualmente ser

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como
observacdo de padrdes, experimentacdes e diferentes tecnologias,
identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais
formal na validagdo das referidas conjecturas. (BRASIL, 2018, p. 531).

Tendo em vista nossas tentativas de aproximagao junto a sala de aula e a realidade

de nossa escola e de nossos alunos, ndo poderiamos deixar de olhar para documentos de
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referéncia destinados as escolas publicas estaduais de Mato Grosso, uma vez gue nosso
estudo de caso viria a ser desenvolvido no contexto mato-grossense de educacgdo. Nos
textos relativos ao Ensino Fundamental encontramos direcionamentos semelhantes aos
dos PCNs e, especificamente a8 BNCC, sendo indicado buscar por metodologias para o
ensino de Matematica que favorecam ao estudante uma participacdo mais ativa, na qual
ele seja colocado diante de situacGes em que precise, por exemplo, pensar, estabelecer
estratégias, investigar e justificar (MATO GROSSO, 2018a; 2018b). Na versdo
preliminar das referéncias para o Ensino Médio, isso fica mais evidente, pois se afirma
ser “[...] preciso superar a visdo de que o estudante aprende matemadtica por meio de
memorizagdo de fatos, acontecimentos, normas ou regras transmitidas pelo educador ou
pela repeticdo enfadonha de exercicios.” (MATO GROSSO, 2021, p. 332).

Ao longo dos anos e, sobretudo na etapa final da Educacdo Basica, aqueles
documentos sinalizaram ser de fundamental importancia que os alunos sejam autbnomos,
sendo capazes de utilizar suas proprias estratégias para refletir, analisar, argumentar,
raciocinar e comunicar conceitos e procedimentos matematicos (MATO GROSSO,
2021). Néo € o caso de dar maior importancia para a “[...] Matematica formal dedutiva,
mas de permitir que os jovens percebam a diferenca entre uma deducdo originaria da

observacdo empirica e uma deducgdo formal.” (ibidem, p. 353). Sendo assim,

[...] é de suma importéncia que os estudantes utilizem suas proprias formas de
reflexdo, andlise, argumentacdo, raciocinio, comunicacdo e, a partir da
interacdo com o0 outro, que aprendam novas estratégias, conceitos e
procedimentos, tornando o aprendizado mais significativo. Nessa perspectiva
de aprendizagem, na defesa de seus pensamentos, considerando a capacidade
de argumentacdo para utilizacdo de um determinado procedimento, 0s
estudantes sdo instigados a convencerem 0 outro e as vezes convencer a Si
mesmos de que seu raciocinio pode estar equivocado, essa troca de
experiéncias contribui para seu aprendizado e crescimento intelectual (MATO
GROSSO, 2021, p. 343).

Observamos, em todos os documentos, uma atencéo ao papel do aluno, que deve
estar em evidéncia e ser convidado as praticas do fazer matematico, que se relacionam
com agOes como: medir, verificar, buscar exemplos, observar, formular conjecturas,

refutar, argumentar e realizar provas.

Poderiamos nos questionar, contudo, em que medida essas orientacdes tém se

materializado nas salas de aulas ou de que forma elas vém sendo realizadas?
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Ao escrever sobre a situagdo do ensino no Brasil, Nasser e Tinoco (2003)
sinalizam que a utilizacdo de provas em Matematica tem estado distante da sala de aula.
Segundo as autoras, a maioria dos alunos permanece sem o habito de desenvolver um
raciocinio argumentativo, além de ndo conseguir comunicar suas ideias, tampouco
realizar validaces. Acrescentam ainda que o raciocinio légico e dedutivo, apesar de
presentes em muitos dos discursos e dos planejamentos dos professores, ndo se traduzem
em acgdes efetivas, pois “[...] na maioria das escolas, o aluno ainda ¢ levado a resolver
uma lista enorme de exercicios repetitivos, que para ele ndo tem significado algum.”
(NASSER; TINOCO, 2003, p. 21). Acreditamos que o grande problema dessa abordagem
é o fato de ela ser quase que a Unica adotada, excluindo possibilidades outras, tais como
investigacOes, resolucdo de problemas, uso de jogos, softwares e, especificamente, a

producdo de conjecturas e respectivas validacoes.

De forma semelhante, os resultados de algumas pesquisas apresentadas no
Capitulo 3, também convergiram para a mesma situacdo, visto que as producdes dos
estudantes da Educacdo Basica e mesmo licenciandos e professores, que foram
investigados, mostraram-se predominantemente empiricas. Embora apds interversoes
alguns autores tenham identificado evolugdes nas provas apresentadas, o0 cenario nao
refletiu aquele sugerido pelos documentos que discutimos anteriormente. Uma das
consequéncias dessa escolha didatica de ndo abordar provas e demonstraces, € a de que
grande parte dos alunos conclui seus estudos na Educacdo Basica sem compreender o
significado daquelas atividades (NASSER; TINOCO, 2003; AGUILAR; NASSER 2012;
ZASLAVSKY etal, 2012).

No ambito internacional, Healy e Hoyles (2000) desenvolveram pesquisas com
mais de 2000 estudantes britdnicos com idades entre 14 e 15 anos e encontraram
resultados semelhantes. A maioria dos alunos, cujos dados foram analisados, apresentava
dificuldade em seguir ou construir argumentos dedutivos, e de compreender em que
medida eles se afastam de experimentacdes e exemplos. Além disso, ndo conseguiam
utilizar esses mesmos argumentos dedutivos para obtengdo de outros resultados. Ainda
segundo as autoras, parte do desempenho insatisfatorio, mesmo dos alunos com maior
facilidade, em geral, pode ser explicado pela falta de familiaridade com o processo de

prova.

Boavida (2001), por sua vez, relata que, até ha pouco tempo, o ensino de

demonstragfes em Portugal esteve estritamente relacionado & Geometria, sendo iniciado
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geralmente no 3° ciclo da Educacdo Basica. Segundo a autora, quem fazia a maioria das

demonstragdes era

[...] o professor provando, quase sempre com 0 recurso a um aparato estranho
e misterioso aos olhos dos alunos, o que, frequentemente, era 6bvio para eles.
A veracidade dos enunciados a demonstrar ndo era posta em causa e raramente
os alunos sentiam a necessidade de demonstrar as proposi¢cGes que se
enunciavam ou viam a demonstragdo como um meio de progredir na
compreensdo de um problema (BOAVIDA, 2001, p. 11).

Aos alunos, cabia a reproducédo dessas demonstraces, como se ndo houvesse um
processo que nela culminasse, “[...] como se de repente, por volta dos treze anos se
revelasse aos alunos, que a demonstracdo em matematica é portadora de certezas e se
obrigassem a entrar num novo jogo que tinham que aceitar as regras e onde 0s critérios
de verdade e validade eram diferentes [...]” (BOAVIDA, 2001, p. 12). A autora sinaliza

gue no ensino atual ainda existem resquicios desse entendimento.

Segundo Zaslavsky et al (2012), estudos que envolveram a producdo de provas
realizados no Japdo e no Canada também indicaram que a maioria dos alunos que
cursavam o Ensino Médio, mesmo com bom desempenho em Matematica, nédo
compreendia qual a necessidade de uma prova, especialmente quando a afirmacdo era
considerada 6bvia para eles. Outros alunos evidenciaram dificuldades em relacdo ao

conceito de provar propriamente.

Essas pontuacdes decorrem, em parte, das particularidades que o processo de
validacdo exige, uma vez que envolve competéncias que nao sdo simples, tais como:
identificar suposi¢Oes, propriedades, estruturas e a organizagdo de argumentos (HEALY;
HOYLES, 2000). Uma possibilidade apontada pela literatura, e pelos proprios
documentos apresentados anteriormente para superar esses desafios, é a de que discussdes
envolvendo provas se iniciem desde os primeiros anos de escolaridade. Dessa forma, os
estudantes seriam incentivados a apresentarem justificativas para suas respostas e a
defender seus pontos de vista, seja em uma conversa cotidiana, seja em uma atividade
matematica (NASSER; TINOCO, 2003; BRASIL, 2018). Poderiam ampliar e aprimorar
aos poucos, seus conhecimentos sobre provas matematicas e sobre como elas podem ser

apresentadas envolvendo aspectos gerais.

Nessa direcao,
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O que importa, no que se prende com o ensino da demonstracdo nédo é, pois,
submeter os alunos a uma racionalidade nova — numa etapa do seu percurso
escolar que se considera adequada para o efeito — mas, antes ir criando, ao
longo dos varios anos de escolaridade, condi¢cdes para que a racionalidade
prépria de cada um va evoluindo no sentido de haver a apropriagdo cada vez
maior, de um sistema de validacdo particular caracteristico da matematica
(BOAVIDA, 2001, p. 15)

Essas premissas possibilitam colocar o aluno em uma posi¢do central nos
processos de ensino e de aprendizagem porque ele passa a ter a possibilidade de
compreender que as provas matematicas sdo, antes de qualquer coisa, uma organizagédo
especifica desta disciplina, produto da atividade humana da qual ele também participa
(HAREL; SOWDER, 1998).

1.2 ValidagBes matematicas: algumas possibilidades para a sala de aula

A maioria dos matematicos ndo faz distingdo entre os termos ‘“prova”,
“demonstragdo”, “prova rigorosa” ou, por exemplo, “prova formal”, porque no contexto
matematico, geralmente todas essas expressdes remetem a uma atividade que visa garantir
ou comunicar a validade de uma conjectura ou de uma proposigéo, por meio de deducdes,
sendo o rigor e a formalidade, imprescindiveis. Quaisquer validacdes que ndo atendam a
este critério, relacionado a formalidade, e que ndo tomem por base defini¢fes ou teoremas

anteriormente provados, ndo sdo admitidas.

Na Educacdo Matematica, por outro lado, € comum que sejam atribuidos
significados diferentes as expressdes mencionadas, conforme escolhas e posturas tedricas
que sdo adotadas por cada pesquisador. Consideramos que, do ponto de vista didatico,
uma “prova rigorosa” ndo deve ser a inica aceitavel e, por iSs0, assumimos um conceito
de prova abrangente e que contempla aspectos relacionados ao esfor¢co do aluno, por
exemplo, em tentativas de defender seu ponto de vista em uma atividade matematica.
Partilhamos do entendimento de que “[...] a prova deve ocupar seu lugar de direito na
atividade matematica e ao mesmo tempo coexistir com outras formas de validagdo
necessariamente decorrentes da argumentacdo ou mesmo da persuaséo.” (BALACHEFF,
2019, p. 3). Essa postura possibilita considerar e validar justificativas produzidas por
estudantes na especificidade de suas salas de aula, o nivel de escolaridade em que se

encontram, o conhecimento sobre o objeto matematico e a familiarizagcdo com validacGes.
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Acrescentamos a esses pressupostos a ideia de que “[...] a melhor prova ¢é aquela
que também ajuda a compreender o significado do teorema que esté sendo provado: para
ver ndo apenas que é verdade, mas também para que € verdade.” (HANNA, 2000, p. 8).
Em conformidade com estes ideias, a proposta desta investigacdo ndo é a de que os alunos
demonstrem teoremas, nem que facam a diferenciacdo entre hipltese ou tese, por
exemplo, tampouco que eles utilizem técnicas de demonstragdes para realizar as
atividades. E evidente a importancia desses elementos, mas partimos do pressuposto de
que, antes de serem introduzidas atividades dessa natureza, € muito importante que o
aluno seja convidado a préatica das justificagdes, em que validacdes, das mais simples até
as mais complexas, facam parte do jogo no qual estd inserido. A aprendizagem da
demonstracdo seria um trabalho mais aprofundado e, nesse sentido, pode ser uma etapa
posterior aquela que nds buscamos desenvolver, quando o aluno ja reconhece a relevancia
e a necessidade de ndo se satisfazer com simples afirmacdes ou com férmulas prontas.
Compartilhamos do entendimento de Sales e Pais (2010), de que se deve priorizar uma

abordagem na qual demonstracdes sejam a culminancia de um processo, pois

H&, no nosso entender, alguns procedimentos que devem preceder a
demonstracdo, procedimentos esses que sdo insuficientes em si mesmos para
se constituirem em um final de processo e, por essa razdo, possuem a
flexibilidade necesséaria para conduzir a percepcdo da necessidade de um
procedimento mais completo, que é a demonstragdo. Esses procedimentos pré-
demonstrativos ao mesmo tempo que contribuem para o desenvolvimento da
habilidade de demonstrar também contribuem para convencer da necessidade
da demonstracéo (SALES, PAIS, 2010, p. 119).

Pensar em um trabalho com provas como um processo sempre em constituicéo,
implica rever e considerar aspectos mais especificos dos alunos e do contexto. Por
exemplo, ndo seria adequado impor demonstra¢des de forma prematura, sem estabelecer
interlocugcdes com exemplos ou com significados relacionados as fungdes que ela pode
assumir. Igualmente ndo seria adequado ignorar as duvidas ou incertezas que um grupo
de estudantes possa vir a ter em relacdo a necessidade de se produzir demonstracfes para
afirmac0es cuja validade ja se tem certeza. Sendo assim, é importante que, para além de
convencer, a prova seja utilizada em sala de aula com o intuito de explicar, compreender
ou avangar em relagdo a uma ideia, problema ou resultado matematico (BOAVIDA,
2001). Considerando esse ponto de vista, 0 mais importante ndo € a demonstracdo em si

OU Sua escrita, mas 0 processo que essa construcdo envolve, ou seja, “[...] a atividade de
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produzir, é a sensibilidade ao seu interesse e necessidade, é a comunicacao clara e correta

das ideias matematicas que estdo em jogo.” (BOAVIDA, 2001, p. 14).

Quando provas sao apresentadas logo no inicio, restando ao aluno somente a
ressignificacdo do conhecimento provado para resolver problemas ou exercicios, corre-
se o risco de atribuir a ela um carater impositivo, podendo encerrar a possibilidade de um
debate sobre o objeto mateméatico em questdo. Em outra direcdo, debater provas em si
mesmas, como uma validacdo matematica possivel para determinadas conjecturas,
também é um movimento importante. Nesse caso, a participacdo dos alunos, suas
consideragOes, apontamentos, sugestdes ou avaliacdo sdo elementos fundamentais para

uma construcdo mais significativa dos processos de validacao.

Essas acbes podem contribuir para a superacdo das demonstracdes como
obstaculos didaticos e sobre esse conceito, faremos uma breve reflexdo: um obstaculo,
especificamente, se relaciona com conhecimentos dos quais 0s alunos dispdem que
podem dificultar de alguma forma a aprendizagem de outros. Trata-se de um
conhecimento que é utilizado para lidar com um conjunto de situac6es, pois fornece
resultados corretos ou vantagens em certo dominio. Em outros, mostra-se inadequado ou
falso (BROUSSEAU, 1997), como € o caso da utilizacdo de palavras para justificar
afirmagdes, que é valido e adequado as séries iniciais do Ensino Fundamental, mas parece

ndo ser suficiente conforme o nivel de escolaridade avanca.

Entdo, um erro, por exemplo, nem sempre € causado por simples desconhecimento
ou incerteza, mas como um efeito de um conhecimento anterior que atendeu de forma
satisfatoria interesses momentaneos. Outro exemplo relacionado ao conceito de obstaculo
¢ a ndo resolucdo de uma raiz quadrada de um numero negativo por parte de um estudante
que sempre ouviu que ela “ndo existe”. ESSes erros ou equivocos sdo constituidos por
obstaculos. Os obstaculos de origem didatica, especificamente, sdo aqueles que

dependem de uma escolha ou de um projeto educativo (BROUSSEAU, 1986).

Outros exemplos de obstaculos relacionados a demonstracdo matematica e a
Geometria, especificamente, foram identificados por Almouloud e Mello (2000) a partir
da andlise de algumas investigacfes. Dentre eles, pode-se citar a incompreensdo da
necessidade de provar o que parece 6bvio, de origem epistemologica, a apresentacdo de

demonstracdes por analogia, em que o aluno repete procedimentos em situagdes

28



semelhantes tendo dificuldades de compreensao, de origem didatica e questdes relativas

a escrita de uma prova, de origem linguistica.

Para evita-los, € importante privilegiar a compreensdo quando se trata de provas
e demonstracdes, mesmo que isso implique em rever, reorganizar ou reestruturar
atividades de validagdo matemaética, com base nos estudantes, no contexto e em seus
conhecimentos prévios. De acordo com Hanna (2000), o principal papel da prova na sala
de aula deve ser a promocao do entendimento e da aprendizagem, de maneira que uma
validacao rigorosa seja secundaria a compreensdo. 1sso nao quer dizer que elas ndo devam
ser exploradas, porque se assim o fosse, ndo haveria consisténcia alguma em nosso
proposito. Nosso desafio, enquanto professores e pesquisadores, direciona-se a encontrar
maneiras convenientes de propor e de trabalhar com atividades visando a producéo de
provas, proporcionando experiéncias que favorecam a compreensdo por parte do aluno
(HANNA, 2000).

Outra pontuacéo que pode ser relacionada ao entendimento da utilizacéo de provas
enquanto processo € a admissdo de diferentes formas de validacdo que possam ser
produzidas pelos estudantes. Ndo se pode, por exemplo, exigir que as demonstracfes
realizadas em sala de aula sejam da forma como determina a matematica académica’. Na
matematica escolar’, embora exista a necessidade de validar conjecturas e de explicar o
motivo pelo qual sdo verdadeiras, as producgdes e seus papéis em cada um dos contextos

sdo muito diferentes. Isso porque,

[...] o contexto da sala de aula, lugar de atuagdo do professor de matematica,
evidencia a necessidade de uma visdo da matematica fundamentalmente
diferente em que [...] defini¢bes mais descritivas, formas alternativas (mais
acessiveis ao aluno em cada um dos estagios escolares) para demonstracdes,
argumentacdes ou apresentacdo de conceitos e resultados, a reflexdo profunda
sobre as origens dos erros dos alunos, etc. se tornam valores fundamentais
associados ao saber matematico escolar (MOREIRA; DAVID, 2016, p. 22.
grifos dos autores).

Garnica (2002, p. 8), por sua vez, aponta que a prova rigorosa é aquela que
estabelece a politica geral do que é aceito como Vvélido, sendo que “a comunidade dos

profissionais responsaveis pela producdo social que denominamos ‘Matematica’ produz

3 Um corpo de conhecimentos segundo o que matematicos compreendem (MOREIRA; DAVID, 2016).
4 Associada ao conjunto de saberes produzidos e validados no dmbito da educagéo béasica (MOREIRA;
DAVID, 2016).
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os discursos que veicula e aceita como validos.”. Segundo o autor, 0 mesmo nao acontece

no &mbito da Educacdo Matematica, em que

Constitui-se, portanto, um outro regime de verdade, o da Educacdo
Matematica, no qual as concepgdes acerca das demonstracdes (tidas, nesse
regime, como etnoargumentacdes) sdo relativizadas e tomadas de modo muito
mais amplo que na politica geral de verdade da Matematica profissional
(idem).

Assim, mesmo sendo a demonstracdo a ferramenta canbnica de validacdo em
Matematica, ela possui uma espécie de custo que a impede de ser a Unica forma de
validacdo aceita em sala de aula. Na pratica, os teoremas, por exemplo, séo tidos como
verdadeiros diante de atividades ou discursos que podem ser mais facilmente aceitos pelos
estudantes em um momento especifico e em um contexto também especifico
(BALACHEFF, 2019). Se tomarmos, entdo, a atividade de provar como uma atividade
social e humana, em que a relacdo entre o aluno, o saber e o contexto em que ele se

encontra, inter-relacionam-se de forma dinédmica, precisamos esclarecer este conceito. E

0 que faremos no topico seguinte.

1.3 Raciocinio, processo e atividade de validacéo

Entendemos que um raciocinio seja uma atividade intelectual, nem sempre
explicita, que trata da manipulacdo de uma informacdo dada ou adquirida com vistas a
producdo de uma nova informacéo ou relacdo (BALACHEFF, 2000). Assim, acdes como
resolver, argumentar, provar, demonstrar, comunicar e convencer oralmente ou por
escrito fazem parte da habilidade de raciocinar (BALACHEFF, 2019). Quando utilizamos
a expressao raciocinio genérico, estamos nos referindo a todo o tipo de raciocinio que
contempla uma ou mais tentativas de caracterizar um elemento particular como
representante de uma dada classe, utilizando-se de uma linguagem especifica. Raciocinio
dedutivo, por sua vez, esta relacionado a apresentacdo de uma sequéncia de informacdes,
organizada de maneira sequencial e coerente. Consideramos importante tratar do
raciocinio porque, segundo Balacheff (2019), fazem parte dele atividades como: resolver,
argumentar, provar, demonstrar, comunicar, convencer, seja oralmente ou por escrito —

aces essas, que idealizamos nesta investigagao.
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Todo raciocinio realizado com a intencdo de assegurar a validade de uma
afirmacéo, proposicéo e/ou conjectura, caracteriza 0 que denominamos por processo de
validacdo. Em outras palavras, um processo de validacdo é realizado quando um
interlocutor busca evidenciar os motivos pelos quais acredita estar correto, podendo sua
validagdo contemplar explicagdes tedricas ou ndo. Esse processo é fundamentalmente
dialético, pois se baseia na analise das vantagens e das desvantagens de uma situacéo
dada, bem como em suas possiveis contradicbes. Em um contexto de debates acerca da
validade ou ndo de uma conjectura ou em um jogo de provas e refutacées, por exemplo,
essa dialética acaba sendo mais evidente (BALACHEFF, 2019). Desse modo,

Processo de validagcdo é um processo e, portanto, constituido por uma sucessdo
de ag¢des, que tem o objetivo de dar aceitabilidade a validade ou & verdade de
um enunciado, com o objetivo de dar uma prova ou uma demonstracdo; esse
processo é complexo e torna-se dialético, no sentido de que o ator do mesmo
deve se esforcar para encontrar preventivamente respostas a eventuais
impugnacdes, respostas aceitaveis e convincentes (D’AMORE, 2007, p. 346,
grifo do autor).

Entdo, para nos, a validagao consiste em um processo abrangente, que contempla
diferentes atividades dentre as quais estdo a realizacao de testes, exploracao e formulagéo
de conjecturas, verificacGes, experimentacGes e generalizacbes. Todas essas acoes,
podem ser incentivadas pelo professor tendo em vista o desenvolvimento, a autonomia e

a aprendizagem dos alunos em relacdo ao conhecimento matematico.

De forma semelhante, as atividades de validagdo matematica sdo entendidas nesta
pesquisa como aquelas cujo intuito é o de que estudantes se engajem na busca por validar
uma conjectura dada ou que venha a ser formulada por eles. Nesse caso, a palavra
conjectura pode ser entendida como uma afirmacdo que ainda nédo foi provada, nem
refutada do ponto de vista dos alunos. As atividades de validagcdo podem ser mais abertas,
como em: “Investigue a paridade do quadrado de um numero”, ou mais direcionadas,
como € o caso do questionamento: “E verdade que o quadrado de um numero impar é
sempre impar?”’. Essas atividades podem ainda envolver a analise de uma prova ja
produzida, a generalizagdo de padrdes ou, simplesmente, uma investigacdo sobre a

validade, ou ndo, de uma resposta obtida para um problema.

Dadas essas caracteristicas, e com base na tipologia de provas de Balacheff

(1987), apresentamos ao menos trés diferentes formas de validagdo possiveis de serem
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apresentadas pelos alunos, conforme nossa perspectiva tedrica, cada uma com suas

especificidades: explicagdo, prova e demonstrac¢éo, conforme descrevemos na sequéncia.

Explicacdo: discurso que permanece ao nivel do sujeito que o profere, realizado
na tentativa de convencer ou de tornar compreensivel a um outro, a validade da afirmacao
dada. Uma explicacgdo possui forte relagdo com o conhecimento do sujeito que constitui
sua racionalidade, ou seja, suas proprias regras de decisdo da verdade que podem ter
origem em suas opinides, crencas ou saberes, mas que, em todo caso, organizam-se a
partir de uma estrutura, da qual possibilita a tomada de decisao (BALACHEFF, 2000).
Aquele que explica ja esta convencido sobre a veracidade do que afirma, ainda que ndo
seja de fato verdade, visto que a informacdo pode ser discutida, aceita, refutada ou

adaptada.

Prova: discurso de carater social aceito por um grupo especifico ou por uma
comunidade em determinado momento, também especifico. A validade do que estd em
Jogo pode ser objeto de discussdo em que se pretenda determinar um sistema comum de
validacao, aceito por todos, passando o conhecimento a ser aceito por outros além daquele
que apresenta a prova. Dado esse valor relativo, o que pode ser considerado como sendo
uma prova para um grupo, pode ndo o ser para outro. Além disso, com o tempo, a prova
e o sistema de validacdo comum acordado podem evoluir de acordo com o avango do

conhecimento sobre 0s quais esses processos se apoiam.

A relacdo entre a argumentacdo e a producdo de provas matematicas tem sido
estudada por pesquisadores como Duval (2006) e Pedemonte (2000). Esta Gltima autora,
considera, por exemplo, a ideia de uma unidade, um processo entre a argumentacao e a
prova. Nesse caso, existiria um sistema de referéncia comum entre ambos os tipos de
validacao, do qual fazem parte uma linguagem, como, por exemplo, textos, desenhos ou

gestos que dizem respeito a um sistema de referéncia comum.

Por outra perspectiva, Duval (2006) defende que essas validagcfes sdo discursos
que operam com ldgicas diferentes e que se afastam um do outro, dada organizagédo
dedutiva, caracteristicas sociais e linguisticas especificas de cada um deles. Segundo o
autor, admitir uma passagem linear entre argumentacdes e demonstragdes implicaria
admitir que estas Ultimas seriam elaboradas a partir de raciocinios semelhantes aqueles

utilizados em uma linguagem natural.

Sobre a relagdo existente entre argumentacao e provas, Balacheff discute que
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[...] a partir da perspectiva de ensino e de aprendizagem, eu ndo chego a
defender nem a ideia de continuidade nem de ruptura entre argumentacao e
prova matematica (ou prova em matematica), mas a proposicdo do
reconhecimento da existéncia de uma relacdo que é complexa e é parte do
significado de ambas: argumentacdo constitui um obstaculo epistemoldgico
para aprendizagem da prova matematica e mais geralmente da prova em
matematica” (BALACHEFF, 1999, s/p).

Dessa maneira, portanto, defendemos que néo se trata apenas de continuidade ou
apenas de ruptura, mas sim, de um processo que envolve ao mesmo tempo continuidades
e rupturas, levando-se em conta o entendimento dos estudantes, seu grau de

convencimento, o raciocinio, a linguagem e a situacéo na qual eles se encontram.

Nesse processo de continuidades e de rupturas, diferentes tipos de provas podem
ser apresentados pelos alunos considerando o status do conhecimento envolvido e a
natureza do raciocinio subjacente. Balacheff (1987) destaca o empirismo ingénuo, a
experiéncia crucial, o exemplo genérico e a experiéncia mental como uma classificacdo

possivel para provas que possam surgir.

Esta tipologia proposta pelo autor, portanto, permite considerar diferentes provas,
desde aquelas em que instrumentos de medida ou representantes particulares sé&o
utilizados pelos alunos como forma de garantir a veracidade de uma afirmacdo, até as
demonstracdes com rigor matematico. Além disso, como dissemos, a relativizacdo do
conceito de prova parece ser ainda mais razodvel quando se trata da Educacéo Baésica,
porque possibilita aos alunos a discussdo de conjecturas a partir dos conhecimentos e

recursos que eles mesmos possuem.

Os dois primeiros tipos de prova (empirismo ingénuo e experiéncia crucial)
pertencem ao nivel pragmatico, cuja caracteristica geral é a producdo de validacbes
fundamentadas em eventos singulares. Em outras palavras, sdo aquelas provas apoiadas
em exemplos, casos particulares e observagGes. Do ponto de vista da Matematica
Académica, elas ndo nos permitem garantir a validade de uma afirmacdo, pois sua

condicéo de prova e reconhecida apenas por aqueles que assim a consideram.

Os dois outros tipos de prova (exemplo geneérico e a experiéncia mental) compdem
o nivel intelectual em que é possivel identificar a presenca de generaliza¢des, mesmo que
em seu estado embrionario. Nesse caso, as conclusdes se apoiam em propriedades,

relacdes, alem da tomada de consciéncia do carater genérico das situa¢es consideradas.
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A linguagem utilizada e sua evolugdo — da linguagem natural a utilizacdo de simbolos
matematicos —, também caracteriza a passagem das provas pragmaticas as provas

intelectuais. Destaca-se que

[...] ha uma ruptura fundamental entre os dois primeiros tipos de prova e 0s
dois restantes. De fato, ndo se trata de ‘mostrar’ que a proposi¢do em questao
é verdadeira porque ‘funciona’ para o exemplo genérico e para a experiéncia
mental, mas para estabelecer o cardter necessario de sua validade,
apresentando as razfes que a justificam. Isso constitui uma mudanca radical na
racionalidade dos estudantes que defendem estas provas (BALACHEFF, 2000,
p. 26).

A ruptura a qual o autor se refere, relaciona-se com uma mudanga na maneira
como se observa e se formula a validade de uma conjectura e caracteriza-se pela passagem
de um discurso fundamentado em verificages (nivel de provas pragmatico), para um
discurso pautado pela “razdo”, pela teoria que envolve o objeto matematico (nivel de
provas intelectuais). Nesse sentido, a natureza das concep¢des que 0s estudantes possuem
em relacdo ao conhecimento matematico e os meios de linguagem, dos quais dispdem,
podem ser obstéaculos frente a essa mudanca (BALACHEFF, 2000).

Embora os tipos de prova possam ser classificados em dois niveis com
caracteristicas predominantes, conforme descrevemos, cada um deles possui

caracteristicas especificas, quais sejam:

e Empirismo ingénuo: validagdo produzida a partir da observagdo de um
pequeno e restrito nimero de casos e/ou exemplos particulares. Para
exemplificar, podemos citar um aluno que conclui que as raizes de uma
equacdo polinomial do 2° grau sempre serdo iguais quando o valor do
discriminante for zero, apenas porque encontrou esse resultado em poucos

exercicios que resolveu.

e Experiéncia crucial: validagdo produzida a partir da observacdo e da
analise de algum caso em particular. A diferenca entre este tipo de prova
e 0 empirismo ingénuo é o ndo convencimento por parte do sujeito
somente com o teste e com a verificacdo de alguns exemplos particulares.
Ele considera, portanto, o que Balacheff (1987) denomina como problema
da generalizacdo, uma vez que sente a necessidade de incluir um caso que

ndo reconhece como provavel em suas exploragdes. Tomemos, como
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exemplo, o caso do estudante que desenha varios triangulos e encontra
resultados muito préximos de 180° para a soma das medidas de seus
angulos internos. Ele elabora uma conjectura possivel sobre o
conhecimento em jogo, mas ainda esta com davidas sobre a validade.
Nesse momento, o aluno se vé diante de um problema diretamente
relacionado as formas possiveis de se generalizar a situagdo dada e
concluir a veracidade ou ndo da afirmacdo. A partir dai a necessidade de
verificar as medidas dos angulos internos de um ou mais triangulos muito
diferentes dos demais para ter certeza de sua resposta, por exemplo,
verificando um tridngulo obtusangulo cujos angulos tém medidas bem

pequenas.

Exemplo genérico: validacGes cujo raciocinio ocorre a partir de um
exemplo ou de um caso especifico em que o individuo o reconhece como
representante de uma dada classe de objetos. A partir dele, podem-se
produzir relagdes, transformacOes ou operacOes, contudo, sem se
desprender completamente desse representante. Seria este o tipo de prova
caso um aluno que tentasse resolver o problema: “A soma de trés niameros
inteiros consecutivos é sempre um mdaltiplo de 3?7, e apresentasse a
justificativa da validade raciocinando sobre um caso particular, por
exemplo, “se somarmos 50+51+52 o resultado € igual a 153 que ¢ 3x51,
ou seja, o resultado serd sempre igual a trés vezes o nimero médio”. A

questdo crucial é que essa generalizacdo tem no(s) exemplo(s) seu apoio.

Experiéncia mental: validagdes em que ocorre uma interiorizagdo no que
se refere a propriedades, ou relacdes, sendo este modo de conhecimento
utilizado pelo individuo para formular os motivos pelos quais uma dada
afirmacéo é valida sem a necessidade de apoiar suas convicgdes sobre um
representante especifico. Um exemplo desse tipo de prova seria o caso do
aluno que busca compreender se a soma de dois nUmeros pares serd sempre
par. Percebendo que todos eles sdo mdaltiplos de dois, de forma direta e
sem alusdo a exemplos, ele apresenta uma escrita na forma literal geral de
um ndmero par, representando esses dois numeros pares por

2a e 2b (a,b € N) e realiza o calculo literal da soma deles, evidenciado
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que o 2 é fator comum e concluindo que essa soma sera sempre um nimero

par.

Demonstracdo: sdo determinados tipos de prova aceitos pela comunidade de
matematicos e que seguem uma estrutura especifica, uma sequéncia de deducdes e regras
de encadeamento institucionalizadas. Trata-se de um tipo particular de prova em que um
enunciado é reconhecido como verdadeiro se deduzido a partir daqueles que o precedem,

obedecendo procedimentos ldgicos aceitos pelos matematicos.

Da mesma forma que a demonstracdo pode ser considerada como uma prova
especifica, no Modelo de provas de Balacheff, a prova também é um discurso explicativo
que passa a ser socialmente acordado. Entdo, poderiamos representar essas valida¢@es de

forma inclusiva, conforme figura 1.

Figura 1 — Diagrama envolvendo conceitos de explicacdo, prova e demonstragédo

SEPTCENOR. | pvouve

Fonte: Balacheff (2019, p. 8)

E importante pontuar que “[..] essas relagdes entre explicacdo, prova e
demonstracdo foram esclarecidas da perspectiva do individuo envolvido na solucéo de
um problema e na validacdo de sua solugédo.” (BALACHEFF, 2019, p. 8), pois outro
esquema é proposto pelo autor, em referéncia a esfera publica, considerando o debate.

Apesar de existir uma hierarquia entre os tipos de provas no modelo proposto por
Balacheff, com base no conhecimento e na generalidade possivel de ser observada, cabe
ressaltar que apenas a escrita de uma prova néo é suficiente para determinar em que nivel
ou tipo ela se encontra, sendo muito importante uma investigacdo acerca do processo em
que se deu sua producdo. Por exemplo, a escrita final de uma prova que € aparentemente
classificada como empirismo ingénuo, pode contemplar um pensamento divergente, em
que o aluno realizou um calculo mentalmente ou em um rascunho e verificou a validade

da conjectura para um caso especifico para, s6 entao, ter certeza de sua resposta. Dadas
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essas condigdes, ndo teriamos um empirismo ingénuo, mas sim, uma experiéncia crucial.
Certos de que diversos fatores podem escapar a anélise das produgdes dos estudantes,
consideramos importante que seja tomado como referéncia 0 maximo de informacdes

possivel.

Na esteira desse pensamento, Balacheff (2000) pontua que essa dificuldade em
relacdo a classificagdo do nivel de prova se acentua quando se trata de uma experiéncia
mental, pois se pode recorrer a uma linguagem familiar, utilizando-se de nomes ou de
palavras que remetem a objetos especificos, que sdo caracteristicas presentes em um
exemplo genérico. Entdo, “[...] 0 conhecimento do processo de producdo de provas é o
que permite tomar uma decisdo sobre sua validade e nivel. Esse também é o caso da
distincéo entre empirismo ingénuo e o uso do exemplo particular.” (BALACHEFF, 2000,
p. 173). Nesse ultimo caso, quando se utiliza de um teste em especifico para provar a
validade de uma conjectura, é importante observar seu papel. Ou seja, se 0 exemplo
utilizado foi um meio para tomar uma decisdo ou uma forma de resolver um conflito entre
os envolvidos, por que o significado da experiéncia crucial pode ser diferente nestas

situacoes.

Assim, uma prova no sentido em que a consideramos, pode contemplar exemplos,
testes ou um discurso em linguagem natural, em que o aluno escreve com suas palavras
como se estivesse contando para alguém sua justificativa. Este Gltimo aspecto é bastante
comum de se encontrar em validacdes produzidas por alunos do Ensino Fundamental e
até mesmo do Ensino Médio, como nos mostraram algumas investigagbes (ARAUJO,
2007; MELLO, 1999), devido as experiéncias que eles possuem em rela¢do as préaticas
argumentativas, considerando a forma como eles validam seus conhecimentos no dia a
dia e, também, em outras disciplinas. Além desse, podem estar presentes: ndmeros,
simbolos, figuras, gréficos, enfim, todo e qualquer recurso que o aluno consiga

ressignificar e apresentar em sua resposta.

Além do papel do exemplo que venha a ser utilizado pelos estudantes, outra forma
de observar se o tipo de prova pertence ao nivel intelectual, mesmo que se tenha feito uso
de elementos caracteristicos de provas pragmaticas, é a observagdo da linguagem, que
deixa de ser apenas uma maneira de realizar uma comunicagéo, e passa a incluir uma
forma de expressar um raciocinio tedrico (BALACHEFF, 1987; 2000). Assim, pode-se
observar uma descontextualizacdo, ou seja, uma renlincia ao objeto em questdo, para se

acessar uma categoria; uma despersonalizagdo em que a acdo realizada pode ser
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independente do autor e, entéo, o resultado ndo depende exatamente de quem o produz, e
uma destemporalizacdo, em que as a¢des estao isentas das datas e do periodo de duracao.

Como ja pontuado, ndo ha uma ordem ou uma evolucéo linear do sujeito no que
se refere aos tipos e niveis de provas. Também € possivel que sejam apresentados mais
de um tipo de prova para um mesmo problema (BALACHEFF, 2019). Sendo assim, e
considerando o entendimento de que o processo de producdo de provas pode ser
constituido por continuidades e rupturas, € possivel que um aluno apresente uma prova
do tipo experiéncia crucial para responder determinada atividade e que, logo em seguida,
apresente uma validagdo classificada como empirismo ingénuo. Essa questéo é subjetiva
ao mesmo tempo que depende de outros estimulos, tendo-se que considerar a situagao
como um todo e a analise que o aluno faz dela (BALACHEFF, 1988). Por exemplo, ele
pode estar tdo convencido da veracidade de uma conjectura, que realiza um ou dois testes
apenas para complementar a resposta, ou pode engajar-se e apresentar um discurso
elaborado em decorréncia do incentivo de um professor ou por se tratar de uma atividade

avaliativa.

Dessa maneira, a presenca ou ndo de um processo de validacdo pode depender de
uma série de fatores relacionados a situacdo, na qual os individuos, especificamente o0s

alunos, encontram-se. Em outras palavras,

A auséncia de todo o processo e validacdo ou a colocagdo em prética de um
processo solidamente fundamentado na teoria esta relacionado com a anélise
que o individuo faz da situagdo. Sua avaliacdo do risco e da decisdo que deve
tomar possui um papel central neste processo. O processo de validacéo esta
assim ligado a finalidades praticas: proporciona as garantias necessarias para
uma acéo, ou seja, a acdo de decidir sobre a veracidade de uma afirmacéo.
Quanto ao uso de diferentes niveis de validagdo, o processo responde a uma
economia da ldgica [...] (BALACHEFF, 1987, p. 6, grifos do autor).

As distingdes entre explicacdo, prova e demonstracdo evidenciam uma dimenséo
social do processo de validacédo, que resulta de processos particulares. Apesar do exposto,
0 contexto de uma situacdo em si ndo é condigdo necessaria para que o aluno, por
exemplo, produza validacfes. 1sso porque pode acontecer que, diante do risco de uma
indefinicdo ou incerteza, o estudante produza e estabeleca determinadas condicdes para a
validade do que esta em jogo — acOes essas, andlogas a um processo de producdo de
provas. Por outro lado, ndo ¢ condicao suficiente porque ndo leva em consideragdo a “[...]

possibilidade de alguns estudantes se recusarem a participar de atividades que envolvem
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debate.” (BALACHEFF, 1987, p. 9). Pode-se acrescentar ainda que a evolugdo dos
conhecimentos dos alunos ocorre segundo processos complexos e que, portanto, seria um
equivoco explicar essas evolugGes somente por meio de interacdes sociais tidas com o
meio. Nesse sentido, os alunos podem interiorizar rapidamente situacGes que lhes

interessam e atuar com suas representacoes internas (BROUSSEAU, 1986).

Esses aspectos sdo considerados por Balacheff (2019) que sugere uma anélise do
processo de validacdo sob, ao menos, quatro dimens@es: os conceitos mobilizados pelos
estudantes; a linguagem e como ocorre sua operacionalizacao; a situacao (no sentido de
Brousseau, 1996), em que situacdes de validacdo regulardo uma légica da economia e o

risco de convencimento; e o contrato didatico.

Entdo, nem aumentar a ocorréncia de situacdes que exigem validacdo, nem forcar
os alunos, seriam suficientes para garantir a producédo de provas (BALACHEFF, 1987).
Em resumo, o fato de cotidianamente cobrar dos estudantes justificativas para todas as
suas resolucOes, ou de exigir esta acdo em atividades avaliativas, pode contribuir para a
criacdo e aperfeicoamento de um habito. Porém, isso ndo garante que provas sempre
sejam produzidas, porgue essa é uma acdo que depende em parte do estudante, de modo
que ele pode se recusar a participar desse “jogo”, ndo se engajando em um processo de
validacdo. Isso significa que nés, como professores, podemos, por exemplo, investir em
situacbes que acreditamos serem potencialmente favoraveis a producdo de validacgdes,

mas a necessidade de produzi-las somente faz sentido em relacdo ao individuo. Ademais,

[...] a interacdo social apresenta uma complexidade particular, notadamente,
porque é o lugar do confronto de universos linguisticos a priori diferentes, de
sistemas de conhecimento ndo unificados: por natureza, a comunicacdo
implica a interpretacdo mutua dos sistemas cognitivos presentes. Em
particular, a producéo de provas exige levar em consideragdo os interlocutores
para finalmente construir um sistema de validagdo comum, pelo menos
localmente, com referéncia as proposicOes debatidas. (BALACHEFF, 1997, p.
9).

Reforgando essa ideia, Brousseau (1996) considera que as atividades sociais e
culturais, que condicionam tanto a criagdo, quanto o exercicio e a comunicacdo do
conhecimento, especialmente do conhecimento matematico, sdo acentuadas em uma
situacdo de aprendizagem. Desse modo, antes de propor uma evolugdo, € importante que
o0 nivel de validacdo proposto tenha relacdo com o que ja é conhecido do estudante, isto

€, com um contexto em que sua atuacéo seja possivel (BALACHEFF, 1987). Esse nivel
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possui relacdo direta com a natureza do conhecimento matematico que o aluno possui a
fim de que, a partir dele, se possa produzir outras relagbes. A racionalidade, cuja acéo
estéd relacionada ao emprego do raciocinio e da propria razdo, ¢ fundamental em todo
processo de prova, porque possui em si mesma a prerrogativa da decisdo. O emprego da
validagdo, como ja mencionamos, ndo é independente do contexto, podendo assumir
diferentes caracteristicas a depender do que se trata e do campo de atuagdo, como o
politico, econémico, filosofico ou até mesmo no sentido cotidiano (BALACHEFF, 2004).
Na disciplina de Matematica, alguns autores tém discutido possiveis significados que uma
prova pode assumir no contexto de sua realiza¢do, as quais sdo apresentadas no topico

seguinte.

1.4 Possiveis respostas para os questionamentos do porqué e do para que validar

Para Zaslavsky et al. (2012), uma das razGes pelas quais devemos ensinar provas
aos alunos € a expectativa de que eles possam vivenciar experiéncias que se assemelhem
as dos matemaéticos, de forma que tenham acesso ao conhecimento e aos motivos pelos
quais informac0es relativas a ele sdo validas. Hanna (2000) acrescenta que, ao tentar
estabelecer o papel das provas em sala de aula, seja explorada uma gama de fungées que
ela desempenha na pratica da Matematica. Entretanto, uma das principais questdes que
nos, educadores, enfrentamos ao desenvolver um trabalho com validag6es em sala de aula
é a incompreensao de estudantes em relacdo a necessidade de se apresentar provas para
as conjecturas discutidas (DE VILLIERS, 2001; ZASLAVSKY et al. 2012).

Inevitavelmente, os alunos possuem nocdes sobre Matematica e sobre 0 que seja
0 “fazer matematica”. Da mesma forma, possuem experiéncias que envolvem
argumentacdes sobre a veracidade ou falsidade de afirmacgdes que, geralmente,
contemplam poucos aspectos tedricos. Até determinado momento, por exemplo, 0 uso de
palavras e/ou exemplos se mostra suficiente para justificar concluses. Entretanto,
quando se passa a trabalhar em uma evolucao nesse sentido, tendo o aluno que apresentar
provas de nivel intelectual, parece haver uma mudanca de uma posicao orientada por um
tipo de l6gica da prética, para uma posicao orientada por uma especificidade de uma teoria
(BALACHEFF, 2010). Em meio a esse processo,
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[...] os alunos muitas vezes (a) ndo veem nenhuma razéo real para desenvolver
uma prova no contexto de atividades especificas que exigem uma prova (de
um ponto de vista matematico) ou (b) tém alguns equivocos profundamente
enraizados sobre o que significa validar afirmagdes matematicas (por exemplo,
generalizagdes). O primeiro reflete uma falta de apreciagdo pela necessidade
de prova em nivel local, ao passo que o Gltimo reflete uma falta de apreciagao
pela necessidade mais ampla de prova como uma constru¢do matematica
(ZASLAVSKY et al. 2012, p. 223).

Parte dessas razGes sdo propostas por De Villiers (2001), a medida que o autor
apresenta possiveis funcdes que a prova pode assumir nos processos de ensino e de
aprendizagem. Uma delas € a de verificacdo em relagdo a veracidade de uma conjectura,
isto é, produz-se uma prova para verificar, ou para convencer a si mesmo, ou a outrem,
que a afirmacdo dada é, de fato, verdadeira. Outra funcdo que a prova pode assumir € a
de explicacdo, pois, mesmo diante de construcdes, medicGes rigorosas ou de
experimentos convincentes — como aquele em que se pinta os angulos internos de um
tridngulo qualquer, recontando-os em seguida para junta-los em torno de um Unico vértice
— essas acdes ndo fornecem uma explicacdo sobre o porqué sdo verdadeiras (De
VILLIERS, 2001).

O autor destaca ainda a funcdo de sistematizacdo que engloba ideias como:
organizar resultados, unir e simplificar teorias ou fornecer uma perspectiva geral sobre o
topico estudado. Uma prova também pode estar relacionada a descoberta, ou seja, a
invencdo de novos resultados a um desafio intelectual em que os alunos realizam provas
como uma forma de realizacdo pessoal, pois 0 que esta em jogo ndo é a validade em si,
mas a capacidade de realiza-la. Além disso, ha a possibilidade da comunicacédo em que

se estabelece um discurso comum entre os sujeitos envolvidos.

A tbnica é colocada, portanto, no processo social de comunicar e disseminar o
conhecimento matemético na sociedade. A demonstra¢cdo, como forma de
interac¢do social, também envolve, portanto, uma negociagdo subjectiva ndo
apenas dos significados dos conceitos em jogo, mas também implicitamente
dos critérios relativos ao que € um argumento aceitavel. Por sua vez, a
filtragem social de uma demonstracdo através destas varias comunicacfes
contribui para o seu refinamento e a identificacdo de erros, bem como por vezes
para a sua rejei¢do devido a descoberta de um contraexemplo (De VILLIERS,
2001, p. 35).
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H4, além disso, outras respostas possiveis ao questionamento “por que
validamos?”, como a necessidade de compreender um conhecimento (REID, 1995), a

necessidade de definicBes melhores, ou produzir algum algoritmo Gtil (HANNA, 2000).

No entanto, mesmo com tais possibilidades, a necessidade de se realizar
validagOes deve, ou pelo menos deveria, ser intrinseca ao aluno. Nos professores,
podemos pensar e tentar proporcionar condic@es e situacdes potencialmente favoraveis a
producdo de provas, mas isso ndo garantird que elas sejam elaboradas. Questdes
relacionadas ao contrato didatico estabelecido em sala de aula, as variaveis didaticas da
situacdo, ao conhecimento do aluno sobre o conteudo ou sobre o significado de provar
podem influenciar na producéo de provas dos estudantes. Conforme Balacheff (2019),

Em geral, e, portanto, para o aluno, reconhecer a necessidade de provar
depende de avaliar os desafios do contexto da atividade. Pode ser a resposta a
uma liminar, a uma declaracdo do problema apresentado durante um exame,
ou atestar o endosso da responsabilidade por uma tomada de deciséo, resolucéo
de um problema ou conclusdo de uma tarefa. As duas questbes sdo
indissociaveis em sala de aula pela propria natureza da relagéo entre os alunos
e o professor, mas o respetivo peso da liminar e sua necessidade podem ser
ajustados agindo sobre as caracteristicas da situacdo (BALACHEFF, 2019, p.
21).

Entdo, a titulo de ilustracdo, quando um aluno esta diante de uma atividade que
exige uma justificativa, e responde objetivamente “sim” ou “ndo”, ndo se preocupando
em valida-la, nosso direcionamento pode se voltar em torno dos motivos pelos quais isso
ocorreu. O aluno ja esta tdo convencido de que sua resposta esta correta que dispensou a
validacao? Fez a suposi¢éo de que o professor néo iria cobrar uma justificativa e por isso
ndo a apresentou? Identificou que a atividade em questdo ndo tem tanta importancia ou
ndo € tdo interessante quanto outras? O professor fez um questionamento ou interferéncia
que o fez desistir? Nao esta em um bom dia e pretende terminar suas atividades o quanto
antes? Ele ndo justificou por que nédo sabe o que precisa fazer? Ele ndo conhece todos os
conceitos envolvidos na situacéo e respondeu aleatoriamente? O horario da aula estava
acabando e ele ndo teve tempo de se dedicar a construcdo de uma prova? Todos estes
guestionamentos podem auxiliar na compreensdo do porqué nao houve, de forma

explicita, a apresentacdo de uma validagdo matematica.

Outros autores que se dedicaram ao estudo de possiveis fungdes ou motivacgdes

para provas que venham a ser produzidas por estudantes foram Harel e Sowder (1998;
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2014). Ao analisar diferentes validac6es, discutem o que chamam de esquema de prova.
De acordo com eles, “[...] 0 trabalho com provas e esquemas de provas é usado em um
sentido psicologico, mais amplo de justificacbes e ndo no sentido restrito de provas
matematicas. (HAREL; SOWDER, 2014, p. 670). Um esquema de prova, portanto, é
composto por aquilo que representa provar ou convencer para uma pessoa ou para um

aluno.

Um esquema de prova baseado em elementos externos, € aquele em que o
estudante se utiliza de recursos tais como o livro didatico, o professor ou algum colega,
tanto para se convencer, quanto para convencer outrem. Quando um aluno afirma que a
conjectura é verdadeira por conta de o professor ter confirmado sua validade, pode-se
dizer que o esquema em questdo foi mobilizado. Outro exemplo da mobilizacdo desse
esquema ¢ a crenca de que uma prova ¢ valida por conter “letras”, como se elas fossem

independentes de qualquer sentido.

Harel e Sowder (2007) apresentam, também, o esquema de prova empirico, que é
aquele em que validacGes sdo fundamentadas em exemplos ou desenhos e 0 esquema de
prova analitico, o qual se relaciona com argumentos dedutivos, formais, que envolvem
raciocinios abstratos. Devido a possibilidade desses dois Ultimo esquemas se
relacionarem com os niveis de prova pragmatico e intelectual de Balacheff (1987)°,
respectivamente, em nossas analises, consideraremos eventualmente o esquema de prova
baseado em elementos externos, porque apresenta uma possibilidade diferente de os
alunos apresentarem suas explicacfes, isto €, fundamentados em elementos que nédo

necessariamente se relacionem ao objeto matematico em discussdo.

Da mesma maneira que os estudantes podem se utilizar de elementos externos
para validarem suas conjecturas, ¢ importante considerar a possibilidade de o proprio
processo de producdo de validagdes ocorrer em atendimento a uma demanda externa. Este
€ 0 caso quando os estudantes produzem provas apenas porque o professor pediu e ndo
porgue reconhecem que ela é necessaria em sua pratica. A esse respeito, poderiamos nos
perguntar: no ambito da sala de aula ndo seriam entdo, todas as provas produzidas em

decorréncia de um pedido do professor?

Zaslavsky et al. (2012) analisam cinco categorias em que a necessidade esta mais
relacionada ao nivel individual do estudante, discutindo possibilidades de resposta para o

®> Como pode ser observado com melhor clareza em ORDEM (2015).
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guestionamento acima. A primeira delas é a necessidade da certeza quando ele busca

verificar se uma afirmacéo é verdadeira ou falsa. Para os autores,

A primeira necessidade, com certeza, é o desejo humano de verificar uma
afirmacdo. Embora a verificacdo seja um dos papéis centrais da prova, 0s
alunos nao veem necessidade de prova matematica, porque sua necessidade de
certeza é pessoal, no sentido de exigir um convencimento “pessoal” em vez de
‘matematico’. Para muitos alunos, o trabalho empirico é pessoalmente
convincente. (ZASLAVSKY et al., 2012, p. 220).

Esse aspecto é importante porque, para os alunos em geral, exemplos parecem ser
mais convincentes do que provas intelectuais. Tanto que, em muitas situacdes, “[...] a
demonstracdo ndo € um requisito necessario para a convicgdo — pelo contrério, a
convic¢do € mais frequentemente um pré-requisito para a procura de uma demonstragdo.”
(DE VILLIERS, 2001, p. 32). Isso pode fazer com que eles permanecam sem produzir
validacGes genéricas pois sdo mais complexas e porque nem sempre a forma pela qual
elas devem ser produzidas esté clara. Nesse caso, é inegavel a centralidade do papel do
professor que, aos poucos, pode desconstituir essa narrativa, por meio de questionamentos
que coloquem em evidéncia certezas dos alunos. A necessidade de certeza também ¢é
evidenciada por Balacheff (2000) ao discutir diferencas entre os niveis de prova. Segundo
0 autor, a passagem entre os niveis tem relacdo com “[...] uma verdadeira mudanca de
problematica. Ou seja, da mesma maneira que se vé e se formula o problema da validade
de uma afirmacdo. A fonte dessa mudanca pode estar no desejo de eliminar uma
incerteza.” (BALACHEFF, 2000, p. 174). Dessa forma, trabalhar com a incerteza, e com
0 que Zaslavsky et al. (2012) denominam de conflito cognitivo, pode motivar uma
mudanca de pensamento sobre o conceito em jogo, podendo contribuir para a necessidade
da realizagéo de validagGes.

A segunda categoria sinalizada é a necessidade por causalidade, é muito préxima
da funcéo da prova para explicacdo. Nesse caso, 0 aluno estd convencido sobre a validade
de seus resultados, e seu foco se volta para a obtencdo de explicacdes sobre o porqué.
Esse tipo de necessidade pode variar de pessoa para pessoa, assim como de contexto para
contexto (ZASLAVSKY et al., 2012).

As demais categorias apontam a necessidade de calculo, comunicagdo e
estruturacdo. Elas geralmente se relacionam e ocorrem de forma simultanea. Para

comunicar ideias, é necessaria uma estrutura organizada a fim de que o outro compreenda
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o raciocinio utilizado. Quando se trabalha com provas matematicas como uma maneira

de conhecer, essa comunicacao se relaciona com a necessidade de calcular e de estruturar.

Retomando o questionamento que realizamos anteriormente, as producdes dos
estudantes geralmente se relacionam com alguma situacdo proposta pelo professor em
que a validacdo estd presente de forma explicita ou ndo. Na relacdo didatica entre
professor, aluno e saber, é importante ter consciéncia de que as discussfes em sala de aula
ndo sao aleatorias, pois possuem uma finalidade de aprendizagem da qual ambos precisam
estar dispostos a aceitarem e a participarem. Esses aspectos serdo mais bem explorados
nas sec¢des 2.2 e 2.3 ao discutirmos os papéis do professor, do aluno e o contrato didatico,
na perspectiva de Brousseau (1996; 1997; 2008).

1.5 Consideracdes

As ideias explicitadas neste capitulo nos mostram que existem orientacGes para
um trabalho com provas matematicas, podendo ser utilizadas desde as séries iniciais do
Ensino Fundamental. Aos poucos, elas devem envolver aspectos gerais e as limitagdes de

uma prova empirica podem e devem ser exploradas.

A partir de Balacheff (1987; 2000; 2019) apresentamos o entendimento de prova
assumido nesta pesquisa, que, por sua vez, é relativo e contempla desde validacfes mais
simples, baseadas em exemplos, até demonstragdes. Essa concepcdo permite validarmos
e classificarmos producdes que venham a ser desenvolvidas por estudantes de qualquer

nivel de ensino.

As discussOes apresentadas nos ajudam a pensar e a considerar possibilidades das
provas matematicas junto aos estudantes, como a explicacdo de propriedades ou a
verificacdo de conjecturas. Embora elas possam assumir esses papéis, a necessidade de
apresentar uma prova €, em partes, do aluno, podendo ser incentivada pelo professor ou
pela situacdo em si mesma. Essa ideia pode ser construida junto dele, ao longo das

interacdes e das propostas realizadas.

Este capitulo subsidia tanto a elaboracéo de nossas atividades, em que buscamos
contemplar funcbes da prova, quanto as nossas analises, pois, a partir do Modelo de

Tipologia de Provas de Balacheff, podemos estabelecer pardmetros para classificacdo das
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validacdes produzidas pelos alunos de 9° ano com os quais trabalhamos, conforme nosso
objetivo especifico de classificar provas matemaéticas que foram produzidas por eles.
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2. TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS: UMA VISAO SOBRE A
APRENDIZAGEM

[.]

E ela pensa due quando todas as sirenas
Todas as buzinas

Todos 05 reco-recos tocarewm

(]

Acreditamos ser fundamental que o aluno desenvolva atividades que cologquem
em evidéncia especificidades do processo de producdo matematica, quais sejam:
investigar, formular, testar, medir, observar, conjecturar, verificar, repensar, analisar,
validar, refutar, entre outras. A Teoria das Situa¢Bes Didaticas (TSD) nos ampara nesse
sentido, pois nos ajuda a compreender e a explicitar nosso entendimento sobre os
processos de ensino e de aprendizagem e sobre a organizacdo de situagdes didaticas, como

também, as relacdes que se estabelecem entre aluno, professor e saber.

Com este capitulo, intencionamos apresentar os conceitos da Teoria utilizados ao
longo da constituicdo desta pesquisa, 0s papéis do aluno e do professor e como Brousseau
(1986; 1997; 2008) compreende relacBes entre esses papéis. Eventualmente, chamamos

para o dialogo outros autores que possam contribuir com os conceitos em questao.

2.1 Meio, Situac6es didaticas, Situacdes adidaticas: conceitos fundamentais

Brousseau (1986; 1997; 2008) considera a aprendizagem como um processo que
contempla uma adaptacdo e uma aculturagdo por parte do sujeito. A primeira se refere a
um meio, que € fator de contradi¢des, dificuldades, desequilibrios, e a segunda, as
propostas de uma instituicdo — no sentido de apropriar-se de uma nova cultura. Nessa
perspectiva, um processo de aprendizagem pode ser caracterizado por um conjunto de
situagdes que frequentemente conduzem a modificagdo de comportamentos apresentados
pelos alunos (BROUSSEAU, 1986; 1997). Essa modificagdo pode representar a aquisi¢cao

da aprendizagem, pois se entende que
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O aluno aprende adaptando-se a um meio que é fator de contradicGes, de
dificuldades, de desequilibrios, um pouco como acontece com a sociedade
humana. Este saber, fruto da adaptagdo do aluno, manifesta-se através de
respostas novas, que sdo a prova da aprendizagem (BROUSSEAU, 1986, p.
49).

No meio, ocorrem as interagdes do sujeito com o saber matematico e, por isso, ele
deve ser antagbnico, contraditorio, autbnomo, causador de desequilibrios e de
desestabilizacbes, sendo necessario adaptar-se. A organizacdo do meio, portanto, tem
fundamental importancia na medida em que ele deve ser pensado para gerar novas
possibilidades de aprendizagens. A forma de interacdo de um sujeito com 0 meio ndo é
Unica, assim como o préprio meio também n&o o é. Conforme as relaces e as interagdes
ocorrem, também ocorrem modificacdes. E o caso quando um professor ou um aluno
toma decisdes conforme conhecimentos, regras ou informacdes que recebe e a maneira
pela qual interpreta (BROUSSEAU, 2008). Dessa maneira, 0 meio ndo é estavel, ao

contrario, modifica-se conforme as a¢des e decisbes daqueles que o compbdem.

A TSD se ocupa do estudo das situa¢@es didaticas nas quais ocorrem interagdes
entre o professor, o aluno e o saber em jogo, e uma de suas prerrogativas € a de que o
aluno aprende por meio da adaptacdo e da regulacdo ao meio em que se encontra
(BROUSSEAU, 1998). O conceito de situacéo, por conseguinte, pode ser descrito como
um modelo de interacdo do sujeito com o meio no qual estéd inserido. Essa interacdo
implicara um conhecimento que servira como recurso do qual o sujeito ira dispor para
atingir um novo estado de conforto. Quando ocorre, por parte do estudante, a tomada de
consciéncia da propria capacidade de controlar uma situacdo ou meio, podemos nos
referir a esta tomada de consciéncia como conhecimento do aluno (BROUSSEAU, 1997;
2008).

Uma situacdo se torna didatica, quando ha a intencdo, por parte de um dos
interlocutores de modificar, de alguma forma, o que o outro conhece. De forma mais
especifica, € aquela na qual ha uma intencao por parte do professor, em proporcionar a
aprendizagem de determinado contetdo para um ou mais alunos. A situacao didatica esté,
portanto, relacionada com 0 “entorno do aluno” e com aquilo que contribui com sua
formacgdo matematica. Por isso, aquele que possui a intengdo de ensinar esta envolvido
em um jogo de interagdes com aquele que esta a aprender e com os problemas que lhe

sdo propostos. Nas palavras de Brousseau (1986),
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Uma situacdo didatica € um conjunto de relacdes estabelecidas explicitamente
e ou implicitamente entre o aluno ou um grupo de alunos, num certo meio,
compreendendo eventualmente instrumentos e objetos, e um sistema educativo
(o professor) com a finalidade de possibilitar a estes alunos um saber
constituido ou em vias de constituicdo. (BROUSSEAU, 1986, p. 8).

Uma situagdo particular em relacdo a situacdo didatica é o que Brousseau (1996)
chama de situagdo adidatica. As situac@es adidaticas tém o objetivo de provocar no aluno
uma interacdo mais independente e mais produtiva quanto for possivel, devendo a propria
dindmica envolvida possibilitar sua atuacéo, reflexdo e evolugdo (BROUSSEAU, 2008).
Sendo assim, “[...] do momento em que o aluno aceita o problema como sendo seu até
aquele em que se produz a resposta, o professor se recusa a intervir como fornecedor dos
conhecimentos que visa surgir.” (idem, p. 35). Nesse caso, a intervencdo que o professor
realiza cria de forma ficticia ou ndo um meio adidatico, no qual o estudante age de forma
mais autbnoma (BROUSSEAU, 1997).

Com a intencdo de que os alunos possam envolver-se em situacfes adidaticas, o
professor fornece, ou ndo, informacdes, problemas, questionamentos, modos de
resolucdo, dicas, sugestdes, desafios, provocacdes ou incentiva ddvidas. Ao mesmo
tempo, ndo se pode antecipar exatamente qual é a resposta esperada, pois é importante
que o aluno tome a responsabilidade dos problemas ou exercicios e trabalhe em busca de
uma solucdo (BROUSSEAU, 1997). Esse jogo se relaciona com outro conceito explorado
na Teoria das Situac6es Didaticas que é o de devolugdo. Dizemos que a devolucao ocorre
quando o aluno aceita a responsabilidade de resolver um problema porque realmente esta

interessado e ndo somente porque o professor solicitou.

Dessa maneira, a devolucdo ndo pode ocorrer quando o aluno ndo tem interesse
pela atividade proposta ou quando o problema é muito facil a ponto de ser resolvido
rapidamente ou, ao contrario, quando € muito dificil, ndo tendo o aluno conhecimento ou
condigdes de explora-lo. Por isso, de acordo com Brousseau (1997; 2008), a devolugéo
ndo diz respeito ao objeto de ensino em si, mas sim, ao conjunto de situacdes que o
caracterizam. A partir do momento em que ocorre a devolucdo, pode-se dizer que os

alunos se encontram em situacdes adidaticas.

Nessa perspectiva, entende-se que “[...] na didatica moderna, o ensino € a

devolucdo ao aluno de uma situacéo adidética, e a aprendizagem é uma adaptacédo a esta
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situacdo.” (BROUSSEAU, 1996, p.51). Para melhor analisar o processo da
aprendizagem, uma situacdo adidatica pode ser fragmentada em quatro fases: situacédo
adidatica de acéo, situacao adidatica de formulacao, situacdo adidatica de validacdo e
situacdo didatica de institucionalizacdo. Elas ocorrem de modo imbricado, isto €, séo

fortemente entrelagadas e nem sempre é possivel distingui-las.

Situacdo adidatica de agdo: ocorre quando, diante de um problema ou de uma
atividade, o aluno encontra-se empenhado e realiza acfes mais imediatas,
operacionais. Na maioria dos casos ndo ha presenca de argumentacdes ou de
justificativas mais elaboradas, “[...] hd sempre o predominio quase que
exclusivo do aspecto experimental do conhecimento” (FREITAS, 2012, p. 96).

Dessa forma, quando o aluno passa a explorar de forma reflexiva sua atividade,
buscando justificativas, mesmo que de forma interiorizada, ele estard em uma condicdo-

limite, muito préximo de uma situacdo de formulacdo (FREITAS, 2012).

Situacdo adidatica de formulagdo: trata-se de um momento posterior a situacao
adidatica de acdo, em que o aluno j& faz determinadas afirmacdes com base em sua
experiéncia e interacdo com o problema, sem a intencdo de valida-la. Neste caso, ha a
explicita¢ao, oralmente ou por escrito, de “como” e do “qué” o aluno utilizou para
resolver o problema. Em resumo, ha um trabalho com modelos ou esquemas que passam

a ser observados/identificados.

Situacdo adidatica de validacdo: aquela em que os alunos ja fazem uso de provas
ou verificacBes para convencer ou validar suas respostas e afirmacdes. A atividade de
validacdo esta diretamente relacionada a atividade de formulacdo, uma vez que a
producdo de provas pressupde um sistema comum de validacédo e seu objetivo principal
¢ a argumentacdo sobre a certeza das conclusdes obtidas com base na vivéncia das fases
anteriores. Em uma situacdo de validacdo que envolve explicitamente provas, deve-se
levar em consideracgéo a necessidade de um pacto coletivo entre os componentes do meio
sobre estrutura e sobre critérios de aceitacdo. Nao apenas o debate da prova, mas também

a sua natureza e legitimidade devem ser consideradas (BALACHEFF, 2019).

Situacdo didatica de institucionalizagdo: o professor passa a explicitar e atestar a
validade de determinados resultados, obtidos por meio de exploracdes anteriores. Em
algumas situagbes, 0 novo conhecimento torna-se “oficial” e os estudantes poderéo

incorpora-lo as novas atividades como sendo verdadeiro, sem a necessidade de duvidar
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ou de colocéa-lo em xeque. Além da validacdo de resultados e de conhecimentos, esse
processo pode contemplar a validacéo de estratégias, as quais passardo a fazer parte dos

recursos que os estudantes podem utilizar em atividades semelhantes.

Para Brousseau (1997), situacOes adidaticas de acdo, formulacdo, validagdo a
institucionalizagéo parecem consistir em uma possibilidade — ndo necessariamente linear
— de se abordar conteldos matematicos. Essa proposicdo se opde as situagdes nas quais o
conhecimento é enunciado primeiro para, sé entdo, ser aplicado ou reinvestido em
decisbes. Entdo, as modificacbes do meio nesse sentido, podem suscitar producdes
relacionadas a tomada de decisdo em se produzir uma prova e sobre sua especificidade.
Em situacdes de formulacdo, por exemplo, requer-se uma linguagem comum entre 0s
interlocutores ou em situacdes de validacdo, exige-se um acordo sobre os critérios de

decisdo acerca da validade ou ndo do conhecimento em jogo.

2.2 O papel do professor e o papel do aluno frente as situagdes didaticas

Na perspectiva da TSD, o aluno deve ter papel ativo nos processos de ensino e de
aprendizagem, devendo ele, de forma “ideal”, comportar-se como um ‘“pequeno

matematico” na busca pelo conhecimento,

O trabalho intelectual do aluno deve ser, por momentos, comparavel a esta
atividade cientifica. Saber matematica ndo é apenas aprender definicbes e
teoremas, a fim de reconhecer as ocasides em que eles podem ser utilizados e
aplicados; sabemos perfeitamente que fazer matematica implica resolver
problemas. Nao se faz matematica simplesmente resolvendo problemas, mas
por vezes esquece-se que resolver um problema é apenas uma parte do
trabalho; encontrar boas questdes é tdo importante como encontrar solugdes
para elas. Uma boa reproducéo pelo aluno de uma atividade cientifica exige
que ele aja, formule, prove, construa modelos, linguagens, conceitos, teorias,
os troque com outros, reconhega aqueles que sdo conformes a cultura, retire
aqueles que lhe séo (teis etc. (BROUSSEAU, 1986, p. 37-38, grifos nossos).

Almouloud (2007) nos aponta que, apesar de o aluno nem sempre distinguir o que
é de origem didatica e o que é de origem adidatica em uma dada situacdo, ha certa
transferéncia de responsabilidade, na qual ele passa a ser o protagonista e deve ter para si
0 compromisso para com a aprendizagem. O aluno, entdo, ndo sabe exatamente como ou
de que forma a situacdo serd finalizada. Segundo Brousseau (1997), ele precisa estar

disposto a ignorar este fato e a participar do jogo proposto. Entdo se pressupde que o
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estudante verifique, explore, facga testes, formule, analise, refute, prove suas afirmacdes,
empenhe seus conhecimentos na resolucdo de atividades, utilize uma linguagem comum,
tome decisdes, comunique suas ideias, saiba reinvestir o novo conhecimento, dentre

outros.

A fim de que a realizacdo dessas acles seja possivel, o professor tem um
importante e fundamental lugar na Teoria. Para Brousseau (1997; 2008), um meio que
ndo seja munido de intencdes didaticas € insuficiente para que possa ocorrer
aprendizagem, sendo imprescindivel a presenca de uma intencionalidade que, neste caso,
parte do professor. Cabe a ele imaginar, elaborar e propor situagdes nas quais a solucéo
“6tima” seja o conhecimento pretendido. Em uma situacdo voltada para a producéo de
validacGes matematicas, € importante que, a partir de um conhecimento matematico de
referéncia, se possibilite ao aluno o reconhecimento da natureza contraditéria de uma
situacdo (BALACHEFF, 2000), e que provas sejam discutidas como uma forma de

superé-las.

Entdo, o professor pode permitir que os alunos vivenciem um processo de
producdo matematica de modo que o conhecimento e a linguagem sejam utilizados para
questionar e superar contradigdes, resolver problemas e para apresentar provas. 1sso
pressupde, por exemplo, que o docente conheca seus alunos, suas dificuldades, suas
familiaridades, seus modos de ser e de fazer matematica. Com base nessas informacoes,
podera estabelecer situacBes particulares e indispensaveis para que os alunos atribuam
significado ao conhecimento em jogo, pois este deve ser fruto de uma adaptacdo do
sujeito. Assim, podemos dizer que:

A acdo do professor possui um forte componente de regula¢do dos processos
de aquisicdo do aluno. O préprio aluno aprende pela regulacéo de suas relacbes
com o meio. As regulacdes cognitivas tém a ver com um meio adidatico em
que parte da estrutura é determinada pela organizacao definida pelo professor
(BROUSSEAU, 2008, p. 56, grifos do autor).

A ideia é que, apés a proposicdo de uma situacdo didatica, o professor a gerencie
de maneira a favorecer a devolucdo e as situagdes adidaticas, sem, contudo, fornecer as
respostas das atividades. Eventualmente, ndo ha problema em se fornecer informacdes ou

dicas, tais como: “desenhe uma figura” ou “substitua o valor da incognita”, pois trata-se
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de habitos a serem adquiridos, relacionados ao contrato didatico estabelecido, imersos
nos processos de ensino e de aprendizagem (BROUSSEAU, 1986). Nesse sentido,

O professor, mesmo que devolva uma situagdo didatica ao aluno, continua
sendo o fiador da relacéo didatica adequada. A necesséria inclusdo da situagdo
adidatica em uma situacédo didatica, portanto, causa a priori uma tensao entre
os dois processos de devolucdo e institucionalizacdo, e uma incerteza
importante para o professor (MARGOLINAS, 2004, p. 19).

Logo, ao assumir, principalmente o papel de observador, é importante que o
professor confie na relacdo aluno-meio para que ocorram as modificacdes ou
aprendizagens pretendidas (MARGOLINAS, 2004). Mas, diante de uma recusa do aluno
em resolver o problema estabelecido, ele possui “[...] a obrigacdo social de ajuda-lo, e
mesmo, por vezes, de se justificar por ter colocado uma questao demasiadamente dificil.”
(BROUSSEAU, 1986, p. 51). Situacbes que envolvem validagdes matematicas
intelectuais, especificamente, por vezes, sdo consideradas dificeis pelos estudantes,
porém € importante que sejam exploradas justamente para que, aos poucos, eles se
familiarizem com elas. Ainda sobre essas situacdes, o professor se depara, segundo
Balacheff (2019), com um problema duplo: de um lado, fazer com que os estudantes
compreendam o significado de uma demonstracdo e seu papel na Matematica; de outro,

ficar aquém desse objetivo, trabalhando a coexisténcia entre diversos niveis de provas.

Assim, o professor, os alunos e o proprio saber estdo envolvidos em um jogo no
qual interacbes sdo fundamentais. Ao aluno, cabe-lhe acGes como: pensar, analisar,
discutir, formular questdes, hipoteses, verificar, testar, validar, entre outros. Ao professor,
cabe-lhe: propor problemas, atividades, mediar discussdes, favorecer a devolugéo e a
vivéncia de situacdes adidaticas bem como a institucionalizacdo, necessaria para que o
conhecimento em questdo possa ser compartilhado e legitimado naquela instituicdo
(BESSOT, 2014).

Por fim, é preciso que o aluno leve em conta “oficialmente” o objeto matematico
em questdo e que o professor considere a aprendizagem do estudante, pois trata-se de um
fendmeno social importante do processo didatico e, nesse sentido, “[...] 0 papel do
professor tambem ¢é institucionalizar.” (BROUSSEAU, 2008, p. 102). Por isso, ainda que
a concepcgéo de situacdes nas quais 0s estudantes consigam desenvolver boa parte dos

conhecimentos sem uma intervencgdo direta continue a ser essencial, é preciso que em
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algum momento se garanta a validade de todos os procedimentos ou resultados
(BROUSSEAU, 1997). Sendo assim, situa¢des didaticas de institucionalizagdo requerem
atencdo especial, porque, além de ser o momento em que o professor reassume o controle
e fixa explicitamente o saber em jogo, se for realizada cedo demais pode interromper a
construcdo da aprendizagem. Se for realizada tardiamente, pode reforgar interpretacoes

equivocadas.

2.3 O contrato didatico e as relacdes que se estabelecem

Sob olhar da TSD, professor, aluno e saber compdem o chamado “triangulo
didatico™® e a relagéo entre esses trés elementos — professor, aluno e saber — ¢ regida por
uma série de comportamentos ou regras, nem sempre explicitas. Por essa perspectiva,
imaginemos um estudante que espera do professor respostas imediatas, mas no lugar delas
recebe um questionamento. A atitude inesperada quebra a regra implicita “Se o0 aluno

pergunta, o professor responde”.

Dessa maneira, 0 conjunto de compromissos reciprocos ou de regras implicitas e
explicitas estabelecidas entre professor e alunos, em relacdo a determinado saber €
chamado de contrato didatico (BROUSSEAU, 1986; 1997). Os comportamentos que o
professor espera de seus alunos e os comportamentos que os alunos esperam do professor
fazem parte do contrato estabelecido, como no exemplo acima. Um contrato didatico ndo
reflete uma realidade estavel, Gnica e que se determina de uma vez por todas. Ao
contrario, é dindmico e esta em constante evolugdo, ao passo de podermos dizer que “[...]
0 conceito tedrico em didatica ndo é, pois, o contrato (o contrato adequado, desadequado,
verdadeiro ou falso), mas o processo de busca de um contrato hipotético. E este processo
que representa as observacdes e deve modeliza-las e explica-las.” (BROUSSEAU, 1986
p. 53, grifos do autor). Entdo, o contrato didatico precisa ser incerto, pois se houvesse a
certeza de que todos os estudantes resolveriam sem erros ou dificuldades as situagdes

apresentadas, elas perderiam seu conteudo didatico e seu sentido (BROUSSEAU, 1997).

Para além disso, Brousseau (1986; 1997) discute que um contrato pode ser
observado mais amplamente, sendo possivel de serem consideradas demandas ou

intervencdes de outras InstituicOes. Esse aspecto pode contribuir, por exemplo, para uma

® Triangulo didatico: Relagdo entre aluno, professor e saber que contempla epistemologia do professor, a
relagdo pedagogica e a relacdo entre o aluno e o saber.
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reflexdo sobre a existéncia de um programa de ensino ao qual alunos, professores e
demais componentes estdo submetidos. Nesse caso, algumas determinacGes ndo séo
possiveis de serem modificadas, como € o caso de alguns conteddos ou temas, ou de

orientagdes de cunho mais operacional. Assim, um contrato didatico esta sujeito

A instituicdo (M), a qual o que recebe a instrucdo deve submeter-se ao fim do
processo de ensino, uma vez que ndo o podia fazer antes; com efeito, a sujeicdo
futura determina a matéria a ser ensinada (conhecimentos e saberes);

A instituicdo (D), que decide que o professor deve preparar quem recebe o
ensino para praticas da instituicdo (M); delega sua missdo ao professor e lhe
confere certa legitimidade para modificar aquilo que é ensinado ou para
‘decidir’ seu futuro (BROUSSEAU, 1997, p. 32).

Dessa forma, apesar da autonomia conferida ao professor para discussdo dos
contetdos em sala de aula, por exemplo, o contrato didatico sujeita-se as demandas
externas e aos programas de ensino, que por vezes influenciam nas decisdes relativas aos
conhecimentos em pauta. Acrescenta-se a esses elementos, determinacdes, portarias e
demais orientacdes que regem o ensino, como € o caso daquelas consideradas no primeiro

capitulo deste texto.

Ainda conforme Brousseau (1997), quando se pretende que ocorra a
aprendizagem, no contrato estabelecido, o professor deve alterar as formas de decisao dos
estudantes diante de um “[...] determinado conjunto de situagdes tipicas de M (em um
sentido que ele considera favoravel para a adaptagdo em questdo e/ou de acordo com um
saber constituido). (BROUSSEAU, 1997, p. 33, grifos do autor). Esse conjunto de
situacOes poderia ser, por exemplo, aquele propiciado pelo conjunto de atividades que
desenvolvemos ao longo de nossa experimentagdo com as quais intencionamos uma
mudanga no comportamento dos alunos diante de situacfes de validacdo. O contrato
didatico se coloca, portanto, como uma restricdo’ ao processo de producédo de provas,
pois, em uma dada situacdo, determina as responsabilidades, riscos e vantagens da
validagdo em questdo (BALACHEFF, 2019).

Certas vezes, suas clausulas, que se estabelecem na relacdo didatica, podem ser
determinadas explicitamente por intermédio de um combinado com a turma. Em outras
situagdes, sdo ocasionadas implicitamente pela rotina, pelo habito e pelo costume. Entéo,

as atividades que sdo propostas com certa frequéncia, as quais sdo tipicas, passam a fazer

" Na perspectiva de Chevallard (2009), em que restricdes sdo condigcdes ndo modificaveis.
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parte do ambiente da sala de aula, porque os alunos ja esperam por elas, como também,
ja dispdem de certo conhecimento, ao menos estratégico, para resolvé-las. Certos
comportamentos, tanto por parte do professor quanto por parte dos alunos, podem revelar
regras vigentes internalizadas que podem conduzir ambos a equivocos. Entdo, por
exemplo, em determinadas situacdes os estudantes podem obter uma resposta “[...]
através de uma leitura das indicagdes didaticas e ndo de um investimento no problema.”
BROUSSEAU (1986, p. 45). Esse pode ser o caso quando situacdes analogas séo

propostas, nas quais conhecimentos ou estratégias semelhantes podem ser reinvestidas.

O contrato didatico também esta relacionado com a estratégia de ensino adotada,
de maneira que pode adaptar-se as escolhas pedagogicas, ao tipo de tarefa proposta aos
alunos, aos objetivos, ao modo como se propde a avaliacdo, entre outras. O conjunto de
regras implicitas e explicitas que regem uma relacdo didatica e contempla aulas
expositivas nas quais se predomina definicdo, exemplo e exercicios, é diferente daquele
em que se valoriza a produgdo matemaética do aluno, o trabalho em equipe e a posterior
institucionalizacdo por parte do professor. Entdo, podemos dizer que o encontro repetido
com fases de validacdo, como € de nosso intuito, pode “[...] conduzir a um contrato
didatico diferente, porque os indices que permitem ao aluno identificar a expectativas do
professor s&éo modificados. (MARGOLINAS, 2004, p. 29).

Em muitos casos, ha necessidade de ruptura e de renegociacdo para que ocorra um
avanco da aprendizagem. Silva (2012), ao exemplificar, relata um episédio comum
quando os alunos ndo estdo acostumados a trabalharem sozinhos. Questdes como “ndo
entendi”, “ndo sei como se faz” e “me explica” aparecem justamente por conta da quebra
de uma clausula do contrato didatico, isto €, a de que o professor sempre explica e
exemplifica o que é necessario ser feito. Quando ocorre essa quebra, o aluno precisa
assumi-la e esta nova posigao “[...] contrasta com todas as suas expectativas, com todos
0s seus héabitos, com todas as clausulas colocadas em campo nas situacdes didaticas, até
o momento.” (D’AMORE, 2007, p. 104). Assim, uma quebra de contrato pode gerar “[...]
revolta, negociacdo, procura de um novo contrato, que depende de um novo ‘estado’, dos
saberes... adquiridos e visados.” (BROUSSEAU, 1986, p. 53). Almouloud (2007) cita o
inicio da realizacdo de operacgdes que envolvam nameros e letras como um exemplo na
quebra de um contrato didatico e afirma que tal ruptura pode provocar fatores positivos e
negativos para a aprendizagem. A insercdo de atividades de validacdo com os alunos

também pode se caracterizar como uma ruptura de contrato, especialmente quando nédo
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h& um histérico em relacéo ao trabalho com este tipo de atividade porque, nesse caso, 0s
estudantes precisariam se preocupar com uma estrutura especifica de prova. Nas palavras
de Balacheff,

Essa ruptura é unilateral: é um feito do sistema didatico e constitui uma
mudancga no contrato didatico, cuja consequéncia é uma mudanca de posicao
do aluno, uma mudanga de funcéo. O aluno muda seu papel na préatica, para
aquele que Ihe da maior acesso a teoria, permitindo-lhe ‘conhecer’ mais. E em
virtude do conhecimento e ndo da pratica que a evidéncia permite rejeitar algo
para estabelecer uma verdade. Esta mudanca implica a passagem de uma esfera
cujo critério é a eficacia para outra cujo critério é o rigor (BALACHEFF, 2000,
p. 25).

Ainda segundo o autor, as intervencfes e a gestdo do contrato didatico que séo
realizadas pelo professor sdo elementos determinantes para que ocorram questionamentos
relacionados ao conhecimento e as conjecturas. Entretanto, e de maneira geral, € comum
que alunos apresentem dificuldades em relacdo a mudanca de contrato. Fatores como a
renovacdo, renegociacao e, até mesmo a transgressao relacionam-se diretamente com a
pratica pedagogica e com o tipo de trabalho que se propde. Por isso, igualmente comum
seria a existéncia de periodos de adaptacao e renegociacao, pois 0 bom funcionamento do
contrato didatico depende, também, dos contextos de ensino e de aprendizagem.

2.4 Consideracdes

Com este capitulo discutimos nossa compreensao sobre 0s processos de ensino e
de aprendizagem. Ao longo do desenvolvimento desta pesquisa, buscamos seguir 0s
pressupostos apresentados na elaboragdo, no desenvolvimento e na finalizacdo das
atividades aplicadas. Tentamos interagir com os estudantes de tal forma que assumissem
parte da responsabilidade, agindo da forma mais autbnoma possivel, realizando testes,

verificacOes, identificacdo de padrdes, formulacédo de conjecturas e validacdes.

Trabalhamos em busca de um contrato didatico em que validagdes matematicas
estivessem sempre presentes e fossem aprimoradas com o passar do tempo. As situagdes
adidaticas de acdo, de formulacéo e de validagdo, mesmo dificeis de serem observadas
em separado, ajudam-nos a explicitar o processo de resolucdo das atividades dos
estudantes. Nesse sentido, ao longo de nossas analises, tentamos identificar indicios de

que a devolucdo ocorreu, da vivéncia de situacGes adidaticas, como também elementos
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relativos ao contrato didatico, em busca de identificar como os alunos analisados
formularam e apresentaram valida¢cdes matematicas. Acao esta, que esta relacionada aos

nossos objetivos especificos.

A Teoria das SituacGes Didaticas nos ajuda a pensar na institucionalizacdo das
atividades propostas, em que tentamos apresentar possiveis validacdes para as atividades,
oportunizando, desta forma, que vivenciassem experiéncias diversas relativas a producao
de provas matematicas. Ao longo da experimentacdo, por exemplo, para além de uma
institucionalizacdo local, identificamos a necessidade de fazer uma institucionalizacdo de
forma geral, mesmo em um contexto de aulas ndo presenciais, em uma tentativa de

abranger todos os alunos das turmas.
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3. CONSTRUINDO PONTES: UM DIALOGO COM OUTRAS PESQUISAS
RELACIONADAS AO TEMA VALIDACOES MATEMATICAS

(]
Atira-se
E

L]

Com este capitulo, temos a intencdo de construir um dialogo com pesquisas
relacionadas ao nosso objeto de estudo, desenvolvidas nos mais diversos espacos, como
na formacé&o inicial de professores/licenciatura, na formagdo continuada e na Educagao
Bésica. Nao é nossa intencdo realizar um estado da arte dessas investigacGes, mas sim,
discutir junto delas um cenério possivel para o ensino e a aprendizagem de validacGes
matematicas, bem como identificar elementos a serem considerados no decorrer da

elaboracdo e da implementacdo de nossa proposta.

Para além disso, possibilitam situar nossa pesquisa frente aquelas que ja
realizaram discussfes sobre o tema em questdo, e a evidenciar nossas principais

diferencas.

3.1 Critérios utilizados para selecdo das pesquisas

Buscamos discutir elementos decorrentes de pesquisas que se aproximam de nosso
objeto de estudo: o processo de producdo de validagbes matematicas. Com base nisso,
realizamos uma busca tanto no catalogo de teses e dissertacdes da CAPES®, bem como
em sites de programas de pos-graduacio brasileiros®, selecionados com base em uma
busca na plataforma Sucupira®®, utilizando a expressido “educagio matematica”. Para
fazer uma primeira selecdo dos trabalhos, indicamos para as ferramentas de busca, as
palavras “prova”, “argumentacdo”, “validacdes”, “conjectura”, “demonstracdo” e

“demonstragdes”. A medida que observamos tais producdes, selecionamos aquelas que

8 http://catalogodeteses.capes.gov.br/catalogo-teses/#!/
® Consultar apéndice C.
10 https://sucupira.capes.gov.br/sucupira/public/index.xhtml
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nos possibilitaram discutir sobre validagbes matematicas, indicando possibilidades de
trabalho, possiveis dificuldades ou a¢Ges a serem desenvolvidas.

3.2 Pesquisas realizadas no ambito da licenciatura

Todas as pesquisas que problematizam, de alguma forma, a abordagem de
validagdes matematicas em sala de aula, nos ajudam a discutir nosso problema de
pesquisa. N&o somos e ndo estamos isolados de outros pesquisadores que investigaram
documentos, producdes ou concepcdes de alunos, futuros professores ou professores em

formacéo.

Ao identificarmos que mesmo alunos de licenciatura ndo conseguiram
desenvolver ou organizar uma justificativa formal para determinadas
afirmacdes/propriedades, como na pesquisa de Guerato (2016), podemos tentar
compreender, por exemplo, porque isso ocorreu. Se foi um fato isolado, se ha sugestdes
sobre como atenuar dificuldades e como podemos pensar em uma intervencdo na

Educacdo Baésica.

Guerato (2016) investigou 9 alunos que estavam iniciando o curso de Licenciatura
de uma universidade publica de So Paulo, discutindo a passagem do que chamou de
geometria de observacdo para geometria de demonstracdo. Foram elaboradas atividades
a serem desenvolvidas com utilizagdo do software Geogebra relativas ao tema “lugares

geométricos planos”, durante 6 encontros.

Trés dos participantes mostraram saber o que € uma demonstracdo ou quando ela
se faz necesséria. Ressaltando sua concepcao de que a producédo de provas se trata de um
processo a ser desenvolvido de forma gradual e continua, apds a analise dos dados, a
autora evidencia que, de forma geral, os alunos ndo estdo acostumados com o
desenvolvimento dos passos deste tipo de validagdo matematica. Ela identificou indicios
de que os licenciandos nédo sabiam o significado da palavra “conjectura”, indicando que
investigagOes futuras deveriam se atentar a este aspecto. Em varias situagdes, eles
pareciam ter compreendido ou percebido determinada propriedade, mas esbarravam na

comunicacéo e na simbologia, pois

Ao serem solicitados, tiveram muita dificuldade com erros conceituais, frases
sem sentido ou com sentido duplo ou, ainda, com muitos erros gramaticais,

60



que geram ddvidas no texto em Matematica e também mostram falha ou
auséncia de aspectos formais l6gicos (GUERATO, 2016, p. 184).

Em relacdo as atividades, a pesquisadora percebeu que elas foram muito
direcionadas, contendo, as vezes, 0 passo a passo do que gostaria que fosse desenvolvido,
sendo, segundo a autora, “[...] interessante elaborar atividades mais livres, nas quais o
participante ndo fique tao preso aos passos propostos.” (ibidem, p. 190). E, em relacéo ao
ndmero de encontros, ela escreveu que os seis encontros que realizou se mostraram
insuficientes para que tivessem mais contato e mais discussdes sobre o tema em questao,
e sugere que sejam realizadas mais sessdes. Apesar disso, seus resultados indicam que é
possivel que os estudantes evoluam em suas producdes, pois, ao final, cinco deles

chegaram proximo do prop6sito de pesquisa.

Citamos também o trabalho de Mateus (2015), que investigou conhecimentos
necessarios ao professor de Matematica para discutir provas e demonstracdes na
Educacdo Baésica. Sua pesquisa envolveu 10 estudantes de Licenciatura de uma
Universidade Federal com os quais aplicou instrumentos diagnésticos e desenvolveu uma
intervencdo durante a disciplina Topicos Especiais em Ensino de Matematica, do curso
de Graduacdo. Mesmo considerando o tema importante, os estudantes acreditavam que
seu ensino ndo deveria ser para todos, ja que seu conceito de prova era restrito. Os
licenciandos relataram que suas experiéncias enquanto alunos da Educacdo Basica, as
quais envolveram elaboracdo de conjecturas e provas, foram poucas e ndo satisfatorias.
Apbs a intervencdo realizada, em que a pesquisadora discutiu um conceito de prova
relativo e possibilidades de aborda-las em sala de aula, permaneceu a ideia inicial dos
graduandos de que nem todos os alunos seriam capazes de desenvolver provas, fazendo
uso de linguagem formal. Contudo, passaram a defender um trabalho com validagdes

mais simples e que tenha funcao explicativa.

Ao defender a tese de que tanto disciplinas pedagdgicas quanto aquelas de
conteddo matematico devem discutir possibilidades de abordagem de provas e
demonstracdes na Educacao Basica, Mateus (2015) coloca em evidéncia a formacéo de

professores, que nem sempre se preocupa com esta problematica.

Ferreira (2016) também realizou uma intervencdo com estudantes de Licenciatura,
considerando a perspectiva do aluno, que possui dificuldade para demonstrar, e do futuro

professor, que poderéa trabalhar com provas em sala de aula. Antes, analisou as respostas
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de 45 questionarios feitos para estudantes que ja haviam cursado a disciplina de
Geometria Plana. Os resultados ndo foram muito diferentes daqueles encontrados por
Mateus (2015), uma vez que, a maioria respondeu que em algum momento de sua vida
escolar, havia estudado Geometria, mas ndo demonstracdes e, por isso, relataram
dificuldades. Além disso, houve relatos de inseguranga quanto ao trabalho com provas na

Educacédo Bésica e confusdes entre uma demonstracdo e uma prova empirica.

Ferreira (2016) defende a necessidade de que validagcBes matematicas sejam
exploradas em diferentes disciplinas da licenciatura para que os estudantes tomem
conhecimento das diferentes funcdes e tipos de prova. Os dados também indicaram que
eles tendem a se apoiar em livros didaticos para reproduzirem validagdes que neles estéo
presentes. Semelhante a Guerato (2016), apds sua intervencdo, na qual se discutiram
validagdes matematicas relativas ao tema “quadrilateros”, a autora percebeu haver

evolucBes tanto nas provas apresentadas quanto na escrita matematica.

Outra pesquisa cujos dados indicam associagdes entre validagdes produzidas por
estudantes de licenciatura e livros didaticos do Ensino Fundamental, encontra-se em
Ordem (2015). O autor analisou concepgdes sobre prova e demonstracao destes alunos da
Universidade Pedagdgica de Mogambique que estavam no 4° ano da licenciatura para
séries finais, utilizando-se de questionarios e de entrevistas. Um apontamento bastante
expressivo é o de que eles lidavam com validages como um topico, como uma espécie
de contetido, e ndo como uma maneira de se comunicar, de se validar ou explicar
especifica da Matematica. Ordem (2015) constatou que prevalece a concepg¢do de que
métodos empiricos validam propriedades, mesmo que ndo sejam demonstracfes. As
producdes dos estudantes revelam o que Mateus (2015) e Ferreira (2016) também
apontaram, isto €, inseguranca e dificuldades relativas as especificidades das

demonstracoes.

Além disso, no &mbito da licenciatura, trazemos para o didlogo a pesquisa de Sales
(2010) que, apesar de ser realizada naquele nivel de ensino, tem algumas semelhangas
com a nossa. O autor buscou analisar o processo de argumentacdo durante resolucdes de
atividades de uma disciplina de Geometria Euclidiana. Alguns aspectos se aproximam de
nossa investigacdo: houve um momento de pré-experimentacdo que se mostrou til para
ajustar algumas atividades; o autor era, a0 mesmo tempo, professor da turma e
pesquisador, sendo necessario articular a demanda curricular e a produgéo de validagdes.

No contexto da sala de aula, os dados foram obtidos por meio de fotografias, filmagens,
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entrevistas e diario de bordo. Ao longo das sessdes, foram realizadas tentativas de
formalizacéo, sendo identificadas tentativas de se ultrapassar os limites do nivel de provas

pragmatico.

Um dos grandes problemas encontrados pelo autor ao longo da experimentacéo
foi a necessidade de demonstrar o 6bvio ou ao contrario, demonstrar uma propriedade
ndo percebida pelos alunos. Ao final, percebeu-se que os registros de linguagem, os
recursos de comunicacdo e a logica da argumentacdo permaneceram mesclados: ora
predominava o gestual e a comunicacdo oral, ora o registro algébrico e o escrito em
linguagem materna, havendo, entdo, uma dinamicidade no processo de producdes de

validacoes,

As vezes 0 processo revelava um avanco nas articulagdes entre a teoria e a
técnica e um recuo nos registros. Outras vezes revelava um avango nos
registros, mas o discurso justificatorio era ‘folclorico’. Houve uma
dinamicidade entre processo e produto [...] (SALES, 2010, p. 228).

Por fim, Sales (2010) reitera que o trabalho em grupos favoreceu o debate e
argumentacdo, aspecto esse, que também foi identificado por Guerato (2016). Embora em
algumas atividades iniciais houvesse a auséncia de formalidade, Sales aponta que, em
geral, parecia haver compreensdo. Com o passar do tempo, devido ao que foi realizado,
os discursos se aproximaram do que ele denominou de racional 16gico-dedutivo. Indicios
de que a intervencdo realizada ocasionou modificacbes e avangos no processo de

producdo de validagfes dos alunos de Licenciatura em questéo.

Considerando as pesquisas citadas até 0 momento, podemos dizer que indicam
possiveis dificuldades dos estudantes em relacdo a construcdo de demonstracGes e ao uso
da linguagem (ORDEM, 2015; GUERATO, 2016). Em algumas situacdes, a linguagem

natural se sobrepds aos elementos formais de uma demonstragdo (GUERATO, 2016).

Alguns dos licenciandos participantes ndo tinham clareza sobre o significado de
uma conjectura (GUERATO, 2016), ou sobre o proprio significado de uma demonstracéo,
ocasionando confusdes entre provas empiricas e formais e compressées de provas em um
sentido mais restrito (MATEUS, 2015; FERREIRA, 2016). Identificou-se, também, um
entendimento de que as provas seriam um conteldo a ser abordado (MATEUS, 2015;
ORDEM, 2015) e uma recorréncia ao livro didatico para a realizacdo de validacGes
(ORDEM, 2015; FERREIRA, 2016).
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Essas consideragdes sugerem que € importante esclarecer aos alunos o significado
de expressdes como conjectura ou provas, de forma que compreendam esta atividade
como uma maneira especifica de justificar afirmacGes ou conclusdes matematicas.
Desenvolver um trabalho continuo parece ser importante (GUERATO, 2016), pois,
quando a intervencdo ocorreu ao longo de um tempo maior, foi possivel identificar
evolucBes (SALES, 2010; FERREIRA, 2016). Da mesma forma, realizar uma pré-
experimentacao pode contribuir para se conheca os estudantes e suas realidades (SALES,
2010).

Ademais, essas investigagOes sinalizam que parte das lacunas existentes em
relagdo as validagcGes matemaéticas que alunos do Ensino Fundamental possuem, estéo
relacionadas a formacdo de professores, que nem sempre consegue abarcar o tema de
forma satisfatoria. Como poderiamos ensinar algo que é desconhecido ou cujas
experiéncias foram poucas e nao satisfatorias? Concordamos com Ferreira (2016),

quando afirma que

[...] a aprendizagem de provas e demonstragbes nas escolas e universidades
brasileiras estdo em um circulo vicioso em que 0s cursos de licenciatura ndo
ddo conta de formar professores com autonomia para desenvolver com seus
alunos atividades que preparem para o dominio do processo dedutivo. Esses
alunos chegam a universidade com limitagbes que os levam a praticar a
demonstragdo sob abordagem técnica, desmotivando-os a estudar esse recurso
matematico e muito menos ensina-lo a seus futuros alunos (FERREIRA, 2016,
p. 50).

Ainda em relacdo a isso, consideramos importante o que defende Mateus (2015),
ou seja, uma maior integracdo entre disciplinas Didaticas e Matematicas, pois estas
ultimas “[...] ndo estariam isentas da utilizacdo da prova como meio para a aprendizagem
dos futuros professores, reforcando assim a ideia que os licenciandos devam vivenciar,
no periodo da sua formacdo, experiéncias proximas daquelas que irdo utilizar em sua
pratica docente.” (MATEUS, 2015, p. 174-175).

Sendo assim, uma das formas pelas quais podemos enfrentar estes desafios pode
ser 0 investimento em politicas publicas para a formacao continuada de professores e para
a criacao de espacos de discussdo, onde os mais diversos temas, davidas, insegurancas e
possibilidades de se trabalhar a Matematica na Educacdo Bésica sejam exploradas. Dentre
esses temas, poderia estar a abordagem de conjecturas, provas e demonstracées. Na

sequéncia do texto, traremos pesquisas que foram desenvolvidas nesse contexto de
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formagéo, que se preocuparam de alguma forma com a producdo de validagdes

matematicas.

3.3 Pesquisas realizadas no ambito da formacao continuada de professores

Se, investigar conhecimentos e concepcdes alusivas as provas matematicas na
licenciatura é importante, igualmente se faz necessario saber como pensam e 0 que
conhecem professores que atuam nos diferentes niveis de ensino. O ensino e a
aprendizagem da Matematica tém relacGes com o que concebe o docente que, embora ndo
tenha clareza, transpdem suas crencas para o fazer matematico. Poderiamos dizer que
“[...] toda atividade didatica implicara uma reorganizagdo do conjunto de conhecimentos
a serem transmitidos. Por este motivo, toda apresentacdo de uma teoria matematica possui
propriedades didaticas ‘intrinsecas’.” (BROUSSEAU, 2008, p. 63).

Entdo, dada nossa intencdo de desenvolver uma pesquisa junto a estudantes da
Educacdo Baésica, além de conhecer como pensam outros professores que atuam nesse
nivel de ensino, elas podem contribuir para compreendermos um cenario possivel de ser
encontrado. Elas podem indicar, também, sugestes ou elementos a serem considerados

em nossa experimentacao.

Em sua pesquisa, Pietropaolo (2005), por exemplo, realizou entrevistas com
pesquisadores em Educacdo Matematica e com professores da Educacdo Bésica com a
intencdo de compreender sobre a necessidade e a possibilidade de implementacdo de

provas nos curriculos deste nivel de ensino.

Segundo o autor, houve consenso de que a prova seria, ndo somente um recurso,
mas também um conteldo bastante interessante de se trabalhar em sala de aula, desde que
ocorra uma relativizacdo do conceito em questdo. Dessa forma, poderia se admitir
argumentacoes ou verificagfes, por exemplo. As respostas dos pesquisadores
matematicos, assim denominados por Pietropaolo (2005), indicaram uma necessidade de
se desenvolver mais investigacOes sobre até onde, de fato, pode-se chegar em termos de
formalizacdo de uma prova neste nivel de ensino, pois houve divergéncias por parte dos
entrevistados nesse aspecto. Alguns deles sinalizaram a viabilidade de generalizagdes no
Ensino Meédio, enquanto outros, defenderam uma abordagem que valorizasse

fundamentalmente verificagcbes empiricas. Para além disso, uma preocupagdo em
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especifico, foi colocada em pauta: seria preciso observar com cuidado a énfase as provas
formais no Ensino Fundamental e Médio para ndo incorrer em uma volta ao formalismo,
devido a distor¢oes do que se sugere como possibilidades de trabalho com demonstraces.
Ao longo da elaboracdo de nossas atividades e de nosso trabalho em sala de aula,
buscamos refletir sobre este aspecto, no sentido de evitar ao maximo uma abordagem em
que as provas fossem colocadas de forma impositiva, sem nenhuma participagéo por parte

dos alunos participantes.

Quanto aos professores da Educacéo Basica, em seus relatos, citam dificuldades
de aceitacdo ou de compreensdo por parte dos alunos quanto as provas para justificar sua
pouca utilizagdo em sala de aula. Suas falas indicam que “[...] percebem o trabalho com
provas, mesmo as informais, muito mais como um ‘novo’ topico a ser incluido no
programa do que uma ferramenta para estudar Matemaética.” (PIETROPAOLO, 2005, p.
145). Por atuar em escolas, este grupo ndo sé foi entrevistado, mas analisou possiveis
validagOes matematicas de estudantes. Parte dos docentes elogiaram a criatividade e, ao
mesmo tempo, disseram gque nao poderiam avaliar de forma positiva, visto ndo se tratar

de provas do ponto de vista matematico.

Segundo esses professores, ao aceitar essas experimentagdes, correr-se-ia o
risco de favorecer a formacdo de uma idéia [sic] errdnea sobre o significado de
provar em Matematica. Mas como ndo aceitar e elogiar a iniciativa e a atitude
do aluno? O estudante que experimentou, porém ndo chegou a um certo grau
de formalizacdo, desenvolveu menos o raciocinio dedutivo do que o outro que
concluiu a tarefa corretamente? Como saber se este Gltimo ndo teria apenas
memorizado uma prova formal vista, por exemplo, em um livro?
(PIETROPAOLO, 2005, p. 172-173).

Como professores, também nos colocamos esses mesmos questionamentos. Sendo
assim, partimos do pressuposto de que diferentes niveis de validacdo possam coexistir, a
partir de uma estrutura comum de reflexdo que poderia se estabelecer em uma sala de

aula ou junto a um grupo de alunos, por exemplo.

Em suas consideracdes, Pietropaolo (2005) indica que parece haver uma crenga
de que mesmo sendo importantes, as provas se destinariam aqueles alunos com melhor
desempenho e de que seria importante pensar em situacdes que colocassem em evidéncia
a necessidade de validagdes. Sinaliza, ainda, que ha muito a se explorar e sugere estudos
cujo objetivo se relacione com as evolugGes dos alunos da Educagdo Bésica no

desenvolvimento de validages.
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Em sua tese de doutorado, Leandro (2012) investigou saberes mobilizados por
cinco professores da rede municipal de Sdo Paulo, em relacdo as provas matematicas.
Dados obtidos com observacdes diretas, anotacdes, entrevistas e atividades indicam que
os professores compreendem a elaboracdo de provas como sendo um processo. Quando
foram questionados sobre a importancia de se realizar demonstracbes com 0S seus
estudantes, os docentes associaram ao desenvolvimento do raciocinio l6gico, deducéo de
formulas, compreenséo, explicacédo e verificacdo de propriedades. Apesar de ndo se ter
investigado a pratica destes professores, eles relataram que provas pragmaticas sao

aquelas que mais aparecem em suas salas de aula.

Um dos professores participantes da pesquisa de Leandro (2012) relatou bastante
empolgacdo de sua parte ao discutir uma demonstracdo relativa a férmula resolutiva de
uma equacdo de 2° grau com seus alunos. Sentimento este que logo se transformou em
decepcdo, ao constatar que ninguém havia compreendido. Ao longo dos encontros,
percebeu-se a defesa dos participantes por provas de nivel intelectual apenas no Ensino
Médio quando, em tese, 0s estudantes ja teriam conhecimentos matematicos suficientes,
em uma direcdo contraria do que estamos defendendo. A esse respeito, em suas
consideracOes, 0 autor sinaliza a necessidade de se ampliar o significado de provas
matematicas, tanto na formacdo inicial, quanto continuada, pois essa visdo restrita da
prova enquanto técnica formal pode impedir a exploracdo deste tema no Ensino

Fundamental.

Nesse ponto, poderiamos acrescentar que, para além de dificultar a abordagem de
validagdes matematicas, poder-se-ia privar os estudantes de vivenciarem este processo
que envolve a elaboracdo de conjecturas, explicacGes, debate, convencimento, analise e
0 conhecimento das especificidades de se provar uma afirmacdo neste campo do
conhecimento. Se os estudantes forem colocados diante de atividades de validagédo
matematica apenas no Ensino Médio, ndo teriam eles ainda mais dificuldades de

compreender esse processo por vezes tao especifico?

Grinkraut (2009) acompanhou por dois anos e investigou o desenvolvimento
profissional de dois professores que participaram de um projeto de pesquisa direcionado
ao trabalho com validagdes matematicas na Matematica escolar. Eles eram estudantes do
Mestrado Profissional em Ensino de Matematica e elaboraram, aplicaram e analisaram

situacdes de aprendizagem relativas ao tema com alunos da Educagdo Basica. A autora
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buscava saber como a participacdo desses docentes no curso de Pos-Graduagao promoveu
transformacg6es em suas concepgdes e praticas.

Observou-se que uma das professoras, que teve a possibilidade de participar
ativamente de todas as acbes propostas, foi modificando sua concep¢do de prova.
Anteriormente, ela relatou incorporar em sua pratica docente acGes de seus proprios
professores que a ensinaram a reproduzir demonstragées. Acompanhando sua trajetoria,
Grinkraut (2009) identificou seu esforco em tentar proporcionar atividades que
favorecessem o envolvimento dos estudantes, como também uma passagem de provas
pragmaticas para intelectuais. Mesmo com historias diferentes, o outro participante da
pesquisa relatou que, quando era aluno, pouco ou nada ouviu falar sobre provas ou
demonstracdes. Na Graduacdo, elas foram exploradas de forma técnica, mecéanica. Sua
participacdo no projeto fez com que ele repensasse a visdo de que provas seriam

inacessiveis aos alunos.

Trevisan (2016), por sua vez, analisou propostas de intervencOes didaticas
elaboradas por professores para se trabalhar com validagdes matematicas referentes a
Geometria. Para sua analise, o autor selecionou atividades exploradas em um curso de
extensdo que envolveu 12 professores da rede publica de Mato Grosso. Para cada
atividade, ele incentivou os docentes a produzirem dois tipos de validagdes, sendo uma
delas empirica e outra que considerassem como sendo formal. Em seguida, eram
realizadas duas outras questdes do ponto de vista de uma abordagem possivel, ou seja, se
eles considerariam trabalhar com a atividade em sala de aula, e como se poderia propor
uma evolucéo da solucdo empirica & formal, e dos pontos de vista didatico e matematico,

e quais elementos julgariam importantes para discussdo em sala de aula.

Os dados produzidos pelos docentes sugerem pouca valorizacdo de validacdes
intelectuais, sendo a maioria provas do tipo empirismo ingénuo, isto é, baseadas em
poucos exemplos, testes ou observacdes. Parte das poucas provas teoricas produzidas
apresentaram equivocos. Nas palavras do autor, “[...] tendeu-se a valorizar mais o
emprego do registro em linguagem natural, como se esperava para este tipo de prova.
Algumas delas ficaram mais proximas de uma descricdo do que de uma deducédo

matematica, em especial as primeiras produzidas [...]” (TREVISAN, 2016, p. 159).

Percebeu-se que as produgdes empiricas e tedricas ndo foram discutidas pelos

professores de forma complementar, mas como formas distintas e sem articulagdo. Nao
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foram identificadas propostas explicitas para se trabalhar com validacgdes teoricas, porém,
foram apresentados encaminhamentos sequenciais e descritivos para exploracdo de
validacOes empiricas. Neste ultimo caso, solicitando, por exemplo, construcéo de figuras,

comparagoes ou explicacdes:

Nas provas teoricas, o que tivemos foi a elaboracdo (ou tentativa de
elaboracdo) de uma prova por parte dos participantes, e ndo de uma proposta
de trabalho. A prova elaborada era tida pelos professores, muitas vezes, como
sendo a forma a ser trabalhada pelo professor na sala de aula, € ndo de forma
efetiva pelos alunos. Aos alunos, caberia a contemplagdo da elaboracdo da
prova tedrica realizada pelo professor (TREVISAN, 2016, p. 168).

Encontrou-se evidéncias de que na maioria das vezes as dificuldades ndo estariam
relacionadas a compreensdo de conceitos ou conteidos, mas ao aluno e a sala de aula,

como a falta de interesse ou a falta do que os docentes chamaram de “base matematica”.

Ao final do curso de extensdo e de forma semelhante aos resultados de outras
pesquisas discutidas anteriormente, Trevisan (2016) identificou evolucGes nas
construgdes das validagcdes matematicas por parte dos professores. Para além disso, houve
mudancas no tocante a possibilidade de trabalhar com alunos provas tanto empiricas

quanto formais, apesar de timidas.

As pesquisas que aqui apresentamos, no tocante a formacdo continuada de
professores, reforcam a importancia de se desenvolver e de se participar de formacdes em
que sejam discutidas possibilidades de abordagens de valida¢6es matematicas em sala de
aula, tendo em vista a perspectiva de mudancas nas concepc¢des dos docentes, como
ocorreu com os participantes das pesquisas de Grinkraut (2009) e Trevisan (2016). Em
maior ou menor medida, elas representam um avanco se comparadas com a crencga de que
seria invidvel discutir com os estudantes provas matematicas ou, em outra direcdo, de que

apenas o professor pode repassar as demonstrac0es de maneira pronta, finalizada.

E evidente, também, que

Ha a necessidade de uma ampliagdo do significado das provas matematicas na
formac&o inicial e continuada de professores, pois verificamos, [...] que a visdo
Unica e exclusiva da prova de matematica enquanto técnica formal, age como
uma barreira para a exploragao das provas matematicas no ensino fundamental
(LEANDRO, 2012, p. 166).
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3.4 Pesquisas realizadas no @mbito da Educacéo Basica

Em nosso objetivo, pretendemos analisar producdes de estudantes de 9° do Ensino
Fundamental. Desse modo, ndo poderiamos deixar de olhar para pesquisas que

envolveram alunos da Educacdo Basica, suas consideracdes e seus apontamentos.

No Ensino Médio, temos a investigacdo de Santos (2015), que elaborou uma
proposta didatica com o intuito de privilegiar atividades envolvendo provas e
demonstracdes matematicas de modo que, quando utilizada em sala de aula, possibilitasse
aos alunos a compreenséo do significado de uma atividade de validacdo — semelhante ao

que pretendemos com a nossa pesquisa.

O enfoque foi o Teorema de Pitagoras e os participantes da pesquisa foram alunos
do terceiro ano do Ensino Médio. Em suas consideracdes, o autor afirmou que os
estudantes com os quais trabalhou, ndo tinham conhecimento da necessidade de provar o
teorema de Pitadgoras, e que, mesmo sendo um dos teoremas mais conhecidos e
demonstrados de toda a Matematica, os alunos ndo tinham conhecimento de sua
demonstracdo. Além disso, Santos (2015) destacou que eles tiveram dificuldades em
relacdo ao tratamento algébrico, o que dificultou efetivamente a realizacdo da prova do
Teorema pretendido. Sempre que necessario generalizar uma situacao dada, os estudantes
apresentaram problemas em relacdo a compreensdo do contexto da atividade. Nesse
sentido, o conhecimento matematico dos alunos interferiu diretamente na producdo da
validacdo pretendida, ainda que a sequéncia de atividades tenha sido pensada
considerando uma conducgédo para uma prova do Teorema do referido teorema. Segundo

0 autor, essa questdo desmotivou um pouco 0s participantes.

Assim como Santos (2015), outros realizaram investigaces com alunos do Ensino
Médio. Picelli (2010) aplicou dezessete atividades em seis sessbes com duracdo de
cinquenta minutos com o intuito de investigar validagdes e conjecturas produzidas por
alunos do primeiro ano do Ensino Médio. Entéo, os estudantes foram desafiados a
conjecturar teoremas relativos a Geometria, tais como: Teorema de Tales, soma das
medidas dos angulos internos de um triangulo, a medida do angulo central € o dobro da
medida do angulo inscrito no mesmo arco de uma circunferéncia, entre outros, que ja

foram provados e sobre os quais ndo ha davidas de que sejam verdade naquele contexto.
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A escolha dos alunos se deu porque, para 0 autor, era importante que eles ja
tivessem conhecimento sobre boa parte dos teoremas que iriam ser trabalhados. Segundo
o autor, “[...] esta escolha daria a oportunidade de provocar nos alunos a necessidade de
argumentar e provar teoremas ja conhecidos, com excecédo da ultima sessdo.” (PICELLI,
2010, p. 28).

Dessa investigacdo, depreendemos a fundamentalidade do trabalho do professor
para que os alunos alcancem provas intelectuais, pois, embora todos os alunos tenham
conjecturado que a soma da medida dos angulos internos de um triangulo seja 180°,
apenas cinco grupos, o equivalente a metade da turma, conseguiram justificar. Dessas
justificativas, apenas uma foi classificada como exemplo genérico, de maneira que este
so foi construido apo6s o auxilio e a orientacdo do professor. Ainda segundo o autor, €
importante, também, que se esclareca o significado de uma validacdo, pois é comum que
os alunos ndo saibam exatamente o que precisam fazer, porque geralmente eles ndo séo
estimulados a apresentarem validagdes (PICELLI, 2010). Essa questdo também foi
apontada por Lima (2015) que, ao analisar dados referentes a trés alunos do segundo ano
do Ensino Médio, percebeu, mesmo neste nivel de escolaridade, que ainda ha uma
confuséo entre o conceito de prova, o qual foi confundido com o conceito de avaliacao,
corroborando com o fato de que os alunos pouco tém contato com provas e

demonstracoes.

Para além disso, Lima (2015) aplicou um questionario com 20 estudantes de uma
turma de segundo ano do Ensino Médio, que trabalharam em duplas para respondé-lo.
Essa escolha se deu porque, em tese, estudantes daquele nivel de ensino j& teriam
conhecimentos sobre Geometria para discussdo dos temas que seriam trabalhados:
Teorema de Pitagoras, Teorema da Soma dos Angulos Internos de um Triangulo e
Teorema do Angulo Externo. Por meio da anélise dos dados, a pesquisadora buscou
investigar tipos de provas matematicas que pudessem ocorrer durante a aplicacdo da
proposta didatica implementada nos ambientes lapis e papel e no aplicativo de Geometria

dindmica Geogebra.

Lima (2015) pontuou dificuldades dos estudantes em relacio a Algebra para
resolver ou generalizar as atividades propostas. Foi observado que véarias questfes
permaneceram em branco porque eles ndo compreenderam ao certo o que precisavam
fazer. Ademais, muitos conceitos como produtos notaveis, calculo de areas e potenciacao,

por exemplo, ndo foram retomados pelos alunos no decorrer das resolugdes, do modo
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como era esperado. Nesse sentido, a autora afirma ser importante considerar os
conhecimentos prévios necessarios para o desenvolvimento da atividade. O trabalho com
o aplicativo ndo interferiu muito nas respostas dadas, pois nao havia uma familiarizacédo

com ele.

Algumas dessas preocupagOes foram observadas por Oliveira (2009), que
desenvolveu uma investigagdo com estudantes discutindo a producdo de validacdes
produzidas por alunos do 8° ano do Ensino Fundamental referente ao tema construcées
geométricas. A autora constatou a preferéncia dos alunos pelas provas do tipo empirismo
ingénuo, pois foram aquelas que proporcionaram maior seguranca a eles. Ainda segundo
ela, parte das dificuldades em relacdo a apresentacdo de justificativas foram
proporcionadas pelo ndo trabalho com argumentacdes no decorrer da vida escolar dos

alunos, porque a apresentacédo de resultados €, em geral, suficiente e aceita.

Em sua investigagéo, pudemos observar que ndo houve uma passagem linear das
provas do tipo empirismo ingénuo a experiéncia mental. Ao contrario, houve oscilagdes
dos resultados de modo que, em alguns momentos as respostas se aproximavam mais de
um ou de outro tipo de validacdo. E, mesmo tendo realizado uma breve explanacao sobre
conceitos importantes, que os alunos ja tenham visto de alguma forma, a maioria das

validacgdes apresentadas permaneceu no nivel empirico.

Além disso, é expressa a necessidade de se ter preocupacao com o enunciado das
questdes, pois sempre que este restringir o trabalho do aluno a construcdo de atividades
ou representacGes, mesmo diante da exigéncia de uma justificativa, podera ser dificil
conduzi-lo a experiéncia mental. Assim, “[...] atividades que envolvem justificativas séo
importantes para o desenvolvimento ndo s6 do raciocinio légico, mas também da
construcdo da independéncia do aluno em relacéo ao professor ao observar que suas ideias
também podem estar corretas.” (OLIVEIRA, 2009, p. 166).

Oliveira (2009) acrescenta ainda que é possivel que o aluno compreenda a
importancia de se validar conjecturas, porém este processo € longo e relaciona-se
particularmente com os conhecimentos em jogo. Em alguns casos, a dificuldade de
apresentar justificativas pode ter uma direta relagdo com o conhecimento dos alunos em
relacdo ao contetido que se esta trabalhando. Dessa maneira, quando ndo ha o dominio
dos conceitos ou contetidos necessarios, obviamente, havera dificuldades em relacdo a

apresentacdo de validagGes que se utilizam desses conceitos ou conteidos.
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Esse aspecto pode ser encontrado em nossa investigagdo de Mestrado
(KRAKECKER, 2016), em que desenvolvemos um trabalho voltado para a producéo de
conjecturas e de provas matematicas sobre o tema Angulos e Poligonos. Apods sete sessdes
com alunos de 8° ano, inferimos que os argumentos foram sendo modificados, conforme
os estudantes foram adquirindo ferramentas para suas validagcbes. Mesmo assim, em
muitas delas, eles escreviam suas justificativas como se estivessem contando 0 como ou

0 porqué acreditavam que a resposta ou a conjectura estaria correta.

Os dados indicaram ainda que aspectos relacionados ao enunciado das questdes
podem interferir na atividade matematica dos estudantes. Quando se propdem questdes
mais abertas, como em: “Que relagdes existem entre dois segmentos de reta que se
interceptam?”, tendem a favorecer a elaboracdo de conjecturas. Se o questionamento
estiver direcionado, como é o caso da pergunta: “E verdade que angulos opostos pelo
vértice possuem mesma medida?”, outras relagdes podem ser feitas, mas o foco tende a
ser a producdo de provas matematicas, pois a conjectura ja estd dada (KRAKECKER,
2016).

Araujo (2007), que investigou o0 ensino e a aprendizagem da prova com alunos da
7% série (o atual 8° ano) envolvendo construcBes geométricas e o software Cabri
Géometre, identificou dificuldades relacionadas a lingua materna — escrita e falada. Em
suas consideracdes, destaca-se a possibilidade do professor auxiliar os alunos a proporem
e organizarem seus raciocinios, no sentido de uma linguagem matematica cada vez mais

adequada.

No que concerne as provas que foram produzidas, de modo geral, foi observado
que os estudantes possuem dificuldades em organizar a escrita de uma validacdo, tendo
preferéncia por palavras, em especial, que ja& conhecem. Além disso, nem sempre
conseguem separar a descricdo da justificativa e que, por isso, suas provas na maioria das
vezes combinam estes dois elementos e argumentos empiricos com tedricos (ARAUJO,
2007). Segundo o autor, a idade escolar e a falta de contato com atividades de validacao

matematicas podem ter influenciado, neste caso,

O tipo de raciocinio que se emprega em demonstragdes matematicas exige
muito mais tempo para ser consolidado de alguma forma. N&o se trata somente
de entender como se faz uma determinada prova matematica, mas de entender
as vérias facetas que uma prova pode ter, bem como seu funcionamento
(ARAUJO, 2007, p. 195).
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Essa questdo da escrita € citada por Mello (1999), ao afirmar que o aluno pode até
raciocinar corretamente ou obter a solucdo adequada de um problema, mas pode
apresentar dificuldades relacionadas a escrita e a apresentacdo de uma
explicagdo/justificativa. No Ensino Fundamental, principalmente até o segundo ciclo, a
producdo de validagBes ainda est4 muito relacionada a linguagem materna. Esse fato é
corroborado por discursos de varios professores atuantes na Educacao Basica que relatam
perceber o entendimento e o convencimento por parte do aluno e, a0 mesmo tempo, a
dificuldade de se expressar de outra forma que ndo seja falando ou escrevendo com suas
préprias palavras (LEANDRO, 2012). Sendo assim,

Os resultados das sessdes confirmam que a redacdo da demonstracdo constitui
um obstaculo, o aluno pode raciocinar corretamente, enxergar a solu¢do, mas
ter dificuldades em formalizar seus argumentos de modo preciso. [...]. Assim,
a redacdo da demonstracéo foi feita com indmeras intervencGes por parte do
pesquisador (MELLO, 1999, p. 164).

Leandro (2012), acredita que, em partes, isso se deva ao costume que temos em
nossas atividades cotidianas, pois € assim gque nos comunicamos, por meio da linguagem
natural. E preciso admitir, segundo o autor, que o sistema de validagdo em matematica é
especifico. Dessa forma, é importante que a escola o explore e o discuta junto aos

estudantes.

Mello (1999) desenvolveu uma sequéncia didatica considerando o ensino de
Geometria da oitava série, 0 equivalente ao atual 9° ano, e investiu no estudo da
demonstracdo em Geometria como técnica a fim de que os alunos pudessem melhor
compreender 0s conceitos em jogo. A autora analisou mais de 160 respostas dadas por
alunos, e constatou que a maioria deles ndo atribuia sentido a atividades que ndo
continham ndmeros ou medidas nas figuras/enunciados. Parte deles chegou a responder
que seria impossivel resolver sem o auxilio de uma régua, o que evidencia um “status”
pratico do conhecimento, em que a observacao e a experimentacdo tém maior importancia

do que outras relagdes que envolvam algum tipo de raciocinio genérico.

Fica evidente, segundo a autora, que alunos participantes da pesquisa, de modo
geral, ansiavam pela apresentagdo de medidas, valores e numeros. Nos problemas

propostos em que ndo ha a presenca desses elementos, as respostas empiricas s&éo muitas,
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tais como aquelas acima citadas. Sobre este trabalho, fazemos duas reflexées. Uma tem
relacdo com o enunciado, pois, como o teste foi aplicado unilateralmente, ndo h4 como
saber em que medida houve, ou ndo, davidas a este respeito. Outra reflexdo, relaciona-se
a dificuldade apresentada pelos alunos ao se raciocinar de modo genérico, independente

dos valores que séo atribuidos as medidas.

Para superar possiveis lacunas entre a apresentacao de provas empiricas e aquelas
em que ha a presenca da generalidade, Mello (1999) acredita que seja necessario
compreender as diferencas entre um discurso argumentativo que se utiliza da linguagem
materna e uma articulagdo dedutiva; orientar os alunos em exercicios de demonstragao,
especificando hipdtese-teorema-conclusdo, bem como auxilid-los a apresentarem
justificativas partindo da hipdtese. Salientamos que o trabalho de Mello (1999) estava
inclinado a aprendizagem das demonstracdes, diferentemente da nossa proposta, cuja
intencdo € a institucionalizacdo e a normatizagdo da apresentacdo de justificativas, de
maneira orientada e gradual. O aparecimento de provas genéricas permanece no plano
secundario a compreensdo da necessidade da apresentacdo de validacGes, porque
acreditamos ser importante que ocorra em primeiro este processo para posterior

apresentacdo de demonstragdes.

Mesmo com um enfoque direcionado a aprendizagem e a producdo de
demonstracdes, a redacdo de algumas delas somente foi possivel com intervencdo do
professor e no teste final aplicado, apenas dois alunos obtiveram éxito nesta tarefa. Nossa
pesquisa se distancia um pouco da de Mello (1999), pelo fato de ndo focarmos tanto na
redacdo de uma demonstracdo, mas sim, na producdo de provas. Nosso objetivo se afasta
na medida em que pretendemos, primeiro, suscitar a necessidade da apresentacdo de
justificativas, no contexto das aulas de Matematica. De maneira paralela, também é nossa
intencdo discutir o emprego do raciocinio genérico em situac6es diversas, considerando
que em situacGes de demonstracdo ele necessitara ser utilizado. Por exemplo, na
afirmacéo de que todo triangulo isosceles possui dois angulos congruentes, sua validagédo
exigira a compreensdo de que a propriedade precisa ser valida para todos 0s casos
possiveis — todos os triangulos isdsceles possiveis. Outro exemplo é a prova de que a
soma de dois numeros pares sempre resultard em um namero par. Nesse caso, precisara
Se pensar em como representar todos 0s nimeros pares possiveis de modo generico. A
autora néo disponibilizou no corpo do texto, nem no anexo, as imagens das resolucoes

para que pudéssemos analisar a composicao das (tentativas) de demonstragdes realizadas.
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Leandro (2006) realizou um amplo estudo em que codificou respostas de mais de
2000 alunos com idades entre 14 e 16 anos em um questionario que continha cinco
perguntas relacionadas ao Fatorial, como parte do trabalho desenvolvido pelo projeto
AProvaME®, De modo geral, o desempenho dos estudantes que compunham a amostra
foi abaixo do esperado. Constatou, também, que nem sempre o desempenho de alunos de
escolas particulares € melhor do que aqueles de escola publica. Outra pesquisadora que
se dedicou a analise das respostas do questionario citado foi Souza (2009), mas de forma
direcionada a uma questdo de Geometria. Especificamente, em relacdo a soma da medida
dos angulos internos de um quadrilatero e verificou que apenas 49 alunos apresentaram
uma resposta considerada adequada a questdo, ou seja, que, além de corretas, estavam
totalmente justificadas. Alias, mais de 800 estudantes ndo apresentaram justificativas ou
apenas repetiram o enunciado. Fica evidente, portanto, o predominio do tipo de “[...]
prova pragmética com o exercicio preferencial de acbes diretas sobre determinadas

representacdes concretas dos objetos matematicos.” (SOUZA, 2009, p. 54).

Ainda no ambito da Educacdo Bésica, mas em nivel de Doutorado, acrescentamos
ao dialogo as pesquisas de Carvalho (2014) e Nunes (2011). Em sua pesquisa, Carvalho
(2014) descreve o desenvolvimento de um ambiente digital, chamado Consecutivo'?, com
0 qual teve a intencdo de favorecer a formulagdo de conjecturas e provas, relativas ao
tema “teoria dos niimeros” na Educacdo Basica. Sendo assim, analisaram-se dados de
alunos de 9° ano do Ensino Fundamental e de 2° ano do Ensino Médio. A aplicacédo do

teste ocorreu em sessdes, cujo tempo aproximado foi de duas horas.

Embora sua concepc¢do de prova se assemelhe a nossa, o foco de sua pesquisa foi
o ambiente digital Consecutivo e suas possibilidades de intervencdo, quando o tema é
validacBes matematicas. No ambiente, foram propostas diversas atividades, cuja
finalidade variava entre explorar, conjecturar, organizar e provar. Ao analisar os dados
produzidos, Carvalho (2014) percebeu que atividades que envolveram conceitos ja
conhecidos dos estudantes, como no caso de par ou impar, parecem ter favorecido a
formulacdo de conjecturas e de justificativas. O mesmo ndo aconteceu quando as

formulacdes envolveram operacdes aritméticas, que demandaram conceitos que eles nao

11 Projeto que tinha como proposta investigar a concepc¢do de alunos da oitava série do Ensino Fundamental
e primeira série do Ensino Médio sobre a questdo da argumentacdo e prova matematica. Em uma de suas
fases foram aplicados questionarios em 81 turmas em escolas publicas e provadas de Sdo Paulo (SOUZA,
2009).
12 Disponivel em <https:/linux.ime.usp.br/~vitorsrg/consecutivo/index.html> Acesso em 20 de ago. de
2021.
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dominavam, pois, 0s argumentos geralmente foram baseados em exemplos ou casos

especificos.

A presenca de comandos do tipo “explique porque a regularidade ocorre” fez com
que as duplas se engajassem na busca por justificativas, ainda que a maior parte delas
tenha sido empirica. No mesmo sentido, atividades que exigiam convencimento
impulsionaram 0s estudantes a procura por um argumento mais formal, porque

precisavam atender a uma demanda do enunciado.

Quanto as producgbes, a autora identificou que, de forma geral, houve um

envolvimento com o processo de validagdo matematica:

Ao analisar 0s casos em que os participantes ofereceram justificativas escritas
para as conjecturas propostas, notei que 78% das respostas poderiam ser
classificadas como provas. Isto quer dizer que a maioria das justificativas
escritas dos estudantes foram explicacbes logicamente conectadas as quais
expressavam porque determinada conjectura seria ou ndo valida. Neste
contexto, a lingua materna foi utilizada para representar as ideias dos
participantes em todas as producbes. Nos casos em que 0s estudantes ja
estavam mais familiarizados com as representagdes algébricas, as provas
escritas foram representadas com um misto de lingua materna e &lgebra
(CARVALHO, 2014, p. 298, grifo da autora).

A autora atribuiu o dominio da linguagem materna as tentativas de tornar
compreensivel conhecimentos ¢ descobertas. E, “[...] 0s estudantes afirmaram que
argumentos algébricos eram mais dificeis de seguir e poderiam causar confusdo se a
pessoa ndo estivesse muito certa a respeito da validade de uma conjectura.”
(CARVALHO, 2014, p. 302).

Por fim, Nunes (2011), em sua investigacdo, propds uma sequéncia didatica em
que analisou a préatica da argumentacdo como método de ensino com alunos do 5° ano do
Ensino Fundamental. Desenvolveram-se 10 sessGes de aproximadamente 1h30min na
sala de aula e no laboratorio de informatica com seis alunos. O foco do autor foi a
producdo de argumentacgdes relacionada aos conceitos de area e de perimetro. Ao final,
constatou-se que a pratica da argumentacdo favoreceu a compreensdo dos conceitos
matematicos envolvidos, confirmando, segundo o autor, sua hipétese inicial de pesquisa.
Em suas palavras: “[...] a pratica da argumentacdo se revelou nessa pesquisa como um
método que favoreceu a compreensdo dos conceitos de area e perimetro de figuras planas,
confirmando nossa hipdtese.” (NUNES, 2011, p. 196).
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Nunes (2011) sinaliza que em muitos momentos, os alunos tiveram dificuldades
para registrar de forma escrita seus argumentos. Entéo, alguns relatos e explica¢fes foram
tomadas apenas de forma oral. Como uma possibilidade de investigacao, o autor sugere
que sejam analisadas modificacdes quanto a implementacédo de argumentacgdes nas aulas
de Matematica. Em nossa proposta, buscamos abarcar tal acdo, envolvendo alunos que se
encontram no 9° ano do Ensino Fundamental. Distanciamo-nos um pouco dessa
abordagem no que se refere as argumentacées, uma vez que ele as trata como um metodo,
uma alternativa metodoldgica. Em nosso caso, ndo nos preocupamos com este aspecto
em especifico, pois entendemos que a utilizacdo de validacfes matematicas em sala de
aula deve ocorrer sempre que possivel, independentemente do conteldo, visto estar

relacionada a um processo.

Diante dessas consideracdes, quanto as atividades e a producdo de provas
realizadas pelos alunos, observamos que, em algumas situacdes, ndo ha compreensdo
sobre a necessidade, isto &, sobre o porqué de se apresentar validagfes (SANTOS, 2015;
PICELLLI, 2010) e, neste sentido, o trabalho do professor ficou evidente (PICELLI, 2010;
OLIVEIRA, 2009; ARAUJO, 2007). Além disso, depreendemos a importancia do
conhecimento matematico do aluno sobre os conteldos em jogo na situagdo, bem como
a compreensdo do enunciado. Perguntas direcionadas (LIMA, 2015; KRAKECKER,
2016), a utilizacdo de exemplos, numeros, figuras, entre outros (MELLO, 1999), ou a
exigéncia de justificativas no enunciado (CARVALHO, 2014), podem contribuir neste

sentido, a depender do que se pretende.

No que se refere as dificuldades, de maneira geral, as pesquisas indicam que a
maioria das validacGes permanece no nivel empirico (LEANDRO, 2006; SOUZA, 2009).
Entretanto, ao analisar as produgdes dos alunos, foi possivel identificar elementos mais
especificos, como € o caso do conhecimento do conteddo em si (OLIVEIRA, 2009;
CARVALHO, 2014) e da utilizacdo de conhecimentos algébricos necessarios a algumas
generalizagbes (SANTOS, 2015; LIMA, 2015). Essa ultima questdo pode estar
relacionada ao tratamento da Algebra propriamente dita, como também a
ressignificagdo/reinvestimento necessario em determinadas atividades. A compreensao
do enunciado também pode influenciar no que se refere a apresentacdo de validagdes,
visto que nem sempre hd um entendimento claro do que € para ser realizado (SANTOS,
2015). Dentre as dificuldades identificadas, podemos citar também equivocos quanto ao

significado da atividade de provar (LIMA, 2015), e ao estabelecimento de relagOes entre
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linguagem materna, linguagem matemaética e a organizacao da escrita de uma validacao
(ARAUJO, 2007; MELLO, 1999; CARVALHO, 2014; KRAKECKER, 2016).

Em quase todas essas investigacdes, podemos observar que, de modo geral, as
producdes dos estudantes sdo de nivel pragmatico, havendo evolucBes quanto ao tipo de
prova no decorrer da interacdo pesquisador/aluno. Para superar esse desafio, observamos
indicacdes para um trabalho que seja desenvolvido a longo prazo (OLIVEIRA, 2009;
NUNES, 2011; KRAKECKER, 2016) para que, aos poucos, as validacGes passem a fazer

parte do trabalho dos alunos.

Proximo ao entendimento de Oliveira (2009), tomamos a atividade matematica de
provar como sendo um processo, porque, quando apresentada por primeiro, o debate pode
se encerrar antes mesmo de ter inicio, e a demonstracdo pode assumir uma carateristica
impositiva. Quando se trabalha desta Gltima forma, a validacdo ndo explica e nem
justifica, pois ela ja esta pronta, acabada e ndo ha praticamente nada que o aluno possa
fazer. Isso ndo significa deixar de discutir e de incentivar um processo de validagdo que
envolva elementos de generalidade, porque é a partir dele que o estudante podera

experienciar particularidades da atividade de provar.

Consideramos, porém, que a apresentacdo de provas deve respeitar a maturidade
e as especificidades do publico com o qual se esté trabalhando e que a aprendizagem deve
ser preocupacado primaria em relacdo a apresentacdao de demonstraces. Mais importante
do que enunciar aos alunos as funcbes de uma prova, é a vivéncia destas mesmas funcoes,
nos processos de ensino e de aprendizagem, de modo continuo e processual, adequado ao
nivel da turma. Enunciar, é o que geralmente fazemos e poderiamos nos perguntar: o que
disso permanece com nossos alunos? Por isso defendemos a importancia de se
proporcionar a eles diversas e diferentes experiéncias com as validacdes, desde o trabalho
de elaboracdo de conjecturas até a discussao de uma prova mais complexa,

independentemente do contetdo, de forma adequada ao ano de estudo.

3.5 Consideragdes

Neste capitulo, contextualizamos pesquisas que se relacionam com o tema
validagdes matematicas. De forma geral, elas nos sugerem que é comum que estudantes,

licenciandos e, até mesmo, professores apresentem dificuldades relativas ao processo de
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producdo de provas e ao reconhecimento de suas limitagdes, pois independentemente do
nivel de ensino, a maioria das producgdes foram pragmaéticas. Elas também sinalizaram a
importancia de se discutir e se proporcionar diferentes experiéncias que envolvam provas
matematicas aos alunos, visto que muitos relataram ndo terem tido contato ou nao

lembrarem desse tipo de atividade.

Assim, identificamos que sdo poucas as investigacbes que desenvolveram
propostas para aléem da Geometria. Também sentimos falta de intervencdes que sejam
realizadas na sala de aula e por um periodo de tempo maior do que algumas sessdes, como
aquela desenvolvida por Oliveira (2009), na qual se observou que, apesar da grande
dificuldade dos alunos relacionadas a producdo de validaces, eles foram percebendo, aos
poucos, a necessidade de provar conjecturas. Esses sdo aspectos que nos distanciam das
pesquisas citadas, tendo em vista que discutimos validacdes matematicas que permearam
diversos contetdos no decorrer do ano letivo de 2020. Ndo somente isso, pensamos e
desenvolvemos atividades para serem aplicadas durante as aulas de Matematica de turmas

de 9° ano que estavam sob nossa regéncia.

Ao longo da elaboracdo de nossas atividades, além de elementos advindos do
Modelo de Tipologia de Provas e da Teoria das Situacdes Didaticas, também levamos em
consideracdo sugestdes e apontamentos deste capitulo. Por exemplo, uma atencdo ao
enunciado e aos conhecimentos prévios dos estudantes, possiveis dificuldades com a
utilizacdo da algebra e a utilizacdo de atividades mais direcionadas ou ndo, conforme

objetivo previamente estabelecido.
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4. PERCURSO METODOLOGICO DA PESQUISA: HISTORIA E
CONTEXTO

(]

— 6 delicioso véol

Ela serd encontrada wiraculosamente incélume va calgada,
Outra vez crianga...

(]

Apresentamos neste capitulo o percurso metodoldgico de nossa investigacao.
Trata-se de uma pesquisa qualitativa, do tipo estudo de caso e, nesse sentido, contamos,
de maneira descritiva a “historia”, ndo sé de nosso processo de doutoramento, mas
também, dos movimentos que fizemos em meio a producdo de nossos dados. Dessa
forma, buscamos caracterizar a pesquisa qualitativa, 0 contexto em que a experimentacao
ocorreu, assim como os alunos participantes. Em seguida, trazemos as atividades que

desenvolvemos junto deles, ao logo das Fases Il e I1.

Para nos, relatar esse processo de constituicdo € também uma maneira de deixar
claro o que pontuamos logo no inicio deste texto: o contexto e as pessoas envolvidas

importam.

4.1 Caracterizando nossa pesquisa qualitativa

Nossa investigacdo é de cunho qualitativo. Em uma pesquisa qualitativa, aqueles
que participam da investigacdo sdo constantemente questionados sobre como interpretam
as experiéncias as quais sdo submetidos e sobre a forma segundo a qual estruturam aquilo
que vivenciam (BODGAN; BIKLEN, 1994). Por isso, pode-se dizer que ela “[...] assume
muitas formas e € conduzida em maultiplos contextos.” (ibidem, p. 16). Nesses quase
quatro anos, perpassamos pelo estudo, preparacdo, idealizacdo, (re)organizacdo e
(re)elaboracéo de nossa proposta, conforme o objetivo de investigarmos a producdo de
validagcbes matematicas de estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental — mais

especificamente, suas producdes ao longo de, pelo menos, um ano letivo.

Diante dos dados que foram produzidos por meio de nossa interagao junto aos

estudantes, buscamos priorizar o significado, a compreensao e a discussdo de ag¢Oes tanto
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as nossas quanto as dos alunos, evidenciando dados e informagdes descritivas. Todas
essas caracteristicas estdo relacionadas a pesquisa qualitativa, visto tratar-se de um “[...]
caminho para escapar da mesmice. Lida e da atencdo as pessoas e as suas ideias, como
também, procura fazer sentido de discursos ¢ narrativas que estariam silenciosas.”

(D’ AMBROSIO, 2013, p. 21).

Bodgan e Biklen (1994, p. 47) apresentaram cinco caracteristicas fundamentais de
uma pesquisa qualitativa, sendo que a primeira delas ¢ a de que “[...] a fonte direta de
dados é o ambiente natural, constituindo o investigador o instrumento principal.”. Em
nosso caso, 0 ambiente pesquisado foi principalmente a sala de aula reconfigurada em
conformidade com as aulas ndo presenciais. Nesse viés, estdvamos inseridos neste espaco,
sendo pesquisadora e, a0 mesmo tempo, professora regente de quatro turmas de 9° anos
atribuidas em uma escola pertencente a rede publica estadual de ensino no Estado de Mato

Grosso.

A segunda caracteristica apontada pelos autores é a de que os dados sdo
principalmente descritivos, podendo ser obtidos por meio de entrevistas, notas de campo,

fotografias, imagens, videos, entre outros:

Né&o é raro passarem despercebidas coisas como 0s gestos, as piadas, quem
participa numa conversa, a decoracdo de uma sala e aquelas palavras especiais
que utilizamos e as quais 0s que nos rodeiam respondem. A abordagem da
investigacao qualitativa exige que 0 mundo seja examinado com a ideia de que
nada é trivial, que tudo tem potencial para constituir uma pista que nos permita
estabelecer uma compreensdo mais esclarecedora do nosso objeto de estudo.
(BODGAN; BIKLEN, 1994, p. 49).

Desse modo, uma parte dos dados se constitui a partir da descricdo de todas as
acOes que foram desenvolvidas com os estudantes. Além disso, acrescentam-se registros
fotograficos, prints, conversas, e duas breves entrevistas ocorridas em duas Fases,
conforme explicamos mais adiante. Entdo, procuramos relatar como nossa
experimentacdo foi sendo conduzida, por entendermos que a descri¢do também funciona
como uma maneira de producgdo de dados, especialmente “[...] quando se pretende que
nenhum detalhe escape ao escrutinio.” (idem). Ainda no que se refere a pesquisa
qualitativa e a priorizacao de procedimentos descritivos, Borba (2004, p. 2) escreve que
estas acOes tém a ver com a visdo do conhecimento que, neste caso, “[...] admite a

interferéncia subjetiva, o conhecimento como compreensdo que é sempre contingente,
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negociada e ndo é verdade rigida. O que é considerado ‘verdadeiro’, dentro desta

concepcéo, € sempre dindmico e passivel de ser mudado.”.

A terceira caracteristica elencada é a de que os pesquisadores estdo mais
interessados no processo do que no produto em si. Intencionamos, justamente, investigar
0 processo de produgdo de validacBes, priorizando caminhos, escolhas e raciocinios
empregados pelos estudantes. Para n6s, muito mais importante do que a prova em si é 0
processo pelo qual ela foi constituida, dificuldades identificadas, compreensfes e
descobertas ocorridas durante o desenvolvimento da atividade matematica. Utilizamos
essa ideia, tanto para explicitar como esta pesquisa foi sendo constituida, quanto em
relacdo aos dados, ou seja, descrevendo e analisando o processo dos préprios alunos.

A quarta caracteristica apontada por Bodgan e Biklen (1994) é a tendéncia de se
analisar dados de forma indutiva, isto é, os construtos sdo elaborados a medida que as
informagdes véo sendo obtidas e analisadas. N&o se investiga com o intuito de confirmar
ou informar hipéteses tidas a priori, ou seja, “[...] esta-se a construir um quadro que vai
ganhando forma a medida que se recolhem e examinam as partes.” (idem, p. 50). Entao,
com base em nosso referencial teorico, elaboramos, aplicamos e, de forma indutiva,
analisamos as producdes de dois alunos. Buscamos levar em conta o contexto em que elas
foram desenvolvidas, possiveis funcGes, niveis e tipos de provas, como também as

préprias atividades.

A quinta caracteristica € a importancia dada ao significado, em que se busca a
compreensdo de como diferentes pessoas atribuem sentido a vida e as situagbes que
vivenciam. Tentamos analisar os dados que foram produzidos, buscando compreender
como os alunos envolvidos atribuiram sentido as atividades de validacdo que lhes foram
propostas, com vistas a analise deste processo. Sem deixar de lado o contexto maior em
que eles e nds estadvamos inseridos, qual seja, uma Fase de paralizacdo total de aulas e,

em seguida, uma Fase de aulas ndo presenciais.

Investigagdes qualitativas que buscam conhecer e compreender a especificidade
de uma entidade, de uma pessoa, de uma instituicdo ou do proprio processo de producao
de provas, como intencionamos, podem ser caracterizadas como um estudo de caso
(PONTE, 2006; YIN, 2001). Nesse tipo de pesquisa qualitativa, debruca-se sobre uma
situacdo especifica que se acredita ser unica, pelo menos em determinados aspectos,

buscando saber seus elementos essenciais. Em nossa investigacdo, essa situacao
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especifica se caracteriza pela analise do processo de producéo de validagfes matematicas
de dois alunos que cursam o0 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola estadual de
Mato Grosso, durante o desenvolvimento de aulas ndo presenciais, em meio a um cenario

pandémico. De acordo com Ponte (2006),

O que explica que o caso seja como € sdo sempre as determinantes internas, a
sua histéria, a sua natureza, as suas propriedades proprias, bem como as
influéncias externas, préximas e distantes, directas e indirectas que recebe do
seu contexto. Por isso, no estudo de um caso, seja ele qual for, € sempre preciso
dar atencéo a sua histéria (0 modo como se desenvolveu) e ao seu contexto (0s
elementos exteriores, quer da realidade local, quer de natureza social e
sistémica que mais o influenciaram) (PONTE, 2006, p. 5, grifos do autor).

Em face do exposto, para além das especificidades dos estudantes e da sequéncia
de atividades e das agdes, tanto as nossas quanto as deles, por exemplo, ndo ha como
deixar de enfatizar a historia, isto é, a realidade que se impds conforme fomos
constituindo nossa investigacdo. Nesse mesmo sentido, concordamos com D’ Ambrosio
(2013, p. 21), quando escreve “eu diria que ¢ mais apropriado ‘relatar sobre pesquisas’.

[...]”. Para o autor,

Um grande problema que percebemos em diversas pesquisas é que, muitas
vezes, esse caminho ndo é apresentado pelo autor. Talvez ele pense que aquele
caminho percorrido até o estabelecimento da pergunta tenha sido cheio de
enganos, ndo merecendo ser divulgado, e ndo perceba que a pergunta é a
sintese desse caminho, ou seja, que todo processo de construcdo da pergunta
faz parte da propria pergunta (D’ AMBROSIO, 2013, p. 33).

Tomamos como principio de que a descricdo dos caminhos que percorremos seja
importante de ser realizada, porque ela faz parte do processo de constituicdo de nossa
questdo de pesquisa. Mas ndo somente isso. Trata-se de um entendimento, segundo o qual
“[...] o conhecimento ndo ¢ isento de valores, de intencdo e da historia de vida do
pesquisador, e muito menos das condi¢bes socio-politicas [sic] do momento. (BORBA,
2004, p. 3). Alem disso. segundo Ludke e André (1986, p. 30), “a parte descritiva
compreende um registro detalhado do que ocorre ‘no campo’.”, o que envolve a descrigdo
dos sujeitos, reconstrucdo de didlogos (palavras, gestos, observagdes), descricdo de
locais, descricdo de eventos especiais, descricdo das atividades e 0s proprios

comportamentos do observador.
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Buscando atender esses elementos, mesmo tentando evitar, em alguns trechos do
topico seguinte, poderd ser percebida uma interlocucdo entre a fala da pesquisadora e a
fala da professora, pois ndo ha como separar totalmente estes papéis. Essa composicéo
foi acontecendo, porque muitas das decisdes e dos rumos que seguimos se deram em
funcédo do que estava ocorrendo no ambiente da escola, uma vez que a parte experimental

desta investigacdo havia sido organizada para ser realizada neste espaco.

4.2 Contexto, alunos participantes e procedimentos: uma histéria a ser contada

Inicialmente, tinhamos a hipdtese de que algumas atividades, elaboradas de
maneira estratégica, pudessem favorecer a producdo de provas matematicas. Entédo,
pensamos em desenvolver, aplicar e analisar uma sequéncia didatica com um grupo de
estudantes do Ensino Fundamental, durante um periodo determinado de tempo. Apos
discuss0es realizadas nos mais diversos espacos, como, por exemplo, nas disciplinas do
curso, nas reunides de orientacdo ou nas conversas com colegas, o projeto foi sendo

alterado.

A0s poucos, a possibilidade de desenvolver uma pesquisa no chdo da sala de aula,
com nossos proprios alunos, discutindo com eles validagcbes matematicas sempre que
possivel, independentemente dos temas abordados, foi ganhando forma. A ideia era a de
que desenvolvéssemos nossa pratica docente e, de forma paralela, nossa experimentacdo
de tal forma que ndo fosse possivel uma separacdo entre o que seria “atividade de
matematica” e “atividade da pesquisa”. De um ponto de vista mais amplo, essa separacao
nem sequer faz sentido, porque atividades de validacéo séo, ou a0 menos deveriam ser,

uma atividade matematica.

Pensamos em turmas de 8° ano, pois, neste nivel de ensino, identificamos alguns
contetdos/temas que poderiam ser mais favordveis a elaboracdo de conjecturas e de
validages. Por exemplo, nas unidades teméticas Numero e Algebra poderiamos incluir
questdes como: “E verdade que o resultado da soma de dois niimeros pares sera sempre
par?”, além de explorarmos a identificagdo de padrdes, conforme orienta¢des curriculares
(BRASIL, 2018). No campo da Geometria, tinhamos a possibilidade de discutirmos
validagdes referentes a angulos, angulos internos e externos de poligonos, nimero de

diagonais de um poligono, como tambem propriedades de quadrilateros, poligonos de
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modo geral e relagBes envolvendo area, em conformidade com habilidades a serem

desenvolvidas, segundo a Base Nacional Comum Curricular.

Assim, no ano de 2019, pudemos iniciar nossa producdo de dados com estes
alunos, em uma escola da rede publica estadual de Mato Grosso, durante as aulas
presenciais de Matemaética, trabalhando com os temas Conjuntos numéricos e Expressdes
algébricas. Por razbes adversas'®, ndo foi possivel continuar este trabalho e o
consideramos como uma pré-experimentacdo, compondo 0 que mais tarde

denominariamos de Fase | da investigacéo.

Na Fase I, tivemos a oportunidade de vivenciar esse processo que envolve a
organizacao e a aplicacdo de atividades de validagdo de forma presencial, discutindo com
o0s estudantes suas principais davidas, dificuldades e inquietac6es. Para além disso, nossas
angustias, enguanto professores e pesquisadores, também se evidenciaram, quando
pensdvamos, por exemplo, sobre os dados que obteriamos, os contetdos que tinhamos
que trabalhar, a producdo de provas ou a gestdo da sala de aula. Pudemos interagir e
dialogar sobre suas formas de pensar, suas ideias e suas conjecturas. A expectativa que
tinhamos era a de que desse tudo certo durante a experimentacdo que estava se iniciando,
afinal estdvamos colocando em pratica o que defendiamos — e defendemos —
teoricamente. Isto é, que conseguissemos desenvolver nossas atividades junto aos
estudantes, que pudéssemos discutir junto deles validacdes matematicas possiveis, cada
vez mais elaboradas. Hoje, buscamos refletir sobre o que exatamente significa dar tudo
certo. Confiantes de que ainda poderiamos continuar o que ja haviamos iniciado,
passamos a reorganizar nossa proposta para que ela viesse a ser implementada com os

mesmos estudantes, que agora estariam no 9° ano.

No entanto, antes disso, sentimos necessidade de ouvi-los sobre as atividades
desenvolvidas ao longo da Fase I. Essa acdo se justifica devido ao nosso objetivo geral
consistir em investigar o processo de validagdo matematica desenvolvido pelos estudantes
e, embora seja necessario estabelecer um recorte temporal, na pratica, buscamos
desenvolver um trabalho continuo. Nesse sentido, o que os alunos tinham a nos dizer?
Entrevistamos alguns deles, considerando as questdes norteadoras: “VVocé notou ou
lembra de algo diferente nas aulas de Matematica neste ano?”’; “Dos exercicios e das

atividades, o que vocé lembra e, o que achou?”’; “Vocé se lembra da utilizacdo dos

13 Vivéncia de uma greve com duracdo de 75 dias e a realizagdo de projetos de intervencéo solicitados
pela gestdo escolar.
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gravadores? Conte um pouco sobre isso!”’; “O que vocé achava das atividades desses dias,
lembra?”; “O que vocé achava das atividades, em que a gente precisava explicar,

justificar...?”. Esses foram os direcionamentos da Entrevista 1.

E importante esclarecer que, embora tenhamos tentado sempre manter atividades
de validagdo presentes na sala de aula, durante a entrevista, ndo tinhamos grandes
expectativas para além do objetivo explicitado anteriormente, qual seja: ouvi-los.

Relatamos essas acfes porque elas fizeram parte do processo de constituicao de
nossa pesquisa, e porque elas nos ajudam a esclarecer que as atividades aplicadas aos
alunos analisados no decorrer das demais Fases, ndo lhes eram totalmente estranhas.
Portanto, quando nos referiamos a palavra conjectura, por exemplo, devido a Fase I,
esperavamos que eles ja tivessem nocdes sobre seu significado. Essa pré experimentacdo
contribuiu para que seguissemos planejando nossas intervencgdes, pois percebemos que
seria importante inserir outras atividades de validacdo matemética em nossa préatica
docente, ndo se restringindo aquelas que gostariamos de analisar neste relatério de tese.
Assim, possibilitando que elas estivessem sempre presentes. Além disso, o uso dos
gravadores precisaria de mais atencéo, pois, na dinamica da sala de aula, alguns registros
ficaram incompreensiveis. Seria preciso mais cuidado em relagdo aos conhecimentos
prévios dos alunos, porque percebemos que, em algumas situacées, uma breve explicagdo
anterior a atividade, sobre determinado conceito, foi insuficiente para que os estudantes

obtivessem éxito.

No inicio do ano de 2020, estavamos nos organizando para o retorno dos alunos
na mesma escola em que o trabalho ja havia sido iniciado, para que pudéssemos dar
continuidade a parte experimental do estudo de caso. Mas, como se sabe, aspectos sociais
e politicos podem interferir na realizacdo de uma pesquisa conduzindo pesquisadores a
cenarios que ndo foram previamente pensados e/ou a dire¢fes ndo planejadas (BORBA,
2004). Quando a investigacdo estd atrelada a sala de aula de Matematica, essas

interferéncias se acentuam porque muitos sdo os desafios da realidade que nela se impde.

Em decorréncia da Pandemia causada pelo novo Coronavirus, as aulas nas escolas
da rede estadual de Mato Grosso foram suspensas conforme decreto N° 407, de 16 de

mar¢co de 2020. Com toda sensibilidade que a situagdo exigia (e ainda exige),
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convidamos!* alguns estudantes com os quais tinhamos contato para que pudessem

participar da nossa Fase II.

Nesse sentido, interagimos via WhatsApp e de forma informal com dois
estudantes no periodo entre marco e julho de 2020. Ao todo, aplicamos um total de seis
atividades. Mesmo eles tendo participado da Fase | e de nossa Entrevista 1, salientamos
que ndo houve critério de escolha a ndo ser o fato de terem sido os Unicos a aceitarem

nosso convite e a realizarem todas as atividades desta etapa da pesquisa.

Considerando a fundamentalidade das influéncias externas, da historia e do
contexto (PONTE, 2006), além da contribuicao de detalhes como gestos ou atitudes, para
melhor compreensdo de nosso estudo de caso, ndo h& como deixar de registrar a

particularidade desta Fase Il.

Em média, a cada duas semanas passamos a enviar atividades relativas aos temas
Poténcias e Raizes separadamente para cada um dos estudantes, para que eles pudessem
realiz&-las conforme suas possibilidades e disponibilidade. A escolha por este tema se deu
devido ao alinhamento com o material de estudos, disponibilizado pela Secretaria
Estadual de Educacdo do estado de Mato Grosso que, embora ndo fosse obrigatério,
estava sendo desenvolvido por eles. A medida que os estudantes nos enviavam suas
resolucbes, buscavamos compreender como pensaram e, quando possivel, devolvemos
outras perguntas, relacionadas ao que produziram, em conformidade com nosso

referencial tedrico.

Em nossas analises, serd possivel perceber que as primeiras interacdes foram
timidas, tanto por parte dos estudantes quanto nossas. Além de estarmos nos adaptando a
esta nova forma de comunicacdo, tinhamos receio de fazer todas as perguntas que
gostariamos, porque eles estavam participando voluntariamente, e estdvamos em um
contexto delicado no que se refere a pandemia. Poderiamos nos perguntar, por exemplo,
se estes estudantes tinham acesso as ferramentas tecnologicas adequadas para seus
estudos ou se estavam passando por algum tipo de dificuldade. Embora sejam situacgoes
gue ndo possamos controlar, ndo havia como desconsidera-las. Esses elementos, relativos
a comunicacao e as interacOes entre pesquisador e alunos, via WhatsApp, também foram

apontados por Rosa (2022), que desenvolveu uma intervencdo em uma turma de 7° ano

140 convite foi enviado em um grupo de WhatsApp do qual faziam parte alguns estudantes de 9° ano. O
grupo foi constituido para esclarecimentos e dividas sobre o ano letivo que estava se iniciando. Tinhamos
o0 contato de alguns alunos que, por sua vez, foram inserindo outros colegas.

88



do Ensino Fundamental, considerando o tema ‘“numeros inteiros”. Em sua pesquisa, 0
autor sinaliza que, quando ocorreram discussdes sincronas, a resolucdo das atividades
propostas por parte dos alunos ocorreu um pouco melhor. E aqui adiantamos, 0 mesmo

ocorreu conosco, ao longo da Fase 1l e Fase 111, sobre a qual passamos a discorrer.

Téo logo soubemos do inicio do ano letivo de forma nédo presencial, a partir de
agosto do ano em questdo, decidimos levar adiante a intencédo inicial de atrelar nossa
pesquisa a sala de aula, desenvolvendo nossas atividades com todos os estudantes de 9°
ano que estivessem sob nossa regéncia. Demos inicio a Fase I11, em que desenvolvemos
e aplicamos 14 atividades de validacdo matematica entre os meses de setembro e
dezembro de 2020. Elas foram inseridas nas apostilas mensais que elabordvamos e que
eram disponibilizadas para acompanhamento e cumprimento da carga horaria letiva.
Sendo assim, foram explorados os temas Poténcias e Raizes, que se repetiu, devido a
intencdo de trabalharmos com todos os alunos como parte da carga horaria letiva;
Equacdes polinomiais do segundo grau; Funcbes e Razdo e Propor¢do. Em tempo,
registra-se que os alunos ndo tinham conhecimento sobre quais eram as atividades que
considerariamos na andlise dessa pesquisa, pois elas eram propostas como qualquer outra

atividade de Matematica a ser realizada, em meio as apostilas que elaboravamos.
Nossa experimentacao agora daria certo?

Tinhamos a expectativa de que, mesmo de forma ndo presencial, pudéssemos
realizar discussbes proficuas quanto as atividades propostas, pois, de forma geral,
conheciamos os estudantes, ja que tinhamos estado junto deles presencialmente na Fase
I, tinhamos um bom relacionamento e poderiamos interagir em tempo real, via plataforma

Microsoft Teams™®.

No momento de preparacdo das apostilas e, portanto, das atividades de validacdo
que proporiamos, foi necessario que permanecéssemos atentos ao contexto atipico, em
que estariamos distantes uns dos outros. Muito além disso, essa nova forma de ensinar e
de aprender com a qual tivemos que nos adaptar, fez que com que pensassemos naqueles
alunos que passariam a estudar sozinhos, sem a possibilidade de interagir conosco ou de
utilizar os recursos da internet, por exemplo. Preocupamo-nos bastante com o enunciado,

que deveria estar claro, com a inser¢cdo de mais exemplos, sugestdes ou dicas, e com 0

15 Aplicativo que possibilita interagdes como video chamadas, postagem de materiais ou devolutivas,
criacdo de questionarios, formuléarios, entre outros.
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préprio conhecimento prévio para as atividades, o qual deveria fazer parte do repertorio
dos alunos. Por isso, (re)adaptamos algumas de nossas atividades, que passaram a ficar

mais descritivas e direcionadas, assim como repensamos a pertinéncia de outras.

Com o passar do tempo, também identificamos a necessidade de inserirmos nas
apostilas pequenos textos explicativos e exemplos sobre possiveis formas de se apresentar
justificativas. Isso porque ndo tinhamos condi¢des de discutir elementos de provas
intelectuais com aqueles alunos que se dedicavam apenas ao ensino apostilado, sem
interagir conosco de nenhuma outra forma. No contexto pandémico, de aulas nédo
presenciais, 0s tempos pareciam ser diferentes entre nos, os alunos e a escola. Sempre
elaboravamos as apostilas com bastante antecedéncia, pois essa era uma demanda da
instituicdo. Até o momento em que os estudantes recebiam este material, muitas situacoes
jahaviam sido repensadas, ou revistas por nos, mas ja nao podiamos mais fazer alteracdes.
Por exemplo, a quantidade de atividades, que nos primeiros meses foi excessiva ou ainda,
a insercdo dos textos explicativos, que conseguimos contemplar somente nas Gltimas

apostilas. Exemplos destes pequenos textos podem ser observados nos Apéndices A e B.

Confessamos que as escolhas ou as adaptacbes realizadas no decorrer da
experimentacdo ndo foram téo simples de serem realizadas, pois muito além da distancia
fisica, estabeleceu-se um outro tipo de distancia entre nds e a maioria de nossos alunos.

Muito nos angustiava o0 ndo contato, a ndo presenca, a nao conversa, a ndo interacao.

Ao0s poucos, percebemos que nossas expectativas iniciais ndo estavam se
traduzindo em acbes. Embora tivéssemos preocupacOes legitimas em relacdo a
aprendizagem dos estudantes, a continuidade da producdo de dados da pesquisa nédo
estava ocorrendo como gostariamos. Muitas apostilas estavam sendo devolvidas com
pouca ou nenhuma atividade realizada. Poucos eram o0s estudantes que interagiam
conosco no WhatsApp, e igualmente poucos eram agueles que participavam das aulas na
plataforma Microsoft Teams. N&o foram poucos 0os momentos em que, por exemplo,

nenhum aluno entrou em nossa aula online.

Segundo Ponte (2006), ao se realizar um estudo de caso, busca-se observar a
essencialidade da situagdo, assim como suas caracteristicas com o intuito de compreender
globalmente o que é de interesse, ndo sendo possivel controlar os acontecimentos ou
comportamentos dos participantes. Sendo assim, julgamos fundamental esclarecer que,

mesmo diante de nossa intengdo de analisar interagcdes na plataforma Microsoft Teams,
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nossas interagdes neste espaco foram timidas, como também as participacdes dos alunos.
Por isso, para a analise dos dados obtidos, foi possivel considerar essencialmente dados
obtidos por meio do WhatsApp, e documentos impressos contendo as resoluces dos
alunos. A titulo de exemplo, houve uma vez que dedicamos um tempo para preparacao e
estudo sobre um determinado tema, visto que haviamos combinado de discuti-lo durante
uma aula on-line. Porém, chegado o dia e horério estabelecido, percebemos que apenas
um aluno iria participar. Tentamos ficar firmes, porque era um aluno que sempre se
preocupava em participar de tudo que propunhamos. Mas, ao final, nos escorreram
lagrimas e os sentimentos de tristeza, de incompeténcia e de inseguranca vieram a tona.
Questionamo-nos sobre o que poderiamos fazer para modificar tais circunstancias, sem

conseguirmos solucgdes.

Ao final do ano letivo, estdvamos finalizando nossa Fase I11. Selecionamos, entéo,
os estudantes utilizando o critério de que tivessem realizado todas as atividades de
validag&o que propusemos, independentemente de suas formas de interagdo — somente na
apostila ou conjuntamente via WhatsApp. Obtivemos um total de quatro alunos. Dois
deles foram acompanhados somente na Fase I1l. Em relacdo aos outros dois, tivemos a
oportunidade de estar junto deles desde a Fase |, pois foram 0s mesmos que j& haviam
sido nossos alunos no ano letivo de 2019 e os voluntéarios participantes da Fase I1.

Mesmo em processo de finalizacdo, ainda tinhamos a sensacdo de que era preciso
investigar mais: o que ficou? O que marcou? Convidamos todos os quatro estudantes para
uma segunda entrevista, doravante Entrevista 2, com a qual gostariamos de compreender
melhor suas impresses sobre as atividades de validagdo matemética desenvolvidas.
Realizamos questionamentos como: “Percebemos que vocé€ procurou explicar suas
respostas, poderia falar um pouco sobre isso?”’; “Quando vocé ndo conseguia responder
alguma questdo, pesquisava na internet? Como vocé fazia?”’; “Em varias atividades,
pedia-se para realizar testes ou identificar regularidades. VVocé se lembra de ter ficado
desconfiado, testado para outros valores ou respondia de forma direta?”’; “Vocé tinha
alguma dificuldade com essas questdes?”, além de questdes sobre alguma atividade em

especifico.

Devido a quantidade de dados obtidos ao longo de nosso estudo, optamos pela
analise das producdes dos dois estudantes que estiveram conosco desde a primeira Fase,
0s quais denominamos pelos nomes ficticios de Juca e Lili. Essa escolha se deu em

decorréncia dos seguintes motivos: como dissemos, pela quantidade de dados/atividades
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a serem analisadas e pelo fato de termos acompanhado esses alunos ao longo das Fases I,
Il e 1l e Entrevistas. Acrescenta-se: essa op¢do nos possibilitaria uma andlise mais
aprofundada de seus processos de producdo de validacBes matematicas, que € o objetivo
geral desta investigacdo. Outra escolha que fizemos foi a priorizacdo das producdes
desses dois alunos relativamente as Fases Il e Il1, porque, como adiantamos ao longo da

escrita, a Fase | nos serviu como uma pré-experimentacao.

Todos esses movimentos nos trouxeram até a seguinte questdo de pesquisa: Como
estudantes de uma turma de 9°ano de Ensino Fundamental de uma escola publica do

estado de Mato Grosso desenvolvem e apresentam validagdes matematicas?

Para responder tal questionamento, analisamos dados dos estudantes, tendo como
objetivo geral investigar processos de validacdo matematica desenvolvidos por alunos de
uma turma de 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola publica de Mato Grosso, no

decorrer do ano letivo de 2020.

De forma especifica, nossos objetivos consistem em:
e |dentificar como os alunos analisados formularam e apresentaram
validacdes matematicas para suas afirmacfes e/ou conjecturas;
e Classificar provas matematicas que foram produzidas pelos alunos;
e Identificar elementos relacionados as atividades desenvolvidas pelos
estudantes, que pudessem favorecer a producdo de validagdes.

Na sequéncia, tecemos algumas impressdes sobre eles, pois embora tenham sido
selecionados conforme critérios acima mencionados, esses alunos acabaram ndo sendo
aleatorios. Eles estiveram conosco desde a Fase | e consideramos importante para nosso
estudo de caso e para 0 nosso objetivo explicitar um pouco mais sobre suas caracteristicas.

Sobre o Aluno Juca

Conhecemos Juca desde o ano de 2019, quando participou da Fase | da
investigacdo. Dedicado, responsavel, um pouco impulsivo, sempre tentando resolver as
atividades rapidamente, mas com um 6timo desempenho. Em seu caderno, desde aquela
época, percebiamos que todo e qualquer espaco poderia ser considerado como rascunho

para algum célculo. Em nossa Entrevista 1, quando o questionamos sobre atividades que
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solicitavam explicacOes, Juca afirmou que: “Eu ndo acho dificuldade de explicar. Eu
gosto de explicar, se eu sei eu explico... Eu aprendi desde o sexto ano que tudo que vocé
colocar vocé tem que explicar...”.

Em relacdo a importancia desta acdo, Juca disse que ao explicar a resposta, o
conteudo fica mais “especificado”, permitindo lembrar em caso de esquecimento, “[...]
tipo eu fiz um negdcio no caderno ai eu fui olhar, ndo tinha nada, eu ndo tinha anotado
nada e eu tinha... tinha esquecido como é que se fazia, tive que perguntar para a

senhora”.

Na Entrevista 2, disse que passou por algumas dificuldades ao longo do periodo
de aulas ndo presenciais, mas que com apoio de sua familia, conseguiu se dedicar aos
estudos e ndo deixou nenhuma atividade em branco. Ele contou, também, que as vezes se
empolgava e respondia quase toda a apostila de uma s6 vez. Para respondé-la, Juca teve
a possibilidade de acompanhar e interagir via WhatsApp em quase todas as aulas que
tivemos. Dessa forma, é importante registrar que ao longo da Fase 11, o aluno era um dos
poucos que nos procurava no horario estabelecido para a aula de Matematica, e enviava
o registro fotografico da resolucéo das atividades que solicitavamos que fizessem naquele

dia. Em quase todas as ocasides, tivemos a oportunidade de interagir simultaneamente.

Sobre a Aluna Lili

Conhecemos Lili desde o ano de 2019, quando foi nossa aluna, participando da
Fase | da investigacdo. Atenta, dedicada, participativa, responsavel e com um 6timo
desempenho nas atividades de Matematica. Em nossa Entrevista 1, disse que considera
importante questdes que solicitem explica¢bes sobre a resposta dada, pois pode ser uma
forma de mostrar sua opinido, o que acha sobre elas. Afirmou ainda que, em certas
situacbes, acha um pouco dificil produzir explicacdes, pois tem que procurar as
justificavas, mas que, a0 mesmo tempo, elas podem ajudar na compreensao do assunto,
“[...] porque, tipo assim... As vezes ndo ficou bem esclarecido né! Af a gente vai explicar

e pode tirar davidas também, enquanto a gente tenta explicar”.

Durante o periodo de paralizacao total de aulas presenciais e aulas ndo presenciais,
a aluna disse, na Entrevista 2, que sua rotina de estudos era variada, conforme o horario

das aulas e o tempo que tinha disponivel. Durante a realizacdo das apostilas, buscava
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interagir com os professores via WhatsApp apenas quando apresentava ddvidas. Relatou

que teve facilidade, que respondeu rapidamente a apostila de tema Funcdes, e que gostou

“[...] do plano cartesiano, um dos meus contetidos favoritos”, referindo-se a apostila

mensal de novembro.

4.3 Instrumentos utilizados para produc¢éo de dados

Dado o contexto de nossa investigagéo, conforme descrevemos na se¢éo anterior,

no decorrer das Fases Il e Ill, foram utilizados os seguintes instrumentos, com vistas a

producdo de dados:

Apostilas impressas: de acordo com Ludke e André (1986), a andlise de
documentos pode fornecer evidéncias e fundamentar consideracdes sobre
0 objeto de estudo. Os documentos podem contribuir para o entendimento
do contexto analisado, podendo ser redac6es, cartas ou demais producdes
escritas, por exemplo. Todos podem ajudar na compreensao do problema,
a partir da perspectiva do individuo analisado. Nesse sentido, foram
consideradas as resolugdes das atividades de validacdo matematica que
aplicamos em meio as apostilas impressas, disponibilizadas aos alunos

durante o periodo de aulas ndo presenciais.

Registros fotograficos, audios e textos escritos via WhatsApp: devido ao
desenvolvimento de nossa parte experimental ter se dado em meio a
pandemia, foi necessario nos adaptar a novas formas de comunicacao.
Sendo o WhatsApp um aplicativo de mensagens instantaneas, utilizamo-
lo para dialogar com os alunos a respeito das atividades aplicadas. Por
meio dele, foi possivel enviar e receber feedbacks, duvidas ou perguntas,
além de registros fotograficos, dudios ou mensagens escritas, 0s quais

consideramos na ocasido da analise.

Entrevista: realizamos duas breves entrevistas com o intuito de saber o que
0s estudantes tinham a falar sobre a especificidade do processo de
validacdo matematica. Segundo Manzini (1991), a entrevista se mostra
adequada quando se busca conhecer informacdes relativas a memoria ou

ao pensamento dos participantes, como pretendiamos. Ainda, conforme
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Ludke e André (1986), este procedimento permite que sejam feitos, por
exemplo, corregdes ou esclarecimentos, e, por isso, na segunda entrevista
que ocorreu ao término da Fase Ill, aproveitamos para fazer algumas
perguntas especificas sobre algumas das producées dos alunos, tendo em
vista nosso intuito de melhor compreender seus processos de producdo de

validacdes.

Uma sintese das Fases da pesquisa e da aplicacdo dos instrumentos acima

mencionados pode ser representada por meio do esquema:

Figura 2 — Linha do tempo da investigacdo
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Fonte: Elaborado pelos autores

4.4 Atividades desenvolvidas

Buscando atender nossos objetivos, assim como o questionamento geral desta
pesquisa, qual seja, como estudantes de uma turma de 9°ano de Ensino Fundamental de
uma escola publica do estado de Mato Grosso produzem e apresentam validagdes
matematicas, desenvolvemos e aplicamos 6 atividades de validagdo matematica no
decorrer da Fase Il. Esta, compreendeu 0s meses de maio, junho e julho de 2020. Apds o
inicio oficial do ano letivo no mesmo ano, demos inicio a Fase Ill, em que foram
desenvolvidas e aplicadas 14 atividades. Todas foram elaboradas por nos, considerando,

principalmente:

95



e AdaptacOes, conforme o curso da investigacdo exigia. Por exemplo, o tema
Poténcias e Raizes na Fase Il foi escolhido porque estava em conformidade
com um material de estudos disponibilizado aos alunos pela Secretaria
Estadual de Educacdo. Ou ainda, devido a nossa experimentacdo ocorrer
durante aulas ndo presenciais de Matematica, numa tentativa de envolver
todos os estudantes, a insercdo de sugestdes ou pequenas dicas no
enunciado de algumas atividades foi sendo cada vez mais necessaria,
devido & nossa percepc¢do de que a maioria deles ndo estava conseguindo
realizar as atividades de Matematica de forma geral, independentemente

de fazer, ou ndo, parte de nossas analises.

e Pressupostos de nossos referenciais teéricos, em que buscamos propor
atividades de validagdo com a intencdo de que o0s estudantes se
envolvessem em situacGes adidaticas. Nesse sentido, em varias situacoes
eles poderiam testar, verificar, validar suas conjecturas, analisar possiveis
provas, entre outras acOes de seu fazer matematica. Algumas funcdes da
prova também foram consideradas, mesmo havendo uma predominancia

das funcdes explicagéo e verificacao.

e Indicagdes de pesquisas ja realizadas sobre o tema, como as preocupacoes
com os conhecimentos necessarios ao desenvolvimento das atividades, a
utilizacdo de exemplos ou sugestdes e uma atencdo com o uso da Algebra

para realizar generalizacdes.

Em resumo, trazemos um quadro em que utilizamos a notagio: FASE — NUMERO
DA ATIVIDADE. Por exemplo, em Il — 1 é indicado que a atividade foi desenvolvida
na Fase Il, sendo a atividade de validacdo matemaética de nimero 1. Na parte direita,
descrevemos o objetivo pretendido, sendo necessario esclarecer que, devido as
particularidades de nosso estudo de caso e a necessidade de se realizar adaptacGes
constantes, a pertinéncia ou motivacdes para cada uma delas pode ser mais bem observada

na analise.
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N° ATIVIDADE DE VALIDACAO MATEMATICA OBJETIVO
Il — 1. Efetue os calculos abaixo.
a f = b f — c 1_5 — d =2)* _
¢ 38 To9? BEECE T2t Identificar regularidades, elaborar conjecturas que envolvem
-1 _ divisdo de poténcias iguais e produzir respectivas validacdes
+«+ Vocé notou alguma semelhanca ou regularidade? matematicas;
% Em caso positivo: Vocé acredita que a regularidade encontrada podera ocorrer sempre? Como vocé poderia ter
certeza?
Il — 2. Observe como Henrique e Giovana efetuaram a multiplicagdo V16 . V4 :
— -
-y = )
-\‘” _‘:
-s? -
- -
Henrique - Elaborar conjecturas que envolvem multiplicacéo de duas
-2 raizes quadradas exatas e produzir respectivas validagdes
+«+ O que vocé acha? Foi uma coincidéncia, ou o resultado das duas continhas sempre sera 0 mesmo, independentemente matematicas;
dos valores? Explique como vocé pensou, justificando sua resposta.
Dica: Vocé pode testar com outros
exemplos. Veja: » O resultado sera 0 mesmo
V25 .4= e \25 .4 = para as duas expressdes?
5 .2= e «25.4=
Il — 3. Joana conjecturou que “O dobro de um nimero quadrado perfeito continua sendo um ntimero quadrado perfeito”.
Vocé concorda? A conjectura de Joana esté correta? Explique como vocé pensou justificando sua resposta. Investigar a validade das conjecturas evidenciadas no
-3 enunciado, relacionadas aos nimeros quadrados perfeitos e
111 — 3.1 E verdade que os nimeros que s&o quadrados perfeitos, sempre terminam em 0, 1, 4, 5, 6 e 9? Explique como produzir respectivas validacGes matematicas;
vocé pensou justificando sua resposta.
Il — 4. Encontre o valor das expressfes da maneira que achar mais facil (caso necessario, utilize calculadora):
2
a. (V9)'=(9).(9)=
— Podemos resolver de duas maneiras diferentes, lembra?
b. (m)zz Maneira 1 Maneira 2 3 _ _
3 V9 .49 = V9 .49 = Identificar regularidades, elaborar conjecturas que envolvem
I1-4 C. (\/§) = — 3 3= V9.9 = o resultado de raizes quadradas elevadas ao quadrado e
2 : - P e .
d. (ﬁ) - produzir respectivas validagdes matematicas;
A partir da andlise dos resultados é possivel identificar alguma regularidade? Em caso positivo:

Elabore sua conjectura da maneira mais detalhada possivel.
Vocé conseguiria justificar porque a regularidade acontece?

KD
°e
KD
°e
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Il — 5. E verdade que “A raiz quadrada exata de um numero impar é sempre impar”? Explique como vocé pensou,

Investigar a validade da conjectura evidenciada no

Il -5 | justificando sua resposta. enunciado, relacionada ao resultado de raizes quadradas
impares e produzir respectivas validacdes matematicas;
Il — 6. Em uma aula de Matemética, Joana, Clara e Pedro formularam a seguinte conjectura: “A raiz quadrada exata de um
numero par ¢ sempre par”. Para tentar justificar que a afirmacdo estava correta, cada um deles apresentou uma resposta
diferente. Observe, analise e responda:
Resposta de Joana Resposta de Clara
V4 =2 Vi=422=2
‘/_V;6 =‘6‘ Vi6=+22.22>22=4
- — 2 2 —
JEics x/%—222.32—>2.3_6
mlo 22.2%2.2°>2.22=8
V100 = /22,52 5 2.5 = 10
Como podemos perceber, através destes exemplos, a Podemos simplificar o nimero que esta ao quadrado
afirmacéo ¢ verdadeira. com a raiz. Como todos os resultados sdo multiplos de
dois, a afirmagdo é verdadeira. Investigar a validade da conjectura evidenciada no
Il -6 enunciado, relacionada ao resultado de raizes quadradas

Resposta de Pedro
Um nGmero par pode ser escrito genericamente como um ndmero multiplo de
2, ou seja: 2.a (podendo ser “a” qualquer numero inteiro). Entdo, um quadrado
perfeito de um numero par é dado por (2.a)2 Se calcularmos a raiz quadrada
deste nimero, teremos:

(2.a) =2.a

Se simplificarmos, continuaremos com um nimero multiplo de 2.
Portanto, a raiz quadrada exata de um nimero par é sempre par.

+» Qual ou quais respostas apresentadas pelo grupo vocé achou mais interessante? Por qué?

+» Se voCé precisasse responder em uma prova, qual das trés respostas vocé escolheria? Por qué?

+ Caso vocé tenha pensado em alguma outra explicacéo diferente de Joana, Clara e Pedro, fique a vontade para apresenta-
la.

pares e analisar possiveis validagBes para tal;

-1

I11 - 1. Efetue as potencia¢Bes da forma que achar melhor:
i _ b (_5)4 —
32 (-5*

16
;_

-2)% _
(-2)3

~

a. d.

®,

+«+ Observando os resultados obtidos, vocé identifica alguma regularidade ou semelhanca entre eles? Explique de maneira
detalhada.

Identificar regularidades, elaborar conjecturas que envolvem
divisdo de poténcias iguais e produzir respectivas validacdes
matematicas;

-2

I11 - 2. Resolva as potenciagdes, seguindo os métodos indicados:

Resolva as poténcias. Depois, efetue a divisdo Utilize a propriedade dois, indicada acima

3 3
a = b. £ =

23 E

Identificar regularidades, elaborar conjecturas que envolvem
divisdo de poténcias iguais, identificar o mesmo resultado
independentemente da maneira de resolucéo e produzir
respectivas validagdes matematicas;
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+«+ Compare os resultados. O que vocé observa?

111 — 3. Observe como Henrique e Giovana efetuaram a multiplicacdo V16 .v/4 :

/

b .
-— e
9 ', . . . . R
G :: - Investigar a validade da conjectura evidenciada no
T :‘-', :: enunciado, que envolvem multiplicacdo de duas raizes
- . — quadradas exatas e produzir respectivas validacoes
9 ™ matematicas;
Henrique Glovana
O que vocé acha? Sera que o resultado das continhas sempre sera 0 mesmo, independentemente dos valores? Sera que
funciona para os nimeros 9 e 49? Sera que funciona para os nimeros 676 e 3721? Justifique cada uma de sua resposta.
111 — 4. Seguindo a mesma logica de Henrique e de Giovana, um aluno de outra turma de 9° ano conjecturou gue 0 mesmo
acontece com a operacdo de adicdo. Veja so:
Investigar a validade da conjectura evidenciada no
- - enunciado, que envolve a adicéo de raizes quadradas exatas,
T V16 + V0 V16 ++0 _ : :
=4+0= =Vi6F0= % E agora? Foi coincidéncia ou o resultado destas continhas sempre '”dEpe”dememe?_te dos }’_Z‘OTS do r?dlclatr)do,.e produzir
=4 =Vig= sera 0 mesmo, independentemente dos valores? Justifique sua resposta! respectivas validagoes matematicas,
=4
I11 - 5. Encontre o valor das expressdes, utilizando calculadora caso necessario:
2
a (V9)'=(9).(9)= o
( ) 2 (Vo). (v9) Podemos resolver de duas maneiras diferentes,
(\/%) = - — lembra? . . .
I -5 5 Maneira Maneira 2 Identificar regularidades, elaborar conjecturas que envolvem
b. (\/E) = Vo A0 = NN o resultado de raizes quadradas elevadas ao quadrado e
c (\/7)2: 3 | 3 _ \/9._9 - produzir respectivas validagGes matematicas;
+«+ Observe os resultados. Investigue a regularidade e explique:
I11 — 6. Veja s6 o que Laura descobriu brincando com os nimeros 6 e 3;
62-32= (6+3).(6-3)
36-9 = 9 . 3
27 = 27
%+ Sera que isso sempre ird funcionar? O que vocé acha?
« Julio estava bastante desconfiado e resolveu testar com os nimeros 8 e 4: Investigar a validade da conjectura evidenciada no
I1—6 82-42 = (8+4).(8-4) enunciado, que envolvem operagdes matematicas com
64-16 = 12 . 4 nameros naturais e produzir respectivas validaces
48 = 48 matematicas;

% Um outro colega, 0 Matheus, ainda nao se convenceu e resolveu testar para nimeros bem altos: 150 e 75. O que vocé
acha? O resultado também sera igual?
1502 - 752 = (150 + 75) . (150 - 75)

I11 — 6.1 Seguindo a mesma ideia de Laura, Julio e Matheus, um outro estudante de 9° ano, descobriu 0 seguinte:
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— 1 — 1
#+2.(4-2) =4.2+>Fxo | (5%0).(3-0)=3.5 Fo | &% E agora? Qual sua opini&o? Foi coincidéncia ou sempre ira
PR 27T funcionar? Explique.

-7

Il —7. Aligualdade x2 + 2xy + y2 = (x +y) . (X — y) é verdadeira ou falsa? Prove que sua resposta esta correta.

Investigar a validade da conjectura evidenciada no
enunciado, que envolvem produtos notaveis e produzir
respectivas validagdes matematicas;

I11 — 8. Pense em um nimero. Adicione 5 a este nimero. Multiplique o resultado por 3. Subtraia 15. Qual foi o resultado

Elaborar conjecturas que envolvam operagdes matematicas

obtido? Este resultado sera sempre igual, independentemente do ndmero escolhido? O que vocé acha? Existe alguma . ' X A o
I -8 lacio ent ; hid 12 Exoli com niimeros naturais e produzir respectivas validactes
relagéo entre o namero escolhido e a resposta? Explique. matemticas:
111 - 9. Lauanda conjecturou que se o valor do discriminante (delta) for zero, entdo a equagéo polinomial do segundo grau Investigar a validade da conjectura evidenciada no
111 —9 | possui duas raizes reais iguais. O que vocé acha? Concorda ou discorda? Explique. enunciado, que envolve raizes de uma equagfo do segundo
grau e produzir respectivas validages matematicas;
I11 - 10. Utilizando palitos de fosforo, canetas ou lapis, faga construces como as representadas abaixo:
Numero de tridngulos Numero de paiitos
fe 1Y d
-
a e L4 -
e¢ Lo o e y 4 s
I —10 Elaborar conjecturas, identificar padrfes, generalizar e
e - - - - ~ L4t
4 \ é p produzir respectivas validagdes matematicas;
-~ - -
Conte o nimero de tridngulos e o nimero de palitos em cada construgdo. Em seguida, complete o quadro.
+«+ Observe o numero de tridngulos e o nimero de palitos necessarios. Vocé consegue identificar alguma regularidade, ou
seja, algum padrdo? Explique.
¢+ Encontre o nimero de palitos necessarios para construir: 10 tridngulos, 15 tridngulos e 25 tridngulos
+«+ Como vocé encontrou as respostas exigidas na letra b? Explique.
Il — 11. Analise a seguinte defini¢do: “Fung¢do polinomial de segundo grau ¢ toda fungdo f cuja lei pode ser escrita na Investi duzi lidaca el
forma f(x) = ax?> + bx + ¢, em que a, b e ¢ sdo numeros reais, com a diferente de 0, e x pode ser qualquer niimero real.”. nvestigar € produzir uma valltacdo possive’ para a
1 -11 Poraue o coeficiente a ndo node ser nulo (zero)? Explique atividade, que envolve coeficientes de uma fungéo
q p (zero)? Explique. polinomial do segundo grau
Il — 12. Um estudante de 9° notou a presenga de algumas regularidades quando a atividade pedia para encontrar as raizes
(ou zeros) de uma funcédo polinomial de 1° grau. Em seguida, ele construiu a seguinte relag&o:
Podemos representar uma fungéo polinomial de 1° grau da seguinte forma: Investigar a validade da conjectura evidenciada no
11 =12 y=ax+b enunciado, que envolve a solucdo de uma fungéo polinomial
Para encontrarmos a raiz dessa funcéo, devemos encontrar o valor de x para o qual y = 0. Entdo: do primeiro grau e analisar uma validagao possivel;
O=ax+b
ax+b=0
ax=0-b
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ax=-b
X = (-b)/a
Conclusao: o zero de uma fungéo polinomial de 1° grau é sempre o valor de (-b)/a Por exemplo:
A funcdo y = 3x + 9 possui coeficientesa =3 e b =9. O zero da funcdo é (-(9))/3=-3

Vocé concorda com o raciocinio apresentado pelo aluno? O que vocé achou? Explique.
E verdade que a raiz (ou o zero) da funcdo y = 3x + 9 é -3? Explique como vocé pensou.

®
°n

®
°n

I11 - 13. Brincando com algumas proporcdes, Marta encontrou alguns resultados interessantes. Ela escolheu as razdes 12/3
e 8/2 porque formam uma proporcao. Realizando calculos de divisdo e de multiplicacéo, ela obteve igualdades verdadeiras.
Veja:

12 8 ‘ <> Serd que isso sempre vai ocorrer, independentemente dos valores
37 2258 escolhidos? O que vocé acha?
4 = 4
<> Faca o teste com as seguintes proporcdes (use calculadora se
“ | _ 13 Dividiu 12 por 3 e em Multiplicou 12 por 2 e nECESSéFIO). 3 : :
it s et 0 15 @0 3-215 Identificar regularlda(_jes, elabo_rar conjecturas que envqlvem
@ proporcdes e produzir respectivas validagGes matematicas;
.g _ % . 4.6=8.3
%+ Agora que vocé realizou os célculos, o que aconteceu? As igualdades continuam sendo verdadeiras? Explique.
«+ Escolha duas razdes que formam uma proporcao, assim como Marta e verifique se a igualdade continuard sendo
verdadeira.
% Comparando os célculos de multiplicacdo e de divisdo (coluna da direita e coluna da esquerda), vocé consegue
identificar alguma regularidade? Algum padrdo? Explique.
111 — 14. Além da propriedade fundamental, existem outras propriedades relacionadas as proporcoes. Verifique se as duas
propriedades apresentadas abaixo sdo verdadeiras a partir da proporc¢ao 9/6=3/2
a+b _ c+d at+b _ d-c
a ¢ b ¢
Investigar a validade da conjectura evidenciada no
1 -14 enunciado, que envolve a propriedade fundamental das

Mas como eu faco Basta que vocé substitua o_valor de_a por
is50? 9, o valor de b por 6, e assim por diante.
Depois é s6 verificar se a igualdade é

X . N ) i verdadeira ou falsa @
+« As duas propriedades sdo verdadeiras? Explique.
0:0

A realizacdo deste teste é suficiente para garantir que a propriedade vale para todas as proporc¢des existentes? O
que vocé acha? Em sua opinido, o que poderia ser feito de diferente?

proporcdes e refletir sobre a validade de possiveis
validac®es.
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4.5 Organizacao, apresentacao e analise dos dados da pesquisa

Os dados produzidos nesta pesquisa serdo apresentados de acordo com a ordem
das atividades de validacdo matematica desenvolvidas. Ap6s uma discussao sobre as
especificidades de cada uma delas, em que apresentamos o objetivo e como esperavamos
que fossem resolvidas, analisamos as producdes de Juca e de Lili, respectivamente.
Fizemos essa escolha porque nossa analise ndo se fundamenta apenas na objetividade das
respostas fornecidas, mas também nos elementos contextuais, os quais, na maioria das
vezes, repetiram-se para ambos os alunos. Além disso, embora todas as atividades tenham

sido realizadas de forma individual, ocorreram de forma paralela.

Desse modo, respeitamos a temporalidade dos acontecimentos, sendo
apresentadas as producBes de Juca e de Lili relativas a Fase Il e, em seguida, suas
producdes, na mesma ordem, relativas & Fase Ill. Por vezes, nossas analises quanto as
producdes de Juca foram maiores, por conta de termos interagido mais com esse aluno

por meio do WhatsApp.

Tentamos trazer o0 maximo possivel de informacdes, partindo do pressuposto de
que “[...] analisar os dados qualitativos significa ‘trabalhar’ todo o material obtido durante
a pesquisa, ou seja, os relatos de observacdo, as transcri¢bes de entrevista, as analises de
documentos e as demais informacdes disponiveis.” (LUDKE E ANDRE, 1986, p. 45).
Contudo, ainda assim, é importante dizer que os registros escritos, fotograficos, audios
ou a transcrigdo de trechos das entrevistas foram trazidos conforme a pertinéncia para o

diadlogo em construcao e objetivos especificos.

Para cada atividade, apresentamos brevemente nossos objetivos e, em algumas
delas, validacbes matematicas possiveis de serem apresentadas pelos estudantes ou de
serem discutidas por nés no momento de institucionalizarmos localmente a situacdo. E
necessario esclarecer que, ao pensarmos nessas validacoes, estamos considerando o nivel
de escolaridade, qual seja, alunos 9° ano do Ensino Fundamental. Assim sendo, ndo nos
preocupamos em apresentar ou discutir demonstragdes no sentido de Balacheff (1987,
2000), mas sim, provas possiveis, conforme a concepc¢ao de prova do mesmo autor, no
sentido da Matematica Escolar (MOREIRA; DAVID, 2016). Isto é, definicbes mais
descritivas e acompanhadas de exemplos, assim como formas alternativas de validar

conjecturas.
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Ao longo das atividades, tentamos construir uma analise descritiva pautada na
identificacdo de conceitos utilizados pelos alunos e na observacédo da linguagem utilizada
por eles, caracteristicas da situacao e contexto, na identificacéo de situagdes adidaticas,
bem como possiveis influéncias do contrato didatico, conforme indicacdes de Balacheff
(2019). Considerando esses elementos, buscamos classificar as producdes dos estudantes
conforme a Tipologia provas, isto é, identificando o nivel e, quando possivel, o tipo de
prova produzido. No nivel de provas pragmatico, temos os tipos de prova empirismo
ingénuo e experiéncia crucial. J& no nivel de provas intelectuais, temos o0s tipos de prova
exemplo genérico e experiéncia mental. Em tempo, nas ocasides em que tivemos acesso
apenas a resolucdo dos estudantes de forma objetiva, sem qualquer tipo de interagdo que
pudesse indicar a ocorréncia da devolucdo ou de situacdes adidaticas, ndo levamos em

consideracao esses elementos.

Ao final da apresentacdo e discussdo da Fase Il e depois da Fase Ill, retornamos
aos nossos objetivos especificos em que, a partir dos dados evidenciados e do nosso
movimento de andlise, tentamos identificar como os alunos analisados formularam e
apresentaram validacdes matematicas para suas afirmacgdes e/ou conjecturas; classificar
provas matematicas que foram por eles produzidas e identificar elementos relacionados
as atividades desenvolvidas pelos estudantes, que pudessem favorecer a producgdo de
validagdes. Para diferenciar textos escritos e audios, fizemos a seguinte opcao: frases
escritas entre aspas se referem a uma escrita da apostila ou do aplicativo de mensagens

WhatsApp. frases escritas entre aspas e em italico reproduzem o contetdo de audio.
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5. UM OLHAR SOBRE AS PRODUCOES DE JUCA E LILI

(]

€ em torno dela indagara o povo:

— Cowmo é teu vowme, mevinazinha de olhos verdes?
E ela Ihes dira

(€ preciso dizer-Ihes tudo de novol)

(]

Neste capitulo, apresentamos a analise dos dados produzidos por Juca e por Lili,
respectivamente, com vistas a investigacdo dos processos de validacdo matematica que
eles apresentaram, ao longo das Fases Il e 111, periodo que compreendeu o ano letivo de
2020. Em meio a eles, buscamos dialogar com nossos referenciais, na tentativa de
compreender e/ou identificar como pensaram ou como formularam suas explicagdes, em
qual tipo ou nivel a prova produzida pode ser classificada e se houve algum elemento
relacionado as atividades que favoreceu ou ndo os movimentos dos alunos, que s&o nossos

objetivos especificos.

Devido a particularidade do momento pandémico, ndo foi possivel acompanhar
mais de perto os estudantes, sobretudo Lili, que ndo teve a oportunidade de interagir
conosco em todas as situacdes. Nesse sentido, nem sempre foi claro para nés a analise em
termos de situacBes adidaticas ou a classificacdo das provas quanto ao tipo, pois,
conforme sinalizamos no Capitulo 1, é importante considerar a situacdo como um todo

para saber de fato, qual o nivel ou tipo de prova apresentado.

5.1 Fase 11

« Atividade Il -1

1. Efetue os calculos abaixo.

oS bfe ofo gL
"33 ‘92 "15 T(=2)*

«* Vocé notou alguma semelhanca ou regularidade? Explique.
% Em caso positivo: vocé acredita que a regularidade encontrada podera ocorrer sempre? Como vocé
poderia ter certeza?
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Com esta primeira atividade, gostariamos que eles identificassem que o resultado
de todas as operacOes indicadas seria 0 mesmo e igual a um. Antes de envia-la aos
estudantes, elaboramos um video em que resolvemos potenciacbes para que eles
pudessem se concentrar na busca pela regularidade na tentativa de minimizar problemas
com a resolucéo dos calculos, como sugerem algumas investigacdes (SANTOS, 2015,
OLIVEIRA, 2009).

Todas as poténcias utilizadas possuem como expoentes nimeros naturais, porque
a insercdo de valores negativos ou fracionarios poderia ocasionar dificuldades na
resolucéo das poténcias. Esse aspecto foi observado por Paias (2019), ao constatar o que
chamou de ruptura do conhecimento, que até entdo estava sendo ressignificado. Ao
discutir dados de um questionario aplicado com 60 estudantes, ela observou que nenhum

aluno acertou as respostas para questdes que envolveram expoentes ndo naturais.

Optamos também por inserir uma poténcia de base negativa, com o intuito de que
os alunos percebessem que, independentemente disso, o resultado seria 0 mesmo.
Consideramos ser possivel que parte deles conclua seus calculos apos efetuarem a
potenciacdo, uma vez que nem sempre ha a compreensao de que o traco da fracdo também
indica uma operagdo matematica de divisdo. Nesse caso, poderiamos orientar e solicitar
a comparacao dos resultados ap0s esse Ultimo passo. Uma prova possivel de ser discutida
junto aos alunos poderia estar relacionada a divisdo de numeros iguais, que
necessariamente resulta 1, independentemente de quais sejam eles (excluindo-se o 0 do

denominador).

O aluno Juca resolveu cada uma das potenciacfes e, ao final, efetuou a divisdo
entre os valores obtidos. Tal como esperado, ele percebeu que, em todos 0s casos 0
resultado foi igual, e corresponde ao nimero 1. Sua justificativa para a regularidade
encontrada foi a de que: “Todo ndmero dividido por ele mesmo é igual a 1”.
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Figura 3 — Resolucgdo do aluno Juca para a atividade 11 — 1

Fonte: Dados da pesquisa

A validacdo de Juca é descritiva e foi elaborada considerando apenas uma escrita
em linguagem natural. Sua formulacgdo parece ter sido feita a partir da resolucéo dos itens
sugeridos na atividade e sua explica¢do ndo faz referéncia ou cita outros exemplos. Para
melhor compreender como ocorreu sua validagdo, poderiamos ter perguntado ao aluno se

testou para outros casos ou se fez alguma pesquisa para complementar sua resposta.

Lili, por sua vez, identificou a regularidade pretendida, mas quanto ao segundo
guestionamento, ela acrescentou que somente ocorre porque os valores indicados no

denominador e no numerador sao iguais, o que é uma afirmacéo correta.

Figura 4 — Resolucéo da aluna Lili para a atividade 11 — 1

Fonte: Dados da pesquisa

Desse modo, pedimos para que a estudante considerasse apenas os valores das
fracOes iguais e questionamos novamente se neste caso a resposta iria ser sempre 1. Em
um audio, e de forma objetiva, ela disse de outra forma o que ja havia escrito em sua
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resolucdo, ou seja, que “sim [...], toda vez que for colocado o mesmo valor no numerador

e no denominador o resultado vai ser um”.

Cabe observar que Lili utilizou uma escrita em linguagem natural, mas além deste
recurso, apresentou um exemplo para complementar e validar sua afirmacdo quanto a

necessidade dos valores indicados no numerador e no denominador serem iguais.

Pontuamos que para esta atividade, os alunos néo tiveram dificuldades e puderam
se concentrar na producdo de validagBes, como previamos. Podemos dizer que as provas
de Juca e de Lili correspondem ao nivel intelectual, pois, mesmo que momentaneamente,
ambos indicaram generalizar a resposta dada a partir do resgate de uma propriedade. Essa
acao sinaliza um desprendimento da situagdo proposta em que se passou a considerar uma

categoria de objetos.

Durante a institucionalizacdo da atividade, confirmamos a veracidade das
afirmacdes dos alunos e enfatizamos a importancia de sempre se apresentar explicacdes

da melhor forma possivel.

> Atividade Il -2

2. Observe como Henrique e Giovana efetuaram a multiplicagdo: V16 ./4 :

« O que vocé acha? Foi uma

™ ) - coincidéncia, ou o resultado das
"8 -~: 6 -V3 = duas continhas sempre serd o
.8 —  =Viga- mesmo, independentemente  dos
9 ™ valores?  Explique como vocé
,\h --: : pensou, justificando sua resposta.

9 e

Dica: Vocé pode testar com outros

exemplos. Veja:

V25 VA= e \25.44= O resultado sera o0 mesmo
5 .2= e +25.4-= para as duas expressdes?

Com esta atividade, tinhamos o objetivo de que os alunos formulassem

conjecturas a respeito da propriedade de multiplica¢ao de radicais, qual seja “A raiz
quadrada do produto é igual ao produto das raizes quadradas”, bem como verificassem

sua veracidade. A atividade se refere a uma adaptacdo de uma tarefa proposta por um
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livro didatico®. Nesse momento, ndo havia a intencdo de que os alunos apresentassem
provas mais elaboradas, porque, além de estarmos iniciando o trabalho, uma prova do
tipo experiéncia mental exigiria o conhecimento de propriedades dos radicais, que nao

foram ainda exploradas com os estudantes.

Da Fase |, verificamos que, mesmo em momentos presenciais, atividades de
validacdo podem gerar muitas duvidas que vdo desde o enunciado até conceitos
matematicos envolvidos. Devido & nossa preocupacao para que os alunos conseguissem
realizar a proposta de forma mais independente possivel, sem muitas dificuldades, assim
como o contexto que envolve a distancia fisica e possiveis dificuldades de comunicacgéo
entre nos e os estudantes, inserimos uma sugestdo/dica para que a conjectura fosse testada
com outros numeros, como 25 e 4. Esta variavel, poderia, por exemplo, fazer com que
eles escolham outros numeros para realizacdo de testes. Sendo assim, esperamos que eles
explorem e apresentem suas validacGes tendo como base exemplos e possiveis

verificagoes.

Juca novamente priorizou um discurso em linguagem natural para explicar sua
resposta. Pode-se perceber que ele também realizou as radiciacdes sugeridas no

enunciado, respondendo da seguinte forma:

16 DANTE, Luiz Roberto. Projeto Telaris: Matematica: Ensino Fundamental 2 — 2.ed. S&o Paulo: Atica,
2015.
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Figura 5 — Resolucdo do aluno Juca para a atividade Il — 2
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Fonte: Dados da pesquisa

E possivel que a forma pela qual 0 questionamento, utilizando a expressio “o que
vocé acha" tenha sido importante para que ele pudesse expressar por meio de suas
palavras, possiveis relacfes que fez ao analisar a situacdo dada, isto €, fragmentos de seu
raciocinio. Ao se utilizar da palavra “sempre” mostra-nos que o raciocinio empregado
contemplava generalidade e que ha certo desprendimento daqueles exemplos que foram
sugeridos pela situacdo naquele momento. Esse fato pode ser observado pela continuidade
da sua resposta, quando deu a entender que tanto faz 0 modo de resolucdo, sendo um deles

mais “simplificado” e outro com a inten¢éo de mostrar 0 “passo a passo”.

Momentaneamente, 0 aluno parece ter instituido para si a certeza de que 0s
resultados serdo os mesmos, pelo menos quando os calculos envolvem valores proximos
aos que ele conhecia. Em sua percepg¢éo, um dos modos de resolucéo € mais facil e rapido.
Questionamos o aluno se ele respondeu prontamente ou se desenvolveu algum outro
calculo para ter certeza de sua resposta. Ele argumentou que sim, que testou com o0s
nameros 9 e 25, mas destacou que logo percebeu o padrdo em jogo: “[...] de cara eu

percebi que uma simplifica a raiz e depois [é s0] multiplica-las”.

Percebemos aqui o que Balacheff (1988) e Nasser e Tinoco (2003) consideram

como sendo uma economia da logica, ou seja, 0 aluno ja percebeu que a propriedade €
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verdadeira e, muito provavelmente, apenas realizou um calculo além do que foi solicitado
como cumprimento de uma formalidade. Esse aspecto foi evidenciado por alunos que
participaram do estudo de Healy e Hoyles (2000), que generalizavam questfes
particulares dada a obviedade da conjectura em ser verdadeira. Com efeito, nem sempre

era possivel classificar com clareza o tipo de validacdo que foi apresentada.

Num primeiro olhar, poderiamos classificar a prova produzida pelo aluno como
sendo do tipo empirismo ingénuo, na medida em que houve a realizagdo dos dois testes
propostos na questdo e de um outro elaborado por ele, sem conter nUmeros incomuns.
Porém, ao analisarmos o processo em que se deu a elaboracdo da validacdo, inferimos
que o teste realizado assumiu as caracteristicas de uma experiéncia crucial, pois parece
que o outro exemplo foi escolhido aleatoriamente apenas como um reforco para a
explicacdo. Para ficar mais claro, poderiamos ter questionado o estudante por qual motivo

ele optou pelos nimeros 9 e 25 para melhor identificar o papel do exemplo.

Lili, por sua vez, utilizou-se tanto da linguagem natural quanto da linguagem

matematica para responder positivamente a questao.

Figura 6 — Resolucgdo da aluna Lili para atividade Il — 2

Fonte: Dados da pesquisa

Observamos que para melhor organizacdo de sua resposta, Lili apresentou
exemplos. Embora tenham sido os mesmos exemplos presentes no enunciado, a presenca
deles parece indicar que a aluna os considera importantes na producao de uma validagédo

matematica.

Para compreender melhor como ela pensou, questionamos se havia feito algum
teste utilizando outros nimeros, e ela nos enviou foto de seu rascunho no qual havia feito

outros trés testes.
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Figura 7 — Conversa de WhatsApp com a aluna Lili sobre a atividade 1l — 2

Oi Prof

Eu fiz mais algumas porém deixei no
rascunho... Coloquei no caderno apenas a
do exemplo que estava na folinha e uma
que eu criei 09:20

Mas tem outras sim 929

09:29

Entendi. Muito bem. Agora compreendi

melhor como vc resolveu. E¥ &5 &Y

11:08-

Fonte: Dados da pesquisa

Uma classificacdo possivel para o tipo de prova produzido pela aluna pode ser a
experiéncia crucial porque, para além dos exemplos sugeridos, ela apresentou outros que
parecem ter garantido a ela a validade da conjectura. Contudo, é dificil estabelecer uma
classificagdo clara para a validacdo de Lili, pois ela também pode ter apresentado
exemplos apenas como uma forma de cumprir uma regra do contrato didatico em
construcdo ou em atendimento a nossa solicitacdo explicita no enunciado. Se durante as
institucionalizagdes das atividades da Fase | e da atividade Il — 1, insistimos com 0s
estudantes sobre a importancia da exploracao da situagéo, realizando testes ou exemplos,

ndo seria estranho que, aos poucos, eles fossem incorporando este discurso.

Uma pergunta que poderiamos ter realizado para uma melhor compreenséo dessa
ideia é se a diversidade de testes se deu porque lhe foi sugerido na questdo ou se foi por
conta da incerteza sobre a veracidade da conjectura.

Observamos que os alunos néo tiveram dificuldades relativas ao conceito de raiz
quadrada, o que permitiu que eles se concentrassem na producgdo da validagdo. Entretanto,
como previmos, ndo discutimos uma outra prova intelectual possivel, pois, para tal, seria
necessario que os alunos conhecessem outras propriedades. Consideramos também que

essa acao seria adequada neste inicio, porque poderia desmotivar os estudantes ou tornar-

111



se um obstaculo a compreensao e a producdo de provas — como ocorreu na investigacdo
de Leandro (2012). Conforme outras atividades foram sendo desenvolvidas, fomos
introduzindo discussdes com provas do referido nivel. No entanto, uma agéo possivel de
ter sido desenvolvida, como parte da devolucdo para os dois estudantes, seria o
questionamento a respeito da validade da conjectura para nimeros altos ou fracionarios,

por exemplo.

Como institucionalizacdo para ambos os alunos, pontuamos junto a eles que é
muito importante verificar se a propriedade ou conjectura é realmente valida, se ela vale

para todos 0s casos, porque iSSO nem sempre acontece.

> Atividade 11 -3

3. Joana conjecturou que “O dobro de um numero quadrado perfeito continua sendo um ndmero
quadrado perfeito”. Vocé concorda? A conjectura de Joana esta correta? Explique como vocé pensou
justificando sua resposta.

3.1 E verdade que os niimeros que sdo quadrados perfeitos, sempre terminamem 0, 1, 4, 5, 6 e 9?
Explique como vocé pensou justificando sua resposta.

Propusemos essas questdes com o objetivo de que ambos verificassem a validade
das conjecturas dadas, que envolveram o conceito de nimeros “quadrados perfeitos”. Na
questdo 3, a conjectura sugerida € falsa e poderia ser refutada com a apresentacdo de um
contraexemplo. Ja a atividade 3.1 é verdadeira, podendo gerar mais engajamento, tendo
em vista sua resisténcia a sucessivos testes. Escolhemos propor uma conjectura falsa,
porque ndo queriamos que os alunos criassem a expectativa de que todas as situagdes se

relacionam com afirmac6es verdadeiras, restando apenas sua confirmacéo.

Devido a conjectura estar presente no enunciado, era esperado que 0s estudantes
se envolvessem em um processo de validacdo que contempla principalmente a verificagdo
e a explicacdo sobre o conceito em questdo. Por exemplo, na verificacdo de que a
conjectura da primeira atividade € falsa e na explica¢do do porqué a conjectura da segunda

atividade é verdadeira.

Para institucionalizar a segunda atividade, poderiamos considerar que um nimero
quadrado perfeito € um nimero natural n, tal que exista outro numero natural “a” em que

n=a?, (a € N), uma validagdo possivel de ser discutida com os estudantes poderia ser

112



produzida a partir de alguns testes a partir do algoritmo da multiplicacdo, como nos

exemplos a seguir — Figura 8.

Figura 8 — Resolugdo possivel para a atividade Il — 3

cdu £du
du _ 773 . TTH
. 15 R S 77D
75 N 774 N TT
. 75 777 777
T TTT Ty
775 =7779 77776

Ll ) 1

Fonte: Dados da pesquisa

Ao utilizar o mesmo raciocinio para 0s nimeros gue terminam com os algarismos

0,1,2,4,6,7e9, pode-se constatar a veracidade da conjectura dada.

Para esta atividade, ndo enviamos nenhum material prévio contendo explicaces,
porque supomos que ambos haviam compreendido o significado dos objetos mateméticos

envolvidos®’.

O aluno Juca logo identificou que a conjectura da primeira questdo seria falsa e
justificou sua resposta apresentando um contraexemplo, como pode ser observado em sua

resolucdo abaixo — Figura 9.

7 Pois ele havia sido abordado no material de estudos disponibilizado pela SEDUC MT, que mesmo nio
sendo obrigatorio, estava sendo desenvolvido pelos estudantes.
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Figura 9 — Composicéo da resolucdo do aluno Juca para a atividade Il — 3

Fonte: Dados da pesquisa

Somente esta acdo, de apresentar um contraexemplo, j& seria suficiente para
atender ao enunciado. Contudo, percebemos que ele buscou reformular a conjectura
escrevendo que: “[...] Somente o dobro de um nimero que ndo € quadrado perfeito vai
ser um numero quadrado perfeito [...]”. Esta afirmacéo é incorreta, pois ndo é valida para
todas as situacdes possiveis, ja que o dobro de 20, por exemplo, ndo € um numero

quadrado perfeito.

Além disso, algo a ser notado é a continuidade da frase, em que ele complementou
0 raciocinio com um exemplo. A palavra, “pois” pode indicar que sentiu a necessidade
de justificar, de alguma forma a afirmacgéo que realizou. Classificamos o tipo de prova
apresentado pelo aluno como sendo do tipo experiéncia crucial, porque ele realizou
diversos testes, dando indicios de que o convencimento momentaneo ocorreu apés a
verificacdo para pelo menos trés casos, havendo um apego aos casos particulares.
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Por outro lado, na segunda questdo, o aluno apresentou uma justificativa mais
geral, sem se dedicar & exploracéo da conjectura, indicando que a devolugdo e a vivéncia

de situacOes adidaticas ndo ocorreram para ela, especificamente.

Perguntamos ao estudante se ele havia realizado alguma pesquisa para responder
as questdes. Ele respondeu afirmando que sim, e que também havia assistido a um video
para compreender melhor o tema. Juca afirmou que observou o nimero 196 no video,
mas que, em relacdo aos demais nimeros testados, escolheu e pensou por conta propria.
Entdo, como dissemos, classificamos sua producdo como uma experiéncia crucial, pois
sua validacao parece ter sido fundamentada a partir dos testes que realizou, nos quais fez
uso de numeros quadrados perfeitos diversos. Ao resolver a questdo 3, justificou 0 motivo
pelo qual o nimero é ou ndo um quadrado perfeito nos quatro testes que realizou,

utilizando uma escrita em linguagem natural.

Com essa atividade, tivemos uma maior interacdo e acreditamos que, embora ndo
tenhamos estado no espacgo formal da sala de aula, aos poucos uma espécie de contrato
didatico foi sendo estabelecido. A questdo 3.1 respondida objetivamente por Juca foi a
que gerou mais engajamento entre ele e nds no WhatsApp. Fomos discutindo o porqué
da conjectura da segunda atividade ser verdadeira e, ao final, reiteramos que todos 0s
nameros quadrados perfeitos terminam com os algarismos 0, 1, 4, 6 ou 9, mas que nem
todos os nUmeros que terminam com tais algarismos sdo quadrados perfeitos, conforme,

por exemplo, 0s nimeros 14 e 26. Em determinado momento, o aluno questionou:
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Figura 10 — Conversa WhatsApp com o aluno Juca sobre a atividade 11 — 3

Um, mais o dobro dele sera?
O dobro do 14?
Sim

0 que vc acha? O dobro do 14 é 28. E um
quadrado perfeito?

Vamosver28+2=14+2=7+7=1
Acho que nao
Isso! Pq fica22. 7'

Nao vai ser

Sim sksksksk
Além disso, termina em 8
Eu vi dois 7 rsrs
rs|

Vocé

Entdo e so6 gravar se o expoente for impar
ndo e quadrado perfeito.

Fonte: Dados da pesquisa

Na conversa, buscamos devolver o questionamento do aluno com outra pergunta
com o intuito de convida-lo a procura de respostas. Para justificar que o nimero 28 nédo
seria um quadrado perfeito, Juca detalha o processo de fatoragao, em que dividiu o valor
por 2 duas vezes e, em seguida, por 7. Quando ele afirma “acho que ndo”, poderiamos ter
questionado o porqué, e ndo apenas ter confirmado a afirmacéo que ele realizou. A partir
dessa acdo, antecipamos a resposta pretendida, impedindo que o aluno mesmo explicasse.
Balacheff (2019), ao discutir uma pesquisa que se utilizou de validagcbes matematicas,
observa algo parecido, isto &, em certas situacdes, os alunos ndo desenvolveram uma

explicacdo que poderia vir a ser uma prova, devido a interferéncia do professor.

Com base em nossa interacdo, percebemos que o dialogo ja estava mais fluente se
comparado as primeiras duas interacdes (Atividades I1 — 1 e Il — 2). Pode-se observar que
Juca se dedicava a responder os questionamentos que realizamos, elaborava perguntas e,
ao mesmo tempo, passava a pensar nas proprias respostas, como quando ele se prop6s a
pensar sobre o dobro de 14 ser ou ndo um quadrado perfeito, e buscou, ao mesmo tempo,
formular e validar a proposicéo. Indicios esses que podem indicar a vivéncia de situagdes
adidaticas de acdo, formulacéo e validacdo. Pontuamos ainda que essa interagdo nem
sempre ocorre quando estd em jogo uma conjectura falsa, como ocorreu conosco, pois,

segundo Balacheff (2000, p. 177), “[...] o tratamento de uma refutagdo ndo leva
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necessariamente a um questionamento dos fundamentos da conjectura como se poderia
ter pensado a priori [...]”, havendo geralmente um abandono imediato do processo de

validacao.

No caso de Lili, houve um pequeno equivoco relativo ao conceito de ndmeros
quadrados perfeitos, pois a aluna considerou o resultado do dobro de um nimero qualquer
e 0 elevou ao quadrado, como sendo essa a ideia de nimeros quadrados perfeitos. O
conhecimento apresentado por ela, mesmo equivocado do ponto de vista da conceituagéo
matematica, influenciou na sua producdo (HEALY; HOYLES, 2000; OLIVEIRA, 2009).
Entdo, nossa suposicdo de que os alunos teriam claro para si o significado de nimeros

quadrados perfeitos, estava equivocada.

Sua resposta a segunda atividade se deu de forma mais objetiva, mas, ainda assim,
é possivel identificar um pequeno discurso e a utilizagdo de exemplos para reiterar sua

validagéo.

Figura 11 — Resolucdo da aluna Lili para a atividade Il — 3

Fonte: Dados da pesquisa

A validacdo produzida por Lili, na tentativa de garantir a veracidade da conjectura
em questdo, que nédo estava correta, parece indicar uma experiéncia crucial, pois a aluna

realiza diversos testes incluindo nimeros quadrados perfeitos produzidos a partir de
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valores como 8, 10 e, também, 19, 21, 36 e 50, concluindo suas afirmacbes com base

neles.

Devolvemos questionamentos para a aluna, que também afirmou ter pesquisado
para responder nossas perguntas. Buscamos colocar em xeque a veracidade da conjectura
que pareceu estar sendo formulada por Lili, qual seja, a de que ndmeros cujo Ultimo
algarismo seja divisivel por 2 e que possua raiz quadrada exata sdo quadrados perfeitos.
Mas como pode ser observado no diadlogo abaixo, o conceito equivocado para o objeto

matematico fez com que ela respondesse que o numero 14 seria quadrado perfeito.

Figura 12 — Conversa WhatsApp com a aluna Lili sobre a atividade 1l — 3

% Q) algumas perguntas pra quando

tiver um tempo... Vc pesquisou pra
responder? Sobre a 2: vai existir algum

Vocé
Mas agora fiquei pensando...G 14 é divisivel

5 7 2 por 2 e termina em 4. E um quadrado

numero quadrado perfeito que termine perfeito?

em com 8? Pp? -
Sim

Vai existir algum nimero quadrado mo——

perfeito que termine com 42 Por que é dl\(lS!Ve| por 2 e o seu quadrado,
ou seja multiplicado por ele mesmo,

23 DE JUNHO DE 2020 resulta em um nimero inteiro, que no

caso do nimero 14 é 196

1°= Sim, eu li uma matéria do site Brasil
Escola sobre os nimeros quadrados
perfeitos.

2°= Nao, porque ele ndo possui raiz Mas tem um probleminha.
quadrada exata.

3°= Sim, Pois além dele ser divisivel por 2
ele possui uma raiz quadrada exata.

Hummm. Entendi o que vc quis dizer.

196 é um quadrado perfeito porque
14x14 da 196.

Desculpa a demora prof° Sim, eu acho q sim ¢3

Fonte: Dados da pesquisa

E possivel notar que Lili estava convencida sobre a veracidade daquilo que
proferia. Sua explicacdo, no entanto, contém equivocos quando ela relaciona ao fato de
nameros quadrados perfeitos serem divisiveis por dois, porque isso ndo se aplica para
todas as situacbes. Mesmo assim, notemos a preocupacdo dispensada em torno da

explicacdo quando ela utilizava “porque” e “pois”.

No dialogo, fica evidente como geralmente interagiamos com Lili. Nem sempre
havia sincronicidade, mas isso ndo impediu que ela se dedicasse e respondesse aos N0ss0s
questionamentos sempre que possivel, como ocorreu nesta situacdo em que ela nos
retornou uma semana depois — perguntamos no dia 16 de junho e ela nos respondeu no
dia 23 do referido més. Em seguida a esta conversa, retomamos o conceito de nimeros

quadrados perfeitos e finalizamos a atividade.
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Como institucionalizacdo para ambos os alunos, sinalizamos que a possibilidade
de pesquisa pode e deve ser aproveitada por eles. Seguimos enfatizando a importancia de
pensar em diferentes possibilidades e exemplos para as conjecturas dadas ou formuladas
e discutimos uma prova possivel, a partir da analise das termina¢Ges dos numeros

quadrados perfeitos, conforme haviamos previsto.

« Atividade Il - 4

4. Encontre o valor das expressdes da maneira que achar mais facil (caso necessario, utilize calculadora):

2 (V9)'=(9). (V)

— Podemos resolver de duas maneiras diferentes, lembra?
Maneira 1 Maneira 2
b. (\/25)2: L \/5\/—: \/6\/—:
2 3 .3= V9.9 =
c. (V3)'=
2
d. (vV2)'=

A partir da andlise dos resultados é possivel identificar alguma regularidade? Em caso positivo:
«+ Elabore sua conjectura da maneira mais detalhada possivel.
¢+ Vocé conseguiria justificar porque a regularidade acontece?

Com esta atividade tinhamos a intencdo de que os alunos investigassem a presenca
de regularidades e que percebessem que o resultado da raiz quadrada de um nimero maior
ou igual a zero, elevada ao quadrado, sempre resultard nele proprio. Trata-se da
explicacdo e da sistematizacdo do porqué podemos utilizar a técnica da simplificacdo de

resultados diante de uma situacdo analoga.

E esperado que os estudantes consigam ressignificar o conhecimento abordado na
Atividade Il — 2 e que, portanto, ndo possuam dificuldades para encontrar as respostas
solicitadas. Nos itens a e b, os nimeros escolhidos possuem raizes quadradas exatas,
podendo ser utilizadas a maneira 1 e a maneira 2 sem que se deparem com um resultado
irracional. O mesmo ndo ocorre nos itens ¢ e d, em que os nimeros 2 e 3 foram
propositalmente colocados. Embora esta variavel possa gerar discussdes que envolvam
nameros irracionais, consideramos que seja importante para que os alunos percebam que

a conjectura permanece valida, ndo somente em situacdes que envolvem raizes exatas.

Nesse caso, havendo davidas, poderd ser sugerido que eles utilizem as duas
maneiras para observar as vantagens e as desvantagens de cada uma delas. A calculadora
também poderd ser utilizada ja que nosso objetivo se direciona para a validacéo

matematica da regularidade, que devera ocorrer a partir da observacao dos resultados.
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Considerando as devidas restricdes (“a”” ndo é negativo; se raiz quadrada de “a” é
igual a “b”, entdo b2 = a; b ndo negativo), uma prova possivel de ser discutida com 0s
estudantes a respeito da regularidade encontrada, no momento da institucionalizacéo,

pode ser a seguinte:

(Va)’ =va.va

(Va)' =+aa

(Va)* = V@?
(Va)' =a

Evidenciamos, assim, que a conjectura é verdadeira, pois apds algumas
manipulacgdes, o resultado é o préprio valor do radicando, independentemente de qual seja
ele. Nessa validac3o, a letra assume o estatuto de nimero genérico'® (BIANCHINI;
MACHADO, 2010), isto &, ela representa valores quaisquer, desde que atendidas as
devidas restricbes. Em outras palavras, corresponde a qualquer nimero inteiro ndo

negativo.

Juca resolveu todas as atividades, obtendo nimeros inteiros em todas as situacdes
propostas. 1sso ocorreu porgue, nos itens a e b, ele resolveu conforme a maneira 1,
obtendo resultados inteiros em todas as etapas da resolucdo. Permanecendo com a
maneira 1 e seguindo a sugestdo do enunciado, o aluno utilizou calculadora — conforme
observado no dialogo da Figura 13 — para efetuar os calculos solicitados nos itens c e d.
Ao encontrar valores aproximados para as raizes quadradas ndo exatas e multiplica-los
entre si, Juca anotou o valor inteiro mais proximo. Em relacdo a conjectura solicitada no
enunciado, escreveu que os itens ¢ e d ndo continham nimeros quadrados perfeitos e que,

por isso, ndo continham raiz quadrada exata — afirmacdo esta, que esta correta.

Ao ser questionado por nds sobre outra possivel regularidade envolvida na
questdo, respondeu que os valores “ddo 0 mesmo resultado ”’, como evidenciado em nossa

conversa pelo WhatsApp.

8 Em acordo com o Modelo 3UV (Trés principais usos da variavel), quais sejam: incognita (ou termo
indeterminado), nimero genérico e o de relacdo funcional, conforme discutem Bianchini e Machado (2010).
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Figura 13 — Resolucédo do aluno Juca para a atividade 11 — 4 / Conversa WhatsApp

AT 33 o S —
( st
25 !_L e Deu o mesmo resultado pois, raiz
4 — quadrada de 25 e 5x5= 25
Tobo) ( I_)& (\}_‘:T) ( \/(T = Explicagao pq dar o mesmo resultado?
- R
A,-(k).r).J.&,/_ ) 'LJ) LR W 0 WA ¥ L LA
- — < Isso.
e ] o 8
)i =L I Pois ele tem que ser multipicado pra ter o

resultado inicial

- Por si proprio
b) (Vs ) = - o
t“"' [’[j =T Na3da17
= ) 5 - : Ta. Mas vc fez na calculadora né?
- = .- - = _ Acedsim
C)m)?
Entendi.
= A(in) \\!_A)
{ = : Por que eu tinha que descobrir o nimero
$ ] 1 multipicado por ele mesmo que daria 0 3
— ';7 como o resultado inicial
d) ( \),5 )7 1,7 ndo da 3 exatamente
TR SN Da 2,88 parece multipicado por ele
W2y Ve ) mesmop
> € 4 -
= { J : .," Snls = Eu poderia colocar 1,72 ou 1,72 que

e . — chegaria mais perto do resultado inicial

Fonte: Dados da pesquisa

Juca se questionou acerca da explicacdo do porqué isso acontecia e utilizou
corretamente o conceito de raiz quadrada de um namero ndo negativo. Sua justificativa,
especificamente para as respostas das radiciacBes envolvidas, embora pautada em
exemplos fornecidos pela prépria atividade, pode ser classificada como exemplo
genérico. Observamos que, por causa da correta compreensdo do conceito matematico
envolvido, Juca utilizou um exemplo, mas ha desprendimento em seu raciocinio, tanto
que ele escreveu “pois ele tem que ser multiplicado para ter o resultado inicial”. Ainda
que tenha reconhecido a regularidade, ele ndo produziu uma justificativa sobre o porqué
de ela ocorrer. Em linguagem natural ele escreveu: “Sim, ¢ e d ndo sdo nimeros quadrados
perfeitos e por isso sdo ndmeros irracionais, [...], infinitos [...]”. Ndo conseguimos
questionar se Juca respondeu desta forma devido a seus conhecimentos prévios® ou se

havia feito algum tipo de pesquisa.

Observamos que sua explicacdo, embora correta, centrou-se nas raizes ndo exatas

e seus resultados e ndo na regularidade especificamente. Na pesquisa de Carvalho (2014),

190 que seria possivel, devido nosso trabalho ao longo do ano letivo de 2019, em que conhecimentos sobre
conjuntos numéricos foram bastante discutidos.
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por vezes, ocorreu algo semelhante, quando os alunos se centraram e tomaram ciéncia da
regularidade e ndo no porqué de ela ocorrer. Consideramos esse deslocamento, que
alterou o foco da prova em si, natural do processo de validacdo, em que nem sempre é
claro para o aluno o que e como provar. De acordo com Balacheff (2000), é comum que
durante a resolugdo de um mesmo problema, um aluno apresente diferentes tipos ou niveis
de prova. Foi o que parece ter ocorrido nessa situacdo, em que, a partir de nossa interagdo
identificamos um exemplo genérico em relacdo ao conceito de raiz quadrada e um
empirismo ingénuo quanto a conjectura identificada no segundo item da atividade. Em
relacdo a esta Ultima, Juca ndo realizou outros testes para além daqueles sugeridos no
enunciado e, por este motivo, classificamos sua valida¢do neste Gltimo caso como um

empirismo ingénuo.

Ao discutir um pouco mais sobre a situacdo, conversamos com o aluno sobre a
possibilidade de, diante de outras situacdes que contivessem a raiz quadrada de um
ndmero maior ou igual a zero elevada ao quadrado, ndo necessariamente realizar todo
processo resolutivo, pois, a partir daquele momento, seria possivel responder de forma
mais direta. Diante disso, Juca, embora parecesse estar convencido sobre a validade da
conjectura, “[...] queria alguma coisa que justificasse que isso acontece [...]”, referindo-

se ao porqué obtermos um nimero inteiro, mesmo trabalhando com aproximagdes.

Figura 14 — Conversa WhatsApp do aluno Juca para a atividade 11 — 4

Vocé r .
Video (0:36) Lﬁy
Sim, realmente da o mesmo resultado
mais eu queria alguma coisa que
justifica-se que isso acontece exemplo a
raiz quadrada de 3 é 3 mais como chegou
a esse resultado, ent eu fui vendo o
ndmero multipicado vezes ele mesmo
daria o resultado inicial que é 0 1,73 eu

acho.
Vocé
Pode usar o método que vc fez sim. Th esta
correto. A unica (|Ii’\,’[v:!“<,\: € que, CoOmo VC
esta trabalhando com numeros irracionais
Verdade
Ta.
Sevc pegaro 1.73 vezes 1.73 da 2.9929
(Um numero muito, mas muito pertinho
do 3)

Sim, mais a matematica permite
arredondar pro 3 sera?

Fonte: Dados da pesquisa
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Essa interacdo foi bastante significativa do ponto de vista de nosso trabalho com
validacOes, tendo em vista que antes mesmo de o questionarmos, Juca néo se satisfez
somente com a resolucdo da atividade e, ele mesmo, perguntou o porqué de o
procedimento matematico envolvido ser possivel. Evidenciando, dessa forma, a funcao
explicativa da prova. Sobre isso, De Villiers (2001) escreve que, embora verificagdes
empiricas possuam alto grau de confianga quando se trata de prova de uma conjectura,

como parece ocorrido com Juca nesta atividade, elas

[...] ndo fornecem em geral uma explicagdo satisfatoria da razao pela qual pode
ser verdadeira. Apenas confirmam que é verdadeira, e embora a consideracéo
de mais e mais exemplos possa aumentar ainda mais a nossa confianca, néao
obtemos uma sensagdo psicologica satisfatoria de esclarecimento (DE
VILLIERS, 2001, p. 33).

Nessa oportunidade, discutimos com Juca uma possivel prova de nivel intelectual,
como previmos, tendo em vista seu questionamento e a institucionalizacdo local da

atividade.

Em relagdo ao seu questionamento sobre a Matematica permitir “arredondar ”,
retomamos a propria fala de Juca no dialogo da Figura 13 em que ele mesmo percebe que

guanto mais casas decimais usasse, mais proximo de um ndmero inteiro o resultado seria.

A partir do didlogo estabelecido e considerando a interacdo do aluno por meio de
perguntas, explicacdes, entre outros, € provavel que a devolugdo da atividade tenha
ocorrido, assumindo o aluno a responsabilidade pela situacdo. A vivéncia de situacdes
adidaticas também pode ser observada, especialmente a situacdo adidatica de validacéo,
na medida em que o estudante busca validar afirmacdes relativas ao conceito de raiz
quadrada. Busca, também, validar e discutir suas respostas para os itens ¢ e d, em que

encontrou valores irracionais, conforme Figuras 13 e 14.

Dessa forma, fomos dialogando e interagindo nesse dia, com mensagens escritas,
pequenos videos e prints de tela até a conclusdio momentanea de que, a partir dos

exemplos discutidos, de fato a conjectura estabelecida parecia ser verdadeira.

Na producdo de Lili — Figura 15, é possivel identificar que suas respostas estéo
todas corretas, inclusive a conjectura solicitada. Podemos perceber no registro fotografico

de sua resolucdo o cuidado da aluna em relacdo a redacdo da conjectura. Como
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descrevemos no capitulo anterior, era esperado que o0s alunos ndo tivessem

estranhamentos com essa expresséo, dado nosso trabalho ao longo do Fase I.

Figura 15 — Resolucéao da aluna Lili para a atividade Il — 4

Fonte: Dados da pesquisa

A aluna elaborou a conjectura de forma correta e, para além da escrita da frase,
contém um exemplo diferente daqueles sugeridos na atividade. Apesar de responder que
“nao” conseguiria justificar, a ela apresentou um empirismo ingénuo como uma forma de
explicar a afirmacdo que realizou. Poderiamos ter questionado a Lili se ela realizou mais
testes ou ainda, qual foi o papel do exemplo em sua escrita para compreender melhor sua

producéo.

A resposta da aluna para a ultima pergunta, evidencia que ela ndo teve problema
em admitir que ndo conseguiu pensar em uma justificativa. Em um cenario mais amplo,
nos fornece indicios de que nem sempre é evidente aos estudantes como exatamente
realizar validagfes, assim como ocorreu com Juca. A este respeito, Boavida (2001)
escreve que a formulacdo de conjecturas de fato ndo deve estar subordinada a producédo

de provas, pois,
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Pode acontecer que os alunos formulem conjecturas que ndo sdo capazes de
demonstrar com 0s conhecimentos matematicos que possuem no momento.
Este facto tem, em si mesmo, valor educativo, além de poder proporcionar boas
oportunidades para os alunos aprofundarem, um pouco mais, a sua compressao
sobre o trabalho dos matematicos onde a formulagdo de conjecturas e a sua
demonstracdo ndo anda, frequentemente, a par e passo (BOAVIDA, 2001, p.
14).

Questionando a aluna sobre a utilizacdo das duas maneiras conhecidas, para
resolver a primeira atividade, ela informou que tentou utilizar a maneira 1 para responder
0 item c, que envolvia um valor irracional. Porém, ao perceber que o nimero 3 nao
possuia raiz quadrada exata, optou pela segunda estratégia, segundo ela, porque havia um
“exemplo”, ou seja, uma sugestdo no enunciado de que haveria mais de uma forma

possivel de se resolver os itens solicitados.

Figura 16 — Conversa WhatsApp de Lili sobre a atividade 1l — 4
vTevw

Ve teve alguma dificuldade pra resolver
as raizes? Vi que vc respondeu a e b de Entendi ....

uma forma e c e d de outra. . = -
Mas na ultima questao, porque isso

N&o ... Pra resolver as raizes eu nao tive acontece ?

dificuldade

Resolvi de duas formas diferentes porque Mag na ultima questiio, porque isso
no exemplo q vc deu tem as duas formas acontece ?

de fazer "

Essa é uma boa pergunta! Tem uma
Ai quis fazer as duas 14 explicagao, mas é dificil escrever ou falar
por audio. Entdo amanha de manha vou

Entendi. Entdo na letra c e d ve nem gravar um video explicando. &3

tentou fazer da primeira forma. Isso?

Ahsim ...
Ai quis fazer as duas 6 DE JULHO DE 2020
Muito bom! . = s
2D Bom Dia! Vou carregar dois videos
Vocé explicando um pouco mais sobre a
e o
Entendi. Entao na letra c e d vc nem tentou atividade de ontem!p‘
fazer da primeira forma. Isso?
Sim

Na verdade na c eu tentei fazer da

primeira forma mas nao consegui pelo

fato do 3 ndo possuir raiz quadrada exata
}

«

Ai eu fiz da segunda maneira

Fonte: Dados da pesquisa

Na interacdo que tivemos, é possivel perceber que a aluna questionou sobre o
porqué a regularidade que ela encontrou funciona: “Mas, na ultima questdo, por que isso
acontece?”, justamente porque ndo conseguiu produzir uma justificativa para tal —a aluna

respondeu “ndo” ao questionamento: “Vocé é capaz de justificar [...]?”. Trazemos para a
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discussao Healy e Hoyles (2000) que acrescentam que, em algumas situacfes o estudante
produz uma validacdo possivel, com os recursos de que dispde, ndo significando que
esteja satisfeito com a prova produzida. Diferentemente da atividade anterior Il - 3, agora
Lili parecia ndo ter dificuldades relativas ao conhecimento do objeto matematico de forma

que, possivelmente, ndo justificou a conjectura, porque ndo sabia como fazer isso.

Nesse sentido, aproveitamos a oportunidade, em que a prova poderia atender a
necessidade de causalidade, tendo em vista que tanto Juca quanto Lili sabiam da
veracidade da conjectura, mas expressaram gquestionamentos sobre o porqué de ela
ocorrer, para realizar uma institucionalizacdo com uma prova intelectual para ambos,
conforme haviamos pensado. Junto dela, buscamos estabelecer um paralelo com
exemplos, relacionando com o conceito de nimeros quadrados perfeitos, pois, segundo
Nasser e Tinoco (2003), essa acdo é importante para que os alunos percebam que
expressdes algébricas podem representar valores quaisquer, dadas as devidas restrigcdes.
Mesmo assim, é dificil saber como eles interagiram com a nossa producdo, o que
exatamente compreenderam, se acharam dificil ou se fez sentido. Lili apenas enviou a
mensagem “0K, prof!”, enquanto Juca escreveu sem termos questionado que “[...] entendi
que a raiz quadrada elevada ao quadrado, o resultado sempre sera o que esta dentro da

raiz, mesmo sendo em fracdes [...] .

Estafala “[...] mesmo sendo em fragcdes ” pode ter decorrido de, ao longo de nossa
interacdo, na qual a letra assumiu o estatuto de namero genérico, termos questionado a
validade da conjectura para todos 0s casos possiveis, ou seja, se ela seria valida para
nameros representados na forma decimal, fracionéria, numeros muito altos, pares,

impares, entre outros nimeros n&o negativos.

« Atividade Il -5

5. E verdade que “A raiz quadrada exata de um namero impar ¢ sempre impar”? Explique como vocé
pensou, justificando sua resposta.

Com essa atividade, tinhamos como objetivo que os estudantes trabalhassem na

producdo de uma validacdo matematica para a conjectura dada, isto é, de que a raiz
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quadrada de um numero exato impar serd sempre impar. A afirmacdo envolve
essencialmente os conceitos de nimeros pares, impares e raiz quadrada e, devido a isso,
esperdvamos que eles conseguissem responder ao nosso questionamento sem
dificuldades. Para tanto, os alunos poderiam realizar testes com nimeros conhecidos,
verificar a veracidade da conjectura e justificar por meio deles. Considerando nossas
interacbes nas atividades anteriores, em que sempre propomos ao final uma
institucionalizacédo local com uma prova de nivel intelectual, seria possivel que houvesse

tentativas de generalizacao.

Poderiamos, nesse caso, pensar junto dos alunos, na escrita geral de um nimero
impar 2.a + 1 — sendo “a” um nUmero inteiro, maior ou igual a zero. Se esse numero
possui raiz quadrada exata, ele é um quadrado perfeito e poderiamos aplicar a

simplificacdo conforme Atividade Il — 4.

(VZa+1) ' =2a+1 ; a>0

Aqui, a validacdo envolve uma generalizacdo em que a letra assume o estatuto de
nlmero genérico, pois se trata de uma representacdo geral de um nimero impar, sobre a

qual se pode raciocinar de forma dedutiva.

Outra possibilidade que envolve um raciocinio genérico, conforme o nivel de
escolaridade em questdo, mas que nao contempla elementos algébricos, seria uma analise
de todas as possibilidades que envolvem um ndmero quadrado perfeito impar, por meio
da observacdo de regularidades aritméticas. Se a conjectura for verdadeira, 0 nimero
quadrado perfeito serd dado em funcéo de outro nimero impar nao negativo, multiplicado
por ele mesmo. Como todos 0s nimeros impares terminam com os humeros 1, 3, 5, 7 ou
9, qualquer nimero que termine com 1, gerara um quadrado perfeito que termine com 1,

sendo ele impar, seguindo um raciocinio semelhante ao da Atividade 11 — 3. Por exemplo,
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Figura 17 — Resolucéo possivel para a atividade 11 —5

edu
TTA
T
7
TYT
TTT

L]

Fonte: Dados da pesquisa

Nesse caso, a raiz quadrada exata do numero ndo negativo obtido como produto
da multiplicacdo seria o valor que foi anteriormente multiplicado por ele mesmo, que era
impar. O mesmo raciocinio poderia ser aplicado para as demais possibilidades, inclusive

considerando nimeros pares, para verificacao.

Juca respondeu conforme a primeira possibilidade que haviamos pensado, em que

apresentou exemplos e escreveu a seguinte explicacgao:

Figura 18 — Resolugdo do aluno Juca para a atividade 11 — 5

Fonte: Dados da pesquisa

Logo que recebemos sua resolucéo questionamos o motivo pelo qual em dois de
seus exemplos o resultado foi igual a 19 e prontamente Juca pontuou que o resultado
correto da raiz quadrada de 289 seria 17, corrigindo, ele mesmo, seu pequeno equivoco.
Considerando as particularidades dos exemplos escolhidos por ele, poderiamos classificar

sua produgdo como experiéncia crucial, pois houve a verificacdo para nimeros impares
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incomuns. Buscando compreender melhor como Juca resolveu nossa atividade,

perguntamos se ele havia feito alguma pesquisa, conforme didlogo da Figura 19.

Figura 19 — Conversa WhatsApp do aluno Juca para a atividade 11 — 5

Vc fez alguma pesquisa para conferir sua
resposta?

Sim, eu olhei as regras na matematica...

Otimo.
EaS5regra

Ta. Eu achei aqui th. Mas percebi que
uma parte da sua resposta esta diferente.

Qual

"Pois o numero vezes ele mesmo ser a
impar". Vc pegou essa parte th?

Néo essa eu fez aleatdrio.... Eu quis dizer
que, exemplo 25 5 vezes 5 da 25 entdo o
ndmero vezes ele mesmo vai ser impar.

Fiz*

Fonte: Dados da pesquisa

Observamos, entdo, que houve uma busca em que ele encontrou algumas “regras
da matematica”, dentre elas a “regra 5”. No mesmo momento, em paralelo, encontramos
o site?® que fundamentou a resposta do aluno. Verificamos que os exemplos atipicos
fornecidos por ele ndo foram retirados de 14, assim como a escrita ndo foi exatamente a
mesma. Por isso, perguntamos por que uma parte da frase estava diferente. E possivel
que, devido a nossa insisténcia acerca da importancia de se apresentar justificativas, Juca
tenha sentido necessidade de complementar com uma estrutura linguistica que contivesse
a palavra “pois”. Mas, neste caso, 0 aluno ndo se direcionou para a producdo de uma

explicacdo acerca do porqué a regularidade ocorre.

Para nds, o fato de ter realizado uma pesquisa indica que havia um
comprometimento em nos fornecer uma resposta correta e adequada. Ao final, realizamos
uma breve institucionalizacdo em que discutimos justificativas possiveis para validade da

conjectura.

Lili, por sua vez, apresentou sua resolucdo, segundo a qual a afirmagdo realizada

no enunciado seria verdadeira e justificou utilizando-se de exemplos.

20 https://brasilescola.uol.com.br/matematica/numero-quadrado-perfeito.htm
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Figura 20 — Resolucédo da aluna Lili para a atividade 04 — 5

P = N | A ot Cral 7 R o y o 1Y
S0 g oot Ol Qus. a0 Alysmnrpn L et nfoirn

)'Il;\ .

.

% =3 )
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25 =0 - ’ > o |
vz =9 | aale it g : ;
— j :T- - Sete "M'-Qx‘ %ﬁ.—ﬂ‘—%
.j--" : _T - 115 3 v’ 5
13,235 4 acian. wain el . !‘

Fonte: Dados da pesquisa

Podemos classificar sua prova como sendo experiéncia crucial devido a conclusao
da aluna estar fundamentada em exemplos, sobretudo em um exemplo peculiar, em que
verificou que a raiz quadrada do nimero impar 13.225 foi o nimero impar 115. No
entanto, o fato de estarmos distantes, e de ndo podermos analisar melhor a situacéo

vivenciada por Lili, deixa-nos em divida sobre a prova que produziu.

Poderiamos nos questionar qual foi o papel dos exemplos que a aluna apresentou?
A origem de um experimento crucial pode ser, por exemplo, a tomada de consciéncia da
insuficiéncia da verificacdo para alguns exemplos ou, também, a impossibilidade em
termos cognitivos e linguisticos de produzir uma validacdo intelectual (BALACHEFF,
2000). Nesse ultimo nivel de prova, a “[...] experiéncia crucial subsiste como um
procedimento final para assegurar a conviccao, especialmente quando a afirmacao foi
baseada em um exemplo genérico. Encontramos aqui um exemplo de coabitacdo

operacional entre pragmatismo empirico e racionalismo Idgico [...]” (idem, p. 176).

Perguntamos se ela havia realizado outros testes, pelo modo como sua escrita
deixou implicita ou se havia realizado alguma pesquisa para elaborar sua validacdo, mas,
nesta ocasido, ela ndo respondeu as nossas questdes. Diante disso, portanto, pontuamos
que as restricGes impostas pela pandemia, tais como a distancia fisica, e a impossibilidade
de intencdo, fizeram com que ndo fosse possivel analisar de forma mais detalhada o

processo de producdo da validacdo de Lili para esta situacao.
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« Atividade Il -6

6. Em uma aula de Matematica, Joana, Clara e Pedro formularam a seguinte conjectura: “A raiz quadrada
exata de um niimero par ¢ sempre par”. Para tentar justificar que a afirmagdo estava correta, cada um
deles apresentou uma resposta diferente. Observe, analise e responda:

Resposta de Joana Resposta de Clara
Va=2 VE=422=2
\/_V16=4 V16 =+/22.22 522 =4

\/643L—6—=86 V36 =+22.32523=6
— =/22.22.22 =
VI00= 10 V64 =+/22.22.22 5222 =8

V100 =+/22.52 5 25 =10

Como podemos perceber, através destes exemplos, a  Podemos simplificar o nimero que esta ao quadrado
afirmacéo é verdadeira. com a raiz. Como todos os resultados sdo multiplos de

dois, a afirmacéo é verdadeira.

Resposta de Pedro
Um numero par pode ser escrito genericamente como um ndmero multiplo de
2, ou seja: 2.a (a podendo ser qualquer nimero inteiro). Entdo, um quadrado
perfeito de um ndmero par é dado por (2.a)2 Se calcularmos a raiz quadrada
deste nimero, teremos:

(2.a)*=2.a

Se simplificarmos, continuaremos com um numero multiplo de 2.
Portanto, a raiz quadrada exata de um ndmero par é sempre par.

3

*

Qual ou quais respostas apresentadas pelo grupo vocé achou mais interessante? Por qué?

Se voceé precisasse responder em uma prova, qual das trés respostas vocé escolheria? Por qué?
» Caso vocé tenha pensado em alguma outra explicacéo diferente de Joana, Clara e Pedro, fique a
vontade para apresenta-la.

3

*

oo

Para finalizar essa Fase Il de nossa investigacao, propomos uma atividade com o
objetivo de saber quais as impressdes dos estudantes acerca de possiveis valida¢bes para
uma mesma conjectura. Nela, seria necessario analisar cada uma das provas e, em
sequida, indicar qual consideram mais interessante e qual escolheriam. Para sua
elaboracdo, inspiramo-nos nos questionarios desenvolvidos e aplicados por participantes
do Projeto Argumentacdo e Prova na Matematica Escolar (AProvaME) e na pesquisa de
Healy e Hoyles (2000).

Procuramos seguir uma estrutura semelhante, em que foram disponibilizadas
varias provas para uma mesma conjectura, devendo o aluno analisa-las. Embora tenham
envolvido temas diferentes, as investigacdes desenvolvidas no ambito do projeto
AProvaME que analisaram questionarios desse tipo, sinalizaram uma preferéncia dos
estudantes por provas empiricas (LEANDRO, 2006; SOUZA, 2009).
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Diante disso, € possivel que tanto Juca quanto Lili optem pelas respostas de Joana
ou Clara por serem consideradas mais simples ou mais econémicas. Entdo, de forma
proposital, questionamos especificamente qual resposta seria a mais interessante e, em
seguida, qual escolheriam se estivessem em uma situacao avaliativa, porque poderiam ser

diferentes.

Por exemplo, mesmo que hipoteticamente ndo conseguissem expressar uma
resposta como a de Pedro, ela esta em acordo com as validagGes intelectuais sempre
discutidas por nds ao final de cada atividade, podendo ela ser escolhida como a mais
interessante. Varidveis tais como um atendimento a nossa autoridade (HEALY:;
HOYLES, 2000) em que a resposta de Pedro seria a escolhida por ser supostamente
aquela que gostariamos que fizessem, ou uma economia da l6gica (BALACHEFF, 1987;
2019) em que optariam pela resposta mais simples, pois ndo precisariam investir tanto

tempo na atividade, poderiam interferir nas escolhas dos alunos.

Considerando a existéncia de outras provas possiveis, inserimos o Ultimo item
devido a possibilidade de eles apresentarem uma validacdo semelhante aquela discutida
na institucionalizacdo da atividade Il — 5. Dessa forma, poderia ser analisada a terminacao

dos numeros pares.

Juca respondeu aos trés questionamentos que realizamos. Afirmou que gostou
mais e que também escolheria a resposta de Joana, porque gosta de coisas “minimalistas”,

mais simples, conforme sua resolucéo.

132



Figura 21 — Resolucéo do aluno Juca para a atividade 11 — 6

Fonte: Dados da pesquisa

Juca parece levar em conta o contexto proposto, qual seja, uma situacédo de prova,
no sentido de uma avaliagdo de aprendizagem. Nesse caso, haveria mais tempo para
responder outras perguntas, uma preocupacao legitima, especialmente quando o contrato
didatico arraigado é aquele em que se privilegia aspectos quantitativos e respostas ao
invés do processo de resolucdo. Observamos aqui uma ideia relacionada & economia da
I6gica, em que o estudante tomou como verdadeira a conjectura a partir de exemplos.
Poderiamos ter buscado a devolucdo da situacdo com questionamentos como: o que
garante que as respostas de Joana ou Clara sdo validas para todos 0s nUmeros pares se

elas testaram com apenas alguns exemplos? VVocé confia neste tipo de prova?

Em se tratando do terceiro item, percebemos que Juca apresentou o nimero 100
como um exemplo de ndmero par e justificou dividindo-o por 2 e constatando um
resultado exato. Apresentou o nimero 121 como um exemplo de ndmero impar e
justificou realizando o mesmo procedimento, verificando um resultado ndo exato. Essa
justificativa, em relacdo ao porqué o numero escolhido ser par ou impar, poderia ser
considerada de nivel intelectual, pois o aluno utilizou um exemplo como suporte de sua

explicacdo, para generalizagéo.

No entanto, em relacdo a conjectura da atividade especificamente, observamos
que ndo houve a producdo de uma nova validagdo, mas sim o resgate de conjectura

relativa aos nimeros impares. Ao final, o aluno concluiu por extensdo que a afirmacéo
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envolvendo numeros pares seria verdadeira. Em funcéo disso, classificamos sua resolugéo

como um empirismo ingénuo.

Como foi possivel interagir com Juca, questionamos sobre o que ele pensou ou
achou ao ver a resposta de Pedro, pois ele ndo a mencionou em sua resolucdo, conforme

dialogo a sequir:

Figura 22 — Conversa WhatsApp com o aluno Juca sobre a atividade Il — 6

Da clara sim, do Pedro eu demorei um
pouco rsrs -

Ta. Entao quer dizer que a do Pedro ficou
maia confusa. Isso?

)9:4¢€
Nao que seja mais dificil, mais sim

i
MaIS gg:4¢ confusa pra entender logo de cara... <,

Sim, mais eu entendi o que ele queria

o) bacana!
passar y

Mais ficou confusa logo de cara ) Exemplo da Joana eu s6 olhei e entendi

2.a simplificou ficou 2 ent vai ser sempre

par Jé do Pedro eu tive que ler e entender o

que ele tava querendo passar 09:52

ISS0. (9.4 Isso mesmo. Precisou pensar mais rsrsrs

Como esta ao quadrado naquela parte da
raiz podemos simplificar. :49 Sim rsrs ‘

Fonte: Dados da pesquisa

O aluno respondeu que achou a prova de Pedro um pouco confusa, mas que
compreendeu o que ele fez. Em sua escrita, ele retomou a ideia principal da validacdo em
questdo, ou seja, a da simplificacdo. Percebemos que ele cometeu alguns equivocos na
escrita. Assim, poderiamos, por exemplo, ter questionado melhor o que ele quis dizer com
a escrita “2.a simplificou ficou 2 entdo vai ser sempre par”. No momento, rapidamente
interpretamos como se ele tivesse escrito, tal como na validacédo de Pedro e confirmamos

que a ideia estaria correta.

Ademais, 0 estudante ainda acrescentou que ndo considerou a prova de Pedro
dificil, mas que seria mais a confusa, pois, segundo ele, bastou olhar a validacéo de Joana
para compreender. De fato, esta Gltima se tratava de um empirismo ingénuo, em que
houve a realizacdo de alguns testes relativamente simples. Para Balacheff (2019), os
estudantes tendem a aceitar um tipo de prova de acordo com seus conhecimentos e

conforme suas percepgdes sobre a situacdo. Nas atividades que tem desenvolvido, Juca
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tem preferido validagdes de nivel pragmatico, com énfase na escrita e testes.
Possivelmente, a prova de Joana lhe traz mais seguranga, mais confianca de que, de fato,
a conjectura é verdadeira. Se consideramos todo o processo de Juca desde a primeira
atividade desta Fase I, sua resposta estaria coerente com o que vem desenvolvendo em

suas resolucdes, isto €, provas que se concentram mais no ambito pragmatico.

Em uma outra dire¢do, Lili parecia lidar melhor com o exemplo genérico de Pedro.
Ela escolheu a referida prova como sendo a mais interessante, porque, segundo ela, para
além de uma “conta”, ha uma “justificativa por escrito”, conforme registro fotografico

enviado pela aluna — Figura 23.

Figura 23 — Resolugdo da aluna Lili para a atividade 04 — 6
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Fonte: Dados da pesquisa

A resposta de Lili para o primeiro item nos ajuda a compreender seu modo de
apresentar justificativas para nossas atividades de validagdo, pois parece que para a aluna
é muito importante que exemplos ou contas estejam acompanhados de uma escrita em

linguagem natural como uma frase, por exemplo.

No item b, ela optou pelo empirismo ingénuo de Joana porque, além de ser mais
simples, seria mais facil de compreender. Além disso, parece ter havido uma interpretacédo
por parte da aluna quanto ao contexto proposto na atividade, em que, em um momento
avaliativo, escolheria a resposta mais simples possivel, aplicando uma economia da
I6gica. Para melhor compreender como a aluna pensou nesse sentido, poderiamos ter
dialogado mais sobre as diferencas entre as respostas de Pedro e de Joana e como Lili as

interpretou ou, ainda, qual das repostas convenceu mais.
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A atitude de Lili em optar pela resposta mais simples no item b em detrimento da
resposta de Pedro, ndo implica em uma desvalorizacdo do raciocinio genérico, afinal a
aluna a escolheu como a mais interessante. Além de uma possivel interferéncia de
variaveis, esta acdo de indicar exemplos, ou justificar com base em alguns testes nao so
faz parte, como também ¢é legitima do processo de validacdo matematica. Desse modo, as
pontuacdes de Lili também se mostraram coerentes com as validacGes que tém

apresentado ao escrever explicagdes sempre acompanhadas de exemplos.

Em relacdo ao item c, a aluna ndo apresentou uma tentativa de resolucao.

» Consideragdes sobre a Fase Il

Considerando os processos de validacdo matemaética apresentados por Juca e por
Lili, em relacdo as atividades aplicadas durante a Fase I, identificamos apontamentos a

serem feitos, conforme nossos objetivos especificos,

e Como os alunos analisados formularam e apresentaram valida¢cdes matematicas

para suas afirmagdes e/ou conjecturas?

Nossos dialogos com Juca, geralmente ocorreram quando enviavamos a atividade.
Assim, as conversas aconteceram de forma simultanea, ou seja, conforme questdes ou
duvidas foram sendo colocadas de nossa parte ou por parte do aluno, iamos interagindo.
O mesmo ndo ocorreu com Lili, que realizava atividades ou respondia aos
questionamentos em tempos diferentes. Esses aspectos fizeram com que ndo fosse
possivel analisar as situacdes de forma mais detalhada, especialmente no caso de Lili,
pois ndo estdvamos junto com eles e ndo conseguimos acompanhar mais de perto o

processo de como, de fato, eles responderam as nossas atividades de validacao.

Ainda em se tratando de nossa comunicagdo, podemos dizer que a interacdo via
WhatsApp dificultou a identificacdo e a vivéncia de situacbes adidaticas de acéo,
formulacéo e validacdo, sobretudo quando ela ndo ocorreu de forma sincrona. Nao foi
possivel, por exemplo, saber como e quando realizaram a atividade. Isso ndo quer dizer

que ndo seja possivel identificar indicios de que a devolucdo tenha ocorrido e de situacdes

136



adidaticas de acdo, formulacao e validacdo, como pontuamos nas atividades Il —3 e Il —

4, especialmente nas resolugdes de Juca.

Nas producdes de Juca e de Lili, h& prevaléncia de registros escritos em linguagem
natural. Percebemos, que em todas as atividades Juca apresentou testes ou exemplos e
que suas respostas finais foram descritivas, fazendo uso da linguagem natural para
justificar suas respostas, como na atividade Il — 3, em que os testes foram feitos em
separado da resposta final. Embora Lili também tenha essa caracteristica, em suas
justificativas, ela buscou complementar sua resposta escrita em linguagem natural com
exemplos unindo estes dois elementos, como foi o caso da resolucédo da atividade Il -5 e
In-3.

Ainda durante a formulagdo e apresentacdo de provas ao longo desta II,
percebemos que o fato de os alunos terem conhecimento acerca do objeto matematico e
conseguirem realizar atividades com éxito, embora fundamental em algumas situacoes,
n&o foi suficiente para que eles elaborassem justificativas, pois nem sempre sabiam como
exatamente fazer isso. Esse aspecto ficou claro, por exemplo, na producéo de Lili para a
atividade Il — 4 e nas resolucdes de Juca para as atividades 1l — 4, Il — 5, quando houve

um redirecionamento da prova para alguma outra afirmacdo envolvida na situacgéo.

A situacgdo especifica em que houve um pequeno equivoco em relacdo ao conceito
de numeros quadrados perfeitos, por parte de Lili, na atividade Il — 3 possibilita-nos
pensar que discutir validacdes matematicas com os estudantes pode ser uma oportunidade
para ressignificar e aprender novos conceitos e novos conhecimentos. Esse aspecto
também pbde ser observado nas situagcdes em que discutimos com ambos os alunos sobre

simplificacBes possiveis, nimeros pares, impares e relacées.

Ademais, acrescentamos que, ao longo deste processo, os dois alunos buscaram
informacBes em sites de busca em momentos especificos. Ndo tivemos controle sobre 0s
temas que eles pesquisaram, mas consideramos valida tal iniciativa porque, de alguma

forma, sinaliza interesse e dedicacdo para com as atividades.

e Quais provas matematicas foram produzidas pelos alunos?
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Até aqui, os estudantes tém transitado entre os dois niveis estabelecidos pela
tipologia de provas de Balacheff (1987). Para melhor identificagdo das provas
apresentadas, elaboramos um quadro, em que pontuamos as producdes relativas a Fase 11
de ambos os alunos, conforme a seguinte legenda: sinalizacdes em azul, indicam o tipo
ou o0 nivel de prova referente a conjectura que constava no enunciado das questdes
propostas. Sinalizagdes em laranja, indicam o tipo ou o nivel de alguma outra validagéo

que tenha sido apresentada durante a discussao da atividade, que envolveu alguma outra

afirmacéo.
Quadro 1 — Provas produzidas por Juca na Fase Il
Atividade Nivel pragmatico Nivel Intelectual
Empirismo Experiéncia Exemplo Experiéncia
Ingénuo Crucial Genérico Mental
-1
-2
11-3
1-4
1-5
11-6
Fonte: Dados da pesquisa
Quadro 2 — Provas produzidas por Lili na Fase Il
Atividade Nivel pragméatico Nivel Intelectual
Empirismo Experiéncia Exemplo Experiéncia
Ingénuo Crucial Genérico Mental

-1
-2
11-3
-4
1-5

11-6 N&o houve a producdo de uma validacdo por parte da aluna

Fonte: Dados da pesquisa

As producdes de ambos os alunos foram predominantemente pragmaéticas. Em
relacdo a Juca, por vezes, identificamos mais de um tipo de prova em uma mesma
situacdo. Essa prova, embora relacionada com a atividade proposta, ndo se referia a
conjectura dada, mas com outra afirmacdo no entorno. Por exemplo, na atividade 1l — 6,
sua justificativa foi de nivel intelectual ao explicar o porqué de um nimero ser par ou
impar, mas foi do tipo empirismo ingénuo quanto a conjectura do enunciado: “a raiz
quadrada exata de um numero par ¢ sempre par”. A possibilidade da interagao contribuiu

para que identificAssemos essas outras validagdes. Como nossas conversas com Lili foram
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mais timidas e ocorreram de forma assincrona, as classificagbes foram realizadas

fundamentalmente com base nas produgdes escritas.

e De que forma as atividades desenvolvidas favoreceram ou ndo a producdo de

validacGes?

Apesar de todas as atividades propostas a conjectura ja estivesse estabelecida,
de maneira mais ou menos explicita, enunciados com expressées como: “O que vocé
acha?”, “Como vocé poderia ter certeza?” e “Vocé concorda?”, parecem ter sido
importantes para que os alunos pudessem explicitar suas considerac6es. Desse modo,
foi possivel observar essa escrita mais pessoal na atividade Il — 1 de Juca e Il — 3 de

Lili, por exemplo.

A insercdo de dicas, ainda que realizadas de forma timida, parecem ter
incentivado Lili a realizar diversos testes na atividade Il — 2 e a utilizar diferentes

maneiras de resolucdo na atividade Il — 4.

Os complementos “por que”, “explique” e “justifique” sempre estiveram
presentes, pois, para atender a este comando seria necessario se preocupar, nao
somente em saber a veracidade ou ndo de uma conjectura, mas ir além e pensar em
estratégias para valida-las. Ao observarmos as validacbes relativas a Fase Il, em
praticamente todas elas, houve uma escrita em linguagem natural acompanhada ou

ndo de exemplos, em que os estudantes buscaram explicar suas respostas.
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5.2 Fase 11

« Atividade 111 — 1 e Atividade 111 -2

1. Efetue as potenciagdes da forma que achar melhor:

32 _ (=5)* _ 1 _ (-2)% _

e b. 5 C. 5= d. =ik

«» Observando os resultados obtidos, vocé identifica alguma regularidade ou semelhanca entre eles?
Explique de maneira detalhada.

a

2. Resolva as potenciages, seguindo os métodos indicados:
Resolva as poténcias. Depois, efetue a divisdo Utilize a propriedade?, indicada

23 23
A h. = =

a. 23 23 T

+» Compare os resultados. O que vocé observa?

Com a atividade 11l — 1, tinhamos a intencdo de que os alunos?® formulassem
conjecturas sobre o resultado de uma divisdo com poténcias iguais. Com a atividade Il —
2, pretendiamos que eles percebessem que o resultado de ambas as divisdes deveria ser o
mesmo, independentemente do procedimento adotado. Antes de propor suas resolucdes,
buscamos retomar e discutir o conceito de potenciagédo, abordando-o na apostila elaborada

por nos e entregue aos estudantes.

Trata-se de uma adaptacdo da atividade Il — 1 para esta terceira Fase,
contemplando agora nimeros positivos e negativos, expoentes pares e impares e
acrescentamos uma segunda tarefa, com vistas ao objetivo estabelecido. A ideia era a de
que os alunos percebessem que obrigatoriamente os dois resultados precisam ser iguais,
pois se trata de uma divisdo de um valor por ele mesmo. Na atividade 111 — 2, solicitamos
que usassem a propriedade relativa a divisao de poténcias de uma mesma base — conforme

nota de rodapé da pagina anterior — e nesse caso o resultado esperado ¢ 2°.

Parte dos estudantes pode finalizar a atividade com aquela resposta e indicar que
os resultados obtidos foram diferentes. Nesse caso, seria possivel questionar sobre o
porqué os resultados serem diferentes em se tratando de uma mesma expressdo. E
provavel que ainda assim alguns alunos néo estabelecam relagdes com a propriedade a°

= 1, a # 0, sendo necessaria uma intervencdo mais direta. No momento da

21 Tratava-se da propriedade relativa a divisdo de poténcias de bases iguais, que permite repetir a mesma
base e subtrair os expoentes. Ela foi apresentada anteriormente na apostila como “propriedade dois”.

22 Com a expressio “os alunos”, entenda-se: Todos os alunos das turmas de 9°ano das quais éramos
professores.
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institucionalizacdo, esperavamos discutir uma prova intelectual possivel, explorando,

principalmente, a explicacdo e a sistematizagdo das propriedades envolvidas.

Juca respondeu aos itens solicitados de forma parcialmente correta, identificando
a regularidade pretendida. O estudante a apresentou utilizando uma escrita em linguagem
natural e a justificou afirmando que “[...] qualquer numero dividido por ele mesmo ¢ 1.”,

conforme Figura 24 abaixo.

Figura 24 — Resolucédo do aluno Juca para a atividade 111 — 1 / Conversa WhatsApp
5. Efetue as potenciagdes da forma que achar me}l?or O
22 [ =4 —-2)3 S— ’\) -
g.d - b‘s)- Ly e ‘ L2 '
"32 t;, = %, j Y 1 2?2 - 3

wmmP»Obscrvando os resullados obtidos, vogé |dewasmma r Iandadc ou sen}elhama entre eles? Explique
de maneira detalhada. ,7’ l( fy"é‘ljb Y/ )C ‘¢ "A/\ Ak
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Olha pqiafica 6/6
Ai eu so repeti
01
6?
Igual eu fiz nas outras

Mas vc ja sabia que ia dar 1?

Ou ndo. Fez a conta pra ver

Vocé

Mas vc ja sabia que ia dar 1?
N&o eu resolvio, 1°

Depois dividi

Que deu 1, igual nas outras

S6 que eu nao escrevi

«

Fonte: Dados da pesquisa

Logo que Juca enviou sua resposta, por meio do WhatsApp, solicitamos que
revisasse o calculo efetuado no item b, visto que a resposta correta é 625 e ndo 624,
conforme o aluno havia respondido. Mesmo tendo percebido o equivoco, o estudante néo
corrigiu sua escrita na versédo final da resolucdo, referente ao item b. Em relacdo ao item
¢, como observamos no dialogo acima, ele considerou que 18 resultaria 6, o que é errado,

tanto no denominador quanto no numerador, e que a divisao resultaria em 1. Paias (2019),
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que analisou obstaculos didaticos relacionados a poténcia, infere que esse erro é bastante
comum e pode estar relacionado ao ndo entendimento da potenciagdo como uma
representacdo do objeto matematico em questdo. Quando o nimero 1 esta presente, seja
na base ou no expoente, como foi 0 caso, 0s equivocos tendem a ser maiores. Apds nossa
interacdo, ele logo percebeu seu erro e argumentou que isso nao alteraria o resultado final,

que seria 1 de qualquer maneira.

Entdo, podemos dizer que Juca reinvestiu parcialmente o conhecimento
institucionalizado na Fase I, quando discutimos essa mesma questdo, pois o aluno ainda
parecia sentir a necessidade de desenvolver os calculos pretendidos, antes de responder

efetivamente, conforme percebemos na Figura 24.

Em relagdo ao segundo questionamento, o aluno respondeu corretamente da

seguinte forma,

Figura 25 — Resolucédo do aluno Juca para a atividade 111 — 2

6. Resolva as potenciagdes, seguindo os métodos indicados:

wResolva as poténcias. Depois, efetue a I Utilize a propriecade dois, indicade acima
divisao |
2

2 8 o l b, 2 ; oW ST |
— e — = / = o=
23 VD, I i * 23 > Ve =

C I

Compare os resnitados. (7) que vocé obser.a?
I
£ 43

gtoms Jupuliods N poly 27 @ gl
oA ¢/Z 5 fguol oo b,

Fonte: Dados da pesquisa

Apesar do questionamento ndo exigir justificativa, o aluno complementou sua

observacao de que o resultado obtido em ambas as situacfes foi 0 mesmo, explicando
. .- 8, . - « ,
“[..] pois2°éigualale € igual a 1”. Embora enfatico ao escrever que “qualquer nimero

dividido por ele mesmo é 17, ele resolveu todos os itens passo a passo, 0 que evidencia
que, neste momento, considerando a situacdo dada e o contexto, houve um apego a
resolucédo e a verificacdo da validade ou ndo da conjectura. Poderiamos nos questionar
aqui o porqué de isso ter ocorrido: ele respondeu, cuidadosamente, realizando todos 0s
calculos por ter sido a primeira apostila elaborada pela professora de Matematica? Foi

uma tentativa de resolucdo cuidadosa e atenta? Foi uma resolucdo pautada na
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preocupacdo de apresentar o processo resolutivo? Foi uma resolucdo na tentativa de
corresponder expectativas da professora? Ou, de fato, houve a necessidade do

convencimento pessoal? Como Juca analisou e agiu diante da situa¢do dada?

Aproveitando nossa interacdo, perguntamos se o resultado 1 se manteria para a
divisao (394597)2% / (394597)?%2, uma situacéo inusitada para ver como ele responderia.
Imediatamente ele enviou: “eu acho que sim prof, pois 0s nimeros sao iguais”. Devido a
essa resposta, classificamos a validagdo de Juca como de nivel intelectual, em ambas as
atividades, porque mesmo que momentaneamente, houve uma internalizacdo da acdo e o
raciocinio do aluno contempla a categoria de objetos, apesar da nova circunstancia que
Ihe foi apresentada (BALACHEFF, 2019).

Embora ele tenha cometido alguns equivocos em sua resolugcdo, como, por
exemplo, a ideia de que 1° resultaria 6, tivemos a oportunidade de apontar e discutir em
tempos semelhantes aquele que ele desenvolveu a proposta. O mesmo ndo ocorreu com
Lili, porque apenas tivemos acesso as suas resolucdes quando a sua apostila mensal foi
finalizada e entregue na escola. Em relacdo a sua resposta, observa-se que ela também
cometeu equivocos, como guando, na primeira atividade — Figura 26, ignorou o resultado
da subtracdo dos expoentes. Possivelmente isso se deu devido a crenca de que, quando o
namero € apresentado sem qualquer expoente, ele ndo existe, sendo ele 0. Esse erro
também foi pontuado por Paias (2009; 2019), que classificou a “compreensio do
expoente 0 como nada” como um obstaculo epistemoldgico relacionado ao objeto
matematico poténcia. Em vérias das respostas analisadas os estudantes repetiam o niUmero
da base, como fez Lili, e explicavam que “ndo tinha expoente” ou que “ndo se

multiplicaria por nada”.

Na correcdo das atividades, questionamos, de forma escrita, conforme Figura
abaixo, sobre o resultado da subtracdo envolvida, mas essa ac¢do néo foi eficiente, pois a
apostila sé foi devolvida a aluna um tempo depois. Nesse sentido, o contexto pandémico,
que resultou as aulas ndo presenciais, se constituiu uma restricdo aos processos de ensino

e de aprendizagem, bem como, as a¢des que podiamos desenvolver naquela ocasido.
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Figura 26 — Resolucdo de Lili para as atividades 111 -1 e 11l — 2

5. Efetue as potenciagdes da forma que achar melhor: b/
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6. Resolva as potenciagdes, seguindo os métodos indicados:

wResolva as poténcias. Depois, efetue a Utilize a propriedade dois, indicada acima

divisdo
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Compare os resultados. O que vocé observa?

anNamA e j“ ¥‘Cif’m’\, [ aQm .JQ ;,*“;. A ’;(}‘ RN,
; \

fy) £0)9 !:i"ﬁC‘ R0% 0 /j!"-l'lei 3

Fonte: Dados da pesquisa

O que Lili observou aqui parece contraditorio as conclusfes obtidas para a
atividade semelhante na Fase 1l, pois naguela ocasido, em todos os itens propostos, sua

resposta esteve correta e foi justificada.

O mesmo pode ser observado na segunda atividade, mas com a diferenca de que
nesta Lili resolveu passo a passo a potenciacdo proposta. Observamos que suas
explicacfes obedecem a coeréncia da conjectura equivocada, o que fez com que ela ndo
percebesse a contradicdo matematica, qual seja, resultados diferentes para uma mesma
expressdo. Nao tivemos a oportunidade de devolver questionamentos como: se as
potenciacdes sdo idénticas, por que o resultado é diferente? N&o deveriamos obter o
mesmo resultado? Provavelmente essas perguntas colocariam a aluna em reflexdo sobre
a existéncia de contradi¢cbes. Embora incorretas, se as conclusdes de Lili parecem nédo
indicar validagdes, mas conjecturas e, nesse sentido, nao estabelecemos uma classificacéo
paraelas. A ndo comunicagéo entre nos e a aluna, como dissemos anteriormente, mostrou-
se uma restri¢do, porque impediu que devolvéssemos questionamentos e a colocassemos

em reflexdo sobre suas consideracdes.

Tanto Juca quanto Lili poderiam ter simplesmente respondido a cada item com a
resposta 1, pois este conhecimento ja havia sido institucionalizado na ocasido anterior,

mas ambos realizaram cdlculos, o que ndo significa que ndo tenha lembrado ou

144



ressignificado a experiéncia da situacdo semelhante. O conhecimento, o raciocinio e 0
contexto, por exemplo, podem ter interferido na producdo da validagédo (BALACHEFF,
1999). Nossa institucionaliza¢do ocorreu de forma local com Juca em que discutimos a
impossibilidade de obtermos resultados diferentes para uma mesma expressdo. Néo foi

possivel realizar a mesma acdo com Lili.

« Atividade I1l — 3 e Atividade Il -4

3. Observe como Henrique e Giovana efetuaram a multiplicagio V16 . V4 :

<> O que voceé acha? Sera que o resultado das
continhas sempre sera 0 mesmo,
independentemente dos valores? Serd que
funciona para os nimeros 9 e 49? Serd que
funciona para os nimeros 676 e 37217 Justifique
cada uma de suas respostas

8
L)

1))

deoeeeeee

L
e
_‘ﬁ

L)

—

9

Henrique Glovana

]}

4. Seguindo a mesma l6gica de Henrique e de Giovana, um aluno de outra turma de 9° ano conjecturou
gue 0 mesmo acontece com a operagdo de adi¢do. Veja so:

V16 + V0= V16 +/0 = E agora? Foi coincidéncia ou o resultado destas
=4+0= =J16+0= continhas sempre sera 0 mesmo, independentemente
=4 - V16 = dos valores? Justifique sua resposta!
=4

A questdo 3 foi adaptada da Fase 11, mas incluimos agora a sugestao do teste com
0s numeros 9 e 49 e 676 e 3721. A inclusdo desta varidvel ocorreu devido a nossa
preocupagdo com 0s estudantes que precisariam estudar sozinhos, sem nenhum tipo de
interagdo conosco. Com ela buscamos uma maneira de identificar se a certeza dos alunos
permanece, diante da sugestdo de realizar testes com outros nimeros. Uma questdo
possivel de ser devolvida é o funcionamento da propriedade para nimeros decimais, como
no caso de 0,25 e 1,44 por exemplo, ou ainda, se a propriedade seria valida para o caso
da divisdo, conforme identificamos na ocasido em que a referida atividade foi
desenvolvida, na Fase anterior. Uma prova intelectual poderia seguir 0s mesmos aspectos

da validacéo discutida na atividade 11 — 4.

A conjectura estabelecida na quest#o 4 é falsa. E verdade que se ao menos um dos
radicandos for zero, o resultado é igual em ambos o0s casos, mas é falso que se pode
generalizar. Para provar a falsidade da conjectura, basta um contraexemplo e € isso que

esperavamos dos alunos. Uma provocagdo possivel poderia ser o questionamento: se a

conjectura é falsa, por que ela funcionou para o caso dado? Ela funcionaria para V0 e
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V144 ou para v/1,69 e v/0? Dessa forma, seria possivel conjuntamente concluir que a
conjectura € valida apenas quando um dos radicais for 0, ja que se trata do elemento

neutro.

No dia em que foi solicitado que fizessem tais atividades durante a aula de
Matematica, Juca logo nos enviou um registro fotogréfico de sua resolucdo, dando a
entender que ele ja a havia respondido em momento anterior. Para a atividade 3, ele
apresentou a seguinte resposta: “Sim, em alguns casos. Funciona somente como9e 0 16
provavelmente por sua propriedade [caracteristica] de serem pequenos. Ja com 0 676 e
3721 infelizmente ndo funciona por causa de suas propriedades [caracteristicas] ”. Neste
caso, o aluno relaciona a funcionalidade da conjectura ao fato de os primeiros nimeros
testados serem de menor valor, o que ndo € verdade. Ao que parece, Juca observa o
funcionamento da conjectura para numeros menores, tanto aqueles propostos pelo
enunciado, quanto para aqueles que escolheu testar (9 e 16). Com a intengdo de
compreender como o aluno pensou e, também, de fazé-lo perceber o equivoco, fizemos

guestionamentos, conforme Figura 27:

Figura 27 — Resolucédo de Juca para a atividade 111 — 3 / Conversa WhatsApp
Qual foi o valor da raiz de 3721 Fiz erraao

Rsrs nao fiz prof Rsrs

Eu multipliquei 0 676 e 3721 Daria 61
Depois tirei a raiz Sim
Ando eu fizrsrs Vai da o resultado

1586
Ent tem como fazer nesse jeito
Sim.

E os resultados deram os menos né

S, eu me confundi eu acho rsrs

Ah sim. Vc ja fez essa atividade
Nesse canto pareceu que vc tentou fazer. (parecida) uma vez

Pra conferir se o resultado ia dar igual :
9 ) Testa com os numeros

Paece urm 193 1sis | Fiz eu Igmbfel quea senhora disse que
esse jeito so valia pra alguns casos

V6 confi
0 confirmar Propriedade

Ta

Que letra esquisita rsrs Fiz eu lembrei que a senhora disse que esse

Y jeito s6 valia pra alguns casos v

Fiz errado

ArhA Alia N3 fAi acon

Fonte: Dados da pesquisa
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No dialogo, perguntamos se ele havia realizado os calculos para conferir se a
igualdade em questdo se manteria verdadeira, pois tivemos a impressao de que parte da
resposta havia sido apagada, no espaco circulado. Nesse momento, o aluno verificou sua

resolugéo € reescreveu sua resposta:

Figura 28 — Resolucédo do aluno Juca para a atividade 111 — 3
l 10. Veja como Henrique e Giovana efetuaram a multiplicagdo V16 . V4 : .«ﬂ‘"’":qu:
1 T T = TR A4S et
\o1o 39> . Ve, /’}f‘y« i - Atividade adaptada do
- e ¢ livro didatico
o1 g:ﬁ > JE "‘, Wy c, J y eq 6. 3‘? 3“'? DAN!I\';.)IA‘ R"Fc‘nuew
-— " Telaris: Malcmauca,
<1s86s =s2- 3.% 0T | J3505395 oo S P
5
'_:: 5 5 4 - {/} 2 ¢ Atica, 2015
MHenrique -

O que vocé acha? Sera que o resultado das continhas sempre sera o mesmo, independ€ntemente dos valores?

Sera que funciona para os niimeros 9 e 49? Sera que funciona para os nimeros 676 e 3721? Justifique cada uma de

suas respostas!__LLQh)”ju‘_{’M; 1_,. _ LAY e XA e X o > L 7 4 ’A "L\-
J,Q__L:‘ﬁ.tl ./g/‘(u_»;f—iau"/___rw.n S 3L 43N a AN NS i
D luno LSS M oary o 2omady ¢ olepedn u/zu‘/qu‘t()b
.7 WY, & o WA YRRV, . % I .,a:amif!#,@;(_m#%_‘a_,e; > %4__11_12%)(_— X
AkATY. R — =

Fonte: Dados da pesquisa

No diélogo da Figura 27, sinalizamos que ele j& havia realizado uma atividade
parecida, durante a Fase Il da pesquisa. Em resposta, ele disse que se lembrou que a
propriedade seria valida apenas para alguns casos. Na sequéncia de nossa intera¢do, Juca
enviou um print, resgatando nossa conversa sobre essa atividade na Fase anterior em que
escrevemos: “As vezes é importante verificar pgq nem sempre a propriedade vale para
todos os casos. Mas neste caso, como vocé investigou... Vale Sim!”. Haviamos, entéo,
enfatizado a importancia de se pensar em diversas situacdes possiveis, mas confirmamos
a validade da conjectura. Provavelmente houve um pequeno equivoco por parte do

estudante ao rever nosso didlogo. Em pouco tempo, ele reformulou sua resposta.

Nessa oportunidade, questionamos sobre a validade da conjectura para numeros
decimais, como haviamos previsto, e 0 aluno enviou o registro fotografico de suas contas.
Observa-se, que mesmo diante de nossa discussdo acerca da validade da conjectura, o
estudante realizou o teste. Acreditamos que essa necessidade, assim como apontado por
Oliveira (2009), aconteca no sentido da seguranca, ou seja, Juca se sentia seguro quando

verificava com exemplos, mesmo sabendo que, muito provavelmente, os resultados serdo
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0s mesmos. Essa acdo ndo difere de outros alunos, os quais retornam aos exemplos,

mesmo depois do contato com uma validacao de nivel intelectual (BALACHEFF, 2019).

Figura 29 — Teste realizado por Juca sobre a validade da conjectura para nimeros decimais

i (15w

4@7_@7777 Joyg—— —
it

. é_},’Og > 4

Fonte: Dados da pesquisa

Nas primeiras linhas de sua resolucdo, o aluno primeiro calcula as raizes
quadradas em separado e, posteriormente, multiplica-as. Na parte inferior, realizou o
movimento contrario, isto €, primeiro encontra o resultado da multiplicacdo entre os
radicandos para, depois, calcular o valor da raiz quadrada. Os célculos que envolveram

multiplicacGes também foram apresentados por Juca.

Sendo o0 processo de prova constituido por continuidades e rupturas
(BALACHEFF, 1999), ndo € de se esperar que a linearidade esteja sempre presente nas
produgdes dos estudantes. Ha, além disso, outros elementos que podem interferir nessas
producdes, como o grau de convencimento relativo a uma atividade especifica. Juca, por
exemplo, apesar das institucionalizacdes que realizamos, ainda poderia ter davidas
legitimas sobre a validade ou ndo de algumas conjecturas. Nesses casos, do ponto de vista
dos alunos, a utilizagdo de exemplos ou verificagdes pode assumir a fungédo de assegurar
a validade da conjectura, pois, em geral, sdo mais convincentes do que validagOes
genéricas (ZASLAVSKY et al, 2012). Diante disso, classificamos a valida¢do de Juca
como de nivel pragmatico, pois parece evidente o apego aos exemplos e a necessidade da
realizacéo de testes para verificar a veracidade da conjectura.

Acrescentamos, ainda, a possibilidade de que o discurso estabelecido, em funcéo

da importancia de se testar a validade da conjectura para diferentes situagdes, interfira na
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resolucdo do aluno que, em muitas situacoes, apresenta a resolucdo completa da atividade,
quando poderia apenas resgatar uma propriedade ja provada. Desse modo, seria uma
possivel influéncia do contrato didatico, em que o professor, aluno e saber encontram-se
envolvidos em uma relacdo, a qual pressupBe, por exemplo, a existéncia de
comportamentos que o estudante desempenha porque ja sabe que havera a aceitacao por
parte do professor. Considerando essa situagdo, o referido comportamento poderia ser

“realizar contas”.

No que se refere a Atividade 111 — 4, Juca apresentou duas situacdes — Figura 30 —
e as utilizou como suporte para justificar que a conjectura € valida apenas para alguns

Casos.

Figura 30 — Resolucédo de Juca para a atividade 111 — 4 / Conversa WhatsApp

1+ el JEA¥ %4 7o 5 < Vo
q;é’f{b BiTey - Joe =t ,> 1 ¢

11. Seguindo a mesma l6gica de Henrique e de Giovana, um aluno de outra turma Je 9° ano conjecturou que 0 mesmo

acontece com a operagdo de adigdo. Veja so:

Vi + V0= Vi6+V0= E agora? Foi coincidéncia ou o resultado destas continhas sempre sera
- 4= =V16+0= o mesmo, independentemente dos valores? Justifique sua respostal-

iy N o Da. o M-)xﬂs_.__,“dm;ﬂoﬁ{_};_
.@m-.aﬁg«&m LD

2 20m S ; V94 \ ey moS Aru /n)\rA/Y \Jio ‘4 fl) (%) ,; Alass -
/
N , -

funcionou pra raiz de 64 = raiz de 0

Sim Prof, a partir do momento que o zero
nao soma nada o resultado vai sempre
ser o 8 pois 8 + 0 é 8, mais quando o
zero passa a somar a soma dos nimeros
acaba saindo do controle.

Ent&o o fator determinante é 0 0.

Entendi...

Eu acho que o aluno quis ajudar a gente
quando o nimero for zero, por exemplo
raiz quadrada de 0

Um... Sim.

Além disso, é para perceber que antes
de tirarmos uma conclusédo é importante
sempre investigar

Para varias situacoes.

Vdd

Fonte: Dados da pesquisa
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Considerando a resolucéo apresentada, sua validacdo poderia ser classificada de
nivel pragmaético, pois foi baseada em dois exemplos, os quais indicaram a falsidade da
conjectura. Entretanto, ao longo de nossa interacdo, questionamos se ele saberia dizer ou

se teria alguma suspeita do motivo pelo qual a conjectura se mostrou valida para V64 +

/0. Juca justificou afirmando que o zero é um elemento neutro e que, por este motivo,
ndo influenciava no resultado. Quando no lugar do zero tivermos um numero que “passe
a somar”, entdo “[...] a soma dos numeros acaba saindo do controle”. A justificativa de
Juca nessa ocasido é, entdo, um exemplo genérico, mesmo em se tratando de um discurso
narrativo, porque o aluno respondeu conforme nosso questionamento, que se referiu a um
exemplo especifico, mas afirmando com desprendimento que “[...] 0 zero ndo soma nada,
o resultado sempre vai ser 0 8 [...]”, neste caso porque o exemplo continha a raiz quadrada
de 64. Para Balacheff (2019), ainda que a validacdo possa ser baseada em um exemplo,
quando ela fornece ao aluno um meio de expressar sua prova, podemos dizer que se trata
do nivel intelectual. Juca parece se apoiar no caso em particular, mas apenas como uma
referéncia, tendo tomado consciéncia do carater genérico da situacdo (BALACHEFF,
2019).

Como se pode observar, por meio dos recortes dos dialogos nas Figuras 27 e 30,
Juca interagia, perguntava, respondia, dedicava-se a resolucdo de forma acentuada e por
isso acreditamos que a devolucdo tenha ocorrido, e que ele tenha perpassado por situacoes
adidaticas. Especificamente, naquele ultimo didlogo, por exemplo, ele formulava e, ao
mesmo tempo, buscava validar a conjectura que envolvia a adigdo de raizes quadradas,
sendo 0 o radicando de uma delas, caracteristicas predominantes de uma situagao

adidatica de validacao.

Na apostila de Lili, vé-se que a aluna respondeu corretamente as atividades 3 e 4,
conforme Figura 31. No primeiro caso, a estudante testou a veracidade da conjectura para
0S numeros sugeridos e, no segundo, organizou sua resposta com base em um

contraexemplo, como esperado.
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Figura 31 — Resolucdo de Lili para a atividade 11l -3 e 11l — 4

1 53@

11. deguindo a mesma logica de Henrique e de Giovana, um aluno de outra turma de 9° ano conjecturou que 0 mesmo

acontece com a operagdo de adigdo. Veja so:

Vvi6 + V0= Vi6+0= E agora? Foi coincidéncia ou o resultado destas continhas sempre sera
=4 0= =V16+ 0= o mesmo, independentemente dos valores? Justifique sua resposta!-

=4 o 2 o= _mm ,»m_ALX»;pmMIm;
mmm__mm@e_ M
A Rafets) v MJ&EMMM_
eulxa, 3.6, Yodoria mok 47 wilicos - iz

- L

Fonte: Dados da pesquisa

Né&o tivemos a oportunidade de conversar com Lili a respeito dessas atividades.
N&do sabemos, portanto, se ela realizou mais testes ou como pensou para resolver tais
questdes. Por outro lado, podemos inferir que suas respostas e sua linguagem, embora
ndo apresentem célculos em referéncia a valores genéricos, estdo cada vez mais
elaboradas, e esta € uma caracteristica necessaria a evolucdo das provas pragmaticas para
as provas intelectuais (BALACHEFF, 2000; 2019). Ndo sabemos em que medida ela
ressignificou a discussao e a institucionalizacdo realizada junto a atividade semelhante
aplicada durante a Fase Il, mas quando ela escreve que “[...] 0 comando/férmula € o
mesmo e, consequentemente se as duas respostas estiverem corretas, serdo iguais” nos
sugere que a certeza da validade da conjectura foi estabelecida. Sua escrita, especialmente
em relacdo a atividade Il — 3, parece indicar uma descontextualizacdo, ou seja, uma
renincia a situacao especifica como uma forma de contemplar uma categoria de objetos,
uma vez que as respostas iguais seriam uma consequéncia do “comando”. Ela sugere que
a aluna aceita a validade da propriedade e que pode usad-la em todos 0s casos.

Identificamos assim uma breve intencéo de Lili no nivel de provas intelectual.
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« Atividade I11 -5

5. Encontre o valor das expressdes, utilizando calculadora caso necessario:
2
a.(V9)'=("9).(v9)= Podemos resolver de duas maneiras diferentes,
2 lembra?
b. (V 36) - _|—> Maneira Maneira 2
c. (V5)'= CRCE CRCE
2 3 .3= V9.9 =
d. (vV7)'=
+» Observe os resultados. Investigue a regularidade e explique:

Com esta atividade tinhamos a intencdo de que os alunos investigassem a

regularidade envolvida e que percebessem que o resultado da raiz quadrada de um nimero

ndo negativo elevado ao quadrado sempre resultara no proprio nimero, ou seja, (\/5)2 =
a, com a maior ou igual a zero. Nesse caso, a justificativa para a regularidade pode estar
relacionada a aplicacdo de propriedades da radiciacdo ja estudadas, segundo as quais é
possivel multiplicarmos os dois radicandos antes de calcularmos a raiz quadrada. Essa
multiplicacdo resulta um nimero quadrado perfeito, cuja raiz quadrada é o valor que
anteriormente foi multiplicado por ele mesmo. Uma validacgéo intelectual possivel de ser

discutida com os estudantes pode ser tal como aquela discutida na atividade 11 — 4.

E importante pontuar que a atividade envolve explicitamente tanto a ideia de
Raizes quanto ideia de Poténcias, pois se trata de uma poténcia cuja base é uma raiz
quadrada e o expoente um namero natural especifico, que € o nimero dois. De acordo
com Paias (2019), a presenca de simbolos diversos — como 0s parénteses, por exemplo,
pode fazer com que os alunos pensem que a forma pela qual devem resolver, deve ser
diferente. Nesse caso, poderiamos realizar intervengdes retomando o conceito de

Poténcia.

No momento da institucionalizacdo poderiamos questionar e destacar vantagens e
limitacOes de cada uma das maneiras de resolucdo propostas, além de discutir uma
validagdo tal como na atividade Il — 4. Reiterando a importancia de investigar se a
conjectura em questdo é valida para todos 0s casos possiveis. Teriamos a oportunidade
de realizar questionamentos como: e se o radicando for um namero decimal, a conjectura
continua sendo verdadeira? E para o caso de fragdes? E para o caso de numeros altos? E
para 0 caso de nimeros negativos? Neste Ultimo caso, a conjectura ndo poderia ser

considerada por causa das restri¢coes da definigéo.
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Tanto Juca quanto Lili conseguiram realizar a atividade com éxito, explicitando a

conjectura em funcdo da regularidade. Juca apresentou a seguinte resolucdo — Figura 32.

Figura 32 — Resolucdo de Juca para a atividade 111 — 5
c. V7)= 4 : o lF it o ArSLAL
2 i e ue: VY M &
Obserf 0s resull\ados. Invesiigue a regularidade e explique _f ALY e QJ—‘;
QEP LA =L ~

L (E), (U5)
Uab b =J1agl = 76 | U5 -

Fonte: Dados da pesquisa

Considerando que a resposta de Juca havia ficado um pouco confusa e de dificil
legibilidade, questionamos o aluno que, por meio de mensagem de texto escreveu “[...]
eu quis dizer que como o radicando € igual e o indice também, sempre vai ser o resultado
36 no caso”. Aproveitamos para questionar sobre a validade da conjectura para nimeros
decimais ou para numeros altos, conforme haviamos pensado. Prontamente, Juca
respondeu acreditar que o resultado seria o radicando por se tratar de uma “regularidade”.
E possivel que o estudante tenha aplicado aqui uma ldgica da economia, devido a sua
experiéncia com outras situaces nas quais as regularidades se mostravam verdadeiras.
Mesmo que ao longo do desenvolvimento das atividades tenhamos discutindo algumas
conjecturas falsas, justamente com a intencdo de refutar essa concepcdo por parte dos
alunos, reconhecemos que elas resistiam a poucos testes. Fato esse que pode ter levado
Juca a apresentar tal resposta.

Ndo temos elementos para discutir como Juca pensou ou se houve um
engajamento maior ao longo da resolucdo da atividade. No entanto, especificamente no
momento de nossa interacdo, a devolucdo parece nao ter ocorrido, visto que o aluno
prontamente nos respondeu, ndo havendo um engajamento junto a resolucao da proposta.
Questionamo-nos se o aluno teria respondido a esta questdo em algum momento anterior,
deixando apenas para nos enviar o registro no dia da aula. Se isso de fato tivesse ocorrida,
seria esperado que a situacdo ndo gerasse tanta discussdo, pois o aluno j& a tinha
respondido. Em nossa Entrevista 2, Juca confirmou que, as vezes, respondia quase toda a

apostila de uma vez, mas nao lembrava se este tinha sido o caso.
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Como institucionalizacdo, enviamos um video em que, a partir de um exemplo,
construimos uma validagdo de nivel intelectual, conforme haviamos pensado, retomando

e repetindo elementos ja discutidos para essa mesma atividade, na Fase Il.

Na apostila de Lili, deparamo-nos com a redac¢éo indicada na Figura 33.

Figura 33 — Resolucdo de Lili para a atividade 111 —5

Fonte: Dados da pesquisa

Como se percebe, sua escrita esta correta e contempla a conjectura pretendida. E
interessante notar que nenhum deles fez referéncia explicita a institucionalizagdo
realizada durante a Fase Il, em uma atividade andloga. Em relacdo as duas producdes,
observamos que “[..] um tipo de prova € menos informac&o sobre o aluno do que sobre o
aluno em uma situacdo em um dado momento de sua histéria matematica.”
(BALACHEFF, 2019, p. 14, grifos do autor). Noutras palavras, olhar somente para uma
validacao, sem se levar em conta a situacdo na qual foi produzida, pode ndo refletir seu
processo de producdo. Dessa forma é importante considerar que as provas produzidas
pelos alunos podem ter relagfes com a situacéo e com o contexto de aulas ndo presenciais,
assim como, com a interacdo via WhatsApp ou a ndo interacdo, por exemplo. Nem todas
as situacdes culminardo em provas ou gerarao situacdes adidaticas, como foi o caso. Esse
aspecto, que também pode ser observado em interacdes presenciais, se sobressaiu nesta
atividade, pois ndo identificamos a ocorréncia da devolugdo com Juca, tampouco a
presenca de validagdes. Néo é claro, portanto, nem o tipo, nem o nivel de validacéo
apresentado por Juca e por Lili para esta atividade, pois ambos reiteraram a conjectura,

mas ndo apresentaram validagOes escritas para ela.

A este respeito, fazemos a seguinte reflex@o: de fato, os alunos reescreveram a
conjectura, mas essa ac¢ao pode indicar, de um lado, uma resolucdo sem muitas relagdes
ou reflexdes e, portanto, um ndo trabalho de validagédo. De outro, conclusdes feitas a partir
da resolucédo dos itens da atividade, o que implicaria em uma validagéo do tipo empirismo
ingénuo, porque teria naqueles casos especificos seu fundamento. Aqui, parece haver uma

diferenga sutil entre apenas verificar a regularidade devido ao atendimento dos itens da
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atividade; verificar, por empirismo ingénuo, que a propriedade € valida; e aceitar de fato
que a propriedade vale sempre, generalizando a situa¢do e/ou passando o aluno a utiliza-

la em outros casos.

E importante destacar que ambos atenderam de forma satisfatoria o enunciado,
porque identificaram a regularidade e explicaram descrevendo-a. Em nossas analises,
perguntamo-nos como eles teriam se movimentado se tivéssemos solicitado claramente

que explicassem o porqué de a regularidade ocorrer.

« Atividade Il -6

6. Veja s o que Laura descobriu brincando com os nimeros 6 e 3:
62-32 = (6+3).(6-3)
36-9 9 . 3
27 27
Seréa que isso sempre ira funcionar? O que vocé acha?
Julio estava bastante desconfiado e resolveu testar com os nimeros 8 e 4:
82-42 = (8+4).(8-4)
64-16 = 12 . 4
48 = 48
< Um outro colega, o Matheus, ainda ndo se convenceu e resolveu testar para niameros bem altos: 150
e 75. O que vocé acha? O resultado também serd igual?
1502 - 752 = (150 + 75) . (150 - 75)

7
£
7
£

6.1. Seguindo a mesma ideia de Laura, Julio e Matheus, um outro estudante de 9° ano, descobriu 0
seguinte:

— 11 — 11 |

(#+2.@4-2) =43 +Fxo |(10).(-0)=3.3 ""Fx | & E agora? Qual sua opinido? Foi

¢ 3;22 ;4?'; ? '93 ;35:5 coincidéncia ou sempre ira funcionar?
Expligue.

Com a atividade 6, gostariamos que os estudantes se envolvessem em um processo
de validagdo com a finalidade principal de realizar verificagdes. Essa atividade subsidiou
um texto explicativo®® apresentado na sequéncia da apostila como uma sugestdo de
validacdo intelectual. No material, colocamos de forma escrita, questionamentos como:
“Sempre que alguém escolhe dois nimeros para testar, poderiamos perguntar: mas como
vocé pode ter certeza? Sera que funciona para numeros muito altos, como 10257 e 8659?
Serd que funciona para fragbes ou numeros decimais?”. Em seguida, utilizamos

conhecimentos algébricos para generalizar textualmente a situacéo dada.

23 Conforme apéndice A

155



Como disponibilizamos na apostila uma institucionalizacdo da atividade Il — 6,
conforme o relato acima e apéndice A, esperdvamos que 0s estudantes, além de
verificarem a falsidade da conjectura na atividade 1l — 6.1, buscassem provar utilizando-
se de um raciocinio genérico. Nesse sentido, ela poderia ser validada de forma analoga
ao que foi apresentado na apostila, de forma escrita. Conforme Brousseau (1996), a
analogia pode ser muito proveitosa se utilizada com responsabilidade. Nossa intencéao foi
evidenciar aos alunos, como poderiam pensar e validar apresentando provas diferentes

daquelas que estdo acostumados?*.

Nesse caso, ja se sabe sobre a validade ou ndo da conjectura, tendo em vista que
a apresentacdo de um contraexemplo seria suficiente para evidenciar sua falsidade.
Entretanto, a prova pode assumir aqui uma funcdo explicativa, em relacdo ao porqué de
ela ser falsa. Entdo, uma prova intelectual possivel de ser discutida no momento da

institucionalizacdo da atividade juntos dos alunos poderia ser a seguinte:

(x+y).(x—y) x.3
x2+xy —xy + y? 3x
x? 4 y? # 3x

Logo, pode-se concluir que a conjectura evidenciada na atividade 111 — 6.1 se

mostrou verdadeira apenas para casos particulares, sendo, entdo, falsa. Apo6s alguns
calculos em que letras foram utilizadas para representar valores quaisquer, verificamos
que a igualdade é falsa. Nessa atividade, teriamos a oportunidade de explorar uma
validacdo em que séo realizadas transformacg6es algebricas em um dos membros até obter
0 outro. Para tanto, basta efetuar o produto algébrico, aplicando a propriedade
distributiva. Nesses calculos, as letras “x” e “y” possuem estatuto de niimero genérico

(BIANCHINI; MACHADO, 2010), pois sao validas para quaisquer valores reais.

24 E muito importante destacar que até ent&o, nfo sabiamos quantos e nem quais alunos seriam considerados
em nossas analises, pois estdvamos desenvolvendo e aplicando todas as atividades em meio as apostilas,
que eram destinadas para todos 0s estudantes das turmas de 9° ano que estavam sob nossa regéncia. Como
descrevemos no capitulo 4, poucos eram aqueles que interagiam conosco ou que realizavam todas as
propostas no tempo em que solicitivamos. De forma especifica, essa a¢cdo acabou contribuindo para que
pudéssemos interagir com Lili, evidenciando possiveis validagdes intelectuais, ja que até entdo, ndo
haviamos tido nenhuma oportunidade de institucionalizar as atividades da Fase Il junto dela.
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Tanto Juca quanto Lili responderam aos questionamentos realizados nas
Atividades 111 — 6 e 111 — 6.1 de forma correta. Na resposta de Juca, observamos que ele
testou outras situacdes e verificou que a igualdade ndo se manteve verdadeira. Esses testes

foram utilizados para subsidiar a explicacao que elaborou.

Figura 34 — Resolucéo de Juca para a atividade 111 — 6.1
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3. Seguindo a mesma ideia de Laura. Jilio e Matheus. um outro estudante de 9° ano. descobriu o seguinte:
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Fonte: Dados da pesquisa

A escrita “[...] muito provavelmente ele testou apenas com dois numeros”
possivelmente reflete nosso discurso adotado durante o periodo de nossas intervencdes e
institucionalizagcdes sobre a importédncia de ndo se satisfazer com apenas alguns
exemplos, visto que a conjectura que esta se estabelecendo pode ser falsa. Apesar de sua
resposta ter sido muito interessante, Juca permaneceu trabalhando com exemplos, sem
fazer referéncia a uma possivel validacdo intelectual. O que pode ser colocado em pauta,
é a concepcdo de conhecimento matematico do estudante (BALACHEFF, 2019), que,
nessa situacdo especifica, parece estar relacionada a uma questdo pragmatica. Ele acabou
ndo produzindo uma prova utilizando-se de elementos genéricos. N&o é claro aqui se Juca
nédo percebeu a analogia pretendida ou se ele ndo reinvestiu a ideia porque, ao analisar a
situacdo, ndo considerou necessario, ja que atendeu ao enunciado que apenas solicitava

uma explicacéo.

Lili, por sua vez, enviou-nos uma mensagem via WhatsApp, para compreender
melhor como deveria desenvolver a atividade 11l — 6.1. Entdo, gravamos um video
explicando melhor a disposi¢cdo dos numeros, sugerindo que ela considerasse outros
valores e realizasse mais testes. Indicamos que, em seguida, verificasse se a conjectura se

mantinha verdadeira.
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Visto que a aluna havia iniciado a interagdo, aproveitamos para sugerir que
tentasse validar de forma genérica, utilizando letras para representar nimeros quaisquer.
Prontamente ela enviou um audio em que disse “Entéo profe, eu tinha tentado fazer assim
também com x e y, porque teve um exemplo também na apostila que era pra... pra
verificar né, seria pra fazer com a letra. SO que ai eu fiz errado porque no lugar do 3 eu

também coloquei uma letra. S6 que o 3 € fixo, tinha que colocar 0 3 mesmo né!”.

No dialogo acima, percebemos que o objetivo de se propor questionamentos e,
principalmente, propor uma prova intelectual como uma possibilidade de resolugéo para
a atividade 6, foi atingido junto a Lili. Sua resposta para a atividade 6.1, j& passou a
contemplar uma validagdo de nivel intelectual. Nesse dia, a aluna nos procurou fora do
horario de aula estabelecido pela escola, de forma que nossa interacdo se deu por mais de

duas horas, de forma ininterrupta.

Ambos o0s alunos parecem ter percebido que certas atividades possuem
intencionalidades e, de alguma forma, buscam corresponder as expectativas implicitas ou
explicitas condicionadas pela interacdo e pela rotina (ALMOULOUD, 2007). Na ocasido
de nossas trocas, tanto Juca quanto Lili dispuseram de conhecimentos estratégicos para
responder aos questionamentos que realizamos, como a importancia de se verificar a
validade da conjectura para diferentes situacfes (Juca) e tentativas de generalizacéo
algébrica (Lili). Para a atividade I1l — 6.1, Lili apresentou a resolu¢do indicada na Figura
35.

Figura 35 — Resolucéo de Lili para a atividade 111 — 6.1
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2 2 ¢ i ~
Tt | T | | | | E agora? Qual sua opinido? Foi
7 2 _2 = + -0 =3.3 » Fixo S = . - 3
R §-0 24 Sowtig | PG RIS coincidéncia ou sempre ira funcionar?
6 . 2 =4.3 3 o 3 =3.3
" & = 12 9 =e Explique. ey QURUOOIR, M,
A * ‘«(y*
I CaameadomciQ l\(, L CoR MG
(Os valores que estdo entre parénteses podem mudar, mas o 3. que aparece no final ¢ = : )
fixo. Entdo. depois da igualdade vai ficar o primeiro niimero que aparece depois do L

parénteses multiplicado por 3)

l_c_f_u,)_‘:j__\%\ =5 '))7__ ——

r.d,\'z/v ’%&;ﬁﬂ
0O (4]

O3, mummexen

F

O of

C - \?“,"‘l' = " oA

Fonte: Dados da pesquisa
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Ap0s nossa interacdo, podemos dizer que a prova apresentada pela estudante na
versdo final de sua resposta foi de nivel intelectual, especificamente do tipo exemplo

genérico.

O exemplo genérico constitui um estatuto transitorio na passagem das provas
pragmaticas para as provas intelectuais, na medida em que exige sempre uma
negociacao sobre o carater genérico do exemplo utilizado. Essa fragilidade
estimula uma evolucdo em diregdo a experiéncia mental [...] (BALACHEFF,
2000, p. 174).

E interessante observar, no entanto, que para se chegar em tal construgdo, houve
um dialogo em que diversos elementos foram discutidos, como, por exemplo, uma
sugestdo de nossa parte para que ela testasse a validade da conjectura para outros casos,
bem como sobre a possibilidade de se pensar de forma genérica. Como Lili explicitou em
audio, antes mesmo de nossa intervencdo, ela havia esbogado um raciocinio genérico (“eu
tinha tentado fazer assim também com x e y”), mas um pequeno equivoco em relacdo ao
uso da Algebra impediu que ela concluisse a atividade. Esta ag&o por parte da aluna, de
tentar apresentar uma prova de nivel intelectual, parece ndo ter ocorrido nas investigacoes
de Picelli (2010) e Mello (1999) em que a prépria construcdo da prova neste nivel so foi
possivel com uma interferéncia mais direta dos pesquisadores nas interacfes com 0s
alunos. E importante considerar que, a partir do momento em que Propomos essa
possibilidade nas institucionalizacBes ou na propria apostila, estamos interferindo nas
producdes dos alunos que buscam uma adaptacdo as regras implicitas ou explicitas do
contrato. Porém, isso difere essencialmente de uma situacdo presencial em que 0s
estudantes podem construir uma prova com o professor que, por sua vez, pode direcionar
para o tipo de validagéo pretendido, sejam com questionamentos mais diretos, sejam com

sugestdes mais especificas.

Por fim, acreditamos que a elaboracdo da validagdo, além de um desafio (De
VILLIERS, 2001) para Lili, pode ter contribuido para a compreensao (REID, 1995) de

elementos mais especificos no que se refere ao trabalho com a Algebra.

> Atividade 11 -7

7. Aligualdade x2 + 2xy + y2 = (x +y) . (x —y) é verdadeira ou falsa? Prove que sua resposta esté correta.
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Uma vez discutidos exemplos na apostila de como se realizar multiplicagdes
algébricas, propusemos a atividade Il — 7, com o intuito de que os estudantes
verificassem a veracidade da igualdade. Ela difere das atividades anteriores pelo fato de
ser objetiva e de requerer 0 uso de procedimentos algebricos sem qualquer referéncia a
valores ou contexto. Essa variavel ajuda a contemplar nossa intencao de abordar com os
alunos diferentes situagdes que envolvem a producdo de validagdes. Conforme sinaliza
Freitas (2015), a independéncia e a coeréncia nas formas pelas quais se pode relacionar
objetos da algebra, como nessa atividade, a tornam potente. Entretanto, esse mesmo
aspecto pode suscitar duvidas, considerando que situacfes com esse formato, que se
distanciam de elementos concretos, podem ser tomadas pelos alunos como um jogo de

simbolos com pouco ou nenhum significado e serem de dificil compreenséo (idem).

Anteriormente, na apostila, discutimos exemplos relacionados a multiplicacdo de
expressdes algébricas, que envolviam apenas uma letra com valor determinado, sem fazer
referéncia aos produtos notdveis. Entdo, como dissemos, é possivel que os alunos
encontrem dificuldades quanto a multiplicacdo de varidveis e, neste caso, poderdo ser
retomados conceitos relacionados a potenciacao. Podera ser sugerido que eles substituam
as letras por nimeros, realizando um processo inverso aquele que vinhamos discutindo
durante a institucionalizacdo de algumas validacfes matematicas, especificamente na
atividade 111 — 6.

A igualdade sugerida € falsa e, como dissemos, poderiam ser reinvestidos
conhecimentos algébricos para provar. Uma prova possivel de ser discutida, que envolve
uma generalizacdo na qual a letra foi utilizada tem o estatuto de nimero genérico, poderia

envolver a multiplicagdo do segundo membro da igualdade para verificagcdo, como segue:

x% + 2xy + y? (x+y).(x—y)
x? +2xy +y° x% —xy + xy — y?
x% + 2xy + y? # x% —y?

Apo6s o desenvolvimento da multiplicacdo do segundo membro da igualdade,

observamos que a igualdade é falsa.

Em um primeiro momento, Juca respondeu que a igualdade seria verdadeira, o

que ndo é correto. Ele tentou justificar afirmando que seria preciso fatorar o primeiro

160



membro para se obter (X + Yy)?, 0 que seria verdade apenas se, apos a igualdade, tivéssemos

0 quadrado da soma de dois termos.

Tendo em vista que ele ndo desenvolveu nenhum célculo, perguntamos se ele
havia observado o texto explicativo da validacdo corresponde a atividade Il — 6, pois
poderia se utilizar da mesma Iégica para responder a essa questdo, utilizando “calculos
apenas com letras”. Entdo, fomos interagindo a partir da possibilidade de realizarmos os

calculos de forma geral, como indicamos a priori.

Figura 36 — Resolucdo de Juca para a atividade 111 — 7 / Conversa WhatsApp

Por isso perguntei se vc fez essa. Pois Aquele sinal de = alirsrs .49
: : 9:30
aqui tem um exemplo de célculos apenas
com letras. 09:23 Eu pensei se resolvendo o x*+2xy daria o
(x+y) 09:31

Vocé 3
m«Video (1:52) S Um.... o931 v

Assim, ndo daria pra simplicar no caso

Exemplo: x2+2xy+y? resulta no (x+y)? Mais
as6e7 - p y+y (x+y)

OuU menos assim 09:32

Juntando as letras 5.9
i Se Na parte da direita fosse (x+y).(x+y)

Por exemplo daria igual 3
09:28 09:33 W

X?=X.X g9 s 2
09:28 E mais ndo daria (x+y)?? 9.94

Sim. gg.28 «

Exemplo: x?+2xy+y? resulta no (x+y)? Mais ou
menos assim

Porém como a pergunta era se a
igualdade era verdadeira. 09:28
X2+ 2xy +y? resulta no (x+y)? 09:34
Podemos parar nessa parte do video.
Comparando os dois lados 09:29 e
E mais ndo daria (x+y)??
Se quisesse juntar os dois x? poderia.

Mas como n&o era o objetivo da pergunta, Siiimmm 00:34

ndo é necessario 09:30 Perfeitamente. 5.5,
AsSiM  gg:39 Sim rsrsrs, pq ficaria x(x+2y)= simplifica ai
2 Y
Aquele sinal de =alirsrs 4.49 ¥ ficalogo o (x+y) 09:36
5. Aigualdade x? + 2xy + v2 = {x * v) . {x -y ¢ verdadeira ou falsa? Prove que sua resposta estd correta.

o ; [ i

Fonte: Dados da pesquisa

O video, ao que o estudante se refere, continha a sugestéo de realizarmos calculos
de forma geral. Logo, ele pergunta se “[...] ndo daria pra simplificar no caso essa?”,

explicando como pensou, questionando novamente, ou seja, neste momento, para além
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de conhecimentos especificos acerca da producdo de uma validacédo, estavam envolvidos

conhecimentos algébricos.

Para finalizar nossa interagéo, discutimos com o estudante a diferenga entre x(x +
2y) e (X + y)?, pois, conforme evidenciado no dialogo, ainda parecia haver uma pequena
confusdo sobre a igualdade daqueles termos, o que nao é verdade. Para a versdo final de

sua resposta, Juca apresentou uma validacéo objetiva, conforme Figura 36.

Nessa situacdo, apesar de Juca ter discutido conosco elementos do célculo
algébrico envolvido, a validacdo apresentada parece ter sido de nivel pragmatico e
pautada em um esquema de prova baseado em elementos externos (HAREL; SOWDER
2007), que no caso foi o0 video que enviamos. Ao analisarmos o didlogo, percebemos que,
quando o aluno fez questionamentos, rapidamente fornecemos respostas, sem possibilitar
que ele mesmo refletisse sobre elas. Dessa maneira, impossibilitamos que Juca

vivenciasse fases adidaticas e que construisse validacdes geradas de nossa interacao.

Lili, para essa atividade, enviou-nos a sua resolucdo, em que havia aplicado a
l6gica da particularizacdo dos valores envolvidos, isto €, ela substituiu x por 1 e y por 2.
Verificou que a igualdade seria falsa e somente isso ja seria suficiente para construcdo de
sua resposta. Mas, como nessa situacao tivemos a oportunidade de interagir com ela,
pedimos se conseguiria generalizar a situacdo novamente, conforme o dialogo a seguir —

Figura 37.
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Figura 37 — Conversa WhatsApp / Resolucdo de Lili para a atividade 111 — 8

| LSSe VIOeo e sopre a auvigaae s

Ok Vocé
T4 carregando % Mensagem de voz (0:15)
Vocé . (na)
m« Video (2:01) I;J < 509 ]
> ® Vocé
096 B Comegando assim... na parte da
— esquerda, nao podemos juntar nada
S6 copiar.
® .
’ Ta ok 15
0:15 1 2 v
Serd que vc consegue fazer com as letras Vocé
anumero 5? 15:03 Na parte da esquerda, realizar os calculos,
como eu comecei ali em amarelo
Vou fazer aqui 15:1
Comegando assim... na parte da
esquerda, ndo podemos juntar nada.
S6 copiar. i Prof nessa parte pode inverter as
Na parte da esquerda, realizar os letras ou tem que colocar na ordem
calculos, como eu comecei ali em que aparecem ... ex: yx trocar por S
amarelo 15.05 ¥ Xy ... pode ? 15:1 &

5.A igﬁa‘l'd';ide.xg ¥ 2x§r +y*=(x+y).(x—y) € verdadeira ou falsa? Prove que sua resposta esta correta.
WM—LMMQM vade Afaomlan
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T+ 2 xu «-g,&ah 0 -
Fonte: Dados da pesquisa

Para finalizar o dilogo, ela ainda enviou um registro de como havia finalizado os
procedimentos algébricos, o qual transcreveu para sua apostila. Sua validacdo é de nivel
intelectual e do tipo exemplo genérico, pois, primeiramente, houve a particularizacao e,
em seguida, ela raciocinou de forma geral. Em relacdo ao questionamento de poder trocar
yX por Xy, sugerimos que ela pensasse na multiplicacéo de dois nimeros e se a ordem da
operacdo matematica alteraria a resposta. Concluimos, entdo, que a troca seria possivel.

Nesse momento, é provavel que Lili esteja em posi¢do de transicdo, entre as
provas pragmaticas e as provas intelectuais, um terceiro espaco cujas fronteiras séo
dificeis de ser delineadas. Segundo Balacheff (2000), essa transicdo passa pela interacao
entre trés polos, quais sejam: o conhecimento, a linguagem e a racionalidade da prova
produzida. Observamos que a aluna possui conhecimentos de Algebra, utiliza a

linguagem algébrica e atribui sentido a atividade desenvolvida.
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« Atividade I11 -8

8. Pense em um ndmero. Adicione 5 a este nimero. Multiplique o resultado por 3. Subtraia 15. Qual foi
o resultado obtido? Este resultado sera sempre igual, independentemente do nimero escolhido? O que
vocé acha? Existe alguma relacdo entre o nimero escolhido e a resposta? Explique.

Com essa atividade, buscamos fazer com que os estudantes trabalhassem na busca
por regularidades, assim como, na validacdo de seus resultados. Nela, a conjectura ndo
esta clara, de forma que, ao realizar manipulagdes, podem ser formuladas pelos alunos.
Esperavamos que percebessem que, apds manipulacdes, o resultado sempre sera o triplo
do nimero pensado inicialmente. Entretanto, considerando o cenario de aulas nédo
presenciais, admitimos a possibilidade da ndo percepc¢do da conjectura. Mantivemos,
porém, a escolha de suprimir a variavel presenca explicita da conjectura e a ndo insercao
de dicas, porque gostariamos de saber como o0s estudantes validariam uma atividade nesse
formato. Além disso, uma situacdo semelhante ja havia sido discutida junto deles, ainda
na Fase I, quando propusemos atividades relativas as expressdes algébricas. Os alunos

lembrariam daquela experiéncia?

Embora néo faca referéncia explicita, a Algebra pode ser utilizada para representar
valores quaisquer, de forma que uma validacdo possivel de ser discutida com os alunos

para a conjectura em questao poderia ser a seguinte:

NUmero pensado x
Adicione 5 a este niUmero x+5
Multipligue o resultado por 3 3.(x+5)ou3x+15
Subtraia 15 3x +15-15
Resultado final 3x

Dessa forma, independentemente do valor escolhido, ap6s a realizagdo das
operacdes matematicas indicadas, o resultado sempre sera o triplo do nimero pensado.
Aqui, a letra possui estatuto de relagdo funcional, que é utilizada para representar uma
relacdo de dependéncia entre duas ou mais varidveis. Nesse caso, a letra ndo representa
um sO valor especifico, mas um valor qualquer ao qual pode-se atribuir valores
especificos, para a realizacao de testes, por exemplo (BIANCHINI; MACHADO, 2010).
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Ao responder essa atividade, Juca parece ter testado para varios nimeros. Em sua
apostila, é possivel verificar que se utilizou do numero 10, obtendo o resultado 30. Para
a primeira pergunta, em relacdo ao resultado ser sempre 0 mesmo, respondeu: “Nao, pois
se mudar os valores muda o resultado”. Para a segunda, que se refere a existéncia de

alguma relacédo entre o numero escolhido e resposta, no entanto, ndo obteve éxito e, por

IS0, desafiamos o aluno a buscar por ela.

i = 3
v - - -~
3 by - . »

Bem. Eu te desafio a pensar na
relagdo que existe entre o nimero

escolhido e a resposta 09:08

Se vc escolher o 2, qual vai ser o

resultado? 09:09

Se vc escolher 0 3? ;4.9 .

2 09:10
3 09:10

E, se vc escolher o 2. Adicione 5.

Multiplique o resultado por 3... 09:11

Na atividade 10 (4., ,

Sim kkkkkk, fiz errado .11

0 resultado obtido foi 30, pensei no 10

09:14

Sim .14

Se vc pensar no 2, qual vai ser o resultado
S

7%x3=21 4g1c
2=7x3=21-15=6

2=7x3=21-15=6
Correto 916

Eu acho que eu entendi 9.5

O resultado vai ser o valor do 2 sé que
multipicado por 3 09:17

Exemplo 2x3 4.5

10x3 (947

Fonte: Dados da pesquisa

O aluno escreveu que o resultado obtido havia sido 30, pois foi esse o valor que

registrou em sua apostila, conforme Figura 39. Na sequéncia, insistimos para que

considerasse 0 nimero 2, e entdo ele descreveu o0 passo a passo de seus calculos. Logo

em seguida, ele mesmo percebeu que o resultado parece ser o proprio nimero pensado,

multiplicado por 3, escrevendo a conjectura tanto no WhatsApp, quanto em sua apostila.

Figura 39 — Resolucdo do aluno Juca para a atividade 111 — 8
resultado obtido? ™= -, Este resultado sera sempre igual. independentemente do
. . N A / / - c \
numero escplhido? O que vocéacha? ’ZC ey fo0V) AL Simec ([r ¢ By
: OUJZY (A X > =147 im%s
Existe alguma relagdo entréo numero escolhidod € atespesta?Explique ./ r IISY.
LA LG AL A
LI WJVIX . (K, AT} i\ J YA« () XD S

Fonte: Dados da pesquisa
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Na sequéncia, inferimos que, apesar de parecer uma conjectura correta, seria
importante que tentasse generalizar a situacdo, mas o aluno apenas respondeu “seria 3.x”.
De fato, houve uma generalizagdo no sentido da resposta final, porque como sabemos,
ela sempre serd o triplo do nimero pensando. Poderiamos aqui ter buscado devolver a
situacdo, explorando ainda mais a funcdo explicativa da prova, perguntando ao aluno o
porqué de isso ocorrer. Apesar de ter identificado a regularidade em questéo, o aluno ndo
trabalhou em uma validacdo para ela, em partes, talvez devido a forma de nossa
interferéncia. Um trabalho semelhante aquele que Juca desenvolveu na atividade 11 — 7
poderia ser ressignificado para essa situacdo. Nos questionamos, no entanto, se 0 uso da
letra como estatuto de relagdo funcional (BIANCHINI; MACHADO, 2010), teria
influenciado no desenvolvimento da resolucdo de Juca, pois, até 0 momento, foram
discutidas somente atividades em que a letra tinha o estatuto de nimero indeterminado —

como na atividade 11l —7.

Na producdo de Lili, observamos que a aluna escolheu o0 nimero 2 para realizar
seu teste. Ap0s realizar as operacGes matematicas indicadas, obteve de forma correta o
namero 6 — Figura 40. Ela também escreveu acreditar que o resultado nao sera sempre 0

mesmo, mas ndo explicou o porqué.

Figura 40 — Resolucéo da aluna Lili para a atividade 111 — 8
resultado obtido? Ter & Este resultado serd sempre igual, independentemente do
numero escolhido? O que vocé acha? ¥m wunha  camios oo .

Existe alguma relag¢@o entre o nimero escolhido e a resposta? Explique_ 97 « & miase o OO N E

o namoks & Qquamle © Mmumixd @ yaal Roxwa,

Fonte: Dados da pesquisa

Pontuamos que a aluna atendeu ao pedido do enunciado, que solicitava de forma
objetiva se o resultado iria ser sempre igual e o que os alunos achavam. N&o havia, por

exemplo, a solicitagdo de explicar ou de justificar a resposta.

Situacéo diferente no segundo questionamento, que continha a palavra “explique”
para o caso da identificacdo de regularidades. Como se pode observar na producdo de
Lili, ela observou que, tanto o nimero que ela escolheu quanto a resposta, foram pares, o

que esté correto. No entanto, essa conjectura ndo se aplica para todas as situagdes, visto
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que, se o numero escolhido tivesse sido 3, por exemplo, o resultado seria impar. Nesse
sentido, é provavel que a aluna tenha efetuado apenas teste com nimeros pares nessa
situacdo. A auséncia de sugestBes para que fossem escolhidos outros nimeros pode ter
favorecido essa limitacdo. A aluna, portanto, ndo identificou a regularidade pretendida, e
consequentemente, ndo produziu uma validacao para ela. Porém, a afirmacao relacionada
aos numeros impares, aparentemente poderia ser justificada com base em um empirismo

ingénuo, produzido conforme as solicitagOes da situag&o.

Nessa atividade, € evidente a influéncia do contexto, tendo em vista que as
conclusbes de Lili poderiam ser facilmente colocadas em xeque a partir de
questionamentos como: Por que vocé acredita que os resultados ndo serdo os mesmos?
Quais resultados vocé obteria se testasse para outros nimeros? Se sempre escolhéssemos
nameros pares, 0s resultados seriam também pares? Como poderiamos generalizar essa

situacéo?

Ademais, parece que a supressao da conjectura explicita e de sugestdes para que
os alunos realizassem testes foram determinantes para que nossas inten¢des ndo fossem
alcancadas. Em um primeiro momento, nem Juca, nem Lili, identificaram a priori a
conjectura pretendida e dessa maneira, ndo se envolveram em um processo de validagédo

para tal.

« Atividade I11 -9

9. Lauanda conjecturou que se o valor do discriminante (delta) for zero, entdo a equacao polinomial do
segundo grau possui duas raizes reais iguais. O que vocé acha? Concorda ou discorda? Explique.

Tinhamos o objetivo de que os estudantes investigassem e verificassem a relacdo
existente entre o valor do discriminante de uma equacgéo polinomial do 2°grau e suas
raizes. Em relacéo a validacdo, esperdvamos que eles justificassem suas respostas com
base em exemplos, buscando referéncias nas solucGes encontradas em atividades e
equacdes ja resolvidas anteriormente na apostila. Isso porque uma validagdo de nivel
intelectual exigiria que eles fizessem relag¢6es junto a formula resolutiva, considerando o

valor do discriminante nulo. Mesmo assim, no momento da institucionalizacao,
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poderiamos discutir junto deles uma prova de nivel intelectual, cuja letra assume o

estatuto de nimero genérico, como a seguinte:

—b +Vb? — 4ac

2a
Se o resultado de b? — 4ac é zero, entio

_—b++0

T 2a
—b+0

2a
—-b

" 2a

X =

X =

xl — XII

Concluindo, assim, que a equacao possuira duas raizes reais e iguais.

Mesmo que os estudantes ja tivessem tido experiéncias com este nivel de prova,
essa associacdo poderia ndo ser tdo simples e lhes causar estranhamento, como relatou
um professor participante da pesquisa de Leandro (2012), ao falar sobre sua experiéncia

com uma validacgdo relacionada a este tema com seus alunos do Ensino Médio.

Em sua resposta, Juca apresentou uma resolucdo descritiva e fez referéncia a

exemplos resolvidos anteriormente na propria apostila.

Figura 41 — Resolucédo de Juca para a atividade 111 — 10
- 7
raizes reais iguais. O que vocé acha? Concorda cu discorda? Explique. £, 541¢°, Yz /.." AN
,/;_ X )
/ ‘ e L 2 ] ”4/7"' N A 'é ' ‘s ) $
| o / £ v
A /l A Ll S ",*',:’/’ )] 4 - A7Y X =
LNV A AL U 2L &/ T

Fonte: Dados da pesquisa

Percebemos que ele ndo se preocupou em realizar mais exemplos, tampouco testar
para casos especificos, no caso, atipicos. Segundo Balacheff (2019), o contrato didatico
junto da situacdo, da linguagem e das concepcbes mobilizadas podem ser restricdes que
constituem o processo de validagdo. Assim, é possivel que o estudante ndo tenha buscado
testar ou generalizar sua explicagdo por nédo ter compreendido muito bem o que deveria

fazer para atender ao questionamento. Por outro lado, pode ser que devido as regras
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implicitas do contrato didatico relativo ao saber, em construcdo a partir de nossas
interacOes, Juca tenha aplicado uma Idgica da economia, ao perceber que a conjectura
funcionou para alguns casos e ela se mostrou verdadeira. Ao discutir o conceito de
contrato didatico, Brousseau (1996) infere que “mesmo que o professor dissimule o facto
de que o novo problema se assemelha ao antigo, os alunos procuram — legitimamente —
as semelhancas entre eles, a fim de transportarem — j& pronta — a solucdo que lhes foi
dada.” (BROUSSEAU, 1996, p. 45). Pode ter sido este o caso, em que Juca reinveste a
ideia de que, em situacdes anteriores, quando se mostraram validas para alguns casos, as

conjecturas foram verdadeiras.

Provas como a de Juca, geralmente, estdo relacionadas a conjecturas verdadeiras
de fato, como no caso da atividade proposta, pois elas resistem aos sucessivos testes,
fazendo com que o aluno se convenca a respeito de sua validade. Entdo, poderiamos dizer
que o “[...] o empirismo ingénuo constitui uma forma resistente de generalizagdo.”
(BALACHEFF, 2000, p. 26), visto que o estudante ndo identifica nenhuma necessidade

de uma validacéo intelectual.

Ao tentar resolver sozinha, a aluna Lili buscou nossa ajuda e interagiu conosco
por meio de um audio em que disse “Minha duvida é nesta atividade que fala sobre o
delta, se ele for zero, se a equacdo sempre vai possuir as duas raizes iguais. Eu tentei...
Eu fiz e ndo sei se esta certo, com as letras né, que ai abrange todos os nimeros. Mas eu
nao sei se esta certo, vou mandar [registro fotogréafico] para a prof”.

Devido a tentativa de resolver a situacdo com as letras, Lili nos sugere sua
compreensdo de que neste caso, uma explicacdo fundamentada em exemplos seria
questionavel, porque ndo iria abranger todos os numeros. Isso evidencia que ela ja
percebia a necessidade de ndo se satisfazer apenas com exemplos ou com casos

particulares.

No registro fotografico de sua resolucdo, pudemos identificar uma linguagem
matematica geral, em que ela considerou a formula resolutiva das equagdes polinomiais
do 2° grau, 0 que ndo esperdvamos. Apos a correcdo de um pequeno equivoco®, em sua
resposta final, ela mostrou perceber que o valor das raizes sera igual justamente pelo valor

do discriminante ser zero, 0 que néo altera os resultados finais.

25 Em que ela considerou o valor a no denominador e ndo 2.a.
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Figura 42 — Resolucdo de Lili para a atividade 111 — 10

raizes reais iguais. O que vocé acha? Concorda ou discorda? Explique. € s da 82 neta e U
006 peaaul et comaguson]umonte MAS  Sgra \JA Q. monuSpcaca .
cs-h¥yg. = R3b@0. dp.s chip = -
aa. 200 __\\:4 2Q e
L g C R o T

Fonte: Dados da pesquisa

Classificamos a prova apresentada por Lili como sendo do tipo experiéncia
mental, pois, ao analisarmos a situacdo de forma geral, parece haver um desprendimento
aos casos particulares, uma vez que a aluna buscou resolver a situacdo de forma direta
sem fazer referéncia a exemplos. Mesmo que ela tivesse desconfiado da validade da
conjectura, observando exercicios feitos anteriormente, em sua producdo ndo ha
elementos de que tenha feito outro teste. Além disso, parece haver um desapego em
relacdo aos casos particulares, pois Lili partiu da férmula indicada ndo importando os

valores dos coeficientes envolvidos.

Na Entrevista 2, tivemos a oportunidade de questionar como ela havia pensado ao
resolver essa atividade. Lili afirmou que, devido aos exemplos trabalhados anteriormente
nas apostilas, sugerindo o uso de validacgdes intelectuais para garantir a validade ou nao
de uma conjectura, pensou que deveria utilizar “as letras”. Alias, afirmou que ndo

realizou nenhuma pesquisa para essa atividade em especifico.

« Atividade 111 - 10

Utilizando palitos de fosforo, canetas ou lapis, faca constru¢des como as representadas abaixo:

Numero de tridngulos Numero de paiitos

fe £y »

@ [ ® o [ ol

Conte o nimero de triangulos e o nimero de palitos em cada construgdo. Em seguida, complete o quadro.

R/
0.0

Observe o nimero de tridngulos e o nimero de palitos necessarios. VVocé consegue identificar alguma
regularidade, ou seja, algum padrao? Explique.

Encontre o nimero de palitos necessarios para construir: 10 tridngulos, 15 triangulos e 25 tridngulos
Como vocé encontrou as respostas exigidas na letra b? Explique.

X3

*

X3

*
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Essa atividade foi adaptada de um livro didatico e com ela gostariamos que 0s
alunos realizassem exploracfes, conjecturas e que generalizassem possiveis relacoes

entre o numero de palitos e o niumero de triangulos a serem formados.

Para resolvé-la, os alunos poderiam fazer desenhos ou utilizar objetos que
representem os palitos. Analisando a tabela, poderiam perceber que, para cada novo

triangulo, sera necessario incluir mais dois palitos a quantidade existente.

Devido ao incentivo constante a realizacdo de testes, verificacOes, identificacdo
de padrGes e generalizaces, pensamos na possibilidade de os alunos generalizarem a
situacdo dada, indicando que o numero de palitos sera o dobro do numero de triangulos,

mais um, podendo expressa-la mais ou menos da seguinte maneira:
P =2t + 1, sendo P o nimero de palitos e t 0 numero de triangulos.

Se, por outro lado, ndo for indicada a relacdo pretendida, certos questionamentos
poderdo ser realizados tais como: 0 que ocorre com 0s numeros indicados nas colunas da
tabela? E em relacdo as linhas? Ao completar a tabela para outras quantidades de
tridngulos e palitos, essas relagdes se mantém? Para incentivar a busca por uma
generalizacdo, em que a letra assume o estatuto de varidvel numa relagdo funcional,
poderiamos perguntar a quantidade de palitos necessarios para construir um namero

muito alto de triangulos ou vice e versa.

Em sua resolucdo, Juca percebeu a relacdo pretendida. Ele também indicou que,
de 5 para 7 — se referindo ao nimero de palitos —, ha um aumento de duas unidades. Ele
ainda reforcou o argumento, fornecendo mais exemplos da propria tabela construida,

conforme se pode observar no registro de sua apostila — Figura 43.
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Figura 43 — Resolucdo de Juca para a atividade 111 —10
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Fonte: Dados da pesquisa

Para encontrar o nimero de palitos necessarios e construir um nimero maior de
triangulos, o aluno relatou ter utilizado a “férmula”, multiplicando o nimero de triangulos

por dois e adicionando um.

Tanto em nossa conversa via WhatsApp quanto em nossa Entrevista 2,
perguntamos para Juca se ele havia realizado alguma pesquisa para resolver essa

atividade,

Liana: Essa aqui foi um exemplo de atividade que vocé pesquisou na internet
ou ndo?

Juca: A férmula ndo, mas eu pesquisei um pouco sobre a letra b.

Liana: Entendi.

Juca: Eu fui testando com varios nimeros, fui testando com 2 x, 2,5 pra ver se
dava... Ai colocando 2 x mais um dava.

N&o podemos deixar de considerar a possibilidade de que, ao pesquisar sobre o
item b da atividade proposta, Juca tenha se deparado com alguma resolugédo que sugerisse

a apresentacdo de uma formula. No entanto, isso ndo significa que ele ndo tenha se
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envolvido em um processo de validagcdo ou que a devolucdo da atividade ndo tenha
ocorrido ao buscar, testar e verificar a validade da informacéo que encontrou. Além de
ter desenhado palitos e tridngulos em seu caderno, ele reforgou suas tentativas de
generalizacdo tanto na Entrevista 2, que ocorreu tempo depois da aplicacao da atividade,
guanto em nossa conversa via WhatsApp, no dia em que a desenvolveu, como se pode

perceber abaixo.

Figura 44 — Conversa WhatsApp de Juca para a atividade 111 — 10

Rsrs quis encontrar a férmula, que eles
usaram pra resolver 08:1¢

Eu vi que vc encontrou uma férmula.
08:10

Rsrs quis encontrar a férmula, que eles
usaram pra resolver

la falar 08:10
Vocé
Eu vi que vc encontrou uma férmula
Sima2x+1 08:11

Naverdadee2vezes+1 5,

Néodava (g5

Entendi. Mas como vc fez isso (%) ? : =
Aieraojeito 0 2x+1 (g.q5

08:11

; Sim. pg.14
Pg2x2daria5 g1,
Como teve essa brilhante ideia? .1,
Faltava1l 5.4,
Rsrss ng.14

Aieufuipelo25 4,
Rsrs conselho que a senhora me deu em
N&o kkk g.12 encontrar a férmula 08:14

Eufuipelo2x3 515 ¥ RSS 0515

Fonte: Dados da pesquisa

Quando questionamos o estudante sobre ter encontrado a relacdo geral entre o
numero de palitos e o numero de triangulos, Juca explicou que buscou relagdes entre os
valores da tabela multiplicando aqueles da esquerda por 2. Ao perceber que essa ndo era
a relacdo pretendida, tentou multiplica-los por 2,5 e depois por 3. Ao refutar todas essas
opcoes, verificou que o dobro do numero de triangulos mais um, funcionava. Durante
esse processo, € possivel que o aluno tenha vivenciado situacdes adidaticas de acéo, ao
desenhar representacdes de palitos e realizar contagens. E possivel que tenha vivenciado,

também, situacdes adidaticas de formulagéo, ao conjecturar relagdes entre tridngulos e

173



palitos, tais como o dobro, o triplo, ou o dobro mais um e situacdes adidaticas de

validacdo, ao testar e refutar suas hipoteses.

Em nossa interacdo, perguntamos como ele teve a ideia de buscar pela formula,
uma vez que nao havia essa sugestao especifica. Para tanto, ele respondeu ter sido um
conselho dado por nés. Acreditamos que o aluno tenha se referido ao nosso discurso
relativo & importéncia de se buscar generalizacdes, sempre realizado com ele nas
institucionalizacBGes de cada atividade. Essa acdo era possivel com Juca, devido a sua

possibilidade de interacdo via WhatsApp em todas as aulas.

Essa atitude do aluno, pode ter sido realizada na tentativa de atender a uma regra

do nosso contrato didatico. Para Brousseau,

E certo que, se a solugdo for articulada como um texto matematico, [ela]
compreende a justificacdo cientifica correta do resultado, mas muitos alunos
obtém a resposta, ndo através do raciocinio matematico desejado, mas pela
decodificagdo da convencdo didatica. (BROUSSEAU, 1986, p. 57, grifos do
autor).

Sendo assim, a producdo de Juca pode ter sido de nivel intelectual em

atendimento a uma convencdo didatica, com o intuito de atender nossas expectativas.

Na resolucdo de Lili, foi possivel observar que ela encontrou a relacdo pretendida

e utilizou a notagéo de fungéo.
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Figura 45 — Resolucdo de Lili para a atividade 111 —10
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Fonte: Dados da pesquisa

Em nossa Entrevista 2, questionamos a aluna sobre ter pesquisado, em sites de

busca, a resposta da atividade, conforme dialogo a seguir:

Liana: Lembra desta atividade dos palitos? Vocé chegou a fazer o desenho?
Lili: Eu fiz o... S6 que no caderno mesmo, como se fosse palitinho, mas
desenhado.

Liana: Achei interessante que vocé chegou nessa parte do x né... Aqui X + X +
1. Vocé chegou a pesquisar?

Lili: Ndo, eu acho que eu fiz da... S6 olhando né, pensando.

Liana: Vocé desenhou para conferir essas respostas? [referentes ao item b]
Lili: Néo, eu usei a formula.

Podemos classificar a producdo da aluna como sendo de nivel intelectual, pois
parece ter havido a generalizacdo pretendida. Observemos o cuidado de Lili em responder
os itens a e ¢, que solicitavam explicacOes. Especificamente na primeira pergunta, a aluna
se preocupou ndo somente com a apresentacdo da generalizacdo, mas também com a
explicagdo da propria relagdo que encontrou. Ela teve o cuidado de deixar transparecer
que o numero de palitos deve ser somado a ele mesmo (x + x) acrescentando-se 0 nUmero

1. Dai, f(x) = 2x + 1, evidenciando os conhecimentos algébricos ressignificados.
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O fato de que, em sua Entrevista 2, a aluna afirmou ndo ter pesquisado para
responder a essa atividade e que ela ndo tenha feito nenhum tipo de desenhos ou
manipulagdes para conferir os resultados do item b, sugere que Lili ja consegue discutir
e lidar com raciocinios mais gerais sem muitas dificuldades. Como discutimos em nossos
capitulos teoricos, € muito comum que validagdes intelectuais ndo impliquem certezas
para os alunos, pois o significado dos exemplos e seu carater visual e pratico sdo
elementos mais proximos aos que os estudantes vém discutindo em suas trajetérias
escolares, desde os primeiros anos de escolaridade. Nao parece ter sido esse o caso de Lili

para a atividade em questéo.

» Atividade 111 - 11

11. Analise a seguinte defini¢do: “Funcdo polinomial de segundo grau ¢ toda fungao f cuja lei pode ser
escrita na forma f(x) = ax2 + bx + ¢, em que a, b e ¢ sdo ndmeros reais, com a diferente de 0, e X pode
ser qualquer niimero real.”. Por que o coeficiente a ndo pode ser nulo (zero)? Explique.

Com esta atividade, tinhamos a intencdo de investigar como o0s alunos
formulariam a sua validacdo, diante de um questionamento relativo a defini¢do de fungéo
polinomial de 2° grau. A definicdo ja havia sido abordada anteriormente na apostila, mas
ndo haviamos fornecido detalhes sobre o porqué do coeficiente que acompanha x2 ndo
poder ser zero. Entdo, nessa oportunidade tinhamos como intencdo explorar as funcdes

da prova relacionadas a explicacdo e a compreensao.

Caso os estudantes encontrassem dificuldades para responder a atividade,
poderiamos solicitar que atribuissem o valor 0 para o coeficiente “a” e valores quaisquer
para 0s demais, neste caso, diferentes de zero. A partir de diversos exemplos, poderiamos
solicitar que eles comparassem com a definicdo ou com conhecimentos relativos as
funcbes polinomiais de 1° grau, anteriormente discutidos nas apostilas. Uma prova de
nivel intelectual possivel de ser discutida nesta atividade poderia ser discutida a partir da

substitui¢do do coeficiente “a” por 0, como segue:

f(x)=ax?+bx+c
Sendo a = 0; b e ¢c nUmeros reais, temos
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f(x) =0x*+bx +c
0 multiplicando qualquer valor real de x?, resulta O, ent&o:
f(x)=0+bx+c
f(x)=bx+c

Logo, ndo teremos mais uma funcdo polinomial do segundo grau e, por este
motivo, o coeficiente “a” é o unico que ndo pode ser nulo. Nessa validacdo, nao é
necessario reconhecer a relacdo de dependéncia, mas sim, raciocinar sobre possiveis
valores a serem assumidos pelo coeficiente “a”. Entdo, no que se refere ao uso da letra,
acaba sendo um trabalho mais direcionado ao estatuto de numero genérico, apesar de ser

também variavel na relacdo funcional.

Juca parece nao ter se envolvido em um processo de validacdo nessa situacgao, pois
respondeu de forma objetiva “para que a fungdo seja valida”. Por conta de nossa
oportunidade de interacdo, realizamos mais perguntas no WhatsApp, as quais ele
respondeu da mesma maneira, de forma objetiva. Uma delas foi a seguinte: “Qual seria 0
resultado de 0.x2 sempre?” —, conforme indicado na Figura abaixo. Mas ela acabou se
perdendo em meio a nossa conversa sobre resolugdes de outras atividades, que foi
bastante proficua naquele dia. Quando dissemos que retornariamos a referida questdo em

outro dia, ele percebeu que ndo havia respondido.

Figura 46 — Conversa WhatsApp com aluno Juca

Vocé

Qual seria o resultado de 0x? sempre?
A prof nem vi essa pergunta
Seria 0?

Pois qualquer numero multipicado por 0 é
0 08:10

Rsrsr g4

Fonte: Dados da pesquisa

Sua validacdo para este guestionamento especifico que fizemos ao longo da
conversa, € de nivel intelectual, pois parece haver a compreensdo de que o resultado da

multiplicacdo sera zero, independentemente do valor de x. No entanto, ndo ficou claro
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sua explicacdo para a situacéo inicial que foi proposta. E possivel que a devolucio nio
tenha ocorrido e ele ndo tenha se dedicado a um processo de validagdo ou, em outra
direcdo, tenha aplicado uma economia da logica para responder rapidamente que a funcéo
ndo seria valida. Ainda assim, a resposta parece estar incompleta, ja que o intuito era

justamente saber por que isso ocorre.

Na apostila de Lili, podemos observar que a aluna respondeu utilizando escrita em
linguagem natural e com uma escrita matematica especifica, em que evidencia
compreender que, se o valor do coeficiente a for zero, ndo teremos mais uma equacgao

polinomial de 2° grau.

Figura 47 - Resolucéo da aluna Lili para a atividade 111 — 11
pode ser qualquer nimero real.”. Porque o coeficiente a ndo pode ser nulo (zero)? Explique.
I.:"A;".. o, & VQAS (19, ( Yo 1' R oy (LG * moo Jo (D IO raemae umimans AQ
OOR o Dobtava onaenay b +C \yemBe jusad, JumCar wolimivaad Ao, A= oo

=)
4 ra)

Fonte: Dados da pesquisa

Mesmo tendo a aluna utilizando a expressdao do senso comum “nao tera valor”,
que é de senso comum, pontuamos seu cuidado com a elaboracéo da escrita da explicacédo
e a presenca de um raciocinio genérico. Em Balacheff (2004), encontramos que a escrita
matematica e a prova produzida tém relacdes especificas com a linguagem utilizada e
com o conhecimento dos estudantes. Sendo assim, podemos classificar sua producédo
como de nivel intelectual, pois parece ter havido uma descontextualizacao, ao trabalhar
com uma categoria de objetos sem haver uma particularizacdo, uma despersonalizacéo ao
separar sua acdo, trabalhando de forma aparentemente independente e uma
atemporalidade (BALACHEFF, 2000).
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> Atividade 111 - 12

12. Um estudante de 9° notou a presenca de algumas regularidades quando a atividade pedia para
encontrar as raizes (ou zeros) de uma funcéo polinomial de 1° grau. Em seguida, ele construiu a seguinte
relacéo:

Podemos representar uma funcéo polinomial de 1° grau da seguinte forma:

y=ax+bhb

Para encontrarmos a raiz dessa funcdo, devemos encontrar o valor de x para o qual y = 0. Ent&o:
O=ax+b
ax+b=0
ax=0-b

ax=-b

X = (-b)/a

Concluséo: o zero de uma fungéo polinomial de 1° grau é sempre o valor de (-b)/a Por exemplo:

A funcdo y = 3x + 9 possui coeficientesa =3 e b =9. O zero da funcéo é (-(9))/3=-3

*» Vocé concorda com o raciocinio apresentado pelo aluno? O que vocé achou? Explique.
+» E verdade que a raiz (ou o zero) da funcdo y = 3x + 9 é -3? Explique como vocé pensou.

Com a atividade acima, tinhamos o objetivo de que os estudantes avaliassem uma
validacdo matematica de nivel intelectual. Trata-se de uma explicacdo possivel para a
maneira direta de encontrar raizes de uma funcdo polinomial do 1° grau. Para tanto, seria
necessario conhecer previamente o significado de coeficientes e raizes de uma funcgéo
polinomial do 1° grau. Por conta de ndo estarmos em uma sala de aula presencial de
Matematica, consideramos que essa atividade pode ser um pouco confusa, pois ela

envolve um raciocinio genérico.

Como pontuamos ao longo desse texto, assumimos a premissa de proporcionar
aos estudantes diferentes experiéncias que envolvem valida¢bes matematicas. Avaliar
diferentes provas € uma delas. Dessa maneira, além de uma oportunidade de os estudantes
conhecerem uma prova possivel para uma dada conjectura é, também, uma forma de

explorarem raciocinios genéricos.

Juca respondeu que concorda com o raciocinio apresentado na situacdo, porque,
segundo ele, seria como se houvéssemos encontrado a “formula”. Em sua resolucéo,
percebemos que o aluno realizou uma outra divisdo, no canto superior esquerdo,

envolvendo os niimeros 16 e 4.
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Figura 48 — Resolucdo do aluno Juca para a atividade 11 — 12
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b) E verdade que a raiz (ou o zero) da fungéio y = 3x + 9 é -3? Explique como vocé pensou.
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Fonte: Dados da pesquisa

Perguntamos se ele havia realizado o teste para uma atividade anterior, proposta
na apostila, que solicitava encontrar a raiz da funcédo y = 4x-16 e ele respondeu que sim,

e que usou “[...] o 16/4 para saber se dava certo tbm”.

Ao responder ao item b, ele indicou que substituiu o valor de x por -3 para verificar
que o valor de y seria 0. Em nosso didlogo no WhatsApp, o aluno digitou o calculo que
fez mentalmente no momento de sua resolucdo. Poderiamos nos questionar se Juca
realizou o teste para realmente ter certeza ou para atender a ideia de que é importante
sempre responder de uma forma o mais completa possivel, sempre investigando a

validade das conjecturas dadas.

A aluna Lili também respondeu concordar com o raciocinio do estudante porque
ele apresentou um calculo com letras. Para ela, essa situacdo pode ajudar a simplificar

contas:
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Figura 49 — Resolucdo da aluna Lili para a atividade 111 — 12

a) Vocé concorda com o raciocinio apresentado pelo aluno? O que vocé achou? Explique.
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b) E verdade que a raiz (ou o zero) da fungdo y = 3x + 9 ¢ -3? Explique como vocé pensou.
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Fonte: Dados da pesquisa

Em relacéo ao item b, a aluna substituiu o valor de x por -3 e concluiu que, neste
caso, o valor de y serd 0. Além disso, ela ainda teve o cuidado de descrever como pensou.
Em nossa Entrevista 2, questionamos sobre ela ter evoluido a linguagem matematica em
suas explicacdes, sobre esse cuidado e uso de algumas relagcdes, mesmo sem termos tido

a oportunidade de interagirmos frequentemente.

Liana: Nas primeiras atividades [Fase I1] e na primeira apostila que fizemos,
eu percebi que vocé usou bastante palavras, explicou com palavras... Vocé foi
6tima, ndo parece que vocé teve dificuldades, foi isso mesmo?

Lili: E, mais ou menos, assim... eu leio bastante né ai eu vou procurando
formar uma frase que explique bem o que esta pedindo na questéo.

Liana: Entendi... Por que nesta apostila aqui vocé usou palavras, exemplos,
mas nesta outra, vocé comecou usar uma outra ldgica para explicar as
atividades, percebe?

Lili: Sim, comecei usar mais letras.

Liana: Como assim?

Lili: Foi porque eu conversei com a professora [durante Atividade Ill — 8 e
conforme Figura 35] e vi na apostila né! Ai explicou que para abranger todos
0s nimeros a gente faz o teste com as letras, que ai também ja era uma coisa
mais... mais certa né.

No dialogo acima, percebemos que a nossa intervencdo durante a atividade 111 —
8 assim como os textos explicativos sobre provas intelectuais disponibilizados nas
apostilas foram importantes para que Lili passasse a considerar calculos com letras.
Quando ela nos diz que ficaria “uma coisa mais certa”, sugere seu entendimento sobre a

limitacdo de verificagcOes ou exemplos.
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> Atividade I11 - 13

13. Brincando com algumas proporgdes, Marta encontrou alguns resultados interessantes. Ela escolheu
as razoes 12/3 e 8/2 porque formam uma proporgao. Realizando céalculos de divisdo e de multiplicacéo,
ela obteve igualdades verdadeiras. Veja:

13_2=§ . & Sera que isso  sempre  vai  ocCOrrer,
24 = 24 independentemente dos valores escolhidos? O que vocé
4 =4 acha?
Dividiu 12 por 3 eem Multiplicou 12 por2 e ’:. Faga 0 teSte ,Com as segl'“ntes proporgﬁes (use
seguida § por 2 em seguida 3 por § calculadora se necessario).
0 _ 15 @0 3=215
2 3
4 3 4.6=8.3
.- 0

« Agora que vocé realizou os calculos, o que aconteceu? As igualdades continuam sendo
verdadeiras? Explique.

+» Escolha duas razdes que formam uma proporgao, assim como Marta e verifique se a igualdade
continuaré sendo verdadeira.

¢+ Comparando os célculos de multiplicagdo e de divisdo (coluna da direita e coluna da esquerda),
vocé consegue identificar alguma regularidade? Algum padrdo? Explique.

Propusemos essa atividade com o intuito de que os alunos investigassem
regularidades e elaborassem conjecturas ao se comparar duas proporc¢des. Nesse sentido,
escolhemos apresentar algumas sugestdes para que os estudantes pudessem realizar testes
e que eles observassem os célculos a direita e a esquerda, comparando-0s, com o intuito
de facilitar suas exploragdes. Essa escolha se deve ao fato de que gostariamos que o
maximo de estudantes obtivessem éxito pois, conforme Alpha (2020), é comum gue 0s

estudantes demonstrem dominio tardio ou insuficiente da no¢do de proporcéo.

E importante destacar que a atividade em questdo foi proposta antes de
abordarmos textualmente a propriedade fundamental das proporgdes, segundo a qual “em
toda propor¢ao, o produto dos extremos ¢ igual ao produto dos meios”. Devido a todo
trabalho desenvolvido até este momento, seria possivel que houvesse tentativas de prova

intelectual.

Fizemos a escolha de inserir a validacao dessa propriedade, na sequéncia do texto
da apostila, pois assim como na atividade 111 — 6, queriamos mostrar aos estudantes provas
intelectuais possiveis de serem apresentadas para as conjecturas dadas ou elaboradas.

Tomamos essa decisdo também porque a apostila era a tnica forma de comunicacdo que

182



tinhamos com aqueles alunos que ndo podiam interagir conosco no momento das aulas,
0s quais inclusive, eram maioria. Dessa forma, o principal intuito dessa atividade centra-
se na elaboracdo de conjecturas e na verificacdo de sua veracidade. No apéndice B,
apresentamos o texto tal como colocado na apostila dos estudantes, em que discutimos
uma prova para tal propriedade. Nessa validacdo, as letras tém estatuto de numero
genérico, em que se aplicou a propriedade de que, quando multiplicamos ambos 0s

membros de uma igualdade por um mesmo nimero, a igualdade é mantida.

Em relacdo ao primeiro questionamento, Juca respondeu objetivamente que
“sim”, indicando que a regularidade sempre iria ocorrer. Quanto aos testes, efetuou a
divisdo e a multiplicagdo com as primeiras propor¢des indicadas, simplificou e

multiplicou as segundas, obtendo éxito e observando as igualdades pretendidas.

Figura 50 — Resolucéo do aluno Juca para a atividade 111 — 13
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Fonte: Dados da pesquisa

O estudante escolheu as proporcoes 15/30 e 45/90 para realizar mais um teste,
conforme solicitava o enunciado. Dessa maneira, classificamos a prova do aluno como
uma experiéncia crucial devido ao teste ter ocorrido com uma razdo que envolveu

numeros maiores se comparados aqueles que foram propostos na situacao.
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Para a ultima pergunta, ele indicou que reconheceu a regularidade e justificou com
a frase “[o produto] os extremos ¢ igual 0 dos meios”. Neste caso, a escrita de Juca reflete
em tese a conjectura pretendida, mas ndo uma explicacdo do porqué ela ocorre. Embora
tenhamos apresentado a priori na apostila os significados de meios e de extremos de uma
proporc¢éo, ndo ficou claro se o aluno elaborou sua afirmagdo com base neles ou se tomou
como referéncia o contetdo posterior, em que enunciamos no material tal propriedade,

junto de uma prova de nivel intelectual (conforme apéndice B).

Harel e Sowder (1998), ao analisarem produc@es dos alunos participantes de uma
de suas investigacdes, sinalizaram a existéncia de esquemas de prova baseados em fatores
externos, ou seja, um livro, buscas na internet, uma informacéo dada por um colega ou
por um professor ou como pode ter ocorrido na producdo de Juca, pela propria apostila.
Trata-se de uma recorréncia a alguma autoridade para validacdo de resultados. Esta, pode
ser, como dissemos, o professor, um livro ou a prépria apostila, o que parece ter sido o
caso do aluno. Segundo os autores, mesmo que se apoiem nos materiais acima ciados, 0s
estudantes podem utilizar seus proprios meios para elaborarem justificativas, mas nao

parece ter sido este 0 caso de Juca, uma vez que houve apenas a repeticdo da propriedade.

No caso de Lili, a aluna ndo respondeu ao primeiro questionamento da atividade,
mas resolveu todos os demais. Ao realizar os testes solicitados, efetuou a diviséo e a
multiplicacdo conforme indicado nas duas proporg¢des da atividade. A aluna indicou que
as igualdades permaneceram verdadeiras e escolheu a proporcdo 10/25 e 6/15 para

realizar seu ultimo teste. Ela identificou duas regularidades.

Figura 51 — Resolucéo da aluna Lili para a atividade 111 — 13

Comparando os calculos de multiplicagao ¢ de divisdo (coluna da direira e coluna da esquerda), vocé

consegue identiticar alguma regularidade? Algum padrdo? Explique. Qi s pewas  dbaovnsax. duoia
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Fonte: Dados da pesquisa

As duas observagOes da estudante se relacionam, uma vez que a primeira delas
somente ocorreu porque ha a multiplicacdo do numerador da primeira com o denominador
da segunda e vice-versa. Percebemos que Lili pontuou as regularidades que encontrou e,

ao mesmo tempo, explicou quais foram. Ao fazer isso, a aluna atendeu as exigéncias do
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enunciado, mas ndo apresentou uma escrita na tentativa de justificar o porqué de elas

ocorrerem.

Uma validacdo matemaética possivel para a regularidade apresentada pelos
estudantes foi discutida textualmente na sequéncia da apostila, pois esse foi um
movimento necessario na tentativa de nos comunicarmos com aqueles estudantes que ndo

puderam interagir CONOSCO por outros meios.

Consideramos que, apesar de terem sido corretas, ndo identificamos tentativas de
generalizacdo e nos questionamos em que medida termos institucionalizado a atividade
textualmente, em seguida a sua proposicao, influenciou na producéo dos estudantes. Isto
é, eles teriam trabalhado em uma prova de nivel intelectual se ndo a tivéssemos
apresentado? Tivemos a oportunidade de interagir com Juca no WhatsApp, mas a
atividade ndo proporcionou muito engajamento, o que nos permite dizer que no momento

de nossa interacdo, a devolucdo da atividade ndo ocorreu.

» Atividade 111 - 14

14. Além da propriedade fundamental, existem outras propriedades relacionadas as proporgoes.

Verifique se as duas propriedades apresentadas abaixo sdo verdadeiras a partir da proporcdo 9/6=3/2
atb _ c+d atb _ d-c

a c " b c

Mas como eu faco Basta que vocé substitua o.valor de_a por
iss0? 9, o valor de b por 6, e assim por diante.
Depois é so verificar se a igualdade é

. . . . verdadeira ou falsa
«» As duas propriedades sdo verdadeiras? Explique.

+ Arealizacdo deste teste é suficiente para garantir que a propriedade vale para todas as proporgdes
existentes? O que vocé acha? Em sua opinido, o que poderia ser feito de diferente?

Com essa Ultima atividade, tinhamos a intencdo de que os alunos verificassem as
propriedades das proporg¢des indicadas nos itens a e b. Mais do que isso, investigar se eles
reconhecem a insuficiéncia dos testes realizados para concluirem a veracidade ou

falsidade de uma conjectura.

A propriedade do item a é verdadeira e a propriedade do item b é falsa.
Esperdvamos que os estudantes substituissem os valores das proporg¢des indicadas e

efetuassem os calculos com numeros. Para evitar dificuldades e para que o maximo
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possivel de alunos obtivesse éxito, inserimos a sugestdo de como poderiam resolver a

situacdo dada.

Como apontamos anteriormente, ndo tinhamos a intencdo de que eles fizessem
uso de propriedades matematicas para produzir uma prova utilizando um raciocinio geral,
mas sim de saber se 0s estudantes reconhecem as limitagdes de um unico teste. Por esse
motivo, ndo solicitamos que buscassem por validagdes, porém, questionamos acerca da
suficiéncia do Unico teste para garantir a veracidade da conjectura e o que poderia ser
feito nesse sentido. Apo6s todo nosso processo de interacdo, esperavamos que
respondessem que deveriam ser realizamos mais testes, em situacfes diversas,
envolvendo nimeros com as mais variadas caracteristicas, ou ainda, que se utilizasse de
um raciocinio geral, efetuando-se os célculos com as letras, que, nesse caso, representam

valores quaisquer, a, b e c, diferentes de zero.

Tanto Juca quanto Lili efetuaram corretamente os calculos e concluiram a
veracidade da propriedade indicada no item a e a falsidade da propriedade indicada no
item b. Essa acdo pode indicar que nossa escolha, por apresentar uma sugestdo de
resolucdo, atingiu o objetivo esperado. Além disso, obtiveram éxito ao responder o
primeiro questionamento da atividade. As respostas foram descritivas, nas quais

indicaram que a segunda ndo seria verdadeira pois ndo contém uma igualdade.

Quanto ao segundo questionamento, Juca respondeu que a realizacdo do teste

indicado teria sido suficiente,

Figura 52 — Resolucédo do aluno Juca para a atividade 111 — 14
A realizagdo deste teste € suficiente para garantir que a ‘pronriedade vale para todas as proporgdes
existentes? O que vocé acha? Em sua opinido, o que poderia ser fetio de diferente? Explique.
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Fonte: Dados da pesquisa

Nesse dia, ndo foi possivel interagir instantaneamente com o aluno e apenas

conseguimos conversar sobre sua resposta em um dia posterior. Na tentativa de reiniciar
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a discusséo sobre o item em questdo, perguntamos para ele, em audio 0 que aconteceria
se realizdssemos o teste da primeira propriedade com outras razdes, envolvendo nimeros
negativos ou nimeros muito altos, como milhdes, por exemplo. Ele sinalizou que iria

verificar, mas logo respondeu,

Figura 53 — Conversa WhatsApp com o aluno Juca sobre a atividade 111 — 14

Eu acho que sim prof, deixa eu vé aqui
)7:54

Eu acho que vai sim

Pg como existem outras propriedades

S5

Essa deve ser uma exisso ;.5
Ta 755

Fonte: Dados da pesquisa

Por meio do di&logo, observamos que nosso questionamento possivelmente ndo
provocou a devolucgdo, porque o aluno respondeu quase imediatamente afirmando que,
devido a existéncia de outras propriedades, aquela em questdo deveria ser um exemplo
delas. Além disso, a resposta do aluno — Figura 52 — foi fundamentada na realizacdo de
apenas um teste, sendo possivel classificar como empirismo ingénuo. No momento de
nossa interacdo, que ocorreu um dia apos ele nos ter enviado a atividade, parece néo ter
havido um engajamento em um processo de validacdo. Ademais, quando o aluno escreve
que “deve ser um exemplo disso”, possivelmente esta sob influéncia do contrato didatico
no qual atividades propostas por nés, que envolveram “propriedades”, como ele mesmo

escreve, quase sempre foram verdadeiras.

Sobre isso, poderiamos ter insistido no dialogo tentando realizar outros
questionamentos com intuito de que Juca investigasse um pouco mais a situagao, porém
acabamos seguindo por outro caminho. Na sequéncia, questionamos a parte da resposta
em que ele dizia ter ficado confuso, conforme escreveu na resolucéo e identificamos que
ele estava se referindo ao texto explicativo utilizado para a institucionalizagcdo da
atividade 111 — 13, conforme apéndice B. No texto em questao, apresentamos uma prova
possivel para a propriedade fundamental das proporcdes. Juca acrescentou “Rsrs, meia

[sic] confusa, se ndo prestar atencdo da pra trocar as letras com os numeros”.
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Balacheff (2004) escreve que as caracteristicas especificas da escrita matematica
tém consequéncias sobre sua compreensdo, como também sobre a compreenséo da prova
matemaética. O fato de Juca ter achado confuso um texto explicativo contendo uma prova
de nivel intelectual evidencia essa especificidade. A dificuldade apresentada por Juca
parece ter relacdo com o uso e a compreensao de elementos algébricos. Questdo essa, que
também foi identificada por Santos (2015) e Lima (2015) no desenvolvimento de suas
pesquisas com estudantes. Embora estejamos interagindo com ele ha tempo e discutindo
sempre que possivel validagdes intelectuais que envolvem conhecimentos da Algebra,
faz-se necessario destacar que, em muitas situacdes a entrada e o aprofundamento nesse
campo, significa uma ruptura, em que a matematica perde um pouco de seu sentido

(FREITAS, 2015), como parece ter ocorrido com o aluno nessa situacao.

Né&o tivemos a mesma oportunidade de interacdo com Lili, mas podemos observar
em sua resposta o reconhecimento da limitacdo da realizacdo de testes, conforme

objetivavamos saber:

Figura 54 — Resolucdo da aluna Lili para a atividade 111 — 14

A realizacio deste teste é suficiente para garantir que a propriedade vale para todas as propor¢des
existentes? O que vocé acha? Em sua opinido, o que poderia ser feito de diferente? Explique. fine
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Fonte: Dados da pesquisa

N&do esperdvamos que eles elaborassem provas nessa atividade, mas por
curiosidade, em nossa Entrevista 2 perguntamos se ela tentou generalizar a situacéo dada,
realizando os célculos com “letras”, como ela se referia. Lili pontuou que ndo fez essa
tentativa.

Para nos, esse reconhecimento recorrente de Lili, de que existem limitacdes ao se
realizar testes ou observar exemplos especificos, € bastante significativo porque nos
mostra uma aproximacdo com a especificidade matematica de elaborar justificativas.

Pode ser um passo importante e transitorio para a elaboracdo de validages intelectuais.

» Consideracdes sobre a Fase 111
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Considerando os processos de validagdo matematica apresentados por Juca e por
Lili, em relacdo as atividades aplicadas durante a Fase Ill, identificamos apontamentos a

serem feitos, conforme nossos objetivos especificos,

e Como os alunos analisados formularam e apresentaram validacfes matematicas

para suas afirmacdes e/ou conjecturas?

Juca e Lili desenvolveram as atividades de validagdo que foram propostas em
meio as apostilas de Matematica elaboradas por nés e disponibilizadas mensalmente para
cumprimento da carga horaria letiva. Ao longo da Fase 11, Juca permaneceu interagindo
conosco via WhatsApp de forma sincrona, enquanto Lili o fazia mediante davidas
pontuais. N&o tivemos controle sobre esse aspecto que, inevitavelmente influenciou
quanto a possibilidade de melhor compreender o processo de producdo de validagdes dos

estudantes.

Ao0s poucos, tanto nds quanto os alunos fomos nos adaptando a esta nova forma
de comunicacdo, o que justifica uma maior intera¢do nas atividades, inclusive com Lili,
nas ocasides em que ela entrava em contato conosco, devido a certas davidas que tinha.

Esses elementos podem ser observados nas atividades 1111 — 6 ou 111 — 8, por exemplo.

Nesse mesmo sentido, identificamos uma reorganizacéo e readaptacdo do contrato
didatico no tocante a resolucdo das atividades propostas, tendo em vista que o discurso
relativo a importancia da realizacdo de testes ou a utilizacdo de um raciocinio genérico
foram sendo considerados pelos alunos, como nas situacées 111 — 9 ou Il — 14 no caso de
Lili ou nas situacdes Il — 4 ou Il — 10 no caso de Juca. Registra-se, também, que em
algumas atividades, Juca parece ter percebido que quando uma regularidade resiste para
alguns testes, ela tende a ser verdadeira. Por vezes, parece ter feito uso dessa ideia para

construir sua validagdo. Foi o caso na atividade 111 — 5, por exemplo.

Devido a nossa oportunidade de aplicar atividades readaptadas da Fase Il, foi
possivel perceber que nossas institucionalizagdes ndo implicaram no reinvestimento
explicito daquele conhecimento, ao menos em termos de validagfes intelectuais, em
outras atividades, como ficou claro na primeiras situagdes da Fase Ill, cujas situagdes
tinham poucas alteragdes comparadas & Fase anterior. Dessa forma, nem Juca nem Lili

apresentaram provas como aquelas que discutimos na institucionalizacdo de atividades
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analogas durante a Fase Il. Entretanto, consideramos que isso ndo significa que eles ndo
tenham lembrado, revisitado ou ressignificado as situacdes trabalhadas, como, por

exemplo, quando Juca resgatou uma conversa realizada semanas antes.

Outro elemento a ser destacado ap6s o desenvolvimento das atividades dessa Fase
I11 é o conhecimento matematico dos estudantes, pois na maioria das situacdes eles nao
apresentaram dificuldades. Esse aspecto pode ter favorecido, tanto Juca, quanto Lili, em

se concentrarem na producdo de validagGes matematicas.

A insercdo de uma atividade ou textos explicativos com o objetivo de explicitar
uma validacdo possivel, em que se apresenta uma prova de nivel intelectual aos alunos
como exemplo, contribuiu para que Lili, que pouco interagia conosco nesse momento,
produzisse provas semelhantes. Apesar de importantes, ndao foi possivel garantir que os
estudantes ressignificassem ou compreendessem integralmente seu conteudo, como no

caso de Juca, para as mesmas atividades.

Nas producbes de Juca, percebemos que o estudante mantém sua escrita
principalmente em linguagem natural, e, em geral, acompanhada de verificagcdes
empiricas. Por conta das suas respostas nas resolucdes das atividades 111 — 8 ou Il — 14,
acreditamos que esta acdo do aluno ocorre porque provas intelectuais que envolvem
raciocinio genérico ainda sdo, em parte, confusas para ele. Sendo assim, o nivel de provas
pragmaticas parece lhe causar maior seguranca. As producdes de Lili indicam que a aluna
consegue estabelecer relagdes mais expressivas com provas intelectuais. Em varias
atividades, identificamos o emprego de um raciocinio genérico e, especificamente na

atividade 111 — 15, o reconhecimento da limitacdo de testes pontuais.

e Quais provas matematicas foram produzidas pelos alunos?

Sinalizagcdes em laranja, indicam o tipo ou o nivel de alguma outra validacéo que
tenha sido apresentada durante a discussdo da atividade, que envolveu alguma outra
afirmacdo. Enquanto sinalizacbes em azul, se referem aquelas que foram produzidas

especificamente para a conjectura do enunciado.
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Quadro 3 — Provas produzidas por Juca na Fase Il1

Atividade Nivel pragmatico Nivel Intelectual
Empirismo Experiéncia Exemplo Experiéncia
Ingénuo Crucial Genérico Mental
-1
-2
-3
-4
11-5 N&o houve classificacdo
-6
-7
111-8 N&o houve classificacdo
-9
1 -10
=11
1 -12 N&o houve classificacdo
11 -13
1-14
Fonte: Elaborado pelos autores
Quadro 4 — Provas produzidas por Lili na Fase 11
Atividade Nivel pragmético Nivel Intelectual
Empirismo Experiéncia Exemplo Experiéncia
Ingénuo Crucial Genérico Mental
11-1 N&o houve classificacdo
11 -2 N&o houve classificacdo
11-3
11 -4
11 -5
11-6
Hi-7
111-8
11-9
111-10
1-11
1 -12 N&o houve classificacdo
11 -13
1 -14 N&o houve classificacdo

Nas producdes de Juca, observamos uma maior transicdo entre os niveis de prova.
Aquelas apresentadas por Lili, que foram possiveis de serem classificadas, permaneceram
no nivel intelectual. A possibilidade de interagirmos em alguns momentos foi importante
para que pudéssemos compreender melhor o papel dos exemplos utilizados pela aluna ao
longo de suas explicagBes. Dessa forma, algumas provas foram do tipo experiéncia

mental, em que pareceu haver um desprendimento dos objetos matematicos que estavam

sendo considerados.
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A disténcia e a impossibilidade de interagirmos melhor com ambos os alunos
impossibilitou uma compreensdo melhor da vivéncia da situacdo, fazendo com que, as
vezes, ndo tivéssemos elementos para classificar pontualmente os tipos de prova dentro

dos niveis.

e De que forma as atividades desenvolvidas favoreceram ou néo a producgéo de
validacGes?

Nessa Fase |1, percebemos a necessidade de inserirmos atividades ainda mais
direcionadas e indicar sugestbes para minimizar dificuldades apresentadas pelos
estudantes que estariam estudando sozinhos, devido as aulas ndo presenciais. Devido as
interacdes terem ocorrido dessa forma, este aspecto foi ainda mais importante na tentativa
de possibilitar que Juca e Lili trabalhassem de forma mais independente possivel.
Pequenos recados e dicas inseridos em algumas atividades parecem ter contribuido para
que eles conseguissem responder a todas as atividades que propusemos, como nas
atividades 111 -5 ou I11 — 6.

Em quase todas elas, a conjectura ja estava presente no enunciado, fazendo com
gue os estudantes se concentrassem mais em situacdes de validacdo. Na atividade 111 — 8,
cuja conjectura ndo estava clara e a presenca de dicas foi suprimida, nenhum aluno

identificou sozinho a regularidade a ser provada.

Em algumas atividades solicitamos aos alunos que identificassem regularidades e
que as explicassem. Porém a forma como apresentamos a pergunta, como nas atividades
I11 — 6 ou Il — 8 pode ter influenciado na producdo dos estudantes, por ndo termos sido

claros em solicitar que explicassem o porqué de ela ocorrer ou néo.

Por fim, embora ndo tenhamos nos direcionado mais amplamente ao estudo de
possiveis influéncias de atividades que envolveram os estatutos da letra, esse aspecto
parece importante na medida em que a algebra se faz presente em parte das validagdes
intelectuais. Conforme indica Freitas (2015, p. 664), “[...] o trabalho com os diversos
estatutos da letra e a exploracdo de diferentes contextos e de articulagdes, bem como a
mobilizagdo adequada de propriedades, a identificacdo de regularidades e o processo de
generalizacdo.” pode levar o aluno a apresentar dificuldades. O que, por sua vez, pode

influir na producgéo de provas no nivel anteriormente citado.
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Considerac6es sobre Juca apo6s a vivéncia de todas as Fases

Juca, muito dedicado, esteve conosco em todos as Fases, especialmente nos dois
ultimas, sempre muito solicito e disposto a realizar as atividades que propinhamos. E
importante dizer que houve uma convergéncia de elementos para que iSso ocorresse,
como, por exemplo, a disponibilidade de recursos tecnoldgicos e tempo. Em que pese
suas producdes, o estudante, em geral, se preocupava com a realizacéo de testes, levando
em consideracdo exemplos, sejam aqueles fornecidos por ndés ou por ele mesmo
identificados. Apesar de termos tido a oportunidade de institucionalizar praticamente
todas as atividades junto dele, é dificil dizer como o aluno lidava com a possibilidade de
provas intelectuais, uma vez que as validagbes apresentadas tenderam a prética
pragmatica. Em outras palavras, ele parece ter mais dificuldades para compreender a

limitacdo de um trabalho com ndmeros, com exemplos ou casos particulares.

Ao observarmos algumas atividades realizadas ao longo da Fase Ill, em nossa
Entrevista 2, perguntamos 0 que Juca tinha a dizer sobre atividades nas quais precisava
testar ou buscar por regularidades. Ele respondeu que “E... E bom porque a gente... N&o
convence s6 um exemplo no caso”. E complementou dizendo que: “as vezes eu testava,
aqui eu testei com seiscentos [Atividade Il — 3] ..., Mas as vezes quando eu via que...
quando eu via que estava certo eu ndo testava ndo! Ah, essa daqui também eu testei.”.
Suas falas nos fazem refletir, de um lado, sobre sua consciéncia acerca da limitacdo de
conclusdes que sejam baseadas em apenas um caso e de outro, sobre a dificuldade de se
superar a légica da pratica quando as conjecturas discutidas sdo verdadeiras e se mostram

resistentes a sucessivos testes.

Ao ser questionado sobre a escrita em linguagem natural para explicar suas
conclusdes, caracteristica que tem acompanhado Juca desde o inicio das atividades
desenvolvidas, ele disse que, por vezes, acaba respondendo ‘“aleatoriamente”,
especialmente naquelas que ndo compreende bem como fazer. Essa resposta nos ajuda a
compreender, por exemplo, sua resposta para a questéo Il — 14, em que utilizou a palavra
“confuso”. N&o podemos deixar de considerar a possibilidade de que Juca perceba que
suas validagGes nem sempre estdo de acordo com aquelas que se espera, mas devido ao

ndo dominio do tratamento algébrico, ndo se dedique as validagdes intelectuais.
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Apesar disso, acredita que “tem que explicar, eu sempre... Antes eu sé escrevia la,
tipo, ‘sim’ e deixava né. Ai as professoras sempre brigavam pra justificar e nao colocar

o0 atacante?® também... As vezes eu coloco...”.

Diante dessas consideracdes, o processo de validacdo matematica desenvolvido
por Juca, aluno de uma de nossas turmas de 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola
pablica de Mato Grosso, considerando o ano letivo de 2020, evidencia uma perspectiva
pragmatica, pois houve predominancia de um discurso em linguagem natural, na maioria

das vezes, realizado com base em exemplos ou testes.

Considerac0es sobre Lili apds a vivéncia de todas as Fases

Lili, sempre muito dedicada, esteve conosco em todos as Fases, apesar de nem
sempre termos tido a oportunidade de interagir com ela de forma sincrona, especialmente
na Fase |11, quando as interacdes foram poucas, apenas quando a aluna sentia necessidade
de conversar acerca de suas duvidas. Restri¢cdes estas sobre as quais ndo tivemos controle.
Em relacdo as suas producdes, Lili geralmente apresentava um discurso em linguagem
natural, acompanhada de exemplos, buscando atender as exigéncias do enunciado. Entéo,
segundo fala da aluna em nossa Entrevista 2, € mais ou menos, assim... eu leio bastante
né ai eu vou procurando formar uma frase que explique bem o que esta pedindo na

questdo”.

Aos poucos, a aluna foi percebendo, por meio de nossas sugestdes seja na apostila
ou nas oportunidades que tivemos de conversas via WhatsApp, que poderia utilizar um
outro tipo de raciocinio para explicar suas respostas. Segundo ela, em nossa Entrevista 2,
essa logica esta relacionada ao uso de “letras”, porque “para abranger todos 0s nimeros
a gente faz o teste com as letras, que ai também ja era uma coisa mais... mais certa né”.
Diante dessa fala, perguntamos se ela observava alguma diferenca entre as formas de se
explicar alguma afirmacdo em matematica e em outras disciplinas, como a Lingua
Portuguesa ou Histdria. Ao reiterar que seria diferente porque “tem que ir usando
numeros e fazendo calculos”, juntamente da resolucao de suas atividades, como também
de suas falas, acreditamos que Lili parece ter raciocinios genéricos, bem como, reconhece

limitacdes de uma prova empirica.

26 Sigla para etc. — entre outras coisas.
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Diante dessas consideracdes, o processo de validacdo matematica desenvolvido
por Lili, aluna de uma de nossas turmas de 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola
pablica de Mato Grosso, considerando o ano letivo de 2020, indica que ela transita e
consegue estabelecer relagcdes junto as provas de nivel intelectual. Suas explicacdes
apresentaram um discurso em linguagem natural, quase sempre acompanhado de
exemplos. Aos poucos, esses exemplos foram sendo substituidos pela apresentacdo de

raciocinios mais gerais.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

(]
Ela nes dird bem devagarinho, para due nio esduegam:
— O meun vome € TS-PE-RAN-CA...

Poesia Brasileira, Wario Quintava

Com a intencdo de desenvolver uma proposta que estivesse relacionada a
producdo de validagdes matematicas e a realidade da sala de aula e que contemplasse 0s
mais diversos contetdos abordados, durante um periodo de tempo consideravel,
estabelecemos o objetivo geral de pesquisa. Dessa maneira, buscamos investigar
processos de validacdo matemaética desenvolvidos por dois alunos de uma turma de 9°
ano do Ensino Fundamental, no decorrer do ano letivo de 2020. Nossos objetivos
especificos foram: identificar como os alunos analisados formularam e apresentaram
validacGes matematicas para suas afirmacbes e/ou conjecturas; classificar provas
matematicas que foram produzidas pelos alunos e identificar elementos relacionados as
atividades desenvolvidas pelos estudantes, que pudessem favorecer a producdo de

validacdes.

Assumimos como referencial teérico o Modelo de Tipologia de Provas de
Balacheff (1988), em que desde validacBes empiricas até aquelas que contemplam
aspectos de generalidade podem ser consideradas. Nessa perspectiva, um processo de
validacao se caracteriza pela acdo do aluno na tentativa de garantir ou ndo a validade de
uma conjectura e pode contemplar, por exemplo, registros escritos, falas, desenhos ou
e/ou testes. Quando um aluno se envolve em um processo de validagdo, pode apresentar
diferentes tipos de prova — empirismo ingénuo, experiéncia crucial, exemplo genérico e
a experiéncia mental — que por sua vez podem ser pontuados em dois diferentes niveis —
nivel pragmatico e nivel intelectual. A conceituacao de prova relativa, discutida a partir
de Balacheff (1987; 2000; 2019), nos permitiu considerar as producdes dos estudantes,
contribuindo com nosso primeiro objetivo especifico, relacionado aos movimentos dos
alunos no sentido de garantir a validade ou ndo de uma conjectura. De forma ainda mais
evidente, possibilitou que classificassemos as validagbes mateméticas produzidas ao

longo de nossa experimentacao, que era nosso segundo objetivo especifico.
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Ainda no que se refere as provas, consideramos diferentes fungdes que elas
poderiam assumir, principalmente quanto a explicacdo de algumas propriedades,
verificacdo, entendimento, convencimento pessoal e a outrem, descoberta, verificagdo ou
como parte de um desafio intelectual (DE VILLIERS, 2001; ZASLAVSKY et al, 2012).
As funcdes da prova nos ajudaram a pensar nas situacdes propostas de forma a possibilitar
que os estudantes tivessem diferentes experiéncias com a atividade de provar, que era

uma de nossas premissas iniciais.

Em que pese 0s processos de ensino e de aprendizagem, a Teoria das Situagdes
Didaticas (BROUSSEAU, 1986; 1987; 2008) esteve presente em nossa investigacao,
subsidiando nossas agdes. A Teoria nos ajudou na compreenséo do nosso papel, enquanto
professores e pesquisadores, mas também do papel do aluno. Conceitos como situagéo
adidatica, devolucdo e contrato didatico foram muito importantes para que pudéssemos
planejar e tentar colocar em pratica ac6es, conforme os pressupostos que acreditamos.
Especialmente devido ao contexto em que aplicamos as atividades planejadas, ndo foi
possivel identificar ou discutir com énfase as fases de acéo, formulacdo e validagao.
Entretanto, procuramos trabalhar com os alunos em busca de um contrato didatico
segundo o qual eles pudessem agir de forma mais autbnoma, formular, conjecturar, testar,

identificar regularidades, entre outras acoes.

Nesse mesmo sentido, a identificacdo de pesquisas que abordaram validacOes
matematicas foi importante para que pudéssemos discutir e identificar elementos como:
dificuldades envolvendo provas matematicas que permeiam alunos da Educacédo Basica,
licenciandos e professores; possiveis acGes a serem desenvolvidas; contetdos ja
explorados; exemplos de atividades. Para além disso, essa acao nos permitiu identificar a
caréncia de investigacdes que explorem validagdes e temas para além da Geometria, como
também, a caréncia de pesquisas que envolvam diretamente a sala de aula de Matematica,
por um periodo de tempo que ultrapasse um nimero determinado de sessdes. Situando,

dessa maneira, alguns de nossos diferenciais frente a elas.

Seguindo ideais da metodologia qualitativa, especialmente do estudo de caso,
seguimos entre idas e vindas, estudo, preparacOes, organizacOes e reorganizagdes, ao
passo gque nossa parte experimental foi desenvolvida principalmente na sala de aula ndo
presencial, em meio as aulas de matematica. A Fase | se deu de forma presencial, quando
os alunos cursavam o 8° ano do Ensino Fundamental e as demais Fases (11 e 111), de forma

ndo presencial, durante o ano letivo de 2020, quando eles ja estavam frequentando o 9°.
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Em decorréncia de restricdes ocasionadas pela pandemia do Corona virus e como parte
de nossas a¢des enquanto professora regente das turmas do ano em questao, foi necessario
continuar discutindo com os alunos atividades de validagdo matematica, mesmo sem
saber de antemdo quantos ou quais alunos realizariam producdes a serem consideradas
nesse relatorio de tese. Mesmo assim, ao final do processo, tivemos a oportunidade de
analisar dados de dois estudantes que foram acompanhados mais de perto por nés desde
2019. Fato esse que contribuiu para discussdo de nossos objetivos, tanto especificos
quanto geral, dada a oportunidade de olhar mais de perto para 0 processo que cada um

desenvolveu, suas caracteristicas e suas maneiras de lidar com atividades de validacao.

As breves entrevistas realizadas foram importantes para compreender melhor o
entendimento dos alunos acerca da ideia de explicar, justificar suas respostas em
matematica. Ao serem confrontados com algumas atividades da Fase 111, pudemos saber
melhor suas agdes, como as de Juca, que disse que considera confusas provas que
envolvem generalidade ou Lili que afirmou que devido as explicacdes da professora e

escritos da apostila, passou a considerar que calculos com “letras” seria algo “mais certo”.

Devido as restricGes impostas pelo momento pandémico, nossas interacdes se
deram de forma ndo presencial. Ndo conseguimos, portanto, explorar atividades em
duplas ou grupos, o que poderia ter modificado o processo dos estudantes. Em funcéo
disso, ndo conseguimos acompanhar mais de perto suas resolucdes o que implicou em
uma dificuldade de observar a devolucdo ou situacdes adidaticas. Indicios dessas
vivéncias somente foram possiveis de serem identificados quando houve interacdo via
WhatsApp. Acrescenta-se nossa dificuldade de observar os tipos de prova em certas
situacOes. Questdes essas, que sdo mais bem discutidas na pesquisa de Rosa (2022), na
qual o autor buscou compreender como pode/deve ser a estruturacdo do meio, no sentido
da Teoria das Situagbes Didaticas, no ensino remoto. Corroborando com nossas
percepcOes, pontuou-se na investigacdo acima citada, que quando as interagdes com 0s
estudantes ocorreram de forma sincrona, a resolucdo das atividades parecia ocorrer

melhor.

Tendo em vista o0s registros de suas resolucdes, obtidos por meio de fotografias
ou pela propria apostila, assim como dos registros de nossas interagdes, construimos uma
andlise a partir dos referenciais tedricos adotado. Sendo assim, podemos retornar ao nosso
objetivo geral e questdo de pesquisa inferindo que os dois alunos tém convergido para

direcOes diferentes em seus processos de validagdo. Curiosamente, o aluno com o qual
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pudemos ter mais contato, 0 observamos permanecer em uma perspectiva pragmatica, o
que coloca em evidéncia discuss@es realizadas no primeiro capitulo, que alertavam para
o fato de que, mesmo diante de situa¢es que possam convergir para provas matematicas
intelectuais, parte dessa acdo e necessidade diz respeito ao estudante. Aos poucos, eles
passaram a incorporar nosso discurso em suas praticas, de maneiras distintas, Juca passou
a considerar a possibilidade de testar a validade de conjecturas para diferentes situacdes,
sempre se preocupando com uma explicacdo em linguagem natural, enquanto Lili passou
a considerar generalizacdes, apresentando explicagdes com um pequeno discurso,

seguido de exemplo ou deducdes gerais.

Diante de nossa sequéncia de atividades, em poucas ocasides 0s estudantes
manifestaram dificuldades ou equivocos em relagdo ao conhecimento matematico, o que
acreditamos que tenha sido importante para a producdo de suas validagdes,
independentemente do nivel. Em outras palavras, ndo se constituiu em um empecilho ou
dificuldade para que eles pudessem se concentrar na producdo de provas, como

gostariamos.

Registramos, também, que nossa interferéncia, seja de forma escrita na apostila
ou nos dialogos no WhatsApp, em algumas situacdes resultou na producédo de provas de
nivel intelectual. Em outras, impossibilitou a apresentacdo de validagdes, porque
respondemos 0s questionamentos ou direcionarmos demasiadamente a ponto de impedir
que os proprios alunos sem envolvessem mais no processo. Diante disso, inferimos que
nem sempre conseguimos colocar em pratica 0s pressupostos teoricos, no tocante ao papel
do professor. Ao longo de todo o processo, foi preciso uma preocupagéo, de um lado, em
mostrar aos alunos possibilidades de validarem conjecturas, de outro, mudar de posi¢ao
em relacdo a producdo do saber, para que eles pudessem trabalhar de forma independente.
Nesse sentido, relatar nossas acOes e, sobretudo, refletir sobre elas fez parte de nosso

processo de doutoramento.

Para alem disso, destacamos algumas possibilidades para futuras investigacoes,
como, por exemplo, o aprimoramento de situacbes que coloquem ainda mais em
evidéncia a certeza dos alunos. Em nossas atividades, discutimos conjecturas falsas, o que
consideramos que seja importante para que os alunos tenham consciéncia de que nem
todas as afirmac@es propostas séo, de fato, verdadeiras. Mas em geral, elas ndo resistiram
a muitos testes e os alunos — especialmente Juca — rapidamente desistiram de buscar uma

validagdo de nivel intelectual nesses casos. Também deixamos a sugestdo de que sejam
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exploradas atividades mais abertas, nas quais a conjectura nao esteja evidente e possa ser
formulada e validada pelos estudantes. Elementos esses, que ndo abordamos dado o
contexto de producéo de dados, no qual a maioria dos alunos precisariam estudar sozinhos
sem nenhuma interferéncia do professor. Ademais, ndo foi nosso direcionamento analisar
relacdes entre os estatutos da letra — incognita, nUmero genérico e variavel — e a producao
de validagGes, mas indicamos que essa € uma possibilidade na qual outros pesquisadores
podem se aprofundar.

Por fim, mesmo tendo realizado nossa pesquisa em meio a um cenario pandémico,
de aulas ndo presenciais e de (ndo) interacGes remotas com os estudantes, buscamos
discutir e trabalhar com o que acreditamos e defendemos: situagdes que coloquem em
evidéncia a certeza da conjectura, que incentivem a verificacdo, explicacdo e/ou
compreensdo do conhecimento matematico em jogo podem ser um caminho para a
abordagem de provas de nivel intelectual, apesar dos mais diversos temas que venham a

ser discutidos.

Dessa maneira, temos que um trabalho em sala de aula que contemple validagdes
matematicas sempre que possivel, independentemente dos conteudos, pode fazer com que
os estudantes, aos poucos, se familiarizem com este tipo de atividade, apresentem
justificativas cada vez mais elaboradas, assim como, reconhegam limitagdes de uma
prova empirica. A partir de nossa questdo de pesquisa e nossos objetivos, tanto geral
guanto especificos, mostramos que esses aspectos sdo viaveis e que podem ser inseridos
e discutidos em sala de aula. Nosso estudo de caso nos permitiu pontuar que ambos 0s
alunos analisados perpassaram processos de aprendizagens diferentes e produziram
difersas validacdes ao longo do ano letivo, as quais contemplaram também diferentes
niveis de generalidade. Ao final, eles também sinalizaram a importancia da realizacao de
testes e do uso de letras, por exemplo, para se construir uma explicacdo que contemple

todos 0s casos possiveis.
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PARA ALEM..,

ESPERANCA

Ld bem o alto do décimo segundo andar [..]

Vive uma louca chamada Esperavga

E ela pensa due quando todas as sirenas

Todas as buzinas

Todos oS reco-recos tocarewm

Atira-se

t

— 6 delicioso véo!

Ela serd encontrada wiraculosamente incélume va calgada,
Outra vez crianga...

€ em torvo dela indagard o povo:

— Cowmo € teun nowme, meninazinha de olhos verdes?

E ela hes dira

(€ preciso dizer-lhes tudo de vovol)

Ela Ines dird bem devagarinho, para due nio esduegam:
— O wmeu vome € ES-PE-RAN-CA...

Poesia Brasileira, Mario Quintana

Ao longo de todo este processo de doutoramento, aquela louca, a ES-PE-RAN-CA, por

muitas vezes se atirou do alto do décimo segundo andar sem pudor. N&o foram poucos o0s
momentos em que as sirenas e as buzinas tocaram, saltando aos olhos um estado caotico

das coisas. Quase ndo foi possivel suportar. Por muitas vezes,
N&o havia controle.
Né&o havia paz.
Né&o havia uma direcao.
Mas havia a €S-PE-RAN-CA.

Sempre que renascia, em seus olhos verdes se podia ver o reflexo de todas as pessoas

que no caminho junto estavam. Fica aqui o registro, ES-PE-RAN-CA, de que vocé também

¢ verbo. Entdo,

£ preciso ter esperanga, mas ter esperanga do verbo esperangar;
poraue tewm agente que tewm esperanga do verbo esperar. € esperanga
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do verbo esperar wido € esperawga, € espera. Esperavgar € se
levantar, esperangar € ir atrds, esperavgar é construir, esperangar
¢ ndo desistirl Esperangar é levar adiawte, esperangar é juntar-se
com outros para fozer de outro wodo...” (PAULO FREIRE)

Esta tese é para nds, processo E construi-la foi um constante ESPERANCAR.

FIM PROVISORIO.
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APENCICE A

Texto inserido na apostila, referente a uma prova intelectual possivel para a

atividade dada, com relacéo ao tema geral “equagdes polinomiais do 2° grau”:

Conhecimentos algébricos podem ser utilizados em diversas situagdes! Eles

podem ser uteis, por exemplo, para provar (garantir que realmente é verdade) uma

determinada afirmacdo. Veja s6 um exemplo:

Veja s6 o que Laura descobriu brincando com os
nameros 6 e 3:

62-32 = (6+3).(6-3)
%-9= 9 . 3
27 = 27

Sera que isso sempre ird funcionar? O que vocé
acha?

Julio estava bastante desconfiado e resolveu testar
com 0s nimeros 8 e 4:

82 - 42
64 - 16
48

8+4).(8-4)
12 . 4
48

Um outro colega, o Matheus, ainda ndo se
convenceu e resolveu testar para nimeros bem
altos: 150 e 75. O que vocé acha? O resultado
também serd igual?

1502 - 752 = (150 + 75) . (150 — 75)

Nessa situacdo, sempre que alguém escolhe dois
nGmeros para testar, poderiamos perguntar:

Mas como vocé pode ter certeza?

Sera que funciona para nimeros muito altos,
como 10257 e 86597

Sera que funciona se escolhermos niimeros
decimais ou fragdes?

A questdo é: Como podemos provar
que o que Laura descobriu
realmente vale para todos os casos
possiveis?

Uma forma possivel é a seguinte: substituimos os
nameros por letras, para representar generalidade

(contemplando todos os nimeros possiveis — altos,
fracdes, negativos, entre outros).

Na conta de Laura, substituindo 6 por x e 3 pory,
temos:

62-32 =(6+3).(6-3)

X2-y2 = (X+y). (x-y)
XZ_yZ — XZ'XM-I-XM'yZ
XZ_yZ = X2_y2

Apo6s a realizagdo de alguns calculos, podemos
observar que a igualdade & verdadeira,
independentemente dos nimeros escolhidos.
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APENCICE B

Texto inserido na apostila, referente a uma prova intelectual possivel para a
propriedade fundamental das proporcfes, em relagdo ao tema geral “equagdes

polinomiais do 2° grau™:

Mas o que garante que essa propriedade é realmente verdadeira? Se
for, por que ela é verdadeira?

Esses questionamentos sdo muito importantes, pois é fundamental
compreender e investigar porque as propriedades, as “regrinhas” e até
mesmo as férmulas sdo verdadeiras. E verdade que as vezes a explicagdo
pode ser um pouco complicada, mas ela sempre existel!

Por exemplo, no caso da propriedade fundamental das proporg¢des, poderiamos pensar da
seguinte forma:

Digamos que as razdes % e % formem uma proporcéo (a, b, c e d podem ser quaisquer
nGmeros, com a restricao de que b e d sejam diferentes de zero).

Entdo, elas teriam resultados iguais da seguinte forma:
a c

b d
Multiplicando estrategicamente ambos os membros da equacéo por b e d, teriamos:

a c

b.d.—=-.b.d
b d
Como todo numero dividido por ele mesmo resulta 1, poderiamos simplificar:

/E.d.}%:;/b./

Restando
d.a=c.b
Para finalizar, sabemos que a ordem dos fatores nao altera o resultado de uma
multiplicacéo, entéo:

a.d=c.b
CONCLUSAO
a_c —
Pl - ad=c.b
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APENCICE C

Apresentamos nesse apéndice o quantitativo de pesquisas encontradas conforme

critérios mencionados no capitulo 3 e o respectivo Programa de Pds-Graduacéo.

(3) Programa de Pés-Graduagdo em Ensino de Ciéncias e Educacdo matematica —
Universidade Estadual de Londrina. Disponivel em:

http://www.uel.br/pos/mecem/index.htm

(5) Mestrado Profissional em Ensino de Matemaética — Universidade de Sao Paulo.

Disponivel em: https://www.ime.usp.br/pos-mpem/

(0) Programa de Pés-graduacdo em Educacdo em Ciéncias e Matematica — Universidade
Federal de Goiés. Disponivel em: https://ppgecm.prpg.ufg.br/

(0) Programa de Pos-Graduacdo em Educacao Matematica — Universidade Federal de

Outo Preto. Disponivel em: https://ppgedmat.ufop.br/

(0) Programa de P6s-Graduacdo em Educacdo Cientifica e Tecnologica — Universidade

Federal de Santa Catarina. Disponivel em: https://ppgect.ufsc.br/

(5) Programa de Pés-Graduacdo em Ensino de Matematica — Universidade Federal do

Rio de Janeiro. Disponivel em: http://www.pg.im.ufrj.br/pemat/index.html

(6) Programa de Pos-graduagdo em Educacdo Matematica — Universidade Federal de
Mato Grosso do Sul. Disponivel em: https://ppgedumat.ufms.br/
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https://ppgect.ufsc.br/
http://www.pg.im.ufrj.br/pemat/index.html
https://ppgedumat.ufms.br/

(0) Programa de Pos-Graduacdo em Docéncia em Educacéo em Ciéncias e Matematica /

Programa de Pds-Graduagdo em Educacdo em Ciéncias e Matematicas

Universidade Federal do Para. Disponiveis em:

http://ppgdoc.propesp.ufpa.br/index.php/br/ e

http://ppgecm.propesp.ufpa.br/index.php/br/

(2) Programa de Doutorado em Educacdo em Ciéncias e Matematica - Instituicdes de
Ensino Superior da Amazonia Legal Brasileira, intitulada Rede Amazonica de Educacéo
em Ciéncias e Matematica. Disponivel em:
https://www1.ufmt.br/ufmt/unidade/index.php?I=PPGECEM

(0) Programa de P6s-Graduacdo em Educacao em Ciéncias e Educacdo Matematica.
Universidade Estadual do Oeste do Parana. Disponivel em:

https://www5.unioeste.br/portalunioeste/pos/ppgecem

(4) Programa de Pos-Graduacdo em Educacao Matematica. Universidade Anhanguera

de S&o Paulo. Disponivel em: https://www.pgsskroton.com.br/unian/cursos-

unian/educacao-matematica/

(0) Mestrado Profissional em Educacdo Matematica. Universidade Federal de Juiz de

Fora. Disponivel em: https://www?2.ufjf.br/mestradoedumat/

(0) Programa de Pés-Graduacdo em Educacdo Matematica. Universidade Federal de

Pelotas. Disponivel em: https://wp.ufpel.edu.br/ppgemat/

(0) Programa de Pos-Graduacdo em Educacdo Matematica. Universidade Federal de

Rondonia. Disponivel em: http://www.ppgem.unir.br/homepage
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(0) Programa de Pos-Graduacdo em Educacdo Matematica. Universidade Estadual do

Parana. Disponivel em: http://prpgem.unespar.edu.br/

(0) Programa de Pos-Graduacdo em Educacdo Matematica e Ensino de Fisica.

Universidade Federal de Santa Maria. Disponivel em: https://www.ufsm.br/cursos/pos-

graduacao/santa-maria/ppgemef/

(5) Programa de P6s-Graduacdo em Ensino de Ciéncias e Educacdo Matematica.
Universidade Estadual da Paraiba. Disponivel em: http://pos-

graduacao.uepb.edu.br/ppgecm/

(0) Mestrado em Ensino de Ciéncias e Educacdo Matematica. Universidade Estadual de
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