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RESUMO

Esta pesquisa respondeu a seguinte questdo geratriz: Que proposta de ensino para Z é
possivel construir por meio da interagdo com um grupo de estudos de professores na
perspectiva do PQM? Para tanto, construimos um Modelo Epistemoldgico de Referéncia
que nos permitiu analisar o Modelo Dominante do conteido em questdo. O referencial
tedrico mobilizado foi a Teoria Antropoldgica do Didatico mais especificamente aspectos
do Paradigma Questionamento do Mundo. Também mobilizamos condi¢des e restricoes
identificadas a partir das conclusdes da formacao continuada com o grupo de professores
dos laboratérios de matematica da Rede Municipal de Ensino de Campo Grande/MS,
desenvolvida com principios do Paradigma Questionamento do Mundo. Essas conclusdes
também nos permitiram complementar o Modelo Epistemoldgico de Referéncia. Esse
trabalho se fundamentou também em estudos sobre o Percurso de Estudo e Pesquisa
analisados por meio das dialéticas Questdo/Resposta, Midia/Meio e Coletivo/Individual.
Dessa forma, coerentemente, apresentamos o texto da tese em formato de mapa de
questdes e respostas em que duas respostas coracOes sdo apresentadas, sendo uma
resposta referente ao grupo de estudos e outra a tese. As analises realizadas evidenciaram,
entre outros aspectos, um ensino pautado em modelos concretos, cujo bloco tecnolégico-
tedrico é dado por criagdes didaticas. Nesse sentido, as atividades da proposta alternativa
se basearam em um ensino dado pela entrada dos inteiros relativos via estudos da algebra
escolar, combinados com os modelos concretos, particularmente, nas propriedades que
justificam as técnicas para esses numeros, bem como na mobilizacdo de diversos

contextos para que esses numeros sejam compreendidos além da ideia de medida.

Palavras-chave: Inteiros Relativos. Modelo Epistemolégico de Referéncia. Paradigma
Questionamento do Mundo. Proposta de ensino. Percurso de Estudo e Pesquisa.
Dialéticas.



ABSCTRACT

This research answered the following generatrix question: What teaching proposal for Z
can be built through interaction with a group of teachers from a PQM perspective? To do
so, we built an Epistemological Model of Reference that allowed us to analyze the
Dominant Model of the content in question. The theoretical reference mobilized was the
Anthropological Theory of the Didactic, more specifically aspects of the Paradigm of
Questioning the World. We also mobilize conditions and restrictions identified from the
conclusions of a continuing education with the group of teachers of mathematics
laboratories of the Municipal Teaching Network of Campo Grande/MS, developed with
principles of the Paradigm of Questioning the World. These conclusions also allowed us
to complement the Epistemological Model of Reference. This work was also based on
studies about the of Study and Research Course analyzed through the dialectics,
Question/Answers, Media/Milieu and Collective/Individual. Thus, coherently, we present
the text of the thesis in the format of a question and answer map, in which two heart
answers are presented, one answer referring to the study group and the other to the thesis.
The analyses performed evidenced, among other aspects, a teaching based on concrete
models, whose technological-theoretical block is given by didactic creations. In this
sense, the activities of the alternative proposal were based on a teaching given by the
entrance of relative integers via studies of school algebra combined with concrete models,
particularly in the properties that justify the techniques for these numbers, as well as the
mobilization of various contexts so that these numbers are understood beyond the idea of

measure.

Keywords: Relative Integers. Epistemological Reference Model. Paradigm of

Questioning the World. Teaching proposal. Study and Research Course. Dialectics.
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Q% QUE MODELO ~E POSSIVEL CONSTRUIR CONSIDERANDO
CONDICOES E RESTRICOES DO SISTEMA DE ENSINO BRASILEIRO E AS
REFLEXOES DE PROFESSORES PARA O ENSINO DE Z?

O inicio do nosso processo de doutoramento ocorreu por meio da tentativa de
resposta a questdo Q?, que tratou da possibilidade de construgio de um modelo para os
inteiros relativos a partir das condicGes e restricdes do nosso sistema de ensino e,
principalmente, das reflexdes de um grupo de estudos com professores. Desenvolvemos
assim, um Percurso de Estudo e Pesquisa, dado por meio dos pressupostos tedricos da
Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) (CHEVALLARD, 1999), para construirmos
uma resposta a Resposta Coragdo da Tese, R% Por uma escolha metodoldgica,
mobilizamos uma das ferramentas da TAD, o mapa de Questdes e Respostas, para a
organizacdao da escrita deste relatério final de tese. E, para explicar a construcdo desse
mapa, organizamos a escrita de um Prélogo, secdo inicial e explicativa das escolhas
tedricas e metodologicas, das justificativas e de toda a divisao das demais partes da tese.
Nessa jornada, buscamos construir uma resposta para algumas inquietagdes, como as
incorporadas pelos novos questionamentos advindos de todo o processo de escrita,

pesquisa e analise do corpus da tese.



PROLOGO

Segundo o dicionario Houaiss (2009), dentre outras definicdes, Prologo! é um
substantivo masculino que nas pecas teatrais, indicava “cena ou mondlogo iniciais, em
que geralmente sdo dados elementos precedentes ou elucidativos da trama que se vai
desenrolar”. Nesse sentido, o propoésito dessa escrita, ndo a primeira que realizel, mas
uma das primeiras que o leitor terd contato, é justamente explicitar e justificar algumas
escolhas, a organizacdo de questdes que suscitaram e me? colocaram em processo de
reflexdo, consequentemente, me impulsionaram ao doutorado.

O inicio desse caminho se deu com o fim de outro, o da escrita da dissertacéo de
mestrado (GONCALVES, 2016) que teve como objetivo de pesquisa analisar as
aproximac0es e distanciamentos entre os saberes produzidos na academia e aqueles
propostos aos alunos, por meio dos estudos do processo de transposicéo didatica dos
nameros inteiros relativos entre essas instituicbes. Esta pesquisa permitiu responder
alguns questionamentos, porém tantos outros emergiram desse processo, € 0 doutorado
se apresentou como uma oportunidade para investigar mais de perto esses anseios.

Tais inquietacGes se transformaram na busca por encontrar elementos de resposta
as questdes que emergiram do fendbmeno didatico observado: como ensinar um contetdo
cujas principais justificativas matematicas vivem em um nivel de ensino ainda bem
distante dos estudantes dos anos finais do ensino fundamental? Esse fato € um privilégio
dos inteiros relativos? Como poderiamos justificar matematicamente que ‘menos vezes
menos ¢ mais’, sem mobilizar alguns modelos retirados do cotidiano? Além disso,
algumas justificativas dadas para as técnicas matematicas para 0s nimeros inteiros
relativos nas praxeologias estudadas no mestrado, pareciam-nos fora de um contexto
matematico, tanto da academia quanto da escola.

Nesse sentido, como organizar uma proposta de ensino para os inteiros relativos,
contornando esses problemas? De que forma n&do trazer novas dificuldades de
aprendizagem, desnecessarias a aprendizagem? Ou ainda, existe alguma proposta pautada

em outros contextos, além daqueles que mobilizam situa¢es concretas?

! Para retornar ao Epilogo, cligue aqui.
2 Grande parte da escrita da tese se da na primeira pessoa do plural, representando minha parceria com a

professora Marilena, minha orientadora. No entanto, ha ocasides em que manifesto minhas vivéncias e
particularidades, expressas, assim, na primeira pessoa do singular.
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Ao ingressarmos no doutorado, tinhamos perguntas que esperavamos responder
com essa nova etapa, mas desde o inicio outras tantas indagaces foram aparecendo;
nosso percurso de doutoramento, ironicamente, estava rodeado de perguntas, de
questionamentos. Irbnico, pois até esse momento, apesar de o Paradigma
Questionamento do Mundo (CHEVALLARD, 2013)3 ser dado nos marcos tedricos da

Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), no inicio do doutoramento, ainda néo tinha

familiaridade suficiente com as questdes relacionadas a ele.

Tratar sobre nossa tese, segundo essa base tedrica, deveria ser algo construido por
meio da determinacdo de uma questdo inicial, geradora de tantos outros questionamentos
e de algumas respostas provisorias a eles. Nesse movimento, outras perguntas sdo
alimentadas, gerando novas respostas, propiciando um Percurso de Estudo e Pesquisa
(PEP) (CHEVALLARD, 2009), que nos leva a resposta da questdo inicial, entendida

como a nossa tese. Todas essas experiéncias nos remetem a definicdo da minha tese,

producdo final desse percurso, produzida por todos esses questionamentos, respostas,
mapas de questdes e respostas e por algumas dialéticas.

Em um Percurso de Estudo e Pesquisa, a questdo inicial é denominada de geratriz,
e, como toda pergunta, precisa de uma resposta, ou pelo menos impulsionara a busca por
uma. Nessa perspectiva, a questao geratriz de um percurso de uma investigagcdo néo pode
ser tdo especifica de forma que a resposta seja encontrada rapidamente e sem esforcgos,
determinando o fim da pesquisa. Ao mesmo tempo, a questdo geratriz deve propiciar
novos questionamentos, novas e diferentes possibilidades de investigacdo, que
encadeadas possibilitardo a construcdo de uma resposta final, a resposta coracdo da
investigacdo, R¥. Esse Percurso investigativo pode ser organizado a partir de um esquema
denominado mapa de questdes e respostas, como o proprio nome indica, um diagrama
que contém todas 0s questionamentos e respostas, iniciado pela questdo geratriz e
finalizado com a resposta coracao.

No inicio do doutoramento, havia muitos questionamentos, como dito, alguns
advindos do mestrado, outros das novas ideias provenientes de leituras, nos ajudando na

construcdo de uma questao geratriz da tese, a questdo de pesquisa que denominamos de

3 Alguns links em forma de hipertexto sdo distribuidos ao longo da escrita, para nortear idas e vindas, com
algumas informagdes, indicando outros locais que se articulam ou justificam alguns aspectos, possibilitando
uma leitura, dentre as muitas possiveis. Alguns desses links estdo ancorados diretamente na palavra, nesse
caso, em destaque azul; em outros casos, deixamos o link em uma nota de rodapé. Algumas dessas notas
de rodapé também terdo a finalidade de auxiliar no retorno a parte original dos links.
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‘ S . cRL> U L .
Questdo Z’, ou simplesmente, ‘Q~’, onde ‘Z’ indica 0s inteiros relativos. Nosso percurso

foi construido a partir dos anseios em respondé-la.
Um dos primeiros movimentos de resposta foi a necessidade de se construir um

Modelo Epistemoldgico de Referéncia para os inteiros relativos. Ressaltamos que, para a

formulacdo do problema de investigacdo, também denominado problema didatico,
segundo Gascon (2011), faz-se necessario mobilizar elementos de um MER, e,
reciprocamente, tal MER faz parte de uma possivel resposta a dimenséo epistemologica,
que juntamente com as dimensdes econdmico-institucional e ecoldgica formam o padrédo
heuristico das dimensdes fundamentais* dos problemas investigados pela Didatica da
Matematica. A dimensdo epistemolégica é tida como bésica, pois elementos do MER séo
usados para responder as outras duas. Grosso modo, na dimensdo econémica trata-se das
questdes produzidas em decorréncia dos processos de transposicdo didatica
(CHEVALLARD, 1991) observados num periodo da histéria bem determinado, aplicados

sobre as praxeologias investigadas.

De uma forma coloquial, podemos dizer que a dimensdo econémico-
institucional de um problema didatico inclui questdes que giram em
torno da questdo: como estdo as coisas (as OM e OD) na contingéncia
institucional? [...] Vale a pena mencionar que qualquer resposta que
pretendemos dar a questdo acima referida deve basear-se num MER e
no modelo de referéncia didatico (MDR) apoiado por este MER
(GASCONS®, 2011, p. 213, traduco nossa)'.

Ainda de acordo com este autor, para investigar como estdo as coisas, como elas
estdo postas, para se obter respostas, hd necessidade de tentar mudar tais coisas.
Refletindo sobre esse fato e baseando-nos no Paradigma Questionamento do Mundo e
nas condicdes e restricdes do sistema de ensino, percebemos ser imprescindivel interagir
com professores da Rede Municipal de Ensino de Campo Grande/MS. Assim, poderiamos
refletir com eles sobre uma proposta alternativa para o ensino dos numeros inteiros
relativos. Dessa forma, ndo se trataria de apresentar algo pronto aos professores, suas
contribuicbes seriam primordiais para que o modelo epistemoldgico desenhado
contemplasse suas crencas e seus desejos. Nesse sentido, vimos elementos da dimenséo
ecoldgica, pois segundo Gascon (2011, p. 217)

De uma forma muito simplificada, pode-se dizer que a dimensdo
ecoldgica de um problema didatico contém as questdes que giram em

4 Para retornar a pagina 157, Diagrama de Acdes ..., clique aqui.
5 A versdo original dos excertos traduzidos foi inserida nos anexos como notas de fim.
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torno da seguinte pergunta: porque € que as coisas (OMs e ODs) sdo
como sd0 na contingéncia institucional e que condi¢Bes seriam
necessarias para que estivessem de outra forma dentro do universo do
possivel? [...] Por conseguinte, € necessario levar em consideracdo as
condicdes e restricdes impostas as praxeologias a todos 0s niveis de co-
determinacgdo didatica, desde as mais genéricas, como a sociedade e a
civilizacdo, até as mais especificas, como o tema e a questdo
matematica especifica."

N ~ f Z f . .
Para responder a questdo geratriz Q~, outra foi estabelecida, a que denominamos

de “Questao zero”, Qo: Que Proposta de Ensino para Z é possivel construir por meio da
interacdo com um grupo de estudos de professores na perspectiva do PQM? Para
respondé-la, buscamos por uma proposta de ensino para os inteiros relativos, dada pela
interacdo em um grupo de estudos com professores e pautado nas ideias do Paradigma
Questionamento do Mundo. A escolha pela escrita deste relatorio de pesquisa em forma
de um mapa de questdes e respostas® (BOSCH, WINSL@W, 2016) foi motivada pela

configuracdo natural de desenvolvimento da pesquisa, baseada no esquema herbartiano
(CHEVALLARD, 2013). A resposta a questao QZ ndo foi dada de maneira rapida; ao
contrério, ela gerou outra questdo, Qo. Essa questdo, Qo, ndo teve um fim em si mesma e
também ndo respondeu totalmente QZ. Para responder a questdo de pesquisa (a fim de

chegar a resposta coragdo), o que foi preciso fazer? Um primeiro movimento foi a
constitui¢do de um grupo de professores o que nos levou a resposta Ro, a constituicdo de
um grupo de professores dispostos a discutir propostas de ensino para 0s nimeros inteiros
relativos.

Um dos primeiros desafios provenientes da resposta Ro foi 0 de como constituir
um grupo de estudos com professores da rede de ensino e, mais ainda, baseado nos
principios do Paradigma Questionamento do Mundo (CHEVALLARD, 2013). Desafio,
pois, esse paradigma € uma subversdo aos moldes e aos modelos de ensino vivenciados
no tempo presente.

Grosso modo, nesse novo paradigma educacional poucas mudancas sdo propostas,
porém bem radicais. Pelos fundamentos propostos pelos pesquisadores da TAD, ha uma
necessidade de quebra de paradigma, do paradigma escolar vigente nas instituicGes de

ensino, o Paradigma Visita as Obras para o Paradigma Questionamento do Mundo’.

® Mapa de Questdes e Respostas é um diagrama que manifesta as relagdes entre as questdes e suas respostas,
bem como elas surgiram no Percurso de Estudo e Pesquisa.
" Néo esgotaremos nossas concepgdes acerca desses aspectos tedricos nessa parte da escrita.
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Todos nos vivenciamos NoSs0S processos escolares no primeiro paradigma, no qual “os
assuntos a serem estudados sdo designados por um programa a priori estabelecido sem
sua razao de ser, ou seja, as questdes as quais estes assuntos vém a responder, estando
explicitamente presentes no programa ou tendo sido acordados socialmente (RUIZ-
OLARRIA, 2015, p. 131). O Paradigma Questionamento do Mundo é baseado na
necessidade de produzir respostas as mais diversas questdes, principalmente para as mais
probleméticas, dadas pelos desafios da sociedade escolar. Tais questionamentos
auxiliaram em “nossa compreensao do mundo quanto as formas de viver coletivamente.
Neste novo paradigma, o estudo de obras pre-estabelecidas ndo desaparece, mas é
condicionado pela necessidade de utiliza-las para resolver problemas e questionar o
mundo ao nosso redor”. (RUIZ-OLARRiA, 2015, p. 131, tradugéo nossa).

A resposta Ro, constituir um grupo de professores ..., fomentou um novo
questionamento, Qi: Como constituir um grupo de estudos a luz do Paradigma
Questionamento do Mundo? Seria possivel ou ndo constituir esse grupo de estudos? Ou
mais especificamente, quem seriam esses professores? Isto posto, a escolha foi convidar

professores dos laboratérios de matematica da Rede Municipal de Campo Grande/MS

(Reme), cuja funcdo era trabalhar junto com os professores regentes de todos 0s anos
escolares. Esse trabalho se dava por meio de projetos, jogos e atividades que
proporcionavam aos estudantes serem mais ativos durante as atividades em seus
processos de aprendizagem. Dessa forma, acreditamos que tais professores, pela posicao
gue ocupavam, poderiam auxiliar nos primeiros esbocos de resposta a nossa questao Qi.
Construimos assim nossa segunda resposta, Ri, que trata do convite aos professores
responsaveis pelos laboratérios de matematica da rede de ensino de Campo Grande/MS.

Nesse contexto, ainda na busca pela resposta coracdo a questdo de pesquisa,
outros movimentos apareceram. Por exemplo, a partir da constituicdo do grupo e em
funcdo do desejo de construir com eles propostas de ensino para 0s nimeros inteiros
relativos, outros questionamentos surgiram: Q.: Que aspectos do Paradigma
Questionamento do Mundo mobilizar com o grupo de professores? Qs: Quais discussdes
iniciais devem ser levadas para o grupo de professores? Estas questdes subsidiaram
minha participacdo, meu papel e algumas escolhas técnicas durante os encontros com
esses professores. Dessa forma, percebemos que o mapa de questdes e respostas passou
a ser constituido de dois ramos: um voltado ao grupo de estudos com os professores e

outro direcionado aos meus estudos teéricos e metodoldgicos.

16



Uma vez constituido o grupo de estudos, 0 que ocorreria nos primeiros encontros

suscitou novos questionamentos: Qs: Como ensinar 0s ndmeros inteiros relativos

considerando o que dizem as pesquisas? Qs: Qual a importancia de se construir um

Modelo Epistemoldgico de Referéncia? Qs: Por que ensinar os inteiros relativos? Todas

essas gquestdes compuseram o ramo do mapa direcionado ao grupo de estudos, portanto,

inicialmente o mapa de questdes e respostas teve a seguinte configuracgéo:

QZ

Prologo

Figura 1- Primeiro Mapa de Questdes e Respostas

Fonte: autor da pesquisa

Nesse primeiro esboco do mapa de questdes e respostas a questdo de pesquisa QZ,

originou Qo. Na busca pela resposta a Q", a partir de Qo, originou-se, além da primeira

resposta Ro, outras seis questdes, quatro do ramo do grupo de professores, Q1, Qs, Qs e Qs

e duas do ramo dos estudos tedricos Q2 e Qz. Dada a importancia das discussdes com 0s

professores dos laboratérios de matematica, também definimos uma resposta coracao

para esse ramo da investigacdo. Juntamente com o outro ramo do mapa, o dos estudos

- , - z .
teoricos, construimos 0s elementos constituintes da resposta R", esta, sim a resposta

coracdo da questdo geratriz.
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Qo: QUE PROPOSTA DE ENSINO PARA Z E POSSIVEL CONSTRUIR POR
MEIO DA INTERACAO COM UM GRUPO DE ESTUDOS DE PROFESSORES
NA PERSPECTIVA DO PQM?

A questdo Qo foi pensada como desdobramento da questio geratriz, Q%, pois 0
propdsito inicial, com o processo de doutoramento, foi o de construir um Modelo

Epistemoldgico de Referéncia (MER) para os inteiros relativos que levasse em

consideracdo a realidade brasileira.

O MER ¢ um dispositivo que pode ser mobilizado para “guiar” a elaboragdo de
propostas alternativas de ensino e, para que tais propostas sejam viaveis, este MER
precisa, de certa forma, conter elementos da realidade. Nesse contexto, necessitavamos
de elementos advindos de momentos de discussdes com professores para compor nosso
modelo. Sendo assim, a ideia ou esboco de resposta a Qo foi constituir um grupo de
professores para discutir propostas de ensino, em particular, propostas para os inteiros
relativos.

Como professor de matemaética, e atualmente, em posicdo privilegiada como
membro da equipe da Divisdo de Avaliacdo da Secretaria Municipal de Educagédo de
Campo Grande/MS, pude pensar e pér em pratica uma formacdo com os professores dos

laboratorios de matematica.

Ro: CONSTITUIR UM GRUPO DE ESTUDOS COM OS PROFESSORES DOS
LABORATORIOS DE MATEMATICA

A proposta de elaborar e constituir® um grupo de estudos com professores dos
laboratdrios de matematica da rede de ensino de Campo Grande/MS teve por fundamento
o0s preceitos de uma formacédo baseada nas ideias de um Percurso de Estudo e Pesquisa
(CHEVALLARD, 2009a, 2009b). Organizamos o0s estudos do grupo pensando nas
seguintes questoes:

| — Que proposta de ensino para os inteiros relativos é possivel de ser construida
a partir dos estudos de um grupo professores, tidos como experientes?

Il — A segunda questdo retiramos dos estudos de Bosch e Gascon (2009),

Quais conhecimentos ou habilidades sdo necessarios (ou pelo menos
Uteis) para que os professores possam intervir de forma efetiva e
relevante na formagdo matematica dos alunos (desta ou daquela fase
educacional) e o que pode ser feito para ajudar os professores construir

8 Para mais informagBes da constituicdo do nosso grupo, c.f. Rip.: Metodologia e procedimentos da
pesquisa. Cligue aqui para acessar essa resposta.
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ou adquirir esses conhecimentos ou habilidades? (BOSCH, GASCON,
2009. p. 91, traducdo nossa)'.

A metodologia mobilizada para a constitui¢cdo e conducdo dos debates no grupo
foi baseada no Paradigma Questionamento do Mundo, em aspectos do PEP, mais

particularmente, na dialética Questao/Resposta. Os conceitos e defini¢bes dessa parte da

Teoria Antropoldgica do Didatico sdo apresentados ao longo das partes que compdem
este relatdrio de tese.

A questdo docente apresentada para 0s estudos iniciais do grupo de estudos foi:

Como podemos ensinar os conceitos, procedimentos e técnicas dos inteiros
relativos?

Essa pergunta parte do pressuposto que o professor esta diante de uma turma de
sétimo ano de ensino fundamental, instituicdo em que os documentos oficiais preveem
para se iniciar o estudo dos numeros inteiros relativos. (CAMPO GRANDE, 2020). Além
de analisarmos a parte introdutoria dos inteiros relativos, outro aspecto relevante, pensado
para as discussdes, foram as justificativas matematicas para as tarefas estudadas. Como
justificar que menos vezes menos ¢ mais, sem mobilizar os conceitos de estruturas
algébricas?

Pensar na constituicdo do grupo revela muitas variaveis, quem serdo 0s
participantes? Como poderdo dispor de seu tempo para participar? Os temas a serem
debatidos serdo propostos por nds? Ou pelos professores? Esse grupo terd aspectos de
uma formacdo em servico? Enfim, vérias foram as possibilidades para pensarmos e
definirmos esse grupo.

Decidimos por um grupo de professores tidos como experientes e em uma posicao
privilegiada, professores atuantes nos laboratérios de matematica®, alguns pés-graduados
em educacdo matematica, professores participantes das equipes do curriculo da Rede
Municipal de Ensino (Reme), enfim, um grupo com algumas caracteristicas particulares
para aprofundarmos os estudos dos inteiros relativos e com possibilidade de discutirmos
mais abertamente os preceitos do Paradigma Questionamento do Mundo, bem como de
colocar em pratica aspectos que confrontam algumas restri¢cbes provenientes dos niveis

da Sociedade, Escola e Pedagogia. O estudo desses niveis de codeterminaco!® nos

9 Para retornar a pagina 16, Prélogo, clique aqui.

Para retornar a pagina 145, Rio2: Metodologia e procedimentos da pesquisa, clique agui.

10 Os niveis de codeterminagdo podem ser separados em dois: niveis superiores (Civilizacdo, Sociedade,
Escola e Pedagogia) e niveis inferiores (Disciplina, Dominio, Setor, Tema e Objeto). Os niveis superiores
podem ser considerados as condicdes e restricGes provenientes de outras esferas para além das salas de
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permite investigar as influéncias das condi¢bes advindas dessas outras esferas e que,
diretamente, imp0e restrigdes ao sistema de ensino. Por exemplo, o fechamento dos
laboratérios de matematica, em meio aos encontros do grupo de estudos, foi uma restricao
do nivel da Sociedade, dada pelas decisdes politicas do Poder Executivo do municipio de
Campo Grande/MS.

O primeiro desafio foi o de conseguir com que esse professores se dispusessem
em participar, pois, geralmente a disponibilizacdo desse tipo de formacdo é dada em
horarios alternativos, fora do horario de trabalho ou em contraturnos. Essa é uma
condicdo que pode se tornar restricdo, pois a motivacdo para os estudos pode ser
prejudicada por outras demandas diérias, pessoais e familiares. Como professor cedido a
Secretaria Municipal de Educacdo (Semed) de Campo Grande/MS, e, por ocupar uma
posicao privilegiada, pude propor um projeto que permitisse aos professores participarem
da acdo sem que fosse uma atividade extra, em seus horarios de trabalho, ou seja,
propusemos algo para contornar restri¢cdes das formagdes em servico. Entdo, meu projeto
foi enviado para o superintendente e para a coordenadora da Geréncia do Ensino
Fundamental e Médio, gestores responsaveis pelos processos de formacéo continuada, de
organizacao do curriculo e de algumas politicas pablicas.

A principio, tentei contornar algumas dificuldades que poderiam tornar-se
condigdes ou restricdes para o desenvolvimento do grupo de estudos. Por exemplo, pode-
se pensar que estamos agindo de forma preconceituosa, nao valorizando os demais
professores da nossa rede, privilegiando um grupo para atender nossas demandas. Pelo
contrario, queremos debater novas possibilidades e as restricdes institucionais
provenientes do nivel da Sociedade e assim, se possivel, deixar algumas contribuicdes
para o desenvolvimento de propostas de formacdo continuada e de ensino pautadas nas
discussbes do Paradigma Questionamento do Mundo. Portanto, para a constitui¢cdo do
grupo de estudos, varias decisdes foram tomadas, bem como, muitas questdes definidas
e outros problemas enfrentados e contornados e partir de tudo isso, um novo

guestionamento surgiu, denominado de Qq,

aula, porém, tem influéncia direta sobre as a¢Bes docentes. E os niveis inferiores relacionados aos estudos
das praxeologias, buscando formas de se desprender do Paradigma Visita as Obras, ou seja, dedicando-se
“silenciosamente em substituir uma tradi¢ao secular, onde o aluno espera sem piscar, segundo o imemorial
problema de copiar as obras e mimetismo cultural, que o professor ensina - isto €, mostra o que é, como
fazé-lo e o porqué fazé-lo dessa maneira”. (CHEVALLARD, 20024, p. 1).
Para retornar a pagina 42, R,: Estudar textos de Chevallard ..., cligue aqui.
Para retornar a pagina 79, R4: Comparar o ensino de Z ..., cligue aqui.
Para retornar a pagina 83, Rs: Identificar e descrever Modelo Dominante ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 98, Re: Razdes de ser: cotidiano ..., clique aqui.
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Q1: COMO CONSTITUIR UM GRUPO DE ESTUDOS A LUZ DO PARADIGMA
QUESTIONAMENTO DO MUNDO?

Para a construcdo do Modelo Epistemologico de Referéncia para os inteiros
relativos, e, consequentemente, de uma proposta de ensino alternativa as do Modelo
Dominante, a constituicdo de um grupo de estudos foi fundamental. Porém, sua
constituicdo requereu a superacdo de desafios, alguns ja mencionados nas questfes e
respostas anteriores. Nesse sentido, descreveremos a seguir 0 caminho percorrido para
construcao dessa quest&o.

Mobilizamos todas as leituras e estudos anteriores & composi¢do do grupo de
estudos, como momento de analise inicial, semelhante ao ocorrido em um Percurso de
Estudo e Pesquisa (PEP). Momento que o pesquisador organiza 0s materiais, no caso da
pesquisa, nos debrugcamos sobre aspectos histéricos, epistemolégicos, construcdes e
justificativas matemaéticas, principais propostas vigentes, modelos de ensino dos inteiros
relativos, além de alguns elementos dos contratos escolares, pedagdgicos e didaticos
(CHEVALLARD, BOSCH, GASCON, 2001). Questdes mais técnicas também sio
importantes, os recursos materiais, tecnologicos, locais, horérios, entre outros fatores
também foram planejados e tratados como primordiais.

Na resposta acerca da metodologia, detalhamos algumas escolhas, mas,
especificamente, a fase da constituicdo do grupo de professores se deu em um guarto

movimento de pesquisa. Pensando em uma perspectiva qualitativa, as idas e vindas sao

naturais da investigacdo, e ainda, uma pesquisa cuja embasamento teorico se da pelo
Paradigma Questionamento do Mundo, as mudancas de trajetéria também fazem parte
da constituicdo tanto da pesquisa quanto dos pesquisadores. Uma das prerrogativas desse
novo paradigma didatico é a de que tanto os cidaddos atuais como os do futuro, nesse

caso inserimos o0 papel do pesquisador, devem se portar como um cidadao herbartiano

com atitudes procognitivas.

Nas andlises iniciais, foi possivel identificar que a maioria das propostas de ensino
para os inteiros relativos se fixavam em atividades dadas por meio de modelos concretos.
As pesquisas mostravam também que propostas amparadas nestes modelos poderiam
acarretar novas dificuldades a aprendizagem dos estudantes (CID, 2000, 2002, 2003,
2015; CID, BOLEA, 2010). Algumas dessas dificuldades estdo presentes devido a
aparicdo dos obstaculos epistemoldgicos, além de um ensino com caracteristicas
tecnicistas (GASCON, 2003), pois para cada novo elemento estudado ha necessidade de
Sse criar uma nova regra ou uma nova técnica.
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Amparados em nossa experiéncia em sala de aula podemos afirmar que
geralmente as maiores dificuldades aparecem na transicdo das operagdes de adicdo e
subtracdo para as de multiplicacdo e de divisdo de inteiros relativos. Os estudantes
mobilizam as técnicas da ‘regra de sinais’ da multiplicagdo, também para as adi¢des. Por
exemplo, quando adicionamos dois inteiros negativos o resultado é um namero negativo,
assim, inicialmente, os estudantes transportam essa ideia para a multiplicacdo de dois
inteiros negativos, ou seja, pensam que ‘menos vezes menos ¢ menos’. Porém, no decorrer
dos estudos, com a aprendizagem das regras das multiplicacbes, essas também séo
mobilizadas para as adi¢es:

Inicialmente, como ‘—2 -2 =-4", ‘(- 2) (- 2)’ também ¢ ‘— 4’.

No decorrer dos estudos, como ‘(- 2) (—2)=+4", ‘-2 — 2’ também ¢ ‘+4°,

As dificuldades também estdo no fato de que quando se tenta justificar que o
resultado da multiplicacdo de dois inteiros negativos € um nimero positivo, o que € usado
¢ “problematico”. Por exemplo, as ideias monetarias ou os deslocamentos em um
termOGmetro, ou ainda o jogo de baralho, as confusdes e as respostas equivocadas
certamente aparecerdo:

i. Monetariamente, se tenho duas dividas ndo € possivel multiplica-las e obter um
saldo positivo;
ii. Pensando em um termdémetro, como representar uma multiplicacdo onde os

fatores sdo negativos? CARACA (1951) apresenta uma alternativa para essa

problematica);

iii. E, para o caso das regras usando os naipes vermelhos (positivo) e pretos
(negativo), para as adi¢Oes e as subtracdes se mobiliza a regra de neutralizacdo (um valor
positivo elimina um valor negativo), mas para as multiplicacdes e divis@es, ha que se criar
uma nova regra. Por exemplo, na multiplicagdo ‘2 x 3’, a interpretagdo é: multiplicar o
numero 3 duas vezes. E, se os fatores fossem negativos, ‘— 2 X (- 3)’, a interpretagao
(regra) seria: como 2x3=6"¢ ‘“+ 6 — 6 = 0’, reescrevendo o zero, obtém-Se, trés de
copas e de trés de ouros, (+ 6), e, trés de espadas e trés de paus, (— 6). Logo, retirando
dois grupos (interpretacdo de — 2) de ‘— 3’ (as trés cartas de espadas ¢ as trés de paus),
restardo dois grupos de ‘+3’ (as trés cartas de copas e as trés cartas de ouros), ou, ‘+6’.
Esse procedimento é representado pela seguinte operagéo,

‘-2)x(-3)=+6".
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Se ‘2’ fosse positivo e ‘3’ negativo, teriamos a ideia de acrescentar dois grupos
negativos. Logo, se ndo tenho nada e acrescento dois grupos de ‘— 3’, trés de copas e de
ouros, obtenho ‘— 6’. Esse procedimento pode ser representado pela seguinte operagao,

2x(=3)=-6’

Nesse sentido, a possibilidade da aparicdo de novos equivocos ou o fato da
compreensdo de novas regras para cada novo aspecto do contedo, apontam para mais
dificuldades de aprendizagem, além das que fazem parte do conteudo.

Isso posto, vemos que a mobilizacdo de algumas propostas pode ocasionar o
aparecimento de problemas didaticos, como, as restricbes que impedem o0s que
desenvolvem as propostas de ensino de mobilizar outros modelos, como o algébrico,
descrito em nosso modelo de referéncia, além dos fenémenos didaticos estudados.

Os preceitos do Paradigma Questionamento do Mundo apontavam para um
caminho bem diferente daquele vivenciado na Rede Municipal de Ensino (Reme) de
Campo Grande/MS. As condi¢Oes de trabalho em sala de aula, a organizacdo das
disciplinas e a nossa experiéncia em formagdes continuadas realizadas pela Secretaria
Municipal de Educacéo (Semed), se aproximam do que Gascon (2003) denomina Modelo
de Ensino Tecnicista. Viamos uma preocupagdo com ‘receitas’ prontas, professores
almejando ao final de cada formag&o uma proposta de ensino para serem aplicadas em
suas salas de aula, formagdes pré-definidas em todos os seus detalhes, um curriculo e uma
organizacdo das aulas preocupados em cumprir contedo, metas estabelecidas para
alcance de notas em avaliagdes externas. Enfim, um cenario cujas ideias do Paradigma
Questionamento do Mundo talvez ndo fossem bem aceitas. Nossa preocupacao, era iniciar
0 grupo e, por alguns desses motivos, ndo conseguir continuar com o0s encontros. Para
além de acreditarmos na proposta como uma forma de formacédo continuada, o trabalho
em grupo era parte essencial da nossa investigacdo e para construir alguma alternativa ao
ensino proposto, cremos ser essencial refletir com professores.

N&o tinhamos intengdo de criticar os moldes das formagdes realizadas, nem
desaprovar as praticas de ensino da Reme de Campo Grande/MS, mas, sim, de realizar
um trabalho diferenciado com os professores, que os levassem a questionar os modelos
vigentes. Como estamos ainda inseridos num outro paradigma, acreditamos que agdes
como essas Sdo potentes para se questionar os Modelos vigentes. Ressaltamos que, a
quebra de paradigma € dada pela necessidade de se mudar aspectos tidos como
problematicos, nesse sentido, compreendemos esse paradigma como algo em construcéo,

com ideias de um modelo subversor da ordem colocada em pratica em nossos dias.
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Subverter os modelos de ciéncia, de mundo e de escola, num sentido de “modificar (algo
estabelecido), realizando transformacgdes profundas; revolucionar” (HOUAISS, 2009,
p.?).

As formagbes na Reme!! de Campo Grande/MS acontecem em dois momentos,
as ofertadas pela Semed, geralmente uma por bimestre, e as que ocorrem nas unidades de
ensino, promovidas pela propria equipe técnico-pedagdgica. Entdo, para debatermos com
0s professores aspectos dos inteiros relativos e construirmos uma proposta alternativa de
ensino, pensamos em constituir um grupo de estudos. Como professor lotado na
Secretaria de Educacdo, eu poderia propor tais encontros e constituir uma nova formacao
para os professores. Porém, esbarrei em algumas dificuldades: haveria necessidade de
mais encontros? Na conjuntura politica do momento, poderia retirar os professores mais
vezes das salas de aulas? Proporia em horéarios alternativos? Questionamentos que se
mostraram, por nossa experiéncia com esses processos, algo infrutifero; nossa proposta
fugia dos objetivos ja relatados nessas formacdes, pois os estudos formativos oferecidos
estavam totalmente mergulhados no Paradigma Visita as Obras.

A solucdo foi propor um projeto a Semed que envolvesse os professores dos
laboratdrios de matematica que tinham um papel diferenciado nas unidades de ensino:
eles eram os responsaveis por todos 0s projetos matematicos desenvolvidos pela escola,
atendendo todas as turmas daquela escola. Estes professores, responsaveis por organizar
os horéarios de estudo no laboratério de cada turma, de planejar também as aulas com
jogos, com materiais manipulaveis, softwares, problemas e desafios, orientados pelos
planejamentos dos professores regentes, promoviam novos momentos de aprendizagem
aos estudantes. Sendo assim, um dos elementos de resposta a Q1 foi a resposta R1, pois
acreditavamos que esse profissional teria uma maior oportunidade de participacdo no
grupo, pois além do seu papel diferenciado, a mobilidade de seus horarios, de

planejamento e de curriculo era um fator primordial.

R1: CONVIDAR PROFESSORES RESPONSAVEIS PELOS LABORATORIOS
DE MATEMATICAZ,

O projeto levado a Semed de Campo Grande/MS visava a criacdo do grupo de

estudos com professores dos laboratorios de matematica da Reme de Campo Grande/MS,

1 para retornar a pagina 145, Ryo,: Metodologia e Procedimentos da Pesquisa, clique aqui.
12 para retornar a pagina 82, Rs: Identificar e descrever o Modelo Dominante, ... clique aqui.
Para retornar a pagina 132, Rio.1: Objetivos de pesquisa, clique aqui.
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seguindo os preceitos das formagdes continuadas, pois ocorreria mais ou menos a cada
quinze dias, no momento dos planejamentos dessas aulas. Dessa forma, nossos encontros
serviriam também para pensar novas possibilidades para as aulas nos laboratorios, ndo
necessariamente em forma de atividades, mas as concep¢bes de como trabalha-las,
pautadas nos estudos do Paradigma Questionamento do Mundo e da dialética

Questao/Resposta. O projeto foi avalizado pela Superintendéncia das Politicas

Educacionais da Secretaria (Suped) e encaminhado para a Geréncia do Ensino
Fundamental e Médio (Gefem), mais precisamente, para a equipe de matematica. Dois
professores/técnicos dessa equipe, responsaveis pelas formacGes ofertadas aos
professores dos laboratorios, também participaram dos encontros.

Planejamos 28 encontros no decorrer do ano de 2019. Porém, ao apresentarmos o
projeto para os professores/técnicos da equipe da Semed, houve uma reducdo para nove
encontros no primeiro semestre. Essa mudanca nos preocupou bastante, principalmente,
em relacdo ao tempo que a proposta alternativa a formacdo ofertada pela Semed
demandaria. No primeiro semestre, houve corte de cinco encontros, dois em margo e um
para abril, maio e junho, respectivamente. Uma das justificativas para essa reducéo, por
parte dos técnicos/professores da Semed, foi a quantidade de atividades constantes no
calendario escolar: avaliagdes mensais e bimestrais, conselhos escolares (fechamento das
médias bimestrais dos estudantes), formacdes continuadas das escolas e da Semed. Outra
justificativa foi o fato que os professores se ausentariam das escolas em torno de trés
Vezes por meés.

Assim, pensamos que essas condi¢Ges poderiam ser superadas pelo fato de termos
possibilidade do grupo também ocorrer no segundo bimestre, com mais nove ou dez
encontros. 1sso ficou acordado nas reunides para organizarmos os detalhes burocraticos
do grupo de estudos.

Sendo assim, tinha a convicgdo que conseguiria alcancar meus objetivos, por
exemplo, a simples aceitacdo do projeto de organizacdo do grupo de estudos, 0s
professores serem dispensados duas vezes ao més, bem como os demais aspectos que
permeariam a constituicdo do grupo foram aprovados, me impulsionaram a continuar o
projeto.

O Cronograma inicial e o com as redugdes ficaram assim definidos:
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Quadro 1- Cronograma do projeto apresentado a Semed

MARCO ABRIL MAIO JUNHO JULHO TOTAL
Ll L 10 1 22 60 horas
20 15 22 17 31
97 29 28 28
3 dias 3 dias 3 dias 3 dias 2 dias 14 dias
AGOSTO | SETEMBRO | OUTUBRO | NOVEMBRO | DEZEMBRO | TOTAL
5 5 8 8 2 60 horas
13 13 16 11 10
21 23 24 19
3 dias 3 dias 3 dias 3 dias 2 dias 14 dias

Fonte: Autor da pesquisa

Quadro 2— Cronograma do primeiro semestre de 2019, pds reducdes sugeridas

terca-feira

MARCO ABRIL MAIO JUNHO JULHO
02 16 11 23
terga-feira | quinta-feira| terca-feira terca-feira
26

22

segunda-feira

28

terca-feira

26
quarta-feira

31

quarta-feira

Fonte: Autor da pesquisa

Pensamos em produzir ao final uma proposta de ensino compativel com as
realidades de nossa rede de ensino, elaborada a partir das discussdes com os professores
dos laboratdrios de matematica. Essa proposta também deveria auxiliar os docentes em
seus planejamentos, como uma ferramenta a mais para as suas praticas. Esses objetivos
delimitados nos permitiram construir os problemas didaticos descritos anteriormente,
bem como o seguinte fenémeno didatico: o desejo de trabalhar em uma perspectiva que
permitisse tratar uma proposta de ensino para os inteiros relativos concomitante ao ensino
da algebra e algumas justificativas matematicas para as suas técnicas matematicas.

Apos a constituicdo do grupo de estudos, novos desafios surgiram: pelo fato de
esse grupo trabalhar na perspectiva do Paradigma Questionamento do Mundo, quais
desses aspectos deveriam ser mobilizados? Quais textos sobre o PQM discutir com esses
professores? Quais discussdes, tanto sobre questdes tedricas quanto questdes de ensino
deveriam ser trabalhadas? Dessa forma, surgiram as respostas e questionamentos do ramo
dos demais estudos, pois esses seriam temas para minha preparacdo referente aos

encontros, escrita do Modelo Epistemoldgico de Referéncia.
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Q2: QUE ASPECTOS DO PQM MOBILIZAR COM O GRUPO DE
PROFESSORES?

A segunda questdo do mapa de questdes e respostas, Qz, em que tratamos 0s
aspectos do Paradigma Questionamento do Mundo a serem mobilizados com o grupo de
professores, surgiu a partir da busca por superar os desafios impostos pela constituicdo
do grupo e pela fundamentacdo teérica mobilizada tanto nesse grupo quanto para as
demais partes do corpus da tese, ou seja, tanto do processo formativo para esses
professores quanto para mim, como pesquisador e formador. Sendo assim, pretendemos
aprofundar alguns aspectos desse paradigma, bem como de um Percurso de Estudo e

Pesquisa (PEP).
Partimos de uma questdo geratriz, a primeira questdo, aquela que orientou todo o

trabalho, na qual sua solucdo demarcou o fim do PEP da tese, pois todos 0s outros
questionamentos e respostas construidos, inclusive as do grupo, foram questdes e
respostas parciais para o esboco da resposta coracdo da tese. Dizemos esbocar, pois ndo
se trata de uma resposta definitiva, e sim a resposta possivel produzida pelas pessoas
envolvidas e os elementos estudados. Além disso, as investigagdes nunca tém um fim em
si, sempre havera desdobramentos a serem apontados, outras ligacdes e articulacoes,
permitindo novas pesquisas e outras problematicas.

Nossa questdo geratriz, como apresentado anteriormente foi a seguinte: Qo: Que
proposta de ensino para Z é possivel construir por meio da interagdo com um grupo de
estudos de professores na perspectiva do PQM? A partir dela elaboramos nossa primeira
resposta: Ro: Constituir um grupo de professores dispostos a discutir um modelo para o0s
inteiros relativos, que deu origem a uma nova questao: Q1: Como constituir um grupo de
estudos a luz do Paradigma Questionamento do Mundo?

Essas primeiras questdes e respostas ndo foram construidas de forma simples. Para
chegarmos a elas, realizamos estudos de algumas obras e recorremos a pesquisadores
com mais experiéncia no assunto. E, a partir desse movimento, construimos nossas
questBes e respostas. Nao mobilizamos algo que ja estivesse posto, simplesmente
adaptando a nossa realidade, necessitamos juntar alguns materiais seguindo nosso projeto
de pesquisa (por sua vez, também construido no decorrer da investigagdo) para entdo
articular todas essas ideias de forma a obtermos um todo coerente.

Nossa proposta inicial para a constituicdo do grupo de estudos, era experienciar
aspectos do Paradigma Questionamento do Mundo, de um Percurso de Estudo e de

Pesquisa e da dialética Questao/Resposta. Dessa forma, uma das minhas primeiras
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atividades reflexivas foi confrontar as praticas desses professores, para estabelecer
didlogos constituintes das nossas analises iniciais, agora para a construgdo da proposta de
ensino alternativa aquelas constantes no Modelo Dominante. Sendo assim, a
determinacéo do tema, os inteiros relativos e a escolha dos primeiros textos se deu a partir
das minhas escolhas. A preparacdo dos dois primeiros encontros foi feita sem o0s
professores, uma vez que o grupo ainda ndo estava efetivamente funcionando.

Nesse inicio do grupo de estudos, pensamos que a formagdo pudesse funcionar
por meio de alguns aspectos do um PEP, com caracteristicas de Formacéo de Professores
(PEP-FP), pois a nossa questdo geratriz, didatica, estava enraizada em um contetdo, 0s
inteiros relativos.

Nesse periodo de transi¢do entre os paradigmas Visita as Obras e Questionamento
do Mundo, as formacdes de professores devem conter aspectos desse ultimo, pois uma
das dificuldades, por exemplo, de se mobilizar o dispositivo didatico, PEP, é justamente
a aceitagio e a compreensdo por parte dos professores (RUIZ-OLARRIA, 2015). Nesse
sentido, Ruiz-Olarria (2015) prop6s um novo dispositivo, o Percurso de Estudo e

Pesquisa para a formacao de professores, PEP-FP.

A motivacgdo para este tipo de dispositivo é dupla. Por um lado, a
pesquisa sobre a ecologia do PEP destacou o problema de formar
professores para se adaptarem ao novo paradigma de questionar o
mundo. Além disso, se 0 objetivo é preparar para uma transicdo efetiva
do paradigma monumentalista para o Paradigma Questionamento do
Mundo, a prépria formacéo de professores requer dispositivos didaticos
gue ndo se baseiam unicamente no paradigma monumentalista e,
portanto, devem fazer uso de uma ou outra forma de dispositivos com
uma estrutura do tipo PEP (estudo de questdes, meios de comunicacao
e meios didaticos, etc.). Portanto, propomos um dispositivo didatico
com uma estrutura de PEP focada na formagéo dos professores, 0 PEP-
FPV. (RUIZ-OLARRIA, 2015, p. 136).

A questdo inicial para os professores foi “Como ensinar 0s numeros inteiros
relativos?”, ou seja, questionar as formas, os modelos e as ferramentas necessarias para
se ensinar, uma das atribuicdes do fazer pedagdgico desses professores. Acreditdvamos
em um trabalho com aspectos do Paradigma Questionamento do Mundo, pois
observamos uma grande diferenca de objetivo, caso a questdo inicial dada a eles fosse:
“Como adicionar dois inteiros relativos?” No entanto, o fundamento de um PEP é

questionar coisas em geral, desde a vida cotidiana a constru¢do de um carro de corrida.

13 para retornar a pagina 132, Rio.1: Objetivos de pesquisa, clique aqui.
Para retornar a pagina 144, Rio»: Metodologia e procedimentos da pesquisa, clique aqui.
Para retornar a pagina 157, Diagrama de Agdes ..., clique aqui.
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Parece que conseguir uma questdo geratriz que atendesse a todas as dimensdes do
paradigma é algo ainda longe de ser alcangcado no modelo de ensino atual.

Em resumo, um PEP-FP pode ser dividido em cinco modulos: I: Como ensinar
determinado contetdo, C? II: Viver um PEP; Ill: Analisar o PEP vivenciado; IV:
Construir um PEP; V: Gerenciar e experimentar um PEP (RUIZ-OLARRIA, 2015).

No primeiro, a partir de uma questdo didatica, de origem em um dominio ou
contetdo matematico, cria-se uma questdo geratriz do tipo de formagdo, como ensinar ou

como organizar determinado conteudo, C?

Este modulo contém tanto a construcao do Qo (sua escolha e suposicao)
guanto as primeiras exploracdes com vistas a elaboracao dos primeiros
elementos de resposta, geralmente a partir dos meios mais comuns para
professores: curriculos, livros didaticos, revistas para professores,
revistas de pesquisa, centros de recursos, websites, etc. O papel dos
formadores Y neste processo nao é fornecer elementos de resposta para
torna-los conhecidos dos professores, mas guid-los na busca destes
elementos e, sobretudo, introduzi-los nos gestos basicos do
guestionamento didatico: O que é C? De onde vem? Em que campos
matematicos e ndo matematicos € ou foi usado? Por que deveria ser
ensinado? Quais sdo suas razBes para estar na matematica escolar
(aquelas explicita ou implicitamente estabelecidas e potenciais)? Que
propostas de ensino existem? O que é dito ou conhecido sobre elas,
etc.?” (RUIZ-OLARRIA, 2015, p. 137-138).

Esse mddulo pode ser considerado o da problematica dos professores, pois 0
gatilho das investigacdes estd amparado no &mbito da sala de aula, das questdes das quais
lidam os professores, enfim, aquelas caracteristicas da profissdo de professor (RUIZ-
OLARRIA, 2015).

No segundo médulo, os professores envolvidos na formacao devem vivenciar um
PEP. Sua posicdo serd a de um aluno, pois no primeiro modulo muitas das respostas
encontradas, bem como dos estudos organizados podem ndo proporcionar um espirito

mais investigador, elemento fundamental para 0 PQM. Uma das ferramentas mobilizadas

para tais questionamentos é o Modelo Epistemoldgico de Referéncia (MER) e suas
diferentes estruturas. Sendo assim, Ruiz-Olarria (2015) propde a estrutura de PEP para
colocar de maneira direta aos professores.

No terceiro modulo, deve-se realizar uma analise do PEP vivenciado, bem como
dos elementos do MER em que tal PEP esta amparado. Nesse sentido, pode-se comparar
a razao de ser constante nos documentos oficiais com a razao de ser alternativa proposta
pelo PEP vivenciado. Pode-se ainda, analisar as praxeologias matematicas, as

organizacoOes didaticas, em que todas essas analises devem ter por objetivo a construgédo
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de uma proposta de ensino alternativa, bem como “¢ essencial para delimitar e interpretar

adequadamente a atividade matematica em questdo” (RUIZ-OLARRIA, 2015, p. 140).
No quarto médulo, Ruiz-Olarria enuncia a necessidade de construgdo de um PEP

por parte dos professores. Essa pesquisadora descreve alguns questionamentos que

podem nortear essa fase do PEP-FP:

Como realizar a tarefa de construir um PEP para os alunos em uma
determinada etapa educacional, analogo aquele experimentado e
analisado nas fases anteriores? [..] Que elementos compdem o desenho
de um PEP? Qual é a ordem mais razodvel para o desenho de cada um
desses elementos? Como esses elementos do PEP devem ser expressos
materialmente? Os critérios basicos para responder a estas perguntas e
explicitar um projeto didatico a priori de um PEP analogo ao que
experimentamos surgem diretamente das respostas fornecidas nos dois
modulos anteriores, embora se deva ter em mente que a aplicagéo dos
critérios matematicos-didaticos obtidos ndo é imediataV. (RUIZ-
OLARRIA, 2015, p. 141).

No quinto mddulo, os professores terdo por tarefa gerenciar e experimentar um
PEP. Segundo Ruiz-Olarria (2015), dois objetivos devem ser alcancados: dar subsidios
aos professores que séo novos no programa de gestdo dos PEP e, por outro lado, obter,
catalogar e analisar “os problemas, dificuldades e obstaculos que possam ter surgido
durante o gerenciamento dos PEP. Este trabalho experimental deve fornecer uma base
solida para a modificacdo do projeto do PEP para posterior experimentagdo”. (RUIZ-
OLARRIA, 2015, p. 141).

Nesse sentido, nossos primeiros encontros tiveram aspectos do primeiro médulo
de um PEP-FP, debatemos algumas questdes, realizando um estudo critico acerca dos
inteiros relativos: O que sdo os inteiros relativos? Qual a origem histérica e
epistemoldgica desses numeros? Quais as dificuldades de ensino enfrentadas pelos
professores? Quais as dificuldades de aprendizagem por parte dos estudantes? Quais as
propostas de ensino atuais? E, as "antigas"? Quais as diferencas entre elas? Qual a razdo
de ser dessas propostas? Qual a importancia das justificativas das técnicas ensinadas?

Essas foram algumas das questfes que, entre outros elementos, nos permitiriam
compreender melhor os inteiros relativos e o seu ensino, ou como nos diz Borba (2009)
“¢ preciso ter um bom conhecimento do que constitui um conceito € de como este se
desenvolve [...] do que compde conceitos e de quais aspectos deles mesmo estdo sendo
avaliados nas questdes propostas aos alunos”. (p.59). Assim, conhecer os conceitos com
mais detalhes possibilita elementos tedricos e metodologicos que evitam criar novas

dificuldades, compreender possiveis consequéncias de determinadas op¢6es didaticas.
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Nesse contexto, o grupo de estudos teria o papel de discutir questionamentos, tais
como: de que maneira podemos conhecer o conceito? O que é preciso ser mobilizado?
Foérmulas, algoritmos, procedimentos? Quais problemas devem ser resolvidos? Portanto,
planejamos uma acédo que funcionasse como formacdo de professores e fosse pautada nos
principios de um PEP-FP.

Sabemos da dificuldade de mudar a forma de trabalhar, pois o que esta sendo
proposto € uma mudanca de paradigmas, e isso ndo é algo simples, que ocorre em poucas
horas de estudo. Essa mudanga/revolugdo, em sua “totalidade” seria algo para o futuro,
pois a ideia é plantar a semente do PQM. E, provavelmente, o elemento de construcao
dessa formacé&o, a partir da analise e da comparagdo com outras experiéncias e propostas
ja vividas sdo os aspectos mais impactantes, quem deve ser o formador? Quem deve
propor os problemas docentes? Vemos, que na Reme de Campo Grande/MS, geralmente,
os professores nas formacdes assumem o papel de aluno e, assim, propor novos
questionamentos, construir uma nova proposta nao parece algo facil de se realizar, diante
do cenario que vivemos em Campo Grande/MS.

Os aspectos iniciais propiciaram classificar nossa proposta do grupo de estudos

como Atividades de Estudo e Pesquisa (AEP)*, poderiamos ter ou ser constituidos com

as ideias de um PEP. Propus a pergunta inicial, as leituras dos primeiros textos, assim, 0s
caminhos para a formagéo foram todos orientados por mim. Nos primeiros encontros, na
semana que nos reuniriamos, enviei para os professores um questionamento acerca do
tema daquela semana. Nesse sentido, alguns aspectos do “PEP com caracteristicas de um
Formagao de Professores” (PEP-FP) eram cumpridos, mas outros se assemelhavam aos
de uma Atividade de Estudo e Pesquisa (AEP), por todas as dificuldades ja relatadas.
Porém, almejavamos que nos demais encontros, os professores propusessem outras
perguntas, que vivenciassem as atividades semelhantes ao de um PEP.

Houve um momento de comparacao entre nossa formacdo inicial e as propostas
do Modelo Dominante, que nos proporcionou iniciar a constru¢do de uma nova proposta.
Mais uma vez, nos aproximamos das ideias de um PEP-FP, no entanto, os ultimos
encontros do primeiro semestre ndo foram possiveis de serem realizados, devido ao

fechamento dos laboratérios de matematica®®. Na realidade, esses cortes ndo atingiram

14 Mais informacbes em CHEVALLARD, Y. La notion d'ingénierie didactique, un concept a refonder.
Questionnement et éléments de réponse a partir de la TAD, 2009e. Disponivel em
http://yves.chevallard.free.fr. Acesso em agosto de 2020.
15 para retornar a pagina 118, Qo: Que atividades, problemas e estratégias, ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 147, Rio2: Metodologia e Procedimentos da Pesquisa, clique aqui.
Para retornar a pagina 163, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.
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apenas esses professores, outros profissionais foram prejudicados devido a essa politica
municipal. Os professores que atendiam os alunos especiais foram substituidos por
assistentes com salarios menores, alguns com grau de instrucéo e preparacdo bem menor
do que os professores do atendimento especializado.

Os professores que atendiam aos laboratorios de informatica também foram
demitidos, retornando ao seu cargo original. Alguns laboratérios continuaram abertos,
com o atendimento de um técnico e, em outras unidades de ensino, eram abertos para 0s
professores regentes usarem 0s materiais, como datashow, notebooks, ou quando o
regente era apto a conduzir sua turma em atividades nos computadores dos laboratérios.

A justificativa para esse retrocesso foi a crise financeira e o fato de que alguns
desses profissionais estavam nesse cargo devido a indicacdo politica. Sem juizo de valor,
mas todos esses profissionais se submeteram a processos seletivos e foram chamados por
causa da sua classificacdo e competéncia demonstrada na selecdo. Enfim, os ultimos
encontros do primeiro semestre, e a possivel continuacdo no segundo semestre, foram

ceifados da nossa pesquisa.

R2: ESTUDAR TEXTOS DE CHEVALLARD SOBRE O PQM, MER E PEP

Para Chevallard (1992), toda instituicdo de certa forma possui caracteristicas de
ensino, ou seja, € uma instituicao didatica. Os processos de ensino e de aprendizagem sao
inerentes a raca humana, vivemos numa sociedade em que as a¢des, 0S pensamentos, 0S
tragos culturais, as historias, as lendas e as formas de realizar “coisas” sdo ensinadas por
alguém para os seus. Obviamente, algumas instituices sdo construidas com esse
proposito, por exemplo, as escolas e as suas salas de aula, as autoescolas, entre outras.
Nesse sentido, essa intencdo didatica, a acdo de ensinar algo, se da pelo que Chevallard
denominou de sistema didatico (SD). Esse sistema didatico, pautado no Paradigma
Questionamento do Mundo?®, é constituido por um professor (Y), os estudantes (X) e as
questdes a serem respondidas (Q), simbolizado por SD: (X, Y, Q) (CHEVALLARD,
2009a).

X é o grupo de alunos (esta palavra é usada genericamente aqui), Y é a
equipe assistentes e diretores de estudo e Q designa a questdo estudada
(por X sob a direcdo de Y ou com sua ajuda), uma questdo que pode
consistir em perguntar o que €, como "funciona", para que fins, etc., tal
e tal obra O, por exemplo, digamos, o "calculo tensorial™. A questdo Q,
seja ela qual for, é a aposta didatica do sistema considerado.""
(CHEVALLARD, 20093, p. 2, grifos do autor, traducdo nossa).

16 para retornar a pagina 13, Prélogo, clique aqui.
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E importante observar que Y ndo necessariamente sera um professor'’. Mesmo na
sala de aula, outras pessoas podem assumir a fungéo de Y. Por exemplo, quando um
estudante tenta ensinar a outro alguma coisa ou quando um grupo prepara e apresenta um
seminario.

No dia a dia, poderia ser qualquer pessoa com intencédo de ensinar algo a alguém.
Por exemplo, em um supermercado quando alguém esta aprendendo a funcdo de ‘caixa’,
observamos sempre ao seu lado outra pessoa mais experiente 0 acompanhando, até que
possa exercer sua funcdo sozinho. Nesse exemplo, a pessoa experiente esta na posicao de
Y, e 0 aprendiz a caixa na posicao de X. Nesta situacdo, o objeto de ensino é a postura de
atendimento, a forma de realizar os pagamentos, o funcionamento da maéaquina
registradora, os codigos do sistema, enfim, trata-se das atribuicGes que um caixa deve
possuir para exercer seu cargo. Uma das questdes a ser respondida poderia ser: o que
preciso aprender para iniciar o trabalho como ‘caixa’ de supermercado?

Nesse contexto, surge outro aspecto dos estudos da didatica, o conceito de “meio
didatico M”. Tal meio € composto de diferentes tipos de objetos ou ferramentas que
auxiliam na investigacdo. Assim, desenvolve-se um sistema didatico para se obter uma
resposta R a questdo Q, dado pelo esquema:

[S(X;Y;Q) = M] =R

No caso do Paradigma Questionamento do Mundo, o meio®® didatico é formado
por um conjunto de questdes Qk (derivadas da questdo geratriz Q), pelas respostas
Ry (respostas oficiais a Qk), pelas obras O; (ja elaboradas e estudadas e que justificam Ry

e podem ser analisadas, desconstruidas para a construgdo da resposta coracio, R¥), e por

7 Diante do cenario pandémico, vivenciado nos anos de 2020 e 2021, e das nossas experiéncias em sala de
aula remotas, a fungéo de Y também foi assumida por irmédos mais velhos, tios, primos, pais e colegas. A
pandemia reforgou o fato do meio didatico ser dindmico, mas ndo entendiamos que poderia ser tanto.
Acreditamos que as teorias da didatica ndo previam uma dinamicidade tdo grande e, portanto, carecem ser
retomadas e revistas com objetivo de discutir os seus limites e formas de avancarmos teoricamente.
18 «A palavra midia sera usada aqui para designar qualquer sistema de representacdo de uma parte do mundo
natural ou social para um determinado publico: o 'curso' do professor de matematica, um livro de quimica,
um diario de apresentador de televisao, um jornal diario regional ou nacional, um site da Internet etc., todos
pertencem ao sistema de midia neste sentido. [...] Um meio é compreendido aqui num sentido semelhante
ao do meio adidatico na teoria das situacdes didaticas. Um meio é qualquer sistema que pode ser
considerado como ndo tendo intengdo na resposta que pode dar, explicita ou implicitamente, a uma
determinada pergunta. O sistema entdo considerado, comporta-se a este respeito como um fragmento da
"natureza”. Em contraste, com relacdo a muitas das perguntas as quais elas pretendem responder, as midias
geralmente s3o0 movidas por uma certa intengdo, por exemplo, a intencao de “informar”. Naturalmente, uma
midia pode, sobre um determinado assunto, ser vista como um meio e ser usada como tal”.
(CHEVALLARD, 2007, p. 344).
Para retornar a pagina 85, Rs: Identificar e Descrever Modelo Dominante ..., cligue agui.
Para retornar a pagina 93, Qs: Por que ensinar Z? Clique aqui.
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outras informagdes e dados mais gerais, Di (necessarios aos processos de investigagéo,
dados tanto inicialmente quanto no decorrer dos estudos).

Assim, 0 esquema anterior, denominado de herbartiano'® tera uma nova
representacio [S (X; Y; Q) »M] = R”, com
M ={Ri, R;,..., Ry;,0m+1, Oms2, ..., On, Qn+1, Qus2, ..., Qp, Dp+1, Dp+2, ..., Dq}.

No exemplo do aprendiz a caixa de supermercado, a pessoa mais experiente
mobilizara sua pratica, sua pericia e técnicas como caixa de supermercado para auxiliar
0 seu aprendiz, além das ferramentas, codigos e demais instru¢Ges do sistema de compras
e vendas daquele estabelecimento. A pessoa ocupante da posi¢do Y, que pode ser o
responsavel por todos os aprendizes ou colocada esporadicamente para exercer tal papel,
ndo recebeu um treinamento especial para exercer tal funcdo. Uma questdo que podemos

levantar seria: qual capacitacdo essa pessoa deveria receber?

O que é importante enfatizar acima de tudo é esse fato secular de que o
trabalho de Y é considerado um trabalho pequeno, que quase ndo
requer treinamento. Tanto em Roma como na Grécia, observa o
historiador Henri-Irénée Marrou (em sua Historia da educacdo na
Antiguidade, Le Seuil, Paris, 1948, pp. 66-67), o mestre de escola é “um
homem pobre”, cujo trabalho ¢ “o tultimo dos oficios, rem
indignissimam®”, “cansativo e doloroso, mal pago”, “bom para
escravos, libertos ou pessoas comuns: obscura initia®* disse Tacito de
um arrivista que havia comegado 1a . Uma profissdo que praticamos
por falta de melhor, enquanto esperamos pelo melhor. E dai que viemos;
e essa "indignidade” original ainda pesa muito. (CHEVALLARD,
20094, p. 3 — 4, grifo do autor, traducdo nossa)“".

Vale ressaltar, que se o aprendiz apenas reproduzir a praxeologia ensinada por seu
instrutor, ou seja, ndo construir sua propria forma de trabalhar como caixa teremos uma

nova constituicdo do SD, S (X; Y; ), onde g é a praxeologia a ser aprendida.

19 1- «O esquema herbartiano indica os principais elementos do processo de investigacdo. Sua dindmica é
capturada em termos de algumas dialéticas que descrevem a producdo, validagdo e divulgacéo da resposta
coracdo”. (BOSCH, 2018b, p. 4040).
11- “O esquema herbartiano foi proposto como uma ferramenta para a analise dos processos de estudo e
pesquisa. Através da descrigdo dos temas ou dominios matematicos como uma arvore de questfes e
respostas [ou mapa de questdes e respostas], ele oferece uma alternativa a visdo comum dos contetidos
matematicos como uma estrutura hierarquica de conceitos e resultados.” (BOSCH, WINSL@OW, 2016, p.
33, traducdo nossa).
111- O esquema herbartiano é um possivel “sistema de referéncia [a ser] utilizado pelo didata para observar,
descrever, analisar e avaliar sistemas didaticos existentes em institui¢des sociais ou sistemas teoricamente
possiveis. Também pode ser considerado o Modelo Didético de Referéncia (MDR), que fornece seu préprio
ponto de vista e um modelo geral do que se entende na TAD por estudar uma questdo e, mais
genericamente, por estudar uma obra. (RUIZ-OLARRIA, 2015, p. 134, tradug&o nossa, grifo do autor).
Para retornar a pagina 15, Prologo, clique aqui.
20 Rem indignissimam, do latim, o indigno.
21 Obscura initia, do latim, origens sombrias.
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A diferenca primordial entre esses sistemas didaticos sdo seus objetivos: enquanto
um se preocupa em responder e criar novas questdes, o outro se detém no ensino de
praxeologias, nos estudos dos contetudos. Essa diferenca, grosso modo, € determinante
entre os Paradigmas Questionamento do Mundo e Visita as Obras. (CHEVALLARD,
2009c)

No atual paradigma escolar, o da visita as obras, o0 que conta é g e ndo
Q. E o professor € julgado pelas obras - o saber - cujo estudo ele tera
estimulado em sala de aula. No que eu nomeio o Paradigma
Questionamento do Mundo, o professor € julgado pelas questdes que
dirigiram o estudo. (CHEVALLARD, 2009c, p. 27 — 28, traducéo
nossa)™.

Pensando na possibilidade de o aprendiz a caixa de supermercado ser capaz de
organizar uma forma de particular de trabalho, ndo poderia mobilizar apenas aos
ensinamentos de seu instrutor, deveria, por exemplo, pesquisar melhor sobre o sistema
gue manuseard, conversar com outros caixas em relacdo as dificuldades enfrentadas,
observar os principais problemas enfrentados por aqueles que exercem essa funcao,
enfim, realizar uma busca minuciosa acerca dessa profisséo.

Entretanto, essa hipdtese parece quase absurda para uma pessoa iniciante naquele
trabalho. A logica do dia a dia aponta para um aprendizado mais pragmatico, ou seja,
reproduzir o que o instrutor orientou e continuar aprendendo ao trabalhar na pratica. Com
certeza, se entrevistdssemos Vvarios caixas de um supermercado cada um construiu sua
forma propria de trabalho, seus ‘macetes’ e estratégias para se desvencilhar dos problemas
e para potencializar sua funcdo. Neste caso, trazendo esse exemplo para a escola, muitas
vezes, 0s estudantes, ocupantes da posicdo X, apenas reproduzem 0s ensinamentos de
seus professores.

Em geral, ndo terdo a oportunidade de construirem suas estratégias, ou
questionarem aspectos do contetdo ou do seu cotidiano, seu aprendizado esta focado na
reproducdo das técnicas dadas pelos professores. A funcdo do professor, posicdo Y do
SD, observando a historia dessa profissdo, sempre foi dada como auxiliar dos estudos,

por exemplo,

a palavra pedagogo designada pela primeira vez - na antiguidade greco-
latina - 0 escravo que conduzia a crianca a escola e que, aos poucos, viu
expandir seu campo de acdo, a ponto de as vezes ser o tutor de seu
protegido. Generalizemos: a funcdo de Y sempre foi ocupada por
auxiliares de estudo ocasionais, as vezes regulares, para 0s quais iSso
poderia, a longo prazo, tornar-se uma profissdo, da qual derivamos uma
remuneracdo. (CHEVALLARD, 20093, p. 3, traducéo nossa)*.
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Para Chevallard (2009a), durante muito tempo, o professor reproduziu nas salas
de aula a chamada “pedagogia regente”, ou seja, ele reproduziria tudo aquilo apresentado
nos livros didaticos, todos os conteudos ali dispostos. Os conceitos sdo apresentados, tal
como estdo nas paginas dos livros, e sua fungéo se detém em fazer todos os ocupantes da
posicdo X compreendé-los, sem nenhuma alteracdo naquilo que foi exposto, além de
questionar e corrigir as respostas erradas ou com problemas. Na pedagogia regente, a
funcdo do professor estd bem proxima ao que viamos na Antiguidade, ou seja, auxiliar
dos estudos. Nessa perspectiva, Chevallard (2099c) define também a “pedagogia de

estudo”.

O desenvolvimento da pedagogia regente conduziu no século XIX ao
gue chamarei de pedagogia do estudo, expressdao em que a palavra
estudo designa “trabalho em estudo”. A historiadora Frangoise Mayeur
(1933-2006) uma vez deu esta breve descri¢do do que era feito em sala
de aula. Enquanto Ié e assina os cadernos de correspondéncia, ele tem
as licBes recitadas. Em seguida, um aluno 1€ as li¢des do dia seguinte.
O professor entdo distribui as copias corrigidas dos dias anteriores. Vem
a correcdo do dever de casa: este é o exercicio principal, que leva mais
tempo. Assim que essa corre¢do for concluida, o professor dita uma
tarefa de casa; a ultima meia hora é gasta traduzindo a pagina em latim
ou grego que os alunos tiveram que preparar com antecedéncia.
(CHEVALLARD, 2009c, p. 2, traducéo nossa)*'.

Na “pedagogia de estudo”, o professor corrige as tarefas, propde as novas
atividades do dia, distribui as tarefas corrigidas e propde novas tarefas.

Chevallard (2009c) também discorre sobre a “pedagogia do professor”, uma
‘ampliacdo’ da “pedagogia regente”, na qual os professores ndo apenas reproduzem os
contetidos dados nos livros didaticos, sua pratica se aproxima das ideias de uma palestra,
ou seja, as aulas tipo palestra substituem os livros e os textos. Segundo Chevallard (2009c,

p. 3, grifo do autor, traducédo nossa),

Em todos os casos - pedagogia regente, pedagogia do estudo, pedagogia
do professor - 0 que deve ser feito é na verdade limitado, ainda que, ao
contrario do regente de outrora, o professor, laureado da agregagdo ou
titular da licenga, é considerado "académico" e se considera como tal.
Em vez de ir buscar as respostas as questfes que propde a X estudar no
“livro” (do mestre), o professor deve retira-las de seus préprios
recursos: sdo estes que ele expde em seus “cursos’™,

Cada uma dessas formas de exercer o papel de Y tém caracteristicas particulares,
enguanto na primeira o professor € responsavel por corrigir as respostas erradas dos
alunos, na segunda ele tem a funcéo de fazer os estudantes compreenderem aquilo posto
nos livros e na ultima, substitui os livros por seus planos de cursos e as aulas por palestras.
Essa situacdo comecou a ser modificada em meados do século XX, com a constitui¢do do
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“método ativo”. Em tal método, as “instrugdes visam abrir um espago para o aluno,
dando-lhe a palavra em nome da transigdo para o ‘método ativo’, ‘cujo valor ndo esta em
contestar’. E necessario mudar a maneira como vocé ensina”. (CHEVALLARD, 2009c,
p. 4, grifo do autor, traducéo nossa).

Na “pedagogia do método ativo”, o professor nao ¢ o detentor do conhecimento
estudado nas aulas, ou aquele que auxiliara seus estudantes a aprenderem o que estd nos
livros didaticos, as respostas para as perguntas ndo mais serdo avaliadas apenas por seu
conhecimento. As perguntas e 0s questionamentos ndo mais virdo apenas dos professores;
guem ocupar a posicdo Y ajudara seus estudantes na tarefa de enfrentar os novos desafios,
aumentando o tempo em que os estudantes estardo ativos, construindo as respostas para

as questdes dadas pelo professor e para aqueles que o coletivo de estudantes construiu.

Boa parte da atividade dos alunos deve ser dedicada ao estudo e a busca
da solucdo de "problemas", a partir do simples exercicio de aplicagdo
proposto para ilustrar um teorema, dar vida a uma féormula, até o “dever
de casa”, exigindo maior esforgo pessoal, redigido fora da sala de
aula e dando origem a um relatorio preciso e detalhado.
(CHEVALLARD, 2009c, p. 5, traducdo nossa)*".

Nesse contexto, a formacdo de equipes de estudos é fundamental. A cada grupo
de estudantes ¢ dada a tarefa de construir e “apresentar uma questao especifica, a0 mesmo
tempo em que apresenta alguns exercicios elaborados ou escolhidos por eles”
(CHEVALLARD, 2009c, p. 5-6, traducdo nossa). Cada grupo, ao final, deve apresentar
seu relatorio de pesquisa a classe toda. Nesse movimento de construcdo desse relatorio,
no transcorrer dos estudos coletivos, supervisionados pelo professor, se as atividades
forem “bem-preparadas e bem conduzidas, sdo a oportunidade [de] [...] ‘estudar as
reacbes e comportamentos de cada um, diante de uma tarefa proposta e dar,
individualmente, o conselho adequado”. (CHEVALLARD, 2009c, p. 6, traducao nossa).

O foco agora é que os estudantes sejam ativos em seus processos de aprendizagem,
as respostas nao virao apenas dos livros didaticos ou dadas pelos professores. Os trabalhos
de pesquisa ndo serdo mais individualizados, as equipes de alunos serdo desafiadas a
construirem seus relatorios do trabalho desenvolvido, isto €, mostrar como chegaram as
respostas das atividades que realmente causaram dificuldades, e as orientacdes serdo
também coletivas em prol da construcdo de novos questionamentos.

A pedagogia inserida no “método ativo” aglutina alguns elementos das demais
pedagogias,

integra, portanto, dispositivos especificos emprestados da pedagogia do
regente - o livro didatico -, da pedagogia do estudo - o dever de casa e
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sua correcdo -, bem como do ensino do professor - a licdo. Mas 0s
“corrige” para dar em cada um deles um lugar “ativo” para X. [...] O
trabalho fica complicado: Y ndo é mais regente (exceto as vezes) e, na
verdade, é professor apenas de forma intermitente, o que alguns
lamentam. Pode-se dizer que ele se tornou um "impulsionador do
estudo”, que deve ter muitas cordas em seu arco - um pequeno regente,
um pequeno professor, um pequeno auxiliar de estudo.
(CHEVALLARD, 2009c, p. 7, traducéo nossa)*".

Porém, esta “pedagogia hibrida moderna”, proveniente da pedagogia do “método
ativo” tornou-se dominante, com suas diversas variacdes, mais espontaneas que
deliberadas. “A pedagogia escolar do método ativo se estabeleceu assim dentro de uma
fronteira que, durante trinta anos, ndo conseguiu atravessar. Este ¢ o grande problema”.
(CHEVALLARD, 2009c, p. 6, traducdo nossa).

Segundo Chevallard (2009c), essa fronteira esta alicercada na falta de dedicacéo,
estudo ou até conhecimento sobre os fundamentos da pedagogia das AEP (Atividades de
Estudo e Pesquisa). Nessas AEP, grosso modo, ha necessidade de resolver tarefas de um
determinado tipo, dai, surge o questionamento Q: como realizar de forma “(inteligivel e
justificada) as tarefas t* de um certo tipo T*?” (CHEVALLARD, 2009c, p. 8). E a partir
de questdes dessa natureza que as AEP se desenvolvem. Novamente, um questionamento
surge, qual a infraestrutura necessaria para o desenvolvimento das AEP? Segundo
Chevallard (2009c, p. 8), o principal desafio para o seu desenvolvimento “¢ a falta de
infraestrutura didatica (ou seja, didatico-matematico) adequada”. Nesse sentido, os
elementos dessa infraestrutura, que geralmente necessita, parcialmente, ser criada, se
dardo pela necessidade de organizar uma situacdo na qual sua solucdo propiciard o
encontro com a obra a ser ensinada, destacando as razdes de ser de uma vasta lista de
contetdos, obras, a serem ensinados.

Diante desse cenario, Chevallard (2009c) nos apresenta outro elemento
importante, a profissdo do professor. Segundo esse autor, para a pedagogia das AEP ha
que se ter uma infraestrutura adequada, e um dos obstaculos para a sua construcao, dentre

outros, encontramos a profissdo docente, ou ainda, a ideia de semiprofissdo??. Tal ideia

22 Critérios de uma semiprofissdo: 1. Mais baixo em status ocupacional; 2. Periodos de treinamento mais
curtos; 3. Falta de aceitagdo da sociedade de que a natureza do servico e/ou o nivel de especializagdo
justificam a autonomia que é concedida as profissdes; 4. Um corpo de conhecimentos e habilidades menos
especializados e menos desenvolvido; 5. Marcadamente menos énfase em bases conceituais e conceituais
para a pratica; 6. Uma tendéncia para que o individuo se identifique com a instituicdo de emprego mais e
com a profissdo menos; 7. Mais sujeitos a vigilancia e controle administrativos e de supervisdo; 8. Menos
autonomia na tomada de decisdes profissionais, com responsabilidade aos superiores em vez da profisséo.
9. Gestdo por pessoas que foram preparadas e servidas em semiprofissdo. 10. Preponderancia de mulheres;
11. Auséncia do direito de comunicacdo privilegiada entre cliente e profissional e 12. Pouco ou nenhum
envolvimento em assuntos de vida ou morte. (CHEVALLARD, 2009c, p. 17).
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nos ajuda a compreender melhor esses problemas, Chevallard (2009c, p. 19) nos fala que
“este estado semiprofissional ndo permite [...] atravessar a fronteira em que a profissao
de professor estagnou durante décadas” (CHEVALLARD, 2009g, p. 19), ou seja,
organizar acdes para o desenvolvimento da infraestrutura didatica das AEP, sem estar
vinculado ao mito do pequeno (grupo) produtor(es) independente(s). E foi diante desse
cenario, que Chevallard (2009d) prop6s o paradigma didatico, o Questionamento do
Mundo.

No exemplo da funcdo do caixa do supermercado ou diante do estudo de uma
questdo na escola, hd necessidade de visitar obras, consultar pessoas mais experientes,
procurar outras midias auxiliadoras da construgdo da resposta para o questionamento. Por
incorporar aspectos do antigo paradigma, ha possibilidade de se pensar que 0 novo
paradigma fosse uma ampliacio do antigo, porém, Chevallard (2009d)?® apresenta-o
como opositor ao antigo. Obviamente, ndo se pode organizar uma nova pedagogia
descartando totalmente os aspectos da anterior, mas, um dos objetivos é a mudanca em
relacdo a posi¢do do sistema didatico nos niveis de codeterminacao.

Nessa constituicdo, 0s processos de ensino e de aprendizagem sdo caracterizados
e construidos em torno de praxeologias, do curriculo a ser cumprido. Elas sdo mediadas
por visitas as obras, sempre orientadas pelos professores, para se estudar um conjunto de
praxeologias. Por outro lado, no novo paradigma, 0s processos de ensino e de
aprendizagem se dao pelo estudo de questbes geratrizes ndo pertencentes a organizacoes
dadas a priori em uma disciplina, dominio, setor ou tema especifico, por exemplo 0s

inteiros relativos.

Visita as obras MODELO | Questionamento do mundo

Humanidade Humanidade
i T

civilizacdes civilizagbes
I I

sociedades sociedades
I 1

escolas escolas

i T

pedagogias pedagogias
I I

disciplinas «» dominios <> setores <« ... sistema didatico S(X, Y, Qo )
I 1
sistema didatico S(X, ¥, Qo) disciplinas «» dominios <> setores <« ...

Figura 2- Comparacdo entre os sistemas didaticos
Fonte: Bosch, 2018a

23 para retornar a pagina 19, Ro: Constituir um grupo de estudos ..., cligue agui.
Para retornar a pagina 137, Rio2: Metodologia e procedimentos da pesquisa, clique aqui.
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Nessa nova organizacdo, as perguntas constituintes do sistema didatico sdo as
geradoras das necessidades de acessar as disciplinas, 0s dominios ou 0s setores auxiliares
e integrantes do meio didatico para a construcdo da resposta desejada. Dessa forma, ndo
se parte de uma praxeologia especifica, e sim, de um questionamento; as praxeologias
aparecerdo a partir das necessidades de se construir as respostas, as visitas as obras se
daréo no sentido de auxiliar nessa busca.

Na figura 2, temos uma comparacao realizada entre os esquemas dos modelos
didaticos de cada paradigma; a esquerda, visita as obras, os niveis inferiores de
codeterminacdo correspondentes aos estudos das praxeologias sdo anteriores a
organizacao do sistema didatico, ou seja, as obras a serem estudadas em cada disciplina
ja foram selecionadas e serdo guiadas pelo professor. A direita, temos a modelizacdo do
sistema didatico do Paradigma Questionamento do Mundo, no qual ha uma inversdo: a
organizacdo do sistema didatico € anterior a determinacdo do nivel de estudo das
praxeologias, ou seja, constitui-se primeiro o sistema didatico, desta vez guiado por
questBes, e as disciplinas, dominios, setores, temas e assuntos se dardo a partir da
necessidade desse sistema.

Para a implementacdo desse novo paradigma didatico, algumas restricbes devem
ser superadas. Segundo Chevallard (2002), restri¢cdes sdo condi¢fes que ndo podem ser
alteradas. No decorrer da histéria ou em outras instituicoes, as mesmas restrigdes podem
e devem ser modificadas, pois alguma restricdo pode vir a ser apenas uma condicéo
(podendo ser modificada) e uma condicao pode se tornar restricéo.

Bosch (2018a) apresentou restri¢Oes institucionais desde o nivel da Sociedade até
o0 das Pedagogias. Por exemplo, no nivel Sociedade, algumas restricdes sdo provenientes
do fato de o curriculo ser pensado como sequéncias de praxeologias, justamente o que 0
novo paradigma tenta se opor.

Nesse sentido, como implementar uma escola inserida nesse novo paradigma se
os documentos curriculares caminham em sentido contrario? Na rede municipal de ensino
da cidade de Campo Grande/MS, essa é uma realidade, pois toda a organizacéo curricular
se deu pela reestruturacdo prevista pela Base Nacional Comum Curricular (BRASIL,
2017), ou seja, os contetdos foram dispostos em forma de habilidades, descritas ano a
ano. Os inteiros relativos, por exemplo, estdo previstos para serem ensinados a partir do
sétimo ano do ensino fundamental. Vejamos como essas habilidades estdo descritas nesse

novo referencial.
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Quadro 3- Habilidades descritas no Referencial Curricular de matematica

Unidade Objeto do Habilidade Conhecimentos Especificos
temética conhecimento relacionada
- Associa numero inteiro a
um ponto da reta numérica e
(CG. EFO07MAO03.s) vice-versa;
Comparar e ordenar - Ordenandmeros inteiros em
Numeros  inteiros: nameros inteiros em diferentes representacoes;
usos, historia, diferentes contextos, - Compara ndmeros inteiros
ordenacéo, incluindo o histérico, em diferentes representacdes;
NUmeros associacdo com associa-los a pontos da - Representa nimeros inteiros
pontos da  reta retanumérica e utilizd- na reta numérica;
numérica e operages los em situages que - Identifica sucessor e
envolvam adicdo e antecessor de um ndmero
subtracéo. inteiro;

- Utiliza a reta numérica na
resolucdo de situagbes que
envolvem adig&o e subtracao.

Recomendac6es: (CG. EFO7TMAO03.s) Explorar a utilizagdo de recursos que possibilitem a
comparacdo e ordenacdo de numeros inteiros, em diferentes contextos. Propor situacOes-
problema nas quais 0s nimeros inteiros possam ser associados a pontos na reta numérica e que
envolvam as operacdes de adicao e subtracéo.

(CG.
Resolver

EFO7MAO04.s)
e elaborar
problemas que
envolvam  operacdes
com ndmeros inteiros.

- Resolve problemas com
ndmeros inteiros, envolvendo
as operacdes fundamentais;
- Elabora problemas com
ndmeros inteiros, envolvendo
as operacdes fundamentais.

Recomendagcdes: (CG. EFO7MAO04.s) Propor atividades de investigagdo que possibilitem a
resolucdo e a elaboracédo de problemas que envolvam operagcfes com ndmeros inteiros (adi¢éo,
subtracdo, multiplicacdo, divisdo e potenciacdo, com base inteira e expoente natural).

Fonte: Campo Grande, 2020, p. 122

A andlise desse quadro remete a outra restricdo descrita por Bosch (2018a), a
questdo da temporizacdo. Os processos de ensino se ddo de forma cronometrada, com
tempos para comecar e terminar, bimestres para cumprir, enfim, além de contetdo para
serem cumpridos, ha tempos bem determinados para serem ensinados. Nesse sentido, 0s
estudos dessas obras s6 podem ocorrer como sinteses, respostas prontas e acabadas,
algoritmos e procedimentos. O ensino ¢ realizado de modo a favorecer que o estudante
seja capaz de aplicar o que estudou em problemas.

Essas sdo algumas restrigdes do nivel da Sociedade, o nosso sistema de ensino
funciona dessa maneira ha muito tempo e, para alterarmos esse funcionamento, nao basta
propiciar condi¢des a nivel institucional, ha que se ter toda uma reorganizagdo no sistema

de ensino brasileiro, a nivel noosférico.
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Analisando o nivel de codeterminacio®* das Escolas, Bosch (2018a) apresenta

outras restricbes, como “horarios, tipos de aula, equipamentos, fronteira entre as
disciplinas e os exames finais.” (BOSCH, 2018a). E, o nivel da Pedagogia, podemos
descrever restricdes provenientes das concepcOes referentes aos atos de se transmitir
conhecimentos, semelhante ao observado nas pedagogias regente, de estudo e do
professor. Ou ainda, ha falta de uma prética para auxiliar os estudantes a construirem suas
proprias perguntas, bem como poder soluciona-las por meio de suas proprias
investigacOes e validacOes pelos testes dos dados obtidos. Para tais testes, ha necessidade
de compartilhar os resultados, trabalhar em equipe e planejar suas investigacoes.
(BOSCH, 2018a).

No sistema de ensino atual, esses processos se ddo no caminho contrario ao
proposto no Paradigma Questionamento do Mundo, as perguntas e as respostas ja estao
prontas, bem como sdo validadas pelos professores e por meio dos seus procedimentos.
O planejamento, as acdes e as atividades de investigacdo também sdo dadas pelos
professores. Assim, muitos séo os desafios para tal mudanca de paradigma, porém muitas
sdo as potencialidades. Exploramos algumas dessas potencialidades com os professores
dos laboratorios de matematica de Campo Grande/MS. A conducéo das discussdes e das
preparacOes dos conteudos estudados seguiu 0s preceitos de um Percurso de Estudo e
Pesquisa (PEP).

Essa nova ferramenta, o PEP, serve de organizacdo das atividades, dos processos
de ensino e de aprendizagem inseridos nesse novo paradigma. Como discorremos
anteriormente, a constitui¢do do sistema didatico se da para a construcéo de uma resposta
para a questdo geratriz. Nesse sentido, as idas e vindas, as respostas preliminares e as
novas questdes derivadas que surgem, as novas pesquisas, a mobilizacdo das dialéticas
Midia/Meio, Questdo/Resposta, as visitas as obras, as consultas as pessoas mais
experientes, a concatenacdo de todos esses processos para a apresentacdo da resposta
desejada para a questdo geratriz, todo esse caminho, esse percurso, grosso modo, é
denominado de PEP.

Anteriormente a pedagogia do Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP), mobilizava-
se a pedagogia das Atividades de Estudo e Pesquisa (AEP). As bases das AEP estdo no
conceito de situagdo fundamental dada na Teoria das Situagdes Didaticas (TSD)

24 para retornar a pagina 31, Q,: Que aspectos do PQM mobilizar ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 38, R.: Estudar Textos de Chevallard sobre PQM ..., cligue aqui.
Para retornar a pagina 79, Rs:Comparar o ensino de Z por meio dos modelos ..., clique aqui.
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(BROUSSEAU, 1999). A mobilizagdo de uma situacdo fundamental “[...] ¢ uma
exigéncia epistemolégica bem fundamentada, que define um projeto para o
desenvolvimento de uma infraestrutura matematica que seja didaticamente adequada para
uma pedagogia AEP. No entanto, uma pedagogia AEP requer condi¢cdes menos radicais.
(CHEVALLARD, 2009c, p. 7).

Note-se que, uma pessoa ou um grupo de pessoas empenhado em realizar uma
tarefa terd que enfrentar questionamentos, como dito anteriormente, do tipo: como
realizar (de forma inteligivel e justificada) as tarefas t* de um determinado tipo T*? Esta
pergunta Q é, portanto, o principio de uma certa atividade de estudo e pesquisa.
(CHEVALLARD, 2009c, p. 8).

As pedagogias retratadas anteriormente apresentavam suas fragilidades e
proporcionavam muitas lacunas nos processos de aprendizagem. Muitas destas
pedagogias estavam ancoradas em modelos didaticos espontaneos. Modelos que
permaneceram obscuros, sem serem questionados, sobretudo, “na medida em que as
formas de organizar o ensino da matematica se apresentam como se nao precisassem de
nenhum tipo de justificativa ou fundamento explicito para além de critérios genéricos que
emanam principalmente do senso comum”. (BOSCH; GASCON, 2010, p. 56). Por
exemplo, na pedagogia classica, os processos de ensino se dao pela apresentacdo de varios
elementos tedricos que, por sua vez, sdo aprofundados a partir de exercicios de aplicacao.
(BOSCH; GASCON, 2010). Os problemas estudados resolvem situacdes da propria
matematica ou dos contextos escolares, as necessidades do dia a dia ndo tém espaco
nessas discussoes.

Com as reformas educacionais, ocorridas a partir da década de 1960, tais modelos
mais tradicionais sdo contestados, e as justificativas dos seus preceitos e fundamentacao
sdo inquiridas. Nesse sentido, criou-se uma obrigacdo de expor as suas justificacoes.
“Desse modo, os modelos de ensino propostos, desde meados do século passado, sdo mais
‘deliberados’ e menos ‘espontaneos’, pois sdo propostos com base em critérios mais
abertos e potencialmente questionaveis.” (BOSCH; GASCON, 2010, p. 56).

Na atualidade, um modelo bastante comum, é a chamada pedagogia das

competéncias

que atribui a Escola a missdo de dotar os alunos das competéncias
necessarias para resolver problemas de todos os tipos: académicos,
profissionais, pessoais e sociais. Dado que esta pedagogia ndo propde
uma organizacdo detalhada do processo de estudo que permita
desenvolver eficazmente estas competéncias, o problema da génese e
justificacdo do modelo didatico permanece em aberto, aparecendo, no
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maximo, formulado em termos surpreendentemente simplistas.
(BOSCH; GASCON, 2010, p. 57)*.

Essa pedagogia € fundamentada em principios psicopedagodgicos que deixam de
lado aspectos, especificidades e consideragdes proprias das atividades matematicas e, por
consequéncia, fundamentos dos Modelos Epistemoldgicos da matematica mobilizados
implicitamente (BOSCH, GASCON, 2010). Esses autores postulam que, na grande
maioria das inovagoes trazidas pelas reformas educacionais o procedimento, usual e
rapido, ¢ o de “ndo disseminarem discursos técnico-tedricos suficientemente ‘resistentes’
[...] para manter vivas, desenvolver e dar sentido as diferentes praticas didaticas que[...],
tendem a funcionar de forma muito rigida, perdem eficacia e acabam sendo abandonados.
(BOSCH, GASCON, 2010, p. 58).

Na busca por inquerir tais modelos, “a integracdo de dispositivos didaticos
baseados em AEP promove uma epistemologia ‘funcionalista’ que concebe a matematica
como um instrumento para fornecer respostas a problemas que surgem no mundo (e ndo
apenas na escola)”. (BOSCH; GASCON, 2010, p. 79). Além disso, ha que se considerar
que o objetivo das AEP é o de construir uma organizacao local, estabelecida e organizada
previamente pelo professor. No processo de construcdo das questes geratrizes, ndo ha
participacdo dos estudantes semelhante ao monumentalismo. Essa fungéo é exclusiva dos
docentes. As questdes atendem as necessidades didaticas, e como tal, correm risco de
perder sua raz&o de ser, subordinando ao ato em si de construir tal organizagéo local.

Nesse sentido, também atribui tanto aos professores quanto aos alunos novas
funcGes em suas praticas habituais. Ao professor, necessidade de conhecer alguma
funcionalidade para as organizacdes matematica locais; ao aluno, possibilidade de
participar mais ativamente “na gestdo de quase todos os momentos (tedrico-tecnolégico,
sintese, avaliagcdo) que, na pedagogia monumentalista tradicional, ficavam sob a
responsabilidade exclusiva do professor”. (BOSCH; GASCON, 2010, p. 80).

Essas mudangas nos topos das “atividades” tanto dos alunos quanto dos
professores, constituem, por um lado, uma renovagdo trazida pela pedagogia das AEP,
por outro lado, promove um choque com o0s processos de regulacdo e de equilibrio dos
sistemas de ensino vigentes, o que, por sua vez, dificulta a implementacdo de forma mais
geral das AEP. (BOSCH; GASCON, 2010).

Nesse processo evolutivo das formas de ensino, e, consequente, implementacéo

mais generalizada das Atividades de Estudo e Pesquisa esbarra-se nas suas limitacoes.
Com efeito, dado que as AEP se situam no nivel local (do “tema’), ndo

constituem uma ferramenta eficaz para questionar aqueles aspectos da
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epistemologia escolar monumentalista que operam, pelo menos, no
nivel da disciplina e mais além. Em particular, ndo permitem a
superacao do “autismo tematico” do professor, que €, na realidade, um
“autismo tematico” do sistema de ensino de matemética (Chevallard,
2001). Isso se deve ao fato de que muitas vezes as questbes que
constituem a raz&o de ser de um OM local encontram-se ndo apenas
além do nivel local, mas também além dos niveis regional, setorial e
mesmo disciplinar. Além disso, a transi¢do de uma AEP para outra AEP
ndo pode ser funcionalmente “motivada” pela propria AEP. (BOSCH;
GASCON, 2010, p. 80, tradug&o nossa)™.

Partindo dessas necessidades, em particular, das fragilidades e limitagdes das
Atividades de Estudo e Pesquisa, € que se deu o desenvolvimento da pedagogia dos

Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP).

Até agora consideramos as praxeologias ou organizacoes didaticas em
si mesmas, sem levar em consideragdo que elas sempre fazem parte de
um projeto educacional mais amplo dentro de uma sociedade. Nesse
sentido, as atividades de estudo e pesquisa (AEP) sdo definidas em
relagdo a um projeto educacional que determina os conteidos de ensino
em um programa de estudos que podemos interpretar (ou “redigir’) em
termos de organizacGes matematicas locais ou regionais mais ou menos
articulados entre si. Assim, a cada AEP pode ser atribuido o objetivo de
reconstruir uma OM local especifica, previamente estabelecida por um
programa de estudos concreto de um determinado projeto educacional.
Portanto, 0 modelo AEP ndo nos permite questionar esse nivel superior
de codeterminagdo didatica em que o0s projetos educacionais Ssao
formulados em termos de conhecimentos previamente determinados ou
conhecimentos praxeolégicos. (BOSCH; GASCON, 2010, p. 81,
traducdo nossa).

Portanto, a pedagogia dos Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP) % ¢é construida
visando suprir as lacunas deixadas pela pedagogia das Atividades de Estudo e Pesquisa,
ou seja, questionar e investigar as condicdes e restricGes provenientes dos niveis
superiores de codeterminagdo, aqueles justamente que nos permitem compreender 0s
programas de estudos, os motivos de serem orientados previamente pelos projetos
educacionais e pelas politicas publicas. Outro ponto a se destacar, suprido pela pedagogia
dos PEP, é a falta de motivacdo para as questdes geratrizes. Como dito anteriormente, nas
AEP, as questdes geratrizes sdo previamente construidas pelos professores e atendem as
suas necessidades didaticas.

No caso dos PEP, ndo ha necessidade de um professor preparar uma aula para que
seus alunos estudem, reconstruam, tornando todos o0s conceitos, procedimentos e

algoritmos de uma Organizacdo Matematica Local (OML). Sendo necessario assim,

25 Para retornar a pagina 13, Prélogo, clique aqui.
Para retornar a pagina 27, Q2: Que aspectos do PQM mobilizar ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 54, Rs.1: Estudar o desenvolvimento historico ..., cligue aqui.
45



constituir estudos de uma questéo geradora capaz de reconstruir “os principais elementos
da OML inicial. Dessa maneira, € gerado um sistema didatico que podemos designar
como S (X; Y; Q) cujo desenvolvimento deve levar, de alguma forma, a uma resposta
final na forma de praxeologia”. (BOSCH, GASCON, 2010, p. 81).

A resposta construida para a questdo inicial, que podemos denomina-la de questdo
geratriz Q, é dada simbolicamente pela resposta coracdo R*. No caso das AEP, essa
resposta almejada é previamente definida e manifesta, ou seja, a resposta procurada ja é
de certa forma, conhecida pelo professor, pelo sistema escolar, enfim, pela instituigdo
escolar. (BOSCH, GASCON, 2010). Tal resposta parcial é representada por R®. Nesse
sentido, Chevallard (2009a) define o sistema didatico das AEP: S (X; Y; Q) = R ~ R’

E, inserindo o conceito de meio didatico, sera descrito por: [S (X; Y; Q) = M] =R® ~ R’

Sendo assim, como o0s processos de estudo sdo previamente determinados,
algumas dificuldades aparecerdo. As respostas as questdes Q, mesmo que veladamente,

acabam enfraquecendo-as,

fazendo-a aparecer como meio e ndo como o préprio fim do estudo. Na
medida em que um programa de estudos ¢ definido ou determinado por
um conjunto de “conteudos” ou conhecimentos a serem ensinados e
aprendidos, é dificil que as questdes Q que poderiam motivar e justificar
a reconstrucdo desse conhecimento possam atuar como 0 motor
principal do processo didatico. Sempre acabara se impondo a l6gica do
ensino secular mais dedicada a fazer um inventario dos saberes que
devem ser estudados (“monumentalismo”) do que questionar o mundo
e tentar dar novas respostas aos problemas colocados. (BOSCH,;
GASCON, 2010, p. 82, grifo do autor, traducio nossa)*'".

Como explicitado no excerto, por se tratar da reconstrucdo de Organizacdes
Matematicas Locais; os conteldos sdo ensinados um apds o outro, atendendo as
necessidades didaticas dos professores. Na pedagogia dos Percurso de Estudos e
Pesquisa, as respostas a questdo geratriz sdo frutos dos estudos do objeto pesquisado.
Naturalmente, nesse processo de estudo, algumas respostas prontas serdo consultadas e
aprendidas, porém, cabe ao estudante ou ao ocupante de X, “avaliar se as respostas sao
relevantes - o que também difere do costume da escola, onde as respostas fornecidas pelo
professor sdo sempre garantidas pelo proprio professor”. (CHEVALLARD, 2013, p. 170,
traducdo nossa).

Avaliar a relevancia de uma resposta produzida pelo professor, pelo grupo, ou
retirada de um livro, requer uma nova postura de todos os envolvidos. Esse cenario foi
pensado por Chevallard (2013) para a constituicdo de um novo paradigma didatico, esse

contraparadigma, néo tem por objetivo fazer com que o seu predecessor desapareca, mas
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sim, propfe algumas mudancas bem radicais. No sistema didatico constante no
Paradigma Visita as Obras, S (X; Y; ), 0s representantes de X, geralmente, sdo
estudantes até a fase da adolescéncia. Nesse sentido, no novo paradigma, a mudanga
proposta é que os esforgos didaticos sobre o que sabemos, e mais, sobre como podemos
aprender e como aprendemos, deve se dar para toda a sociedade, criancas, jovens e
adultos. (CHEVALLARD, 2013).

Outra mudanca fundamental é que para aprendermos algo devemos estuda-lo.
Comumente, ao se depararem com perguntas sem resposta imediata, os cidaddos pré-
herbartianos, as abandonam. Os novos cidaddos do Paradigma Questionamento do
Mundo séo denominados de herbartianos com atitudes procognitivas (CHEVALLARD,
2013)°, e deles é exigida uma atitude muito diferente, que chamaremos de procognitiva
(em um sentido alheio ao uso desta palavra se referindo a uma droga que “reduz o delirio
ou a desorientacdo’), € que nos empurra a nos comportarmos como se 0 conhecimento
estivesse essencialmente para ser descoberto e, ainda, para ser conquistado - ou para ser
descoberto e conquistado novamente. Portanto, na interpretacao retrocognitiva, conhecer
¢ “conhecer para tras”, enquanto na procognitiva, conhecer ¢ “conhecer para frente”.
(CHEVALLARD, 2013, p. 169 - 170, traducdo nossa). Por outro lado, os cidadaos pre-

herbartianos séo regidos

pelo quase postulado de que, depois de terminar a escola e a
universidade, se ndo se sabe a resposta a uma pergunta de antemao, é
melhor desistir de qualquer pretensdo de obter uma resposta sensata.
Isso, é claro, se correlaciona com a propensdo de se esquivar de
perguntas nunca feitas, [...]. (CHEVALLARD, 2013, p. 169-170,
traducéo nossa)™'".

O fil6sofo alemdo Johann Friedrich Herbart (1776-1841), fundador da pedagogia,
segundo Chevallard (2013), almejava que as pessoas desenvolvessem um espirito
cientista, pondo-se em marcha para construir respostas as perguntas nao triviais.

Chevallard (2013) nos diz que essa deve ser a postura de qualquer cidad&o, incluindo nédo
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somente os cidaddos do futuro, mas também os atuais, ou seja, a pretensdo dessa
pedagogia é que todos se tornem ou se convertam em cidadaos herbartianos com atitudes
procognitivas.

Nessa perspectiva, esse novo cidadao, ao se colocar em marcha para construir uma
resposta, se deparara com algumas respostas prontas, em seguida, as avaliara, observando
sua relevancia para os estudos. Tera que langar mdo de algumas ferramentas, geralmente,
dadas em algumas obras, livros didaticos, disciplinas entre outras. “E a partir do estudo
combinado das respostas “prontas” R® e das obras O (usadas como ferramentas para
estudar as respostas R e construir uma resposta R¥) que o processo de encontrar uma
resposta coragao serd colocado em movimento”. (CHEVALLARD, 2013, p. 170, grifo
do autor, traducao nossa).

Esse movimento de encontrar a resposta coracdo, a resposta produzida pela
pessoa, ou pelo grupo de pessoas, que esta tentando resolver o problema, se dara por meio
de PEP. Esses estudos podem ocorrer por meio de algumas ferramentas denominadas de
dialéticas?®’, mobilizadas para descreverem toda producéo realizada no percurso, bem
como validar e até mesmo auxiliar nos processos de disseminacdo. Consideraremos aqui
trés delas, semelhante ao trabalho realizado por Bosch (2018b).

A dialética Questao/Resposta® nos dard o primeiro detalhamento do processo.
Geralmente, essa dialética € explicitada por meio de mapas de questdes e respostas e, 0
confronto dos mapas, 0 estudo das questdes que surgiram, as que nao surgiram, as
justificativas e 0s motivos para que isso ocorra sdo passos importantes para a gestao do

tempo.

O carater dialético das questdes e respostas esta relacionado as nogdes
de estudo e pesquisa: para abordar uma questdo Q, geralmente se busca

as respostas prontas Af e tem que estuda-las: isto €, desconstruir e
reconstruir para adapta-las a Q. Este estudo gera novas questdes sobre

a validade e as limitacGes de Af, sua adequacdo a Q, as adaptacGes
necessarias, etc. A dialética questdo-resposta é aquela que fornece uma
prova visivel do progresso da investigacdo e contribui para 0 que é
chamado de cronogénese do processo. (BOSCH, 2018b, p. 4040,
tradugdo nossa)*.
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A segunda dialética, Midia/Meio, auxilia nos estudos da evolucdo do meio, dada
pelos processos de validagdo das respostas parciais, pelo estudante ou grupo de
estudantes. As fontes de pesquisa sdo analisadas e, também, validadas pelos estudantes.
Bosch (2018b) afirma que para colocar a dialética Midia/Meio em jogo é fundamental

que

qualquer mensagem da midia deve ser confrontada com o meio para
testar sua validade e coletar elementos criticos que fornecam novas
informacBes. Em certo sentido, as respostas fornecidas pela midia
devem ser integradas ao meio - transformando-se em conhecimento
“seguro” - e 0s elementos do meio devem ser trabalhados para que
enviem novas mensagens - para se tornar uma midia. A evolugdo do
meio pela incorporacdo de novos objetos e respostas parciais constitui
a mesogénese da investigagao (a geracdo do meio). (BOSCH, 2018b, p.
4040 — 4041, traducao nossa)**.

A terceira dialética, Coletivo/Individual, auxilia nos estudos da geracdo das
diferentes posi¢des tanto dos professores quantos dos estudantes. Segundo Bosch (2018b,

p. 4041, traducdo nossa) nesta dialética

0s inquiridores X agem em conjunto e em cooperacdo com Y, enguanto
a producéo do grupo dependera também da capacidade de cada membro
X e y de contribuir para o projeto. A forma como as responsabilidades
sdo compartilhadas no processo e como cada membro assume diferentes
fungdes é chamada de topogénese do inquérito (a geragéo de diferentes
lugares ou topos para professores e alunos).

Dessa forma, a cronogénese, a mesogénese e a topogénese podem ser mobilizadas
como as principais dimensdes de uma investigagdo, alcancando assim, “um esbog¢o do
processo de estudo e pesquisa. Sua primeira descri¢do pode tomar a forma de uma arvore
ou arborescéncia de perguntas derivadas levantadas e respostas parciais obtidas até a
elaboracdo da resposta coracdo.” (BOSCH, 2018b, 4041). Chevallard (2009d) as resume:

Cronogénese: Génese do tempo didatico, ou seja, o tempo da
construcgdo praxeologica. (p. 2).

Mesogénese: Génese do meio didatico, isto é, do sistema de recursos
utilizados no processo de construgdo praxeoldgica. (p. 3).

Topogénese. Génese dos equipamentos praxeoldgicos (e relacdes
institucionais associadas) de acordo com as posi¢fes do aluno e do
professor durante a construcédo praxeoldgica. O topos (o lugar, em grego
antigo) do aluno (respectivamente do professor) é aquela parte da
posicdo do aluno (respectivamente professor) em relagdo as entidades
praxeoldgicas construidas ou em processo de construcao na sala de aula.

(p 5)xxi.
Nesse contexto, mobilizamos alguns aspectos dessas dimensdes com o grupo de
estudos. O objetivo do grupo de estudos foi de construir uma proposta de ensino

alternativa as vigentes, utilizando principalmente a dialética Questdo/Resposta.
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Estudamos os inteiros relativos, buscando algumas respostas prontas e parciais, inclusive
consultando outros professores mais experientes. Procuramos que todos fossem ativos
nas discussdes, na definicdo das novas perguntas, na evolucdo do meio e nas decisdes do
grupo. Em nossa pesquisa, de maneira geral, também nos colocamos como cidadaos
herbartianos com atitudes procognitivas, buscamos construir a resposta coragédo da tese,
sendo que, nosso Percurso de Estudo e Pesquisa foi retratado por meio de um mapa de
questdes e respostas, descrevendo tanto as agOes desenvolvidas no grupo de estudos

quanto as provenientes dos demais estudos da tese.
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Qs: QUE DISCUSSOES INICIAIS DEVEM SER LEVADAS PARA O GRUPO DE
PROFESSORES?

Segundo Chevallard (2013, p. 163, traducdo nossa), “o antigo paradigma didatico
ainda florescente em muitas institui¢fes escolares estd destinado a dar lugar a um novo
paradigma, mesmo em seus inicios”. Sendo assim, iniciamos os estudos na busca por
compreender o que seria um paradigma didatico. Essa escolha foi fruto da constituicdo
do grupo de estudos, pautado no PQM, cujo objetivo foi o0 de construir uma proposta
alternativa aquelas encontradas no Modelo Dominante dos inteiros relativos.

Para Chevallard (2013, p. 163, traducdo nossa), “podemos definir um paradigma
didatico como um conjunto de regras que prescrevem, mesmo implicitamente, o que €
estudado - quais podem ser as apostas educacionais O - e que formas de as estudar pode
haver”. Nesse sentido, quando nos inquietamos com a maneira de ensinar 0s inteiros
relativos, nossas angustias devem ir além do ensino dos inteiros relativos, nossos estudos
iniciais apontam para uma mudanca na forma de se pensar a escola de maneira geral.
Porém, em nossa investigacdo, 0 nosso recorte serd os inteiros relativos, buscando
referéncias nesse novo paradigma de ensino.

Assim, realizamos um exercicio anterior aos estudos dos paradigmas, que foi o de
compreender a ideia de paradigma. Em uma busca por definicdes da mobilizacdo desse
termo, bem como das implica¢des histéricas e epistemoldgicas de seu uso, encontramos
além da definicdo dada por Chevallard (2013), a do dicionario filosofico?® on-line que
mobiliza por referéncia Thomas Kuhn em ‘The Structure of Scientific Revolutions’
(1962). Assim, paradigma ¢ “um conjunto de crengas cientificas e metafisicas que
constituem um quadro de referéncia teérico dentro do qual podem ser testadas, avaliadas
e, se necessario, revistas teorias cientificas”. Uma das ideias dos pensamentos de Kuhn,
organizadas nesse dicionario, remete ao fato que as mudancas ocorridas nas teorias
cientificas se ddo por movimentos que revolucionam as ‘estruturas’ de um paradigma,
que por consequéncia sao trocadas por outro quadro de referéncia.

Analisando ambas as defini¢cdes, compreendemos paradigma como um modelo
que embasa, justifica, sendo representativo das acGes que 0s grupos e as pessoas de uma

instituicdo colocam em pratica nos mais variados contextos. Em nosso cenario de

2% GREGORIO, Sérgio Biagi. Paradigma. (Coord.). Dicionario de Filosofia. Disponivel em:
https://sites.google.com/view/shgdicionariodefilosofia/paradigma. Acesso em: 20 nov. 2019.
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pesquisa, baseado nos estudos de Chevallard (2013), nos interessamos por investigar as
praxeologias postas em préatica para que os estudantes alterem suas relagdes pessoais com
0 conceito dos inteiros relativos ou que possam vir a ter algum tipo de relagdo com esse
objeto matematico.

Chevallard (2013) se preocupa com os moldes atuais da educacdo de maneira
geral, em que o ensino das obras das mais variadas disciplinas escolares, nas mais diversas
etapas de escolaridade, ¢ “apresentado como um monumento com valor em si mesmo,
que os estudantes devem admirar e desfrutar, [...] ndo sabem quase nada sobre suas razdes
de ser, nem atuais e nem passadas” (CHEVALLARD, 2013, p. 164, tradugdo nossa).

O exemplo candnico trazido por esse pesquisador é o do visitante de um museu.
Nele as pessoas séo guiadas a caminhar por corredores, observando e admirando as obras
de arte dos mais diversos artistas. Nessa caminhada, sdo realizados alguns comentarios
acerca da beleza, da criatividade e de tantos outros aspectos cabiveis aos apreciadores das
obras de arte. Com certeza, os mais entendidos, os especialistas em arte, tecem algumas
criticas e/ou algumas sugestdes, mas tais comentérios ndo alteraram aquela obra, ela esta
pronta, acabada, o que nos resta é admira-la ou ndo. Porém, mesmo se nao a consideramos
bela, ndo podemos modifica-la, ndo ha mais possibilidade de interagirmos com o artista
e sugerirmos as modificagOes que nos deixariam felizes.

Esse exemplo do visitante de um museu, o ato de ‘visitar as obras’, ¢ trazido para
0 contexto educacional, no sentido que, ao ensinarmos, como 0s inteiros relativos, somos
0 guia turistico dos nossos estudantes: estamos guiando-os pelos corredores das
disciplinas, da historia da matematica, dos procedimentos, dos algoritmos em que eles
apenas observam, admiram, detestam, esse amontoado de conteldos matematicos.
Semelhante ao observador da obra de arte, o estudante ndo é participante, apenas um
‘mero’ visitante, no sentido que a obra esta acabada, pronta, as criticas e sugestdes ndo
alteraram o resultado final. “Os estudantes sdo reduzidos a serem meros espectadores,
mesmo quando os educadores os incentivam a ‘apreciar’ o puro espetaculo das obras de
matematica”. (CHEVALLARD, 2013, p. 164, grifo do autor, tradugao nossa)’.

O Paradigma Visita as Obras modeliza algumas praxeologias atuais de ensino,
em que o foco esta no conteudo, nas férmulas, nos procedimentos, algoritmos, sendo o
curriculo um conjunto de conteddos. As razbes de ser ndo sdo debatidas, os

questionamentos ja possuem respostas prontas. Nesse sentido, todos que reproduzirem

30 para retornar a pagina 15, Prélogo, clique aqui.
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fidedignamente os aspectos do contetdo ensinados pelo professor serdo considerados
‘bons sujeitos’ dessas ‘instituicdes’. Nao ha espago para questdes abertas, os corredores
a serem visitados, bem como as obras a serem observadas, ja estdo determinados, hd um
roteiro de estudos bem definido e planejado. N&o ha espaco para novos desafios,
questionamentos, ndo ha oportunidade de os estudantes construirem seus percursos de
estudos, tudo esté pré-determinado pelo professor.

Obviamente que estamos descrevendo um novo mundo, um mundo ainda utopico
para a realidade brasileira3, que enfrenta muitos desafios institucionais de cunho politico,
estrutural e financeiro. Para essa quebra de paradigma, muitas batalhas ainda serdo
travadas. Porém, cada um de nos pode escrever uma pagina nessa historia, cujo objetivo
é uma Educacdo mais democratica e acessivel a todos os cidadaos.

Diante desse contexto, Chevallard (2013) propde uma mudanca de foco; em nossa
sociedade atual é necessario questionar os motivos, as razdes de ser, seus contextos
sociais, enfim, questionar o mundo ao nosso redor. Tais mudancas ndo sdo 6bvias e nem
simples de serem realizadas, visto que quando estamos submersos em algo fica dificil
enxergar o todo. Mudar a forma de ensino no qual estamos acostumados e vivemos desde
nossa infancia nao é tarefa que se realiza em um dia. Para essa mudanca de paradigma,
ha necessidade de disparadores, necessidade de aprendizados, de estudos, de frustagdes,
de avancos, enfim, um processo arduo.

Na profissdo professor, muitos sdo os desafios a serem encarados, como em meio
a uma revolucéo tecnoldgica, em que algo criado hoje pode estar ultrapassado em seis
meses, lecionar conteildos matematicos que fagam ‘sentido’ de serem aprendidos esté
cada vez mais desafiador. Assim, é fundamental pensar em desafios que ndo sejam
enfrentados isoladamente, pois na ‘profissdo professor’, os profissionais da educagao
podem mobilizar-se conjuntamente, em prol de se ter um ‘porto seguro’ para ancorar as
tomadas de decisdes. Pretendemos assim, em nosso movimento de pesquisa, propiciar um
ambiente para essas ideias serem debatidas, por meio dos estudos acerca de uma nova
metodologia de ensino, marcada por questionamentos do cidaddao que o novo século

exige.

31 Citamos a realidade brasileira por ser a que temos maior contato e estudos, mas acreditamos que em
outros paises esse novo paradigma ainda ndo seja possivel de ser posto em pratica com todos 0s seus
preceitos. Muitas sdo as restricGes dos niveis superiores que impedem a mudancga total de paradigmas
didaticos, porém, seria preciso aprofundar nossa pesquisa para fazer afirmac6es mais contundentes sobre o
que ocorre fora do Brasil.
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Muitas das mudancas em nossa sociedade se dao devido ao advento das novas
tecnologias digitais da informacéo e da comunicagdo. Pensando, por exemplo, no cenério
das profiss@es, algumas mudaram pouco no século passado, e no atual, com as proprias
mudancas na sociedade, novas profissdes estdo aparecendo e algumas desaparecendo.
Nesse novo cendrio, o das mudancas repentinas, das atualizacdes quase que didrias, qual
sera o papel da educagdo? Dos professores? Dos contelldos matematicos? Obviamente
ndo temos respostas para esses € nem para outros que o leitor estd ‘concebendo nesse
momento’, mas queremos propiciar um ambiente para discutirmos, colocarmos em
evidéncias os acertos e, principalmente, os erros detectados ha tanto tempo que ainda
perduram em alguns atos didaticos.

Todo esse cenario, “pode-se dizer que [é composto] de uma série heterogénea de
situacOes sociais nas quais uma pessoa faz algo - ou até expressa uma intencéo de fazé-lo
- para que alguém possa ‘estudar’ - e ‘aprender’ - algo”. (CHEVALLARD, 2013, p. 162,
grifo do autor, tradugdo nossa). Nesse caso, teriamos a seguinte questdo didatica: “dado
um conjunto de restri¢des K impostas a uma terna didatica (x, y, O), que condi¢des podem
ser criadas ou modificadas - ou seja, que gestos didaticos eles podem fazer - de modo que
x estabele¢a algum tipo de relacionamento com O?”

Assim, para compreendermos as relagdes que os estudantes podem ter com 0s
inteiros relativos, fez-se necessario melhor compreendé-los, analisando sua historia, sua

construcdo matematica, entre outros aspectos tratados na escrita das respostas Rz 1 € Rz.2.

R31: ESTUDAR O DESENVOLVIMENTO HISTORICO E EPISTEMOLOGICO
DOS INTEIROS RELATIVOS

Os estudos e aprofundamentos sobre o desenvolvimento histérico dos niumeros
inteiros relativos sdo foco de varias pesquisas, por exemplo, Schubring (2005, 2012), Sa
e Anjos (2011), Pommer (2010), Queiroz (2006) e Glaeser (1985). Algumas com mais
énfase do que outras, mas, todas buscando descrever o desenvolvimento historico e
epistemolégico dos inteiros relativos.

Na perspectiva trazida para a constru¢cdo de um Percurso de Estudo e Pesquisa,

apresentada na resposta Rz, assim como, nos estudos de Borba (2009), que

apresentaremos na se¢io RZ- O desenho do Modelo Epistemolégico de Referéncia para

Z, prople-se a necessidade de conhecer os diversos aspectos do contetdo para

realizarmos e construirmos propostas de ensino e de avaliagdes em prol da aprendizagem
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dos estudantes. Nesse sentido, é importante compreender como, no decorrer da historia,
esse conceito se desenvolveu, em que situacOes foi mobilizado e quais necessidades
supriu. Estes foram aspectos norteadores para os estudos nesta tese.

Dentre as varias referéncias primordiais, destacamos Glaeser (1985) e Schubring
(2012), em nossa dissertacdo. E, neste trabalho de tese, Glaeser (1985) e Caraca (1951).
Escolhemos apenas esses dois autores por atenderem melhor aos nossos objetivos. Para
mais informacdes acerca dos estudos de Schubring (2012), indicamos nossa dissertacao
(GONCALVES, 2016), na qual os estudos deste pesquisador sdo apresentados de modo
mais detalhado.

Iniciaremos pelo Livro Conceitos Fundamentais da Matemaética, no qual Caraca
(1951)% apresentou o0s conceitos fundamentais da matematica a partir de contextos
historicos, aspectos epistemologicos e filoséficos, dados como base na perspectiva do
materialismo historico-dialético. Tratou de caracteristicas de outras Ciéncias, das
Religides, articuladas e sistematizadas com aspectos humanos e da sociedade, além de
muitas informacGes da Cultura em Geral, cujo pano de fundo é a Matematica. Esse livro
foi dividido em trés partes: Numeros, Funcdes e Continuidade. A primeira parte, por sua
vez, foi dividida em seis capitulos: Problema de Contagem, Problema de Medida, Critica
ao Problema de Medida, Um Pouco de Historia, O Campo Real e Os Numeros Relativos.
Nesses capitulos, sdo apresentados 0s conjuntos numéricos relacionados a cada um desses
topicos. Por exemplo, o estudo das fracGes € inspirado no problema classico das medidas;
0s numeros relativos, dados pela mobilizacdo do Principio de Extensdo ou das
justificativas das regras de sinais da adigdo e da subtragdo por meio de um modelo
geomeétrico.

A segunda parte, Funcdes, foi dividida em quatro capitulos: Estudo Matematico
das Leis Naturais, Pequena Digressdo Teécnica, Equacdes Algébricas e Numeros
Complexos e Excursdo Histérica e Filosofica. Ja a terceira parte, Continuidade, foi
dividida em trés capitulos: O Método dos Limites, Um Novo Instrumento Matematico: as
Séries e O Problema da Continuidade. Como o foco da tese esta nos problemas em torno
dos conjuntos numeéricos, nos ateremos a parte que trata dos Nameros. Deixamos algumas

referéncias® em que se realiza um trabalho mais detalhado dos estudos de Caraga (1951).

32 para retornar a pagina 22, Q;:Como constituir um grupo de estudos ... ?, clique aqui.
Para retornar a pagina 140, Rio2: Metodologia e Procedimentos ..., cligue aqui.

Para retornar a pagina 159, Diagrama de Acdes: ..., clique aqui

33 para mais informag@es, c.f Pommer (2010), Caraga (1951) e Teixeira (2010).
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A criacdo dos numeros naturais é dada pela necessidade de resolucao de algumas
perturbacdes e algumas impossibilidades:

I. A partir da inser¢cdo do “zero como dado operatdrio”, se concebe duas
“perturbacdes”: impossibilidades, por exemplo, no caso da divisdo por zero; e,
situacbes em que as definicbes dadas ndo sdo contempladas, exemplos: a
multiplicagdo por zero ou elevar um numero ao expoente zero. Esses dois casos
geraram uma falta de sentido, “mas que significado tem, em face a defini¢do de
produto, uma multiplicacdo em que zero seja multiplicador, isto €, uma soma de zero
parcelas, cada uma delas igual a a? Nenhum! (CARACA, 1951, p. 26, grifo do autor).
Ou ainda, “em face a definicdo a° ndo tem significado — ndo ha produtos com nenhum
fator. (CARACA, 1951, p. 26, grifo do autor).

Il.  Como as operagdes inversas “apresentam casos de impossibilidade, por
vezes mesmo mais frequentes que os de possibilidade. Aplicagdes sucessivas do
Principio de Extensdo levardo a reduzir todas essas impossibilidades; para isso foi
preciso criar novos campos numéricos.” (CARACA, 1951, p. 28). Nesse contexto, o
Principio de Extenséo forcou a busca por novas definicGes e, segundo o autor, quando
ha& dois caminhos diferentes que permitem chegar as mesmas respostas, a melhor
solucdo é buscar aquele mais trivial, Principio de Economia.

O inicio dessa construgdo € dado por um estudo sobre os processos e 0s problemas
sobre contagem. As contagens sdo inerentes a vida cotidiana e podem ser mais ou menos
desenvolvidas, a depender das necessidades e das relacdes em grupo. Nesse sentido, a
vida social gerou maiores necessidades do conceito de contagem e, na medida que ela se
intensificou e sua complexidade foi ampliada, as operagdes mentais ganharam carater de
mais urgéncia. Todos esses contextos geraram problematicas em torno dos processos de
contagem: Como contar? Com os dedos? Como registrar? Qual operacdo mental
mobilizada no processo de contagem? O que sdo correspondéncias biunivocas? Essas sao
questBes que podem ser criadas com 0s conceitos atuais, porém, muito desses aspectos
permearam a problematica dos processos de contagem no decorrer do seu
desenvolvimento e, que por sua vez, foram tratados por Caraca (1951).

Como solucdo a problematica das contagens foi apresentada a criacdo dos
nimeros naturais, por meio de dois resultados. Primeiro, “A ideia de nimero natural ndo
é um produto puro do pensamento, independente da experiéncia [...] 0s nUmeros naturais
foram-se formando lentamente pela pratica diaria de contagens” (CARACA, 1951, p. 4).

E, segundo, “as condi¢des da vida econdmica [...]; quanto mais intensa € a vida de relagdo,
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quanto mais frequentes e ativas sao as trocas comerciais dentro e fora da tribo, maior €
conhecimento dos nimeros” (CARACA, 1951, p. 4).

A criacdo de um simbolo para o zero também foi um fato muito importante da
historia da humanidade que permitiu a insercdo dos estudos das ideias de
correspondéncia. Tal correspondéncia se da pela operagdo mental ou associacdo mental

desses dois entes, nimeros e 0s objetos de contagem.

A correspondéncia ou associacdo mental de dois entes [...] exige que
haja um antecedente (0 objeto) e um consequente (0 nimero); a maneira
pela qual o pensar no antecedente desperte 0 pensar no consequente
chama-se lei da correspondéncia. (CARACA, 1951, p. 7, grifo do
autor).

As ideias de correspondéncia biunivoca, de cole¢des equivalentes e prevalentes e
0 conceito do Principio de Extensdo também foram primordiais para o desenvolvimento
dos nimeros naturais, além dos primeiros aspectos da noc¢do de infinito. Porém, o que
seria esse Principio de Extensdo? Caraca (1951, p. 10, grifos do autor) explica que quando

se verifica

como um dado real que ndo pode ser posto de lado, que 0 homem tem
tendéncia a generalizar e estender todas as aquisi¢des do seu
pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisi¢fes se
obtém, e a procurar o maior rendimento possivel dessas generalizagdes,
pela exploracdo metodica de todas as suas consequéncias.

As operacOes aritméticas fundamentais, adicdo, subtracdo, multiplicacdo e
divisdo, também foram estudadas. E, a estas foram acrescidas mais trés, potenciacao,
radiciacdo e a logaritmacao, por meio da ideia das operacOes inversas. A adi¢do € tratada
como ja conhecida, pois foi mobilizada para determinar a sequéncia dos niUmeros naturais.
A multiplicacdo é definida com a soma de parcelas iguais. E, a potenciacdo, como a
multiplicacdo de fatores iguais. A esses fatos, Caraca (1951), acrescenta o estudo das
propriedades, dos nomes, dos simbolos e dos papéis dos nimeros a serem operados.

Um desafio ¢ lancado: “Em relagcdo a cada uma das operagdes anteriores, pode
pdr-se o seguinte problema: - dado o resultado da operacdo e um dos dados, determinar o
outro dado.” (CARACA, 1951, p. 20). E, as operagdes que resolvem esses problemas sao
denominadas de operagdes inversas. Esse autor explica que tanto para a adi¢cdo quanto
para a multiplicacdo deveria haver duas inversas, porém como a propriedade comutativa
é valida, suas respectivas inversas sdo Unicas, a subtragdo e a divisdo. Agora, como a

potenciacdo ndo € comutativa sdo apresentadas a radiciacdo, inversa quando dada a
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poténcia e 0 expoente, se determina a base; e a logaritmacéo, quando dada a poténcia e a
base, e se determina o expoente.

Como ja mencionado, as impossibilidades das operac¢des inversas e a consequente
aplicacdo do Principio de Extensdo auxiliaram na constru¢cdo de novos conjuntos
numéricos. Assim como 0s processos de contagem, Caraca (1951) apresenta a tarefa de
medir e contar como inerentes ao viver dos seres humanos. Medir significa comparar duas
grandezas de mesma espécie, por exemplo, podemos determinar que um segmento de reta
€ maior, ou menor, do que outro. Ou ainda, pode-se determinar quantas vezes um certo
comprimento cabe dentro de outro. Para resolver os problemas de medicdo, houve
necessidade de se criar a ideia de unidade de medida, um valor, a medida, que permite
expressar tal comparacao.

Nesse sentido, em todo processo de medicao, deve-se primeiro escolher a unidade,
depois realizar a comparagdo mobilizando-a e, por Ultimo, expressar essa comparagao por
um numero. Tal procedimento parece ser simples, no entanto, alguns cuidados sdo
necessarios. Por exemplo, como realizar a medicdo de um tecido mobilizando a unidade
quildmetros? Ou ainda, como medir a distancia entre duas cidades mobilizando os
centimetros? Na realidade, essas medicdes sdo possiveis, porém, se tornariam muito
custosas. (CARACA, 1951). Aliés, por nossa experiéncia em sala de aula, muitas
atividades de conversdo de unidades de medidas seguem esse modelo, ou seja, técnicas
para converter uma medida em quilémetros em centimetros e vice-versa.

A escolha e a definicdo da melhor unidade de medida a ser mobilizada,
potencializou a construcdo das subdivisdes da unidade, justamente para que a escolha
fosse a mais adequada ao contexto. Porém, um novo problema surgiu: nas subdivisdes
pode ocorrer 0 caso em que uma unidade ndo caiba um ndmero inteiro de vezes dentro de
outra. Assim, Caraca (1951) explica que ha duas possibilidades. Na primeira,
simplesmente, abandona-se a medi¢do com tal subdivisdo. Na segunda, pelo Principio de
Extensdo, reconhece-se que 0s nimeros naturais acrescidos do zero sdo insuficientes para
realizar essa tarefa em que a impossibilidade é dada pelo fato de uma unidade ndo caber
um namero inteiro de vezes dentro de outra, ndo sendo divisivel por outro. (CARACA,
1951).

Para resolver essa nova problematica, Caracga (1951) apresenta a construcdo dos
nameros racionais, em particular os fracionarios, exemplo mobilizado por esse autor para
mostrar quando um numero nao € divisivel por outro ou quando ndo cabe um numero

inteiro de vezes dentro de outro. Para tal, Caraca (1951) apresenta o raciocinio da
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Negacdo da Negacéo. No caso de um numero ser ou ndo divisivel por outro, ou seja, ndo
existe um nlmero que representa o quociente entre eles, a negacao da negacdo seria dizer
que existe tal nimero, que sera chamado de fracionario, generalizando, um nimero
racional.

Para a construcdo desse campo numeérico, Caraca (1951) mobilizou o seguinte
caminho: “o estudo das suas propriedades — igualdade, desigualdade, operacdes; SO
depois disso ficara completo o conhecimento do campo racional.” (CARACA, 1951, p.
38, grifo do autor). O Principio da Economia foi novamente mobilizado, pois buscou-se
por “analogia de definigdes com as dadas nos nimeros Naturais; manutencédo das leis
formais das operacbes. (CARACA, 1951, p. 38, grifo do autor). Para o caso das
operagOes, na subtracdo, semelhantemente, aos nimeros naturais acrescidos do zero,
qguando o minuendo é menor que o subtraendo, ha uma impossibilidade, que sera resolvida
pela construcdo dos nimeros relativos, sendo que para as demais operacdes mantém todas
as propriedades validas para os inteiros. Segundo o autor, ha possibilidade de serem
acrescidas novas propriedades, que por sua vez, ndo devem contrariar as existentes e
devem amplia-las. Para a radiciacdo e logaritmacdo as mesmas impossibilidades dos
naturais s&o mantidas.

Na sequéncia dos acontecimentos historicos e a partir do desenvolvimento das
civilizagOes, a sequéncia da construcdo se deu com 0s naturais construidos a partir da
necessidade das contagens, primitivamente para o controle e manutencdo de objetos
gerais ou quando da evolucdo da humanidade, em pequenos negdécios. Com a evolugédo
dos seres humanos, outras problematicas surgiram, por exemplo, o calculo de areas e de
comprimentos, na Grécia e no Egito antigos, cujos povos trataram, a sua maneira, de
alguns aspectos da Geometria. As questdes de medida, conceitos dos racionais, foram
anteriores a necessidade dos nimeros negativos, e mais, eles sequer eram pensados.

Outro fato interessante se deu pela comparacdo dos segmentos de unidades
diferentes, pois quando relacionados, particularmente, como exemplificado por Caraca
(1951), alguns casos geravam incomensurabilidade, o exemplo classico, a
incomensurabilidade entre a diagonal e o lado de um quadrado. Essa impossibilidade,
gerou a construcdo de novos nimeros, 0s irracionais. Dessa forma, os nimeros naturais
acrescidos do zero, os racionais e 0s irracionais dao origem aos numeros reais.

Para a solucéo do problema dos racionais e as incomensurabilidades, revelado por
Caraca (1951) pela relagdo nédo biunivoca entre os pontos dos nimeros racionais e 0s

pontos da reta, tal autor propde um estudo das propriedades: infinidade, ordenacéo,
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densidade e continuidade. Para as trés primeiras, o autor afirma que, “ainda ndo
encontramos a negagdo da biunivocidade”. (CARACA, 1951, p. 57). Portanto, a solugdo
do problema esta na continuidade, o autor realiza uma explanagdo sobre essa nocéo,
apresentando alguns exemplos. Entdo, a partir da nocdo de corte e dos estudos de
Dedekind, apresenta-se a seguinte conclusdo: “o conjunto (R) [racionais] ndo satisfaz ao
axioma da continuidade de Dedekind-Cantor; o conjunto (R) ndo é continuo, finalmente,
encontramos a razdo da ndo  biunivocidade da  correspondéncia
(R) & (P) [pontos da reta]; topamos o motivo intimo da nega¢do.” (CARACA, 1951,

p. 62). Sendo assim, esse autor define 0s numeros reais:

Chama-se numero real ao elemento de separacdo das duas classes dum
corte qualquer, no conjunto dos racionais; se existe um nimero racional
a separar as duas classes, 0 numero real coincide com esse nimero
racional; se ndo existe tal numero, o numero real diz-se irracional.
(CARACA, 1951, p. 83).

Outra problematica resolvida pela construgdo dos reais foi sobre a operacéo de
radiciacdo ser, em geral, impossivel nos racionais. “A Ya sera aquele nimero b tal que
b" = a. No campo racional, a questdo pde-se assim — 0 nimero b em geral ndo existe”.
(CARACA, 1951, p. 84), ja no campo dos reais desaparece a problematica da radiciacéo.

Ainda sobre as operac¢es no campo dos reais surgem alguns novos resultados e
outros permanecem, como ja havia ocorrido anteriormente para 0s demais. Mantém-se as

propriedades dos racionais, desaparece a impossibilidade da radiciacdo, porém para as

potenciacdes € gerada uma impossibilidade, a'™, qual seu significado? Nos racionais,
algumas igualdades tém significados apenas para alguns valores, agora, nos reais esses
significados sdo para qualquer valor, exemplo, (Y/a)® = a. (CARACA, 1951). E, para a
subtracdo continua a impossibilidade, quando o subtraendo € menor que o minuendo, fato
que impulsionou a construcdo dos numeros relativos. Mais precisamente, ele apresenta
0s numeros relativos por meio das grandezas e da necessidade de indicar dois sentidos
opostos, além da impossibilidade da subtracdo, mobilizando novamente o Principio da
Negacado da Negacéo.

Nosso objetivo com essa parte da tese ndo foi resumir os estudos de Caraca (1951)
e, sim, de construir um caminho na qual esse autor nos possibilitasse explicitar historica
e epistemologicamente o contexto de construgdo desses sistemas numericos, em
particular, os inteiros relativos. Na realidade, esse autor mostra muitos outros aspectos
epistemoldgicos, historicos, politicos, filosoficos, entre outros, mas, nos ativemos aqueles
relacionados mais diretamente ao nosso objetivo de pesquisa.

60



A mobilizacdo das grandezas que podem ser tomadas em dois sentidos foi o ponto
de partida dos estudos dos nimeros relativos. A partir de alguns exemplos cotidianos
tratou-se da mobilizagdo dos sinais indicativos dos sentidos dos movimentos, de um
objeto sobre a reta, por exemplo, permitindo identificar suas posi¢es. As mudancas de
direcdo sdo exploradas para o trabalho do aspecto aritmético desses deslocamentos. Nesse
caso, a operacdo de subtracdo é mobilizada para se encontrar os resultados de problemas

como o do exemplo a seguir:

Se 0 ponto mdvel tem uma velocidade tal que, em cada segundo,
percorre uma unidade de comprimento, sabemos que ao fim, por
exemplo, de 5 segundos, ele percorreu 5 unidades [...]. Suponhamos
agora que ele muda o sentido do movimento e continua com a mesma
velocidade durante mais trés segundos. Ao fim desses trés segundos,
ele estara [...] a uma distancia 2 da origem. (CARACA, 1951, p. 95 —
96).

Porém, um questionamento € levantado, proveniente das impossibilidades ja
debatidas, sempre serd possivel encontrarmos um resultado para essas subtracGes?
Segundo Caraga (1951, p. 97), “que fazer? Como das outras vezes, impde-Se a criacdo de
um novo campo numérico. [...] O método de cria¢do vai ser o método, ja duas vezes
experimentado com sucesso, da negagdo da negacgdo.” Nesse contexto, os numeros
relativos foram construidos, e 0 novo elemento incorporado foi 0s nimeros negativos.
Quando, a partir dos naturais, ampliou-se para os racionais, 0 novo elemento foi a ideia
que entre dois racionais ha infinitos racionais, a ideia de densidade. E, quando a partir dos
racionais, ampliou-se para os reais, a impossibilidade da radiciacdo foi superada.
(CARACA, 1951)*. Para o campo dos relativos, também é dada a definicdo de modulo
e da ordenacdo entre esses nimeros, definindo-se outras propriedades estruturais. As
operacdes também receberam um tratamento especial, por exemplo, as adicdes e as
subtraces sdo unificadas e denominadas de adi¢es algébricas, tratou-se também das
regras de sinais para as multiplicacOes e para as divisfes. Por sua vez, para a potenciagao,
se 0 expoente é um real positivo, 0s mesmos resultados do campo dos reais sdo validos.

Agora, se for negativo, uma nova definicao € construida, sempre buscando a manutenc¢éo

. . . _ 1
das leis formais anteriores estudadas: a ™" = —

O critério é, como sempre, a manutenc¢&o das leis formais [...]. Faz-se o
seguinte raciocinio: seja qual for o valor que a~™ venha a ter, queremos
gue sobre esta poténcia se opere como se opera no campo real; em
icul d n ,—n— n+(-n) — ,n-n_ ,0
particular, deve ser, portanto, a™.a™ = a = a" "= a” Mas

34 para retornar a pagina 99, Re: Razdes de ser: Cotidiano ..., cligue aqui.
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[...] a esta poténcia fomos ja levados a atribuir o significado a® = 1,
donde a™ = ——. (CARAGA, 1951, p. 102).

Dessa forma, segundo Caraca (1951), muitas das impossibilidades ja haviam
desaparecido com a construcdo dos numeros racionais, reais e relativos. A
impossibilidade das operac6es inversas no campo dos naturais foi, assim, resolvida: a da
subtracéo superada por meio da construcdo dos relativos, a da divisdo com os racionais e
da radiciacdo com os reais. Porém, com o campo dos relativos uma nova impossibilidade
surgiu, o calculo de algumas raizes negativas, ou seja, se “o indice do radical sendo par,
o radicando é negativo; com efeito, *{/—a seria aquele nimero x tal que x2¢ = —a, e
ndo existe nimero x que satisfaca a esta igualdade.” (CARACA, 1951, p. 103). Assim, o
campo dos relativos é concluido abrindo a possibilidade de construgdo de um novo campo
numerico, porém, segundo o autor até aquela altura dos estudos ainda ndo seriamos
capazes de fazé-lo, necessitando de outros contetdos, que por sua vez, foram
apresentados na sequéncia e que ndo fazem parte dos nossos objetivos.

Toda a construcdo realizada por Caraca (1951) até chegar aos nimeros relativos,
dada a partir dos nimeros naturais, pode se dar por meio da identificacdo da relacdo de
equivaléncia e dos métodos axiomaticos, ou pela redescoberta investigativa dada pela
génese histdrica, ou ainda pelas necessidades humanas de resolver algumas problematicas
advindas do seu cotidiano. Alguns desses aspectos foram tratados por Caraga (1951) e
outros fomos buscar em Glaeser (1985)%, no artigo “Epistemologia dos Numeros
Relativos”, que originalmente ¢ datado de 1981, publicado na ‘Recherches en didactique
des mathématiques’. Mobilizaremos a versao publicada em 1985, pelo Boletim do Grupo
de Estudos e Pesquisa em Educacdao Matematica (GEPEM), traduzido por Laura Tinoco.

Para desenvolver seus estudos sobre dificuldades com os inteiros relativos,
Glaeser (1985) mobilizou algumas fontes deixadas por matematicos em épocas variadas
da nossa historia: Diofantes, Simon Stevin, Descartes, MacLaurin, Euler, d”Alembert,
Carnot, Laplace, Cauchy e Hankel. Assim, ele apresentou um estudo minucioso sobre o0s
inteiros relativos, abordando questBes histdricas e de ensino, propondo, principalmente,
a descrigdo de alguns obstaculos epistemologicos vivenciados pelos matematicos durante

a histdria: inaptiddo para manipular quantidades isoladas; dificuldade em dar um sentido

%5 Para retornar a pagina 89, Rs: Identificar e descrever modelo dominante, ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 110, Rg:Dificuldades e erros: sinais ..., clique aqui.

Para retornar a pagina 160, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.

Para retornar a pagina 188, R%: O desenho do MER para Z, cligue aqui.

Para retornar a pagina 199, R%: O desenho do MER para Z, clique aqui.
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a quantidades negativas isoladas; dificuldade em unificar a reta numérica; ambiguidade
de dois zeros; estagnacdo no estagio das operacGes concretas e desejo de um modelo
unificador. Esta lista, por si s, ja seria significativa na discusséo do tema.

Glaeser (1985, p. 41) analisou a compreensdo dos matematicos citados
anteriormente acerca dos inteiros relativos, pois, “ainda que manipulassem os numeros
relativos com uma engenhosidade digna de admiracdo, enquanto todos os obstaculos ndo
foram vencidos, subsistiram vastas &reas de incompreensdo”, este autor construiu um
quadro no qual indicou a superacdo de um obstaculo, pelos matematicos investigados, por
meio do sinal de “+”, e a ndo superacdo com um sinal de “~”. Havia também a marcagao
com um sinal “?”, representativo da falta de evidéncias ou informagdes para determinar

se 0 obstaculo em questdo foi ou ndo superado por aquele matematico.

—~_OBSTACULOS | . |
= P 55 S e 6
AUTORES 1 ‘
1
|

I waw} |

DIOFANTES | =

PIERRE DE LAP

AUGUSTIN CAUCHY ! +

HERMAN HANKEL ! } , .*

Figura 3- Relacdo entre obstaculos epistemoldgicos e sua superagao
Fonte: Glaeser (1985, p. 43)

Matematicos como Descartes, Euller, D’Alembert e Cauchy superaram apenas
alguns deles, sendo que, apenas Hankel foi capaz de superar todos. Glaeser (1985) afirma
que os trabalhos realizados por Hankel consistiram “em abordar o problema de uma
perspectiva totalmente diversa. Ndo se tratava mais de extrair da natureza exemplos
praticos que ‘expliquem’ os niimeros relativos de modo metafoérico. Tais nimeros nao
sdo mais descobertos, mas inventados, imaginados”. (GLAESER, 1985, p. 105, grifo do
autor). Como ja relatado no trabalho realizado por Caraca (1951), Hankel mobilizou
contextos internos a propria matematica para formalizar os nimeros complexos e,
também, os nimeros inteiros relativos.

Hillesheim e Moretti (2016), estabelecendo comparagdes com outros
matematicos, explicam que Hankel usou uma abordagem diferente para os numeros

relativos. Segundo esses autores, Laplace “acreditava na existéncia de uma explicagdo
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para a multiplicacdo dos relativos na natureza, [por sua vez, Hankel] aborda a questao
numa outra dimensao, 0s nimeros ndo sdo descobertos, sdo imaginados e a regra de sinais
é pura invencdo da mente humana, uma convencao”. (HILLESHEIM, MORETTI, 2016,
p. 233).

Outro matematico famoso em que Hillesheim e Moretti (2016) estabeleceram
comparagdo foi Leonardo Euler (1707-1783). Ele se mostrou incomodado sobre a
existéncia das regras de sinais dos inteiros relativos, dedicando algumas paginas de sua
obra ‘Elementos da Algebra’ a elas. Encontramos em Glaeser (1985) a descrigdo realizada

por Euller:

A intencdo pedagodgica o fez sentir-se obrigado a fornecer explicagdes,
tentando, especificamente, justificar a regra dos sinais. Sua
argumentacédo pode ser dividida em trés partes:

1. A multiplicagdo de uma divida por um nimero positivo ndo apresenta
qualquer dificuldade: trés dividas de a escudos fazem uma divida de 3a
escudos’. Logo b x (- a) = — ab. Observa-se, neste exemplo, que a
multiplicacdo é uma operacdo externa. O argumento fica, pois, sem
valor, se 0 multiplicador ndo for um inteiro natural.

2. Por comutatividade, Euler deduz dai que (—a) x b =—ab.
Argumento sem valor para uma lei externa. Que significa (— 3) ganhos
de a escudos?

3. Resta determinar o que é (grifo nosso) o produto (- a) pelo (- b). E
claro, diz Euler, que o valor absoluto é ab. Trata-se, portanto de decidir
entre + ab e — ab. Como (- a) x b j& vale — ab, a Unica possibilidade
restante é de que (—a) x (—b) =+ ab. (EULER, apud GLAESER, 1985,
p. 64, grifos do autor).

Os textos analisados desses dois matematicos datam de 1867, Hankel e Euller,
1770, tendo, portanto, uma diferenca de aproximadamente 100 anos. Entretanto, este

desenvolvimento nao durou apenas 100 anos, perdurou por 1 500 anos.

A introducdo conceitual dos numeros relativos foi um processo
surpreendentemente lento. Durou mais de 1 500 anos, da época de
Diofantes aos nossos dias! Durante todo esse tempo, 0s matematicos
trabalharam com nameros relativos, tendo deles apenas uma
compreensao parcial, com espantosas lacunas. (GLAESER, 1985, p. 35,
grifo do autor).

De posse dessas informacdes, como os professores podem mobiliza-las em prol
da aprendizagem dos seus estudantes? Nao queremos estabelecer uma relagdo direta entre
historia e a aprendizagem em que as dificuldades enfrentadas pelos matematicos seréo as
mesmas para o0s estudantes. No entanto, os professores devem estar atentos que algumas
atividades desenvolvidas podem reproduzir cendrios propicios a recriacdo desses

obstaculos. Se compreendermos tais fendbmenos, podemos pensar em a¢Ges mais efetivas
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ou pelo menos teremos consciéncia das dificuldades que enfrentaremos nos processos de
ensino.

Glaeser (1985) retrata uma situacdo similar a essa, ao relatar as andlises dos
estudos de Hans Freudenthal (1973) e Piaget. Nessa comparacao é citada a falta de um
tratamento mais especifico a regra de sinais por parte de Freudenthal, mesmo dedicando-
se ao estudo da aprendizagem dos inteiros negativos. A justificativa dada para esse fato é
relativa a andlise de situacéo do seu cotidiano. Nesse periodo, segundo Glaeser (1985),
nenhum matematico tinha se dedicado as dificuldades com o ensino dessas regras de sinal.
Por outro lado, Piaget € citado como exemplo de uma compreensdo mais aprofundada,
mesmo se baseando em sua didatica ou filosofia pessoal, as dificuldades em relacdo aos

inteiros relativos foram alvo de seus estudos. “Limita-se a afirmar que a Unica dificuldade

se prenderia ao carater fixo do nimero, como se concebia entdo. Tal obstaculo
desapareceria, para Piaget, ao se entender que um namero simboliza uma acéo, ndo um
estado”. (GLAESER, 1985, p. 35, grifo do autor).

Nesse caso, Piaget concebe a ideia de aspecto dindmico do nUmero inteiro
negativo, todavia, outras caracteristicas Ihe escapam, como a questdo da ambiguidade dos
zeros. O zero absoluto foi algo que impediu uma compreensdo da ideia de origem. A
determinacdo de velocidade negativa, a construgdo de uma escala termométrica sem
valores para as temperaturas negativas sao exemplos da dificuldade encontrada por alguns
pesquisadores e matematicos, por ainda apresentarem lacunas de compreensao em relacao
aos nameros inteiros negativos.

Vejamos o exemplo da vida de Henri Brulard (STENDHAL, 1835), autobiografia
de Henri Beyle ou como mais conhecido, Stendhal (1783 — 1843). Uma das histérias
relatadas conta sua aventura na intencdo de compreender melhor as regras de sinais dos
numeros inteiros relativos. Ao indagar dois professores sobre os motivos de ‘menos’
vezes ‘menos’ resultar em ‘mais’, eles ndo lhe apresentaram respostas convincentes,
dizendo, por exemplo, “Euler e Lagrange, que aparentemente valiam tanto quanto o
senhor, admitiam-na muito bem”. (GLAESER, 1985, p. 45). Aparentemente, tanto
Stendhal quanto ambos os professores se esbarravam nos obstaculos 4 e 5, ambiguidade

dos dois zeros e estagnacdo no estagio das operacdes concretas. Dois exemplos:
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E, fazendo uma comparacao desajeita

R c P da, que o sotaque arrastado de Grenoble
S do Sr. Chabert tornava ainda mais desa

: i jeitada, suponhamos que as quantidades

Suponhamos que RP seja a linha que sepa- o . - eI . iy Mul
ra o positivo do negativo, tudo que esta | BERALIVES §80° a8 dlvidas ce umhomem, MUl
em cima € positivo, como negativo & tudo tiplicando~-se 10.000 francos de divida
que esta em baixo; tomando o quadrado B por 500 francos, como esse homem possul

tantas vezes guantas sao as unidades no I‘é, ou consefuiré obter, uma fortuna de
quadrado A, como posso fazer o quadrado 5.000.000 P

C mudar de lado ?

Figura 4- Exemplos de atividades apresentadas por Stendhal (1895)
Fonte: Glaeser (1985, p. 44)

Esses problemas podem se repetir nas salas de aula da atualidade muito mais
frequentemente do que imaginamos. Nao queremos dizer que os obstaculos observados
no decorrer da histdria sdo tal e qual replicados, mas algumas atividades, conduzidas por
algumas metodologias de ensino podem propiciar um ambiente em que certos aspectos
desses obstaculos podem ser observados, principalmente, quando se trata dos modelos
concretos e das metodologias mais tradicionais.

Os numeros inteiros negativos tiveram sua formalizacdo completa, a partir da
compreensdo das ideias de que foram construidos, inventados pelos matematicos para
resolver seus problemas, principalmente, das equacdes. Enguanto se procurava
explicacBes em seu cotidiano, os obstaculos descritos por Glaeser (1985) ndo foram
superados. Nesse sentido, quais serdo os efeitos na aprendizagem dos estudantes, se nossa
abordagem inicial estiver ‘ancorada’ apenas em situagcdes do cotidiano, como
temperatura, ideia monetéaria, altitudes, entre outros modelos mobilizados para se
introduzir as ideias dos inteiros relativos?

O desenvolvimento histérico pode nos ajudar a responder essas perguntas, pois
podemos evitar atividades, como dito anteriormente, facilitadoras da reprodugédo de
contextos propicios aos aspectos desses obstaculos. Pode-se construir atividades que
permitam, por parte dos estudantes, compreender melhor como se deu a histéria dos
inteiros relativos, as razdes de ser estudadas naquele momento de sua vida académica,
entre outros aspectos que discutiremos no decorrer da pesquisa.

Alguns matematicos mobilizaram as regras de sinais como acéo transitoria para
obter resultados tidos como verdadeiros em seus trabalhos. Vejamos o exemplo de Simon
Stevin (1634).
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Explicacao do quesito.

E preciso demonstrar 8§ -5
pelo dito dado, que + mul -
plicado por +,faz +, v
que - por -, faz +, e que -56 35
+ por -, ou - por +, faz - T

P - - P 72 =45

=0

Demonstragao. 0 mul
tiplicador 9 - 7 vale 2;
mas multiplicando 2 por 3, o produtoe 6,
logo, o produto ao lado acima, tambeém 6,
é o verdadeiro produto; mas o mesmo € ob
tido por multiplicacdo, 12 onde dissemos
que + multiplicado por +, da produto +,
e - por — da produto +, € + por -, ou -
por +, da produto -, portanto o teorema
é verdadeiro.

Figura 5- Demonstracdo de Simon Stevin (1634) para a regra de sinais
Fonte: Glaeser (1985, p. 44)

Essa demonstracao, realizada por Stevin, ndo pode ser generalizada, apenas uma

constatacdo dada por exemplos numéricos. Porém, a partir dai, outros matematicos
comecgaram a usar os ‘falsos numeros’ para obter solugdes verdadeiras, nimeros
positivos. Realizando um comparativo com os dias atuais, se 0s estudantes mobilizam as
regras sem compreendé-las, sem entender as justificativas, apenas pelo motivo de seus
professores terem os ensinado, os objetivos sdo diferentes, mas o contexto criado nessas
salas de aula é bem similar ao vivido por esses matematicos. Temos um agravante, a
depender das atividades introdutorias, os estudantes podem ter grandes dificuldades em
construir a ideia de nimero inteiro negativo, tendo a compreensdo de um conjunto de
procedimento para resolver seus problemas.

Glaeser (1985, p. 50) afirma que “a pratica ‘clandestina’ do calculo dos nimeros
relativos antecedeu em 1600 anos sua compreensdo. Eis uma licdo que a didatica da
Matematica jamais deveria esquecer!”. Nesse sentido, a licdo estd no fato de usarmos
regras e procedimentos sem a preocupacdo de mostrar os motivos de sua validade: em
termos da TAD, apresentar o discurso tecnoldgico-tedrico das tarefas matematicas. Em
muitas propostas, como analisamos em nossa dissertacdo (GONCALVES, 2016), esse
discurso ndo esta presente ou esse discurso ndo é de cunho matematico, e sim, de criaces
didaticas derivadas das situacGes cotidianas.

Alguns estudantes nao escrevem o sinal de menos ao resolverem as operacdes com
inteiros relativos. Na historia, os matematicos que procederam dessa forma, manifestaram
o que Glaeser (1985) chamou de “sintoma de evitagdo”. Atualmente, nas salas de aula,

quais seriam 0s motivos para esse fato? Como ja mencionado, ndo queremos classificar
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as dificuldades dos estudantes em obstaculos epistemoldgicos ou didaticos, mas pensar
em possibilidades de como o estudo do desenvolvimento histérico dos inteiros relativos
pode auxiliar na construcdo de uma proposta de ensino com atividades que ndo gerem
mais dificuldades, aléem daquelas ja proprias desses numeros e desnecessarias a
aprendizagem dos estudantes.

Nessa perspectiva, quando um estudante ndo ‘coloca’ o sinal de menos’, uma das
justificativas, claramente, ndo tem relagcdo com o “sintoma de evitagdo”, porém, pode ser
atribuida a ndo construcao da ideia de nimero inteiro negativo. Cito um exemplo ocorrido
comigo. Ao iniciar a antiga 72 série (8° ano atual), indaguei minha nova professora de
matematica se 0s nimeros com sinais deveriam ser usados nesse nOVO ano ou era um
contedo apenas da 62 série (7° ano). Eu tinha realizado todos os procedimentos,
algoritmos, estudado as ideias dos inteiros sem o zero, sé 0s positivos, 0s inteiros
negativos, mas, eu ndo tinha o conceito de ndmero inteiro negativo bem definido. O
estudo do desenvolvimento histérico, por parte dos professores, pode auxiliar em
situacbes como essa que relato. Agora, 0 estudo desse desenvolvimento, por parte dos
estudantes, pode auxiliar em outros aspectos, inclusive de contextualizacdo para a parte
introdutéria. Ndo adentraremos nessa seara, pois ndo € um dos nossos objetivos.

O “sintoma de evitagdo” pode ser observado nos estudos de outros matematicos,
por exemplo, Fermat (1891), “fez com que seu amigo Jacques de Billy (Fermat 1891)
redigisse conselhos sobre o comportamento a adotar diante de uma raiz falsa em uma
equacao diofantina. Ele prop6s um método para obter dela, em alguns casos, uma solugéo
aceitavel” (GLAESER, 1985, p. 54 — 55, grifo do autor).

O exemplo de René Descartes (1596 - 1650) também é muito interessante, pois é
atribuida a ele a cria¢ao do sistema de coordenadas cartesianas. “Na verdade, ele jamais
utilizou um eixo sobre o qual a abscissa de um ponto varia de — « a + . Simplesmente
ele considerou separadamente duas semirretas opostas, sabendo que as linhas negativas
devem se dirigir em sentido oposto ao das linhas positivas”. (GLAESER, 1985, p. 56).

Glaeser (1985) nos apresenta outros célebres matematicos da historia que se
embaracaram com um ou mais obstaculos epistemologicos. Poderiamos citar: Jacques
Ozanan (1691) e sua incompreensado dos inteiros ao menciona-los como nimeros e como
raiz falsa de uma equacdo; Colin MacLaurin (1742), confundido e preso aos obstaculos,
dificuldade em unificar a reta e ambiguidade dos dois zeros; Euller (1770), também
enlacado ao obstaculo de unificacdo da reta; Gabriel Cramer, contemporéneo de Euller e
suas dificuldades e incoeréncias de linguagem; D’ Alembert (1717 —1783) e Carnot (1753
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— 1823) “que nao hesitaram em ostentar sua incompreensdo sem a menor inibi¢ao”
(GLAESER, 1985, p. 72, 73); “Os problemas com a reta numérica, significagoes do zero”
(GLAESER, 1985, p. 89); As unidades e os numeros Pierre-Simon de Laplace (1749 —
1827), Duhamel (1866), Augustin Cauchy (1789 — 1857), confusdo entre as ideias dos
sinais de ‘+’ e de ‘—’, operatorios e predicativos, entre outros autores.

Nosso objetivo néo era de esgotar ou de ampliar os estudos de Glaeser (1985) e,
sim, apresentar algumas reflexfes para a importancia do desenvolvimento histérico dos
inteiros relativos. Como ultimo exemplo, para ‘fecharmos’ esta escrita, citamos 0s
problemas com os significados dos sinais de ‘+’ e de ‘—’, muito caro a aprendizagem dos
estudantes: interpretar se o significado é de oposto, de operacdo ou que representa uma
quantidade negativa pode gerar muitas dificuldades de aprendizagem. Como a razéo de
ser dos inteiros relativos é dada em um contexto algébrico, como observado em seu
desenvolvimento histdrico, buscamos pesquisas que apresentassem uma introducdo dos

nameros inteiros relativos também em contextos algébricos.
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R32: ESTUDAR PROPOSTAS DE ENSINO E GENESES ESCOLARES PARA OS
INTEIROS RELATIVOS

Na busca por problematizar o ensino dos inteiros relativos, realizamos estudos de
algumas pesquisas, (CID, 2002; CID; BOLEA, 2010; CHEVALLARD, 2013; CID, 2015,
GONCALVES, 2016; GONCALVES; BITTAR, 2017), que apontaram para a faléncia do
modelo vigente em nossas escolas. Nesse sentido, pretendemos promover uma discussao
acerca das principais ‘fragilidades’ desse Modelo Dominante, apontando uma forma
alternativa de abordar esse tema. Ressaltamos que ndo queremos propor uma nova forma
de ensino, propor algo que rompa totalmente com o que é feito, mas sim, propor um tipo
de abordagem ‘mista’. E, assim, por meio da discussdo dessa proposta alternativa (de
ensino via contextos internos a matematica), refletir sobre o Modelo Dominante e
resultados de pesquisas.

Um fazer pedagdgico cristalizado associado as jornadas excessivas de trabalho
podem favorecer a criagdo de “habitos” em que as praticas nao sdo mais questionadas.
Tais processos, por estarem contidos nos Modelos Dominantes vigentes, ‘parecem’ livres
de qualquer avaliacdo. Nesse sentido, propusemos, neste trabalho de tese, levantar
questionamentos e reflexdes que pudessem movimentar e instigar os professores a
perceberem alguns aspectos do Modelo em que estéo inseridos, aspectos que auxiliem na
emancipacao desse Modelo e para construirmos uma proposta de ensino para os inteiros
relativos.

Para a continuacdo da escrita, descrevemos nossas acGes por meio de um

Diagrama de Acdes (neste link ha explicacdes mais detalhadas sobre o Diagrama), que

juntamente com o0 mapa de questdes e respostas, nos auxiliou na apresentacdo do Modelo

Epistemolodgico de Referéncia e da proposta de ensino alternativa construida junto com o

grupo de estudos. O inicio de cada ago serd identificado por “Xn” e o final por “Xn —

Fim”. Apresentamos o contexto concreto/cotidiano (C).
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C1 - Onde encontramos os inteiros negativos?

Nesta acdo, buscamos algumas pesquisas que nos permitissem determinar
aspectos do Modelo Dominante dos inteiros relativos. Assim, o0 Modelo Dominante de
ensino descrito por Cid (2015)% e, parcialmente, por Gongalves (2016), esta pautado na
mobilizacdo de modelos do cotidiano em geral, que auxiliam no seu ensino,
consequentemente, sdo 0s contextos do ensino atual onde encontramos 0s inteiros
relativos. Esse suposto auxilio pode ser justificado pelo fato de que € comum os
professores do ensino médio, por exemplo, ‘reclamarem’ que os seus estudantes erram
com maior frequéncia quando o sinal de menos esté presente nos problemas propostos.
Outra situagdo ¢ o ‘abandono’ das solugdes negativas das equacgdes: 0s estudantes
“geralmente s6 levam em consideracdo o dominio positivo das varidveis e tendem a
identificar o termo ‘niimero’ como ‘nimero positivo’, € mesmo com ‘nimero natural’”’.
(CID, 2015, p. 1, grifo do autor, traducdo nossa). Além disso, para ‘solucionar’ as
dificuldades de aprendizagem, alguns autores tendem a concentrar-se “na busca de um
bom modelo introdutério concreto dos numeros negativos, [...] [para em seguida
construir] um novo modelo concreto, ou uma nova versdo de um ja conhecido, garantindo
que seu uso resolva essas dificuldades”. (CID, 2015, p. 1, 2, traducao nossa).

Os autores que mobilizaram esses modelos concretos afirmam que eles sdo
“capazes de estimular o interesse ¢ a atividade do aluno, pois s3o familiares e,
aparentemente, possuem um grau de abstra¢do adequado a sua idade”. (CID, 2015, p.2,
traducdo nossa). Assim, uma suposta familiaridade com esses modelos, por parte dos
estudantes, ¢ a garantia que eles poderdo “entender e aceitar suas regras de operagdo e,
posteriormente, por analogia, estendé-las ao campo de nimeros positivos e negativos.
Assim, [...] permite [...] dar sentido aos nimeros negativos e suas regras de calculoe, [...]
serve como apoio a reconstrucao dessas regras”. (CID, 2015, p. 2, tradugd@o nossa).

Outro fator a ser considerado trata do conceito de obstaculo epistemolégico. O
estudo mais aprofundado dos conceitos a serem ensinados pode propiciar um maior
entendimento se 0s erros mais cometidos estdo ou néo, ligados a uma determinada

concepcdo conhecida. Cid (2015, p. 15, tradug@o nossa) afirma que “se a concepgao nao

36 para retornar a pagina 89, Rs: Identificar e descrever Modelo Dominante ..., clique aqui.

Para retornar a pagina 161, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.

Para retornar a pagina 165, R%: Desenho do Modelo Epistemoldgico de Referéncia ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 204, RZ,: Desenho da proposta de ensino para Z, clique aqui.
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é um obstaculo®, o trabalho do professor deve se concentrar em apresentar situacdes de
ensino que favorecam sua evolucdo, enquanto, se for, serd necessario atacar essa
concepgdo até que o aluno a rejeite”.

Goncalves (2016) mostra que as propostas presentes em um livro didatico
favorecem a aparicdo de possiveis equivocos nas aprendizagens, fato que nos permite
inferir que essas dificuldades s@o provenientes das escolhas didaticas do professor, ou
seja, dificuldades de aprendizagem de cunho didatico. Um exemplo € quando se mobiliza
as ideias do sistema monetario para que os alunos identifiguem quantidades positivas e
negativas, bem como para as adi¢des algébricas, as multiplicacdes e as divisdes. Quando
adicionamos duas quantidades positivas, o resultado é positivo, porém, quando
multiplicamos duas quantidades negativas, pensando no sistema monetério, a
interpretacdo se daria no contexto que a multiplicacdo de duas dividas gera um valor
positivo.

Inferimos que, diferente de outras definicdes e pelo fato de um obstaculo ser um
conhecimento ao inveés da sua falta, a motivagdo do abandono desse conhecimento antigo
—que auxiliou na resolucdo de muitas tarefas até 0 momento da aprendizagem desse novo
aspecto do conceito ou, simplesmente, de um outro conhecimento — deve ser guiada por
resolucgdes de situacbes em que o aluno ndo pode resolvé-las mobilizando-o, ou seja,
situacdes em que esse conhecimento ‘antigo’ sera inteiramente ineficaz.

Sendo assim, os procedimentos, habituais nas praticas de ensino — que grande
parte delas tivemos acesso por meio das leituras e da escrita da nossa dissertacdo —, devem
ser ‘renovadas’ no sentido de que se construa novas proposi¢oes de ensino, que vao além
da modificacdo de aspectos tidos como superficiais, nas quais o conhecimento aprendido
é bem-sucedido.

Por outro lado, Brousseau (1989, p. 2, tradu¢do nossa) propde que nos atentemos

|38’ 4

ao chamado ‘salto informacional®®’, isto ¢, “modifica¢des bruscas das variaveis didaticas

37 Brousseau (1989) define obstaculo por meio de cinco condiges: i) Um obstaculo sera um conhecimento,
uma concepcao, ndo uma dificuldade ou falta de conhecimento; ii) Esse conhecimento produz respostas
adaptadas em um determinado contexto, frequentemente encontradas; iii) Mas gera respostas falsas fora
deste contexto. Uma resposta correta e universal requer um ponto de vista significativamente diferente; iv)
Além disso, esse conhecimento resiste as contradi¢des que enfrenta e ao estabelecimento de um melhor
conhecimento. N&o basta ter um melhor conhecimento para que o anterior desapareca (o que distingue a
passagem de obstaculos da acomodacdo de Piaget). Portanto, é essencial identifica-lo e incorporar sua
rejeicdo no novo conhecimento; v) Depois de tomar consciéncia de sua imprecisao, continua aparecendo
prematuramente e obstinado. (BROUSSEAU, 1989, p. 2, tradu¢do nossa).

3 Uma mudanca significativa nos valores assumidos por certas variaveis, é chamada salto informacional,
e pode levar a uma mudanga qualitativa nas estratégias pertinentes para resolver o problema. A
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que implicam uma modificacdo qualitativa do conhecimento necessario para se adaptar a
nova situagao”.
No quadro, apresentamos um resumo com os principais elementos do Modelo

Dominante.

Quadro 4- Principais elementos do Modelo Dominante

Estimulam interesse, proporcionam familiaridade,
propostos para resolver as dificuldades de ensino,
construcdo dada para contemplar os conhecimentos
prévios dos estudantes.

Modelos introdutérios

Presenca do sinal de menos, abandono de solucdes
Dificuldades de aprendizagem negativas, identificagdo apenas de numeros como
positivos ou naturais, ideia de medida.

Analogias, aceitagdo das regras e resolucdo das
dificuldades de aprendizagem.

Deslocamento e Neutralizagédo: baralhos, saldo de gols,
temperaturas, sistema monetario, altitudes, entre outros.
Bons para o trabalho introdutério e o trabalho com as
operacbes de adicdo e subtracdo. Acarretam mais
dificuldades para as operages de multiplicacdo e
divisdo, bem como para os estudos de ordem.

Criagdes Didaticas

Modelos concretos

Fonte: Elaborado pelo autor

Discorremos até aqui sobre alguns elementos importantes da resposta Rz,
consequentemente, do Modelo Dominante dos inteiros relativos. Assim, para além desse
estudo, discutimos, aprofundamos e refletimos sobre outros dos seus aspectos

fundamentais, gerando assim, um novo questionamento, a questdo Qa, marcando nosso

retorno ao ramo do mapa de questdes e respostas do grupo de estudos. C1 — Fim®.

determinacdo dessas varidveis e o “valor” do salto a ser efetuado para potencializar a aprendizagem séo
pontos marcantes na construcao das situacGes. Uma primeira escolha da(s) variavel(eis) e os valores a serem
assumidos por elas pode servir a devolucdo do problema e ao encaminhamento de uma estratégia béasica.
Novas escolhas se fardo necessarias (tanto de valores das mesmas variaveis ja em jogo como de outras
varidveis) para o desenvolvimento da situacdo adidatica pretendida. (ALMOLOUD, 1989, p. 36 — 37).

39 Para ir a C; — Inicio, cligue aqui.

Para retornar a pagina 97, Qs: Por que ensinar Z? Clique aqui.
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Q4: COMO ENSINAR OS INTEIROS RELATIVOS CONSIDERANDO O QUE
DIZEM AS PESQUISAS?

Para a elaborar a resposta a questdo Qa, alem dos estudos e das analises de
questBes historicas e epistemologicas, investigamos algumas propostas de ensino com
objetivo de organizar pensamentos sobre a elabora¢do de uma proposta alternativa as
propostas vigentes dos nimeros inteiros relativos.

Dentre outros textos, mobilizamos a tese de Eva Cid Castro que trata dos
‘Obstaculos epistemoldgicos en la ensefianza de los nimeros negativos’. (CID, 2015).
Nosso foco em tal pesquisa se deu por nela encontrarmos uma proposta estruturada em
contextos algébricos, alternativo as dificuldades dada pelo ensino via modelos concretos,
encontradas em seu Modelo Dominante. Nesse sentido, a busca por elementos que nos
auxiliassem a comparacdo de ambas as abordagens, via modelos concretos e via modelo
algébrico, foi o foco para construirmos elementos de respostas a Qa, descrito por meio da

resposta Ra.

R4: COMPARAR O ENSINO DOS INTEIROS RELATIVOS POR MEIO DOS
MODELOS CONCRETOS COM O ENSINO POR MEIO DO MODELO
ALGEBRICO

Iniciamos a construgdo da Resposta R4, descrevendo algumas ideias importantes
sobre a pesquisa ‘Obstaculos epistemologicos en la ensefianza de los nimeros negativos’.
(CID, 2015)*, Este estudo trata de um problema de ensino dado pela dificuldade que os
professores encontram no ensino dos numeros inteiros negativos, buscando usa-los
corretamente tantos nos céalculos matematicos quanto em outras atividades e raciocinios.
Ha um trabalho inicial de revisdo bibliografica que busca algumas contribuicdes desse
tema, na tentativa de determinar e categorizar os erros e dificuldades dos estudantes, bem
como da apresentacdo de novas propostas de ensino.

Segundo a pesquisadora, as propostas apresentadas tém por objetivo uma procura
por ‘bons modelos concretos’, introdutdrios aos estudos dos niimeros negativos. Ela
também encontrou propostas em que seus autores buscaram retratar a historia dos
numeros negativos, passando pelo seu surgimento ao longo dos séculos, concepgdes que
dificultaram sua aceitacdo pelos matematicos e a existéncia, identificacdo de obstaculos

epistemoldgicos ao longo do tempo e no atual ensino.

40 para retornar a pagina 135, Rio2: Metodologia e Procedimentos da pesquisa, cligue aqui.
Para retornar a pagina 136, Ri02: Metodologia e Procedimentos da pesquisa, ..., clique aqui.
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O seu movimento de pesquisa buscou construir um problema didatico em torno
das consideragdes sobre a existéncia dos obstaculos epistemoldgicos, bem como as
formas que influenciaram os processos de ensino. Mobilizou-se como referencial teérico
a Teoria das Situacdes Didaticas (TSD) (BROUSSEAU, 1999), como tentativa de se
construir uma génese escolar do nimero negativo que pudesse tratar e evitar o surgimento
dos obstéculos didaticos, na busca por permitir que os estudantes construissem uma
concepgdo inicial de nimero negativo. Essa pesquisadora também analisou 0s processos
transpositivos dos inteiros relativos, desde o0s obstaculos epistemologicos, até a
construcdo de outros possiveis obstaculos didaticos. Cid (2015) concluiu que as propostas
a partir de modelos concretos, embasados no campo da aritmética ndo possibilitariam a
superacao dos obstaculos epistemoldgicos; em muitos casos, os enfatizariam, inclusive
contribuindo com a criacdo de obstaculos didaticos. Por fim, ela desenhou uma génese
escolar do nimero negativo em resposta ao problema didatico/de investigacdo construido,
a partir do trabalho da passagem da aritmética para a algebra.

Para a continuacdo da escrita, descrevemos nossas acGes por meio de um

Diagrama de Acoes (neste link ha explicacdes mais detalhadas sobre o Diagrama), que

juntamente com o0 mapa de questdes e respostas, nos auxiliou na apresentacdo do Modelo

Epistemoldgico de Referéncia e da proposta de ensino alternativa construida junto com o

grupo de estudos. O inicio de cada a¢do serd identificado por “Xn” e o fim “Xn - Fim”.

Apresentamos o contexto matematico/algébrico (M).

M1 s .

7 Algébrica OLJ N
I Outras Situagtes I
\_Matematicas? /"'

Mz'

T \Ollfrnq S /

Modelizagao com os negativos

Caracteristicas da Situagao Fundamental:

L Tarefa: Algebra como ; Epistemologia da ; -
Al ebrlca—__.. i Justificativas instrumento de  ————s{Algebra introduzidas — i . p Valores, Qbjetos Algebricos,
9 Determinar a P i Construgéo da | Objetos Aritméticos, Técnicas e

Situagao Construir, Simplificar ﬂ . Etapas |, Il e IV
i Fundamental Comparar Expressbes , Quals ™ Problemas:
: Encontrar Diferencas Algébncas | Etap .as." —— Artiméticos aditivos,
Multiplicar Diretos e

Parameirizados

Razao de Ser| 4 Escalar de Z o
b ' Mia s e Institucionalizagdo
M1 \\_. algebnca funcional I__I Mia m ‘-/ ¢

Etapa Il
Problemas
Geométricos aritmetizados,
Aditive-multiplicative
Direto e Parametrizado

M1 1- Determinar a Raz&o de ser:

Segundo Cid (2015) #!, a razdo de ser dos inteiros relativos é dada em contextos
semelhantes aos encontrados no ensino brasileiro, estando mais voltada para uma espécie
de “contextualizagdo numérica, uma fragmentagdo da sequéncia das operacdes, sendo

assim, desnecessario um simbolismo mais formal, bem como representagdes e algoritmos

41 para retornar a pagina 158, Diagrama de Acdes: ..., clique aqui.
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das técnicas estudadas”. (CID, 2015, p. 267, tradugdo nossa). Cid (2015) propde, entdo,
que a algebra ¢ o campo ideal para se introduzir os nimeros negativos, pois “a razao de
ser inicial dos nimeros negativos é dada pelas necessidades de célculo algébrico e pela
solucdo das equacdes. Este € 0 primeiro objeto matematico escolar que surge na educagéo
béasica por razdes internas a matematica. (CID, 2015, p. 256).

Organizando um comparativo entre o cenario aritmético, modelo atual de ensino,
e o contexto algébrico proposto por Cid (2015), os sinais de ‘+’ e de ‘—’, aritmeticamente
podem ser considerados sinais operatorios binarios que representam as operacoes
aritméticas de adicdo e subtracdo. J& para o contexto algébrico, aléem desta interpretacao,
eles podem ser analisados pelo significado operatdrio unitéario (usado para se determinar
o0 simétrico de um numero inteiro relativo) e pelo significado predicativo (usado para se
determinar se um numero inteiro relativo é positivo ou negativo). H4 também mudancas
para o significado do sinal de ‘=" e dos parénteses, por exemplo, ‘— 1 + 2’ representa uma
adigdo ¢ ‘(— 1) (+ 2)’ representa um produto. ‘[2x + 2 = 2(x + 1)]’, igualdade entre
expressdes algébricas ‘4 + 3 = 7°, interpretacdo do contexto aritmético, indicativo do
resultado de uma operacdo. A subtracdo aritmética também ganha destaque nessa
comparacgdo, pois no contexto algébrico ela pode indicar o que deve ser adicionado ao
subtraendo para coincidir com o minuendo, por exemplo, para a subtragdo ‘—~3—-5=-8’,
interpreta-se ‘— 5 + X = — 3’, sendo x positivo, pois ‘— 3” > ‘- 5’. Ou para a subtracéo
‘~5-3=-28, interpreta-se ‘— 3 + X =—5’, sendo x negativo, pois ‘-5’ < ‘-3’.

Cid (2015) justifica a introducdo dos estudos simultaneos dos inteiros relativos e
da algebra citando algumas ‘vantagens’ dessa nova abordagem de ensino: “maior precisao
na escrita, o célculo algébrico [proporcionando] economia de tempo e outras formas mais
simples de executar as tarefas, as técnicas de calculo algébrico [exigindo] reflexdes e

tomadas de decisdes que dependem da sua funcionalidade” (CID, 2015, p. 257, tradugdo

nossa). M1.1 — Fim.

M 1.2 — Algebra como instrumento de modelizacao algébrica-funcional:

Nesta acdo, buscamos descrever o que Cid (2015) denominou de passagem da
aritmética generalizada para uma modelizacéo algébrica-funcional. A justificativa trazida
por Cid (2015, p. 258, traducéo nossa) elencou, primeiramente, os objetivos da algebra
escolar, “visando ultrapassar a visdo de um ensino da aritmética generalizada”, cujo
objetivos relatados por Cid (2015, p. 259, grifo do autor, tradugdo nossa) foram:

“encontrar solu¢des numéricas de problemas aritméticos, construir modelos algébricos
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(generalidade), trabalho com letras representando incognitas, variaveis, parametros ou
nimeros generalizados”. J& para essa nova abordagem de ensino dos niimeros inteiros
relativos, a pesquisadora elenca a algebra como ferramenta funcional, visando atividades
de modelagem matematica ou de instrumento genérico de modelagem de todas as
Mmatematicas escolares, também por meio da mobilizagdo de “Programas de Célculos
Aritméticos (PCA*?)” (CID, 2015, p. 259, traducio nossa), contexto desenvolvido por
Chevallard (2005).

Dessa forma, no decorrer do ensino nessa nova abordagem, considerada como
uma primeira etapa dessa proposta, evolui-se de um PCA retérico® para a escrita de
expressdes algébricas, caracterizando a constituicdo da primeira organizacdo matematica
(My): “problemas resolvidos por meio de técnicas de escrita e simplificagdo de expressoes
algébricas de uma unica variavel desconhecida ou parametro e cujos dados e solucdes
nem sempre sdo numeros, podem ser relagdes, justificativas etc.”. (CID, 2005, p. 260,
tradugdo nossa). A segunda etapa “surge quando sdo levantadas questdes que relacionam
dois PCA que contém uma ou duas varidveis e cuja resposta deve ser dada em termos de
relacionamento entre as variaveis desses PCA”. (CID, 2015, p. 260, tradu¢ao nossa).
Essas relacGes se ddo em termos de igualdades constituindo uma segunda organizacao

matematica (M>).

Isso nos apresenta uma nova organiza¢do matematica, M2, que é uma
extensdo do M1, caracterizada por problemas resolvidos através de uma
igualdade entre os programas de céalculo, o que leva a um novo
significado do sinal = como um indicador de equivaléncia condicionada
e desenvolvimento de técnicas equacionais como cancelamento. (CID,
2015, p. 260, tradugdo nossa).

A terceira etapa é dada novamente por uma ampliagdo, nesse caso, amplia-se M>
incorporando atividades que tratam da modificacdo de duas ou mais varidveis e como isso
ird refletir nas alteracbes nos PCA mobilizados. Sendo assim, M3, que contém M2, trata
de problemas que podem ser resolvidos por formulas algébricas, sem que se limite a

quantidade de variaveis e a diferenciacdo de incégnitas e de parametros. Além disso,

42 Em resumo, esses PCA consistem em resolver um problema por meio de uma série de operagdes
aritméticas realizadas a partir dos dados iniciais. O bloco do saber é dado por meio de discursos verbais
que irdo construir e justificar as operagdes realizadas para o calculo da incégnita.

43 Exemplo: “P0: Gabriel pensa em um numero, adiciona 25 a ele, divide o resultado por 2, subtrai 8 e
multiplica tudo por 3. Se ele finalmente obtiver 21, que nimero Gabriel achou? “Se no final ele conseguiu
21, antes de multiplicar por 3 ele tinha 7, antes de subtrair 8 ele tinha 15, antes de dividir por 2 ele tinha 30
e antes de somar 25 ele tinha 5. Entdo Gabriel pensou no nimero 5” (RUIZ, BOSCH, GASCON, 2010, p.
545, tradugdo nossa).
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“incorpora técnicas algébricas para estudar como depende cada variavel das restantes”.
(CID, 2015, p. 260, traducdo nossa).

Dessa forma, percebemos que a intencdo dessa autora é que a partir dos estudos
das Organizacbes Matematicas M2 e M3, desenvolva-se niveis de modelagem algébrica
funcional, definindo novas questBes praxeoldgicas para essas organizacdes matematicas,
ou seja, “reinterpretando as formulas e equagdes como modelos funcionais analisados em

termos de crescimento, de diminui¢do, de continuidade, de derivabilidade” (CID, 2015,

p. 260, traducdo nossa). M1.2 — Fim.

M 1.3 - Caracteristicas da Algebra introduzidas com os inteiros negativos:

Cid (2015)* afirma que no contexto criado por ela, a algebra é compreendida
como uma ‘ferramenta’ de modelagem algébrica-funcional, sendo ambiente propicio para

o estudo dos inteiros relativos. Dessa forma, as seguintes caracteristicas sdo apresentadas:

-mostra a razdo de ser dos nimeros positivos e negativos;

-0 ponto de partida sdo os problemas aritméticos, que permitem
relacionar a estrutura de termos da adicéo e de termos da subtragdo com
a estrutura das operagdes aritméticas ja conhecidas pelos alunos, e
-apresenta uma algebra que ndo se reduz a uma aritmética generalizada,
gue se manifesta na ruptura epistemolégica que envolve a passagem da
aritmética para a algebra. (CID, 2015. p. 260 - 261, tradugdo nossa)*,

Cid (2015) afirma que tanto o ensino pautado nas ideias de aritmética generalizada
quanto o da modelagem algébrico-funcional se baseiam na resolucdo de problemas
aritméticos via expressdes algébricas, o que os difere sdo os objetivos das propostas de
ensino. A proposta algébrico-funcional tem por finalidade mobilizar as expressoes
algébricas como modelos que descrevem os enunciados do problema como sistemas do
qual queremos obter certas informagdes, o que difere da outra proposta, que tem por
objetivo encontrar as solugdes dos problemas.

A proposta de Cid (2015) também tem por objetivo encontrar as solucdes, mas
ndo somente, tem-se um campo rico para discussdes e debates acerca das informacoes e
detalhamentos que podem ser explorados do enunciado dos problemas que foram

modelados pelas expressdes algébricas.

Nesse contexto, a expressdo algébrica cumpre a funcéo de conservar a
memoria dos dados e calculos, mostrando a estrutura do problema e
construindo programas de calculo (BOLEA, 2003). Além disso, a partir
do momento em que a expressdo algébrica indica as operacfes a serem
executadas nos dados, ela deve ser entendida como um modelo

44 Para retornar a pagina 158, Diagrama de Acdes: ..., clique aqui.
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algébrico de um programa de célculo aritmético. Isso tem como
consequéncia que, enquanto na aritmética a atividade matemaética
consiste em fazer célculos, em &lgebra, os programas de calculo se
tornam um objeto de estudo, e os meios para estuda-los é o célculo
algébrico. (CID, 2015, p. 261, tradugdo nossa)*V.

De acordo com Cid (2015, p. 262, tradugdo nossa), o estudo dos inteiros negativos
tem por objeto “o interesse inicial no desenvolvimento de técnicas de calculo entre
numeros com determinacdo, e ndao no desenvolvimento de técnicas de resolucdo de
equacOes, que forcardo a introduzir alguma modificacdo na modelagem algébrica-
funcional”. Para uma proposta de ensino que se insira nesse novo cenario, os conceitos
algébricos tém sua ordem de apresentacéo e de ensino alterados. No entanto, um impasse
¢ criado, pois obviamente algumas ferramentas algébricas necessitam de conceitos dos
inteiros relativos que ainda nao foram trabalhados. Cenério apropriado para que 0 seu
ensino acontega simultaneamente aos da algebra escolar.

Diante desse cenario, alguns questionamentos se apresentaram fortemente, pois as
condicdes e restricdes do ensino na Rede Municipal de Ensino de Campo Grande/MS,

captadas em sua maioria no grupo de estudos, sao diferentes das que Cid (2015) construiu

sua génese para os inteiros relativos. Assim, o que é possivel de ser realizado com essa
nova proposta? Qual a nova ordem de ensino dessas ferramentas? O que isso nos ajuda
em relacdo a aprendizagem dos estudantes? Essa forma de ensino é independente das
relacBes institucionais? Ou do cenario educacional? Ou do nivel de escolarizacdo dos
estudantes? Essas questdes permearam a construcdo da proposta de ensino preocupada

com as demandas institucionais e dos niveis mais elevados de codeterminacéao,

principalmente os da Pedagogia e da Escola.

A aparic¢do dos objetos dos inteiros relativos e dos objetos algébricos, “as técnicas
de resolucdo de equacBes ndo podem ser iniciadas imediatamente, sendo necessario
limitar-se inicialmente as técnicas de simplificar expressdes algébricas” (CID, 2015, p.
262, traducdo nossa), haja vista a necessidade de se enfatizar o significado da ideia de
diferenca como resultado de uma comparac¢do, em detrimento do significado de retirar,
que deve ser entendido como a agdo de subtrair, importante para o trabalho com a
diferenca entre nimeros com sinais, sendo primordial desde o principio o ensino da
comparacao entre os programas de célculo. (CID, 2015).

Outros objetos que devem sofrer alteracbes em sua ordem de ensino sdo as
técnicas para a resolugdo das equacdes e inequacdes, que aparecerdo bem mais cedo que

nas propostas do Modelo Dominante. Esses objetos sdo entendidos como ferramentas
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algébricos-funcionais e terdo suas aparigcdes a partir dos contextos das organiza¢des M2
(problemas resolvidos através de uma igualdade entre os programas de célculo) e M3
(problemas que podem resolvidos por formulas algébricas, sem que se limite a quantidade

de variaveis, bem como sem a diferenciacao de incognitas e de parametros). M1.3 — Fim.

M 1.4 — Epistemologia da construcéo da génese escolar dos inteiros relativos:

Nesta acdo, estudamos alguns aspectos da génese escolar construidas por Cid
(2015)*°, buscando elementos e aspectos que pudessem ser debatidos com os professores,
bem como compor a proposta de ensino alternativa as vigentes no Modelo Dominante.
Nessa génese, as expressOes algébricas serdo trabalhadas, num primeiro momento,
somente com aquelas que envolvam as opera¢des de adi¢do e subtracdo, ainda pela falta
da aprendizagem de algumas técnicas com 0s nimeros inteiros negativos, bem como a
mobilizacdo de expressdes de grau superior a um. Nesses estudos, ndo se considera
“inicialmente a simetrizacdo aditiva de nimeros racionais positivos, porque o tratamento
de sinais em numeros racionais incorpora aspectos complexos que entendemos que
precisam ser trabalhados apos a consolidacao de Z”. (CID, 2015, p. 263, tradugao nossa).
Sendo assim, tem-se os estudos de uma algebra desenvolvida nos naturais, que passara
pela aprendizagem da simetrizacdo aditiva de N, que promovera uma passagem para uma
algebra em Z, porém os estudos e o desenvolvimento de uma algebra em Q sera
aprofundada em estagios superiores. (CID, 2015).

Assim, hd uma mudanca de postura em relacdo ao ensino dos inteiros relativos,
pois na maioria das outras propostas o foco estava na mobilizagdo de recursos concretos
e em situacdes do dia a dia. Nessas propostas, sdo identificados aspectos que reforcaram
alguns obstaculos epistemoldgicos e outros didaticos, propiciando o aparecimento de
erros de compreensdo e de novas dificuldades. Todavia a analise da génese descrita por
Cid (2015), nos indicou que as condic¢des e as restri¢des da nossa realidade educacional

exigem outros aspectos ndo abordados por Cid (2015). As adaptacdes construidas estdo

descritas na resposta R7,, bem como no decorrer das demais partes da tese. M 1.4 — Fim*.

45 Para retornar a pagina 158, Diagrama de Agdes: ..., clique aqui.
46 para ir a My s — Situacdo Fundamental: Valores, ... — Inicio, clique aqui.

Ressaltamos que, as a¢des do Diagrama estdo descritas no decorrer do relatério de tese, por isso, os links
direcionando para os demais locais.
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Qs: QUAL A IMPORTANCIA DE SE CONSTRUIR UM MODELO
EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA?

Com o objetivo de discutir com os professores do grupo de estudos um processo
de desnaturalizacdo dos modelos de ensino vigentes, debatemos com eles o fato de as
propostas de ensino vigentes serem fundamentadas por um Modelo Dominante e, em
nosso caso, o0 dos inteiros relativos. Nessas propostas, em sua grande maioria, as
justificativas as técnicas matematicas estdo implicitas, ou seja, nos processos de ensino e
de aprendizagem atuais, geralmente ndo ha necessidade de revelar o bloco tecnoldgico-
teérico. Como motivacdo, enviamos aos professores enquetes disparadoras das
discussbes que nos auxiliaram no desenvolvimento de um espirito investigativo desses
processos.

Descrevemos 0s sete encontros ocorridos, sendo que os dois ultimos ndo
ocorreram devido ao fechamento dos laboratorios de matematica. Antecipamos alguns

entendimentos por meio do quadro resumo dos temas debatidos.

Quadro 5- Resumo dos Encontros

Trabalho com o processo de desnaturalizacdo. Elementos da construgédo de Qs:
I Qual a importancia de se construir um MER? E de Rs: Identificar e descrever
Modelo Dominante, Paradigmas de ensino e crengas de aprendizagem.

T Analise de duas propostas de ensino e elementos de construcao de Qs: Por que
ensinar os inteiros relativos?

Estudos da Raz&o de ser dos inteiros relativos e elementos de construcéo de

" Q?Z Qual arazéo d_e ser_dos inteiros relativos? E Re: Rgzées_ de ser: cot_idiano,
jogos e entorno aritmético x contextos matematicos, aritmética generalizada e
entorno algébrico.

Estudos das dificuldades, erros, metodologias, jogos, artigos sobre inteiros
relativos e a BNCC. Elementos de construcdo de Qs: Quais as dificuldades, os
v erros mais comuns e as intervengGes mais utilizadas nos processos de ensino
e de aprendizagem de Z? E, Rs: Dificuldades e erros: sinais, reta numérica,
operacdes e comparacdes. intervencdes: jogos e procedimentos do cotidiano.

Palestra — questdes teoricas e processos de ensino: | - estudos historicos e
vV epistemoldgicos, com énfase nos inteiros relativos; Il - defini¢des, conceitos,
propriedades, um tratamento mais formal.

VI Andlise da terceira enquete e estudos de Jogos e atividades, por exemplo,
“Ideia geométrica” e “Mais positivo ¢ Mais negativo”.
Apresentacdo das propostas por parte dos professores — introducéo. Elementos
de construcdo de Qs: Que atividades, problemas e estratégias devem compor

VI uma introducdo de uma proposta ... relativos? E, Re1: atividades, problemas
e exercicios ... e algébricos. Rg,: Resposta coracéo do grupo de estudos. Fim
do grupo de estudos.

Fonte: Autor da pesquisa
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Rs: IDENTIFICAR E DESCREVER MODELO DOMINANTE, PARADIGMAS
DE ENSINO E CRENCAS DE APRENDIZAGEM

Apos a aprovagdo do meu projeto apresentado a Superintendéncia de Gestdo das
Politicas Educacionais (Suped), em 26 de marco de 2019 ocorreu o primeiro encontro
com a presenca de 12 professores. Como esses professores trabalhavam em turnos*’
divididos, essa primeira reunido foi dividida também em duas. E, por solicitacdo da
Semed esse encontro também coincidiu com o ofertado pela Geréncia do Ensino
Fundamental e Médio (Gefem) da Semed em que as questdes burocraticas foram tratadas
pelos professores/técnicos da Gefem e a parte tedrica por mim*®,

Para registrar o que ocorria nas reunides, utilizamos um diario de bordo e
gravacOes de video autorizadas pelos professores. Como toda a pesquisa seria apresentada
aos professores ao final dessa primeira formacao, e os participantes ndo haviam assinado
0 termo de consentimento, decidimos ndo gravar a primeira reunido, apenas anotar as
principais impressoes.

O objetivo tragcado foi discutir algumas experiéncias, dificuldades e expectativas
referentes aos processos de ensino e de aprendizagem, principalmente, para os inteiros
relativos. Abordei questbes elementares dos paradigmas de ensino, uma breve
apresentacdo das ideias de mapa de questdes e respostas, enfim, uma prévia do que pensei
para o grupo de estudos.

Dos 22 professores que participaram desse primeiro encontro, matutino e
vespertino, 16 se comprometeram em compor o grupo de estudos “Justificativas,
Argumentagdes e FundamentacGes Matematicas: O Caso dos Inteiros Relativos”, titulo
que constou no projeto apresentado para a Semed/Campo Grande-MS.

Para esse encontro, enviamos aos professores uma enquete inicial, mote dos
primeiros estudos: “Em poucas palavras, descreva como vocé ensina o contetido os

inteiros relativos; e, como vocé acredita que os alunos aprendem”. Apenas um professor

47 Os professores dos laboratorios eram lotados em suas unidades de ensino em periodo integral (40h) ou
meio periodo (20h). O funcionamento do laboratério se dava em todos os periodos de funcionamento da
escola. Assim, em algumas escolas havia trés professores lotados, por terem trés periodos de
funcionamento.

48 A partir dessa parte, o uso da primeira pessoa se refere as minhas consideragdes e da professora Marilena
(orientadora), pois a terceira pessoa serd mobilizada para as consideragdes que emergirem do grupo de
estudos.
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respondeu a enquete. Por receio de constrangé-los e consequentemente que

abandonassem o grupo, ndo os inquiri sobre os motivos de ndo enviarem suas respostas:

Respondendo as suas questdes: Como estou no Laboratorio de
Matematica da escola ‘X’ s6 trabalho com as turmas de Educacgdo
Infantil (pré) ao 5° ano. N&o exploramos o trabalho com os inteiros
relativos. De modo geral, o trabalho que desenvolvo explora,
principalmente, os numeros naturais e, em alguns momentos, 0s
nimeros racionais (foco nas fracbes e nimeros decimais). Quanto a
aprendizagem dos alunos, acredito que a aprendizagem é um processo
ativo, logo hé necessidade de que o aluno esteja em atividade de estudo,
a qual esta em estreita relacdo com a atividade de ensino, desenvolvida
pelo professor. Para que haja aprendizagem, h& necessidade que o
professor organize de modo intencional o ensino, priorizando a
apropriacdo de conhecimentos mais elaborados.

Uma rapida analise dessa resposta nos permite inferir que esse professor acredita
que o trabalho com os inteiros relativos ndo é possivel de ser realizado nos anos iniciais
do ensino fundamental, o que é referendado por algumas outras falas durante as primeiras
conversas: 0 conceito de nimero negativo ligado as ideias do cotidiano, principalmente,
monetario, problemas com extratos bancarios, pois segundo o grupo sdo muitos anos
estudando somente 0s naturais e o racionais positivos e atividades que tendam para esse
lado podem facilitar a aprendizagem e compreens&o por parte dos estudantes*.

Os estudos de Borba (2009) apontam para a possibilidade de se trabalhar com os
naturais mobilizando os conceitos dos inteiros relativos. A sondagem realizada por essa
pesquisadora revelou que “os alunos, muito antes de iniciarem o estudo dos inteiros
relativos na escola, ja tem um bom conhecimento deste campo numérico” (BORBA,
2009, p. 84). Esse conhecimento relatado pela pesquisadora é referente as ideias de
medida desses numeros, representados de maneira oral ou ndo explicita. Este tipo de
discussao também fazia parte dos temas que pretendia discutir com os professores.

Outra dimensdo que pode ser inferida a partir dessa primeira enquete é referente
ao papel que cada um mantém em uma formacdo. Buscando influéncia dos niveis de

codeterminacéo, vemos que as regras das formacdes continuadas podem ser influenciadas

pelas condicdes e restricbes encontradas tanto no nivel da Sociedade, quanto da Escola
ou ainda da Pedagogia. Pensando no nivel da Sociedade, como os curriculos sdo dados

por sequéncias de praxeologias e, geralmente, sdo essas praxeologias a motivacdo das

49 pensando em uma maior fluidez de leitura, destacarei em italico as falas dos professores do grupo de
estudos. Nao havera denominacgdo dos professores, pois o que decidimos, em grupo, foi nos atermos apenas
aos consensos. Dessa forma, em minha escrita constara o que eles expressaram representando 0S N0ss0s
entendimentos.
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formagdes continuadas, a maioria dos encontros tem foco nos tipos de tarefas e nas suas
respectivas técnicas. Outra condi¢do bem latente é a divisdo das formacBes em quatro
momentos, um em cada bimestre, com assuntos bem definidos e pensados pelos
formadores da Semed. Em relacdo aos niveis da Escola e da Pedagogia, geralmente, nas
formagdes ha um momento tedrico, expositivo por parte do formador, seguido de uma
atividade — debates, escrita de um texto ou de um exercicio. Quase nunca ha exposicdes
por parte dos professores em formagéo no inicio dos encontros. Provavelmente, esse trago
do Modelo Dominante das formacGes continuadas em nossa rede de ensino, influenciou
esse primeiro exercicio do grupo de estudos.

A desnaturalizacdo dos modelos de ensino vigentes foi outro tema abordado.
Compreendé-los e aceitar que sdo embasados em um Modelo Dominante € algo que pode
ser questionado por meio das atividades de desnaturalizacdo. Natural no sentido que suas
justificativas estdo implicitas nos processos de ensino e de aprendizagem, ndo havendo
necessidade de revela-las ou de justifica-las.

O objetivo com a primeira enquete foi alcangado, pois almejei debater que os
principais modelos de ensino dos inteiros relativos podem ser classificados em modelos
de ‘neutralizacéo’ ou de ‘deslocamento’. Nao que esse fato significasse algo negativo ou
positivo, essa é uma realidade das suas propostas de ensino. Essa enquete poderia revelar
uma proposta que fosse divergente das demais ou poderia confirmar essa primeira anélise.
Nesse ponto de vista, poderiamos debater os motivos e as causas que esse tipo de ensino
ocasionaria em nossos alunos.

Debatemos também sobre algoritmos da subtracdo. O primeiro, denominei de
técnica tradicional, pois € um dos mais encontrados nos livros didaticos brasileiros
atualmente — 0s numeros sdo colocados um embaixo do outro de acordo suas ordens, a
subtracdo é realizada da direita para a esquerda e quando nao ha possibilidade de se
subtrair, por exemplo, a ordem das unidades, troca-se uma dezena por 10 unidades. Por
decomposicéo, acrescenta-se 10 unidades ao valor que antes ndo se poderia subtrair,
possibilitando a realizacdo da subtracéo.

O segundo algoritmo habitou os livros didaticos brasileiros na década de 1990 e
foi perdendo espaco para o tradicional e, pelos menos em minhas buscas, ndo o encontrei
mais. O denominamos por compensacdo — nele também os ndmeros sdo dispostos um
embaixo do outro e, se ndo ha possibilidade de se subtrair, adiciona-se 10 ao nimero de

cima e desse resultado subtrai-se 0 niUmero debaixo. Deve-se observar que ao acrescentar
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10 em qualquer nimero, ha que adicionar 1 ao numero da posi¢do que segue na linha

inferior, compensando o acréscimo realizado na ordem anterior.

Ao lado, um exemplo do algoritmo por compensacéo, retirado 6'4'2 9
do Livro Conquista da matematica, edicdo de 1992 (GIOVANNI, & 9 5
CASTRUCCI, JUNIOR, 1992). 2534

Com essa comparacéo, alem de discutirmos algumas caracteristicas de ambos 0s
algoritmos e alguns motivos de um deles ter desaparecido do ensino brasileiro, almejei
orientar o debate acerca das mudancas que alguns contetidos sofreram durante os Gltimos
anos e outros ndo. Esse foi 0 mote para adentrarmos os estudos dos inteiros relativos, pois
eles sdo um exemplo de conteddo que seus modelos de ensino resistiram as mudangas e
as criticas nessas trés décadas, adentrando assim a enquete inicial desse encontro.

Outro ponto interessante foram os comentarios sobre a poténcia dessas propostas
gue mobilizavam os modelos concretos, os professores afirmaram que valeria a demanda
de contornar as novas dificuldades para os problemas com a multiplicacdo. Nesse cenério,
ha possibilidade de identificar trés papéis exercidos por mim, participante do grupo de
estudos, formador da Semed e pesquisador, bem como um conflito gerado pela mudanca
de paradigma proposta e, consequente, quebra de contrato institucional.

Como pesquisador, 0 meu planejamento para as formagdes ndo contemplou os
casos de siléncio. Nos moldes do Paradigma Visita as Obras, meu papel seria de
apresentar e validar uma solucdo para o impasse de ensinar algo que provocaria
dificuldades de aprendizagem futuras. Porém, no Paradigma Questionamento do Mundo,
as respostas deveriam ser construidas no coletivo, sendo validadas ou refutadas por todos
os professores, por consenso. Como participante do grupo, haveria a possibilidade de
exercer a funcdo de alguém com uma maior expertise, todavia, para que essas informacdes
fossem incorporadas ao meio, o coletivo deveria prevalecer.

No entanto, a quebra do contrato institucional e todas as mudancas provocadas

pela perspectiva do Paradigma Questionamento do Mundo trazida para 0 grupo,
provavelmente, geraram dificuldades tanto para os professores quanto para mim,
principalmente, nos momentos de conflito. E, como formador, a pessoa que planejou a
atividade, demonstra um conflito no posicionamento do professor para um PEP. As
relacdes de influéncia, o poder que poderia impor sobre eles, interferiram no processo de
autonomia por parte dos demais professores do grupo. Teoricamente, as solugdes parecem
claras, porém na pratica, ndo alcancei éxito em alguns aspectos, demonstrando a grande

distancia a ser percorrida.
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Outro fato apresentado aos professores e constante no Modelo de Referéncia, foi
a ideia de que o Modelo Dominante esta tdo ‘impregnado’ nas praticas docentes que nido
permite ou ndo favorece questionamentos. Mais uma vez eu ndo queria criticar 0s
modelos existentes, mas obviamente, alguns deles ocasionariam problemas para o ensino
dos inteiros relativos. Nesse sentido, ha necessidade de se organizar melhor as atividades
a serem trabalhadas com os estudantes. Para que isso ocorra, hd que se praticar o
questionamento para uma melhor compreenséo dos efeitos causados por essas escolhas.
No entanto, as mudangas de papéis provocadas pela troca de paradigma me inibiram, pois
era integrante do grupo, como tal poderia apresentar meus questionamentos, poderia levar
novas informacdes a serem incorporadas ao meio (ou ndo), no entanto, como pesquisador
e orientador dos estudos, as incertezas de qual a melhor forma e de como realizé-la sem
replicar posturas caracteristicas do Paradigma Visita as Obras me incomodaram e me
impediram de agir de outras maneiras que favorecessem uma melhor interacao entre nos.

Outro ponto que surgiu fortemente foi acerca dos materiais concretos e
manipulaveis. A fala de alguns professores indicava como solu¢do para 0s muitos
problemas de ensino e de aprendizagem dos inteiros relativos, a mobilizacdo desses
materiais. Uma das justificativas para esse fato, com certeza, sdo as influéncias das
atividades laborais que deveriam realizar em suas unidades de ensino. A preocupagéo em
mobilizar jogos, materiais concretos e manipulaveis, bem como em construi-los foi muito
evidente. O fato de exercerem o cargo de professores dos laboratdrios de matematica,
apontou para a necessidade de apresentarem atividades e sequéncias didaticas de cunho
pratico. As atividades de exploracédo, de organizacao e debates sobre os conceitos ficaram
em segundo plano. Esse, com certeza, deveria ser um ponto explorado nos proximos
encontros. Porém, uma ddvida me incomodou muito: como fazer isso sem direcionar a
formacédo? Mais uma vez, percebe-se o conflito gerado pelos papéis de formador pautado
no Paradigma Questionamento do Mundo e participante do grupo. Se a ideia é que 0s
professores tivessem mais autonomia, como aprofundar certos aspectos sem que eu
controlasse as atividades? A que se pensar, que mesmo propondo boas questdes, poderia
encaminhéa-los para a minha resposta parcial, contrariando os principios do PQM. Como
resolver esse impasse?

Outra contradicdo latente era que proporia estudos sobre os inteiros relativos, um
problema docente ndo proveniente do grupo, todavia, diante do cenario educacional
brasileiro, sabia que apenas alguns aspectos desse novo paradigma poderiam ser

explorados. Nesse sentido, os conflitos referentes @ minha participacdo foram
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aumentando. Conflitos saudaveis e com excelentes aspectos para serem estudados, e
consequentemente, melhorados para outras experiéncias com professores, visando
trabalhar essas mudancas paradigmaticas.

Portanto, um dos desafios da formacédo foi a condugdo das discussdes, pois 0
objetivo era ‘plantar’ a semente do Paradigma Questionamento do Mundo. Nesse sentido,
como planejamos algo voltado para os inteiros relativos, em dado momento o assunto
poderia ser totalmente diferente. Se isso ocorresse, seria excelente por um lado, pois na
busca por responder um questionamento, as obras mobilizadas ndo podem ser pre-
determinadas. Porém, preocupante por outro lado, pois como organizaria todas essas
informacdes em torno do objeto de pesquisa? Nosso primeiro exemplo foi o relato sobre
0 abandono dos laboratérios, a falta de condi¢cdes de uso, as reformas realizadas,
reconstrucdo de mdveis, de objetos pertencentes ao patriménio dos laboratorios, bem
como da confeccdo dos mais diversos materiais. Outro relato foi sobre a mobilizacao das
aulas dos laboratorios como reforgo escolar. Na visdo desses professores, algo ruim,
porém, pode-se pensar que esse reforgco seria um excelente momento para explorar novas
propriedades, provocar novas discussdes e propor novos desafios aos estudantes que
apresentavam dificuldades de aprendizagem.

Felizmente, as discussdes acerca dos inteiros relativos também apareceram. O
ensino das operacOes de adigéo e subtracédo, dadas separadamente das de multiplicacéo e
divisdo, segundo alguns deles, vira uma confusdo. Por exemplo: 23 — 15 é simples de
resolver até o 6° ano, depois com as regras dos inteiros negativos os alunos ndo
conseguem mais realizar. Dessa maneira, a proposta que pensei construir com 0s
professores era justamente ‘atacar’ esse tipo de dificuldade, além de refletir acerca da
dificuldade em construir atividades que pudessem suprir tais problemas. Porém, para
além das discussdes de cunho pedagdgico, haveria necessidade de estudos historicos,
epistemoldgicos e matematicos, mas, como apresentar todos esses processos sem exercer
0 papel de liderangca? Uma das solugdes foi assumir o papel de “fornecedor” de midias,
para que o coletivo decidisse se essas informagfes seriam ou nao pertinentes para 0s
objetivos finais. E, para finalizar o primeiro encontro do matutino, relatei minhas

intengdes de pesquisa, 0 cronograma e a forma dos demais encontros.

1° Encontro: Vespertino — 26 de marco de 2019: 10 professores

Para 0 encontro com os professores do vespertino segui 0S mesmos objetivos,

propondo discussdes semelhantes, no entanto, buscando novos aprofundamentos
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referentes aqueles realizados com o grupo do matutino. Iniciei com a seguinte indagacao:
Qual a necessidade dos inteiros relativos para os estudantes do sétimo ano do ensino
fundamental? Como resposta, alguns participantes relataram que se tratava dos objetivos
de ensino, dos motivos para se ensinar esses nimeros, em outras palavras, determinar a
razao de ser dos inteiros relativos. Determinar a razdo de ser dos inteiros relativos nas
propostas de ensino dos anos finais do ensino fundamental sempre foi um dos objetivos,
tanto que esté relatado em nosso Modelo de Referéncia. Nele apresento pelo menos duas
possibilidades, a resolucdo de problemas aritméticos nao passiveis de serem realizados
com 0s naturais e os estudos das equac0es e das expressoes algébricas ensinadas também
nos anos finais do ensino fundamental. Assim, outra perspectiva se abriu para os estudos
do grupo, determinar a razéo de ser dos inteiros relativos.

Novamente, como era de se esperar, surgiram comentarios acerca dos materiais
mobilizados em sala de aula, passando para as dificuldades de ensino e de aprendizagem.
Essa abordagem mais pratica, com discussdes sobre possibilidades de atividades que
pudessem ser mobilizadas diretamente nas aulas, foram os temas mais pedido pelos
professores, constatado nos relatérios das formacdes, e consequentemente, tema das
formacdes dos professores dos laboratérios de matematica. Essas posturas refletem as
influéncias do Paradigma Visita as Obras, particularmente, dos niveis da Sociedade e da
Escola. Sociedade, pois quando o curriculo é dado por sequéncias de praxeologias, a
necessidade dos professores é a de lecionar e, como muitos professores dizem, cumprir
esses curriculos em suas aulas. Escola, pois a obrigacdo de se cumprir tais ementas
curriculares, influencia nos tipos de aulas que serdo ministradas, sempre pensadas a partir
das fronteiras entre as disciplinas e os tempos escolares, dados por divisdes entre as
disciplinas. Geralmente, discussdes mais tedricas ou investigativas ndo sdo bem recebidas
pelos professores. A acdo de semear aspectos do Percurso de Estudo e Pesquisa, de ser

um cidad&o herbartiano com atitudes procognitivas foi um dos desafios levados ao grupo

e, principalmente para mim, como pesquisador, participante e, em varios momentos, lider
do grupo.

Sendo assim, como provocar novas formas de enxergar o mundo a sua volta, as
suas aulas, as praticas de ensino propostas, sem questiona-las, ou sem buscar por
justificativas, ou ainda tentar compreender a razdo de ser dos contetidos ministrados,
compreendendo melhor sua epistemologia? E, principalmente, como fazer que isso seja
uma necessidade dos professores, que as indagacdes sejam deles, que eles questionem o

modelo de ensino vigente, bem como que essas a¢des sejam necessidades? Nesse cenario,
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pensamos no exemplo dos inteiros relativos, que particularmente proporciona muitos
debates referentes ndo apenas aos aspectos didaticos, mas também epistemoldgicos,
politicos, historicos, enfim, ha necessidade de se construir um MER.

Debatemos sobre atividades com caracteristicas do modelo de neutralizacdo, por
exemplo, quando um palito azul € eliminado/neutralizado por um vermelho. O ganho
dessa classificacdo paira justamente na possibilidade de categorizar as dificuldades
criadas a partir de atividades como essas. Jogos com as ideias de deslocamento, também
foram mencionados, por exemplo, os que mobilizam tabuleiros, dados e pecas para 0s
movimentos.

Como se daria a formalizagdo dessas ideias na reta numérica? H& necessidade de
ter aprendido algo sobre a reta dos inteiros relativos? Esse jogo nos permitiria introduzir
esse conceito? Quais deveriam ser 0s requisitos basicos para a realizacdo dessas
atividades? Serd que esse jogo traria 0s mesmos problemas para as operacOes de
multiplicacdo e divisdo? Tenho que ensinar um conteldo tdo conflituoso, quais as
atividades que poderiam me ajudar? E quais poderiam me atrapalhar? Se ndo tiver
alternativas melhores, o que adaptar? E como adaptar? Essas perguntas caracterizam os

primeiros aspectos de um cidadéo herbartiano com atitudes procognitivas.

O Modelo Dominante indicou que todos esses jogos estdo vinculados a exemplos
do cotidiano. No trabalho de Glaeser (1985), a busca por modelos do cotidiano foi
apontada com um obstaculo epistemoldgico — Estagnacdo no estagio das operacdes
concretas (em confronto com o estagio das operacdes formais) —, aparentemente, muitas
propostas de ensino carregam esse obstaculo consigo. Assim, esse contexto permitiu
determinar a razdo de ser epistemoldgica, conhecer as dimensGes e 0s aspectos
epistemoldgicos desse conteudo, atendendo aos estudos de Borba (2009) e Coquin-
Viennot (1985). Novamente, os conflitos pairavam em minha mente, pois como propor
todas essas discussdes sem impd-las? Como vivenciar alguns aspectos de um PEP-FP?
Como favorecer uma emancipacdo epistemoldgica a partir da criacdo de fenémenos

didaticos?
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Qs: POR QUE ENSINAR OS NUMEROS INTEIROS RELATIVOS?

A construcdo da sexta questdo se deu em parte pelos resultados das discussdes do
2° encontro, ocorrido em 2 de abril de 2019, com a participagéo de 13 professores. Nesse
encontro, propusemos como pauta a retomada da enquete 1 (“Em poucas palavras,
descreva como vocé ensina o conteudo inteiros relativos”), também propusemos a
enquete 2 (“Por que ensinamos os ntmeros inteiros relativos? Para que serve este
conjunto?”’), bem como a andlise de duas propostas de ensino, uma retirada do livro
didatico (ANDRINI, VASCONCELLOS, 2012), e a outra, uma proposta produzida por
meio da adaptacdo das atividades contidas em Berte et al. (2008) e Cid (2000).

O intuito da retomada da primeira enquete foi explorar alguns pontos que ficaram
pendentes: sequéncia de ensino baseada em situagdes do “cotidiano”, modelos concretos;
uma sequéncia para adicao e subtracdo e outra para multiplicacéo e divisao, entre outras.

Iniciei as discussfes apresentando uma sintese do primeiro encontro cuja funcao
seria disparadora para 0s demais debates, provocando-os incémodos que 0S
movimentassem a criar alguns questionamentos. Almejei mais entusiasmo acerca desse
novo formato, mas os resultados ainda foram timidos, assim como os professores em
nossas conversas, pois, ao finalizar minha fala, todos os professores se mantiveram em
siléncio. Mediante o siléncio, decidi explorar os pontos destacados por meio da analise
de duas propostas, pois 0 objetivo de provocé-los com a fala inicial ndo foi bem-sucedido.

Criamos dois grupos de analises, um responsavel pelo fragmento do livro
(ANDRINI, VASCONCELLOQOS, 2012) e o outro, pela proposta produzida por meio da
adaptacdo das atividades contidas em Berte et al. (2008) e Cid (2000). N&o participei das
primeiras analises, pois me baseei nas possiveis interferéncias dadas por ter planejado as
atividades. Agora, sera que essa postura foi produtiva? Porém, nas explanacdes iniciais,
jaocorreram minhas intervencdes. Analisando esse fato, percebo que ndo ha possibilidade
de me despir dos estudos e das concepcdes, seja como mediador ou participante. Nesse
sentido, se tivesse participado das discussdes mais abertamente teria sido bem melhor.
Provavelmente, poderia ter construido novos fatos e caminhar para uma maior
aproximagao com o grupo, mais rapidamente.

Percebo agora que a mudanga de paradigma influenciou diretamente minha
postura, pois no PQM, as questbes deveriam surgir dos professores e naguele momento,

pensava que qualquer fala poderia dar direcionamentos aos professores. Vivi um conflito,
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como falar e tratar de algo, sem poder tratar e falar sobre esse algo? Minhas leituras
apontavam que o trabalho com contextos concretos poderia gerar novas dificuldades de
aprendizagem aos inteiros relativos, porém, o objetivo ndo era o de impor esse
pensamento, e sim, por meio das discussdes do grupo, construir nossas proprias
conclusdes, baseadas nas condigdes e restricbes da nossa instituigéo.

Retornando das anélises, um dos grupos (o que analisou a proposta produzida com
base em Berte et al. (2008) e Cid (2000), levantou como hipotese que os estudantes teriam
muitas dificuldades com a interpretacdo dos problemas e, caso tivesse a intervencdo do
professor, explicando e detalhando as atividades, assim eles conseguiriam resolvé-las sem
maiores problemas. Uma questdo que coloquei, nesse momento, foi a seguinte: 0s
estudantes dos anos finais do ensino fundamental conseguiriam desenvolver outras
atividades, por exemplo, as contidas nos fragmentos de (ANDRINI, VASCONCELLOQOS,
2012) seja qual for a intervencdo do professor? Nesse contexto, mencionei que uma
conducéo das atividades de cunho mais tradicional seria realmente mais dificil, pois essa
‘clausula’ ndo consta no contrato didatico do Modelo Dominante, bem como o trabalho
com propriedade e regularidades dos conceitos ensinados.

E possivel perceber que, nesse momento, assumi o papel de formador, sem medo
de apresentar minhas opinides, todas minhas informagcfes seriam midias, ou nao,
incorporadas ao meio do grupo de estudos. A mudanca paradigmatica, nesse caso,
conduziu para uma confusdo e inseguranca de como proceder diante dos professores.
Nesse sentido, deveria ter deixado mais claro que o grupo decidiria quais as informacoes
seriam e de que forma, aceitas por eles. Um dos receios, traco marcante do contrato
institucional, é fato de a palavra do formador ter um peso muito grande, mesmo que
naquele momento o grupo fosse privilegiado devido as posi¢cdes dos participantes. Tal
fato se revelou nos ultimos encontros, como veremos mais adiante. E, para além da
construcdo de uma proposta para os inteiros relativos, deveria construir juntamente com
esses professores uma visao mais questionadora, investigativa diante dos modelos e das
propostas mais mobilizadas nas salas de aula.

Alguns dos meus objetivos com essa formacéo se basearam nos escritos de Borba
(2009, p. 59), ou seja, “sem um conhecimento mais aprofundado de como se da o
desenvolvimento conceitual, o professor [...] fica limitado na sua mediagdo, [...] no
auxilio que pode proporcionar para que seus alunos, melhor compreendam os diversos
conceitos trabalhados em sala de aula”. E, como podemos ter um conhecimento mais

aprofundado, se ndo ha um espirito investigativo? Se tratamos as propostas com
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naturalidade? Tal naturalidade pode cegar o professor, e fatos importantes podem passar
despercebidos, como a criagdo de novas dificuldades de aprendizagem. Nesse sentido,
dois grandes ‘““aspectos” marcaram nossa proposta de trabalho com os professores: a
escolha de trabalho na perspectiva do PQM e a importancia do estudo do objeto
matematico.

Nesse novo paradigma, as respostas as questdes sdo frutos de construcao pessoais,
dos estudos de respostas ja produzidas e da mobilizacdo de ferramentas, em nosso caso,
ocorridas no coletivo do grupo. Pensando em infraestruturas que propiciem aos
professores mais momentos formativos que possibilitem tais construcdes coletivas, ha
que se ter politicas pablicas e infraestrutura pertinentes, cenério contrario em nossa rede
de ensino, pois 0s planejamentos ndo se dao no coletivo, e as formacdes tém dias, horas
e temas bem demarcados, frutos das condicOes e das restricbes advindas dos niveis da
Sociedade e da Escola.

Outro ponto interessante foi a busca por questionamentos que conduzissem aos
debates sobre 0s objetivos das atividades, pois a maioria das falas estava mais pautadas
em como 0s estudantes resolveriam as atividades, traco marcante da Pedagogia das
formagdes continuadas da Reme de Campo Grande/MS. Entendi naguele momento que
deveria ampliar os debates, mergulhado nos propositos das atividades, aprofundando o
contexto didatico, propondo uma analise minuciosa dos conceitos a serem ensinados. Por
exemplo, o que deveria ser mobilizado para os objetivos serem alcancados? Qual o papel
do professor? Entre outros aspectos que possibilitassem construir uma analise em prol da
construgédo da sequéncia de atividades.

Nesse momento, minha postura estava bem ativa, estava formador ao invés de
diretor dos estudos. Algumas questdes levantadas por mim demonstram tal fato: Para que
serve isso? O que meus alunos irdo aprender? Todas as atividades devem ter um
proposito? Nesse momento, eu estava, portanto, em um papel de formador numa
perspectiva que escapava a do PQM, o que evidenciou aspectos muito fortes do Modelo
Dominante impregnados em minha conducdo das discuss@es, pois ndo houve influéncia
do modelo tedrico da TAD, mas sim, da minha vivéncia como professor e integrante de
uma das equipes da Semed de Campo Grande/MS, vez, formador nas atividades dessa
secretaria, e agora, pensando na pratica como pesquisador.

Esses apontamentos retirados do meu diario de bordo, retratam que mudar de
paradigma ndo é tarefa facil, ndo se da em poucos encontros. Diante dos aspectos do

PQM, vejo que estava exercendo além do papel de participante do grupo, tambem de
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diretor dos estudos, expondo meus conhecimentos e informacgdes sobre o assunto
debatido. Todavia, poderia ter ficado mais claro ao grupo que todas essas informagoes
necessitariam ser confrontadas com o meio, testando-as e/ou validando-as, permitindo
assim, serem integradas ao meio, caso validadas, fenémeno denominado de evolugédo do
meio, pois novos elementos e algumas respostas parciais foram incorporadas, colocando
em movimento a mesogénese.

Provavelmente, por uma particularidade minha, reflexo do meu universo cognitivo
U(x)*, até essa parte do encontro minhas falas e interrupgdes foram excessivas, em alguns
momentos praticamente ndo deixei os integrantes finalizarem seus raciocinios. As
interrupgdes, imposicdes de opinides ocorreram a todo instante. Assim, ao compartilhar
ou questionar os argumentos dos professores, minha forma de falar poderia ser facilmente
interpretada como indicativo de que os professores estavam errados. Analisando o0s
encontros agora, um dos motivos da néo participagéo efetiva, provavelmente, reflexo de
minha postura mais ativa, pois as pequenas participagdes eram interrompidas, reforcando
a grande dificuldade proporcionada pelas mudancas de paradigma trazidas para o grupo
de estudos e pela imersdo de alguns professores no Modelo Dominante dos inteiros
relativos. Meus estudos apontavam para alguns problemas de aprendizagem decorrentes
de tal modelo, no entanto, haveria necessidade de investigar mais profundamente esses
problemas, porém, essa postura mais investigativa ndo fazia parte das rotinas de alguns
desses professores. Pelo novo paradigma ha que se ter uma postura mais questionadora,
e os questionamentos devem ser legitimos, assim, esses € outros aspectos “povoavam”
minha mente diante dos professores.

Acrescido a esse cenario, pode-se pensar no papel de lideranca do grupo, pois
retomando os encontros, minhas falas foram com a intencéo de criar novos debates, mas,
aparentemente, como a lideranca estava em minhas méaos, a palavra final estava comigo

também. Assim, essa foi a maneira que lidei com todas essas mudancas, o siléncio e a

%0 O universo cognitivo U(x) é o resultado dos assujeitamentos nas inGimeras instituices da qual
pertencemos, as mudancas de posicOes institucionais, podendo ser simultdneas ou sucessivas
(CHEVALLARD, 2003). O Universo Cognitivo da posi¢do p de I é representado por “Ul(p) = {(o, RI (p,
0)) / RI (p, o) # @}, por extensdo, do universo cognitivo de I. Em particular, se existe uma posi¢do p de |
tais que RI (p, 0) # @, € dito que | conhece 0. (CHEVALLARD, 2003, p. 2 - 3, traduc&o nossa). As relacoes
institucionais, RI, podem ser entendidas como as interacfes que 0s sujeitos dessa instituicdo, de
determinada posi¢do, possuem com o objeto 0, ou seja, tal objeto o existe para essa instituicdo. Nesse
contexto, por mais que estejamos imersos nas leituras e na organizacdo de atividades que possam ser o
primeiro contato com o Paradigma Questionamento do Mundo, estamos enraizados no ‘antigo’ paradigma
educacional. Tal mudancga ou quebra de paradigma requer um processo longo e bem-organizado, todos
esses aspectos, das idas e vindas de um paradigma para outro, servira de aprendizagem para os professores
€ para que eu vivencie os primeiros passos em um mundo menos monumentalista e mais questionador.
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inibicdo de alguns também foi a forma de lidarem com minha postura, ou seja, bem
semelhante aos moldes das formagfes dadas nos contextos do Paradigma Visita as
Obras. Seguimos os debates por meio da leitura de algumas atividades das propostas.

Quadro 6- Terceiro problema analisado pelos professores do grupo de estudos

I11 — Arthur levou suas figurinhas a escola para jogar varias partidas de “bafo”.
Na primeira partida perdeu 9 figurinhas e na segunda ganhou 7. Depois dessas partidas

quantas figurinhas ele tem a mais ou a menos do que a quantidade que tinha inicialmente?

Fonte: Autor da pesquisa

Uma das observagdes suscitadas pelo problema do Arthur foi: os conceitos de
positivo e negativo estdo vinculados a ideia de ganhar e perder figurinhas. Geralmente,
a associacdo desse tipo de ideia serve para facilitar o aprendizado dos estudantes,
mobilizam-se algumas palavras ou termos representantes da operacdo, sendo estas o
indicativo de qual a operacao correta a ser realizada. Porém, para os problemas em que
operacOes mentais exigem um processo inverso, essas palavras ou termos sao obstaculos
a resolucdo do problema. Portanto, essa também deveria ser uma preocupacao do grupo
no momento da construcdo da proposta de ensino alternativa aquelas constantes no
Modelo Dominante.

No entanto, havia necessidade de discutirmos outros elementos além dos
conceitos de inteiros relativos, porém, um conflito foi gerado, como fazé-lo sem que eu
propusesse? Como ndo conduzir as discussdes declaradamente? Naturalmente, por
estarem nos laboratdrios, o foco estava nas resolucGes, na parte pratica, todavia, nossos
estudos e os dados da pesquisa revelam a necessidade de um estudo mais detalhado,
buscando aspectos histéricos, epistemoldgicos, didaticos e matematicos, um estudo

ecologico.
C7 - Operar com os inteiros Relativoss!:

Refletindo sobre algumas anotacBes entregues pelos professores, quando
analisaram as propostas e comparando-as, evidenciamos um trabalho mais tecnicista, por

parte dos autores das atividades, Andrini e VVasconcellos (2012).

>1 Para a continuagio da escrita, descrevemos nossas acdes por meio de um Diagrama de Acdes, que
juntamente com o mapa de questBes e repostas, nos auxiliou na apresentacdo do Modelo Epistemolégico
de Referéncia e da proposta de ensino alternativa construida junto com o grupo de estudos. Apresentamos
a continuacgdo do contexto concreto e, nesta acdo, buscamos elementos tanto nas analises das propostas
realizadas por mim quanto os resultados das discussfes com o grupo de estudos. Ressaltamos que, as acdes
do Diagrama estdo descritas no decorrer do relatério de tese, por isso, 0s links direcionando para os demais
locais.

Para retornar a Cs — Inicio, clique aqui. Para retornar a pagina 162, Diagrama de Agoes: ..., clique aqui.
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Figura 7— Registro dos professores: analise do fragmento do livro didatico “Praticando
Matemética” (ANDRINI, VASCONCELLOS, 2012)%
Fonte: Autor da pesquisa

Identificamos que as atividades estavam baseadas na apresentacdo dos nimeros
inteiros negativos, bem como nas possiveis acdes do professor regente, perpassando
exemplos, aplicacGes, mobilizacdo da reta numérica de forma superficial, preocupados
com a concepcao de aprendizagem dos professores regentes.

Debatemos, ainda, o seguinte fragmento do livro didatico, interpretando

justificativas e os motivos apresentados aos estudantes para o estudo dos inteiros

relativos:

>2 Transcrigo: Foco: Trabalho com procedimentos (técnica).

Necessita de um trabalho do professor sobre as atividades (Exemplo e aplicagdo).
Professor: Qual a concepgéo de aprendizagem do professor?

Apresenta a ideia de nimero negativo e ndo de conjunto dos inteiros.

Tem um aporte na reta numérica, mas é abandonada em algumas situacdes.
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Vocé jé& sabe que numeros 1, 2, 3, 4, 5 ... surgiram pela necessidade de
contar. Sabe também que as fracdes e 0s numeros decimais foram
criados para representar certas quantidades ndo inteiras muito presentes
nos problemas de medidas. E 0os nimeros negativos? Eles vieram para
resolver situages do tipo: "3 — 5 quanto da?", que provavelmente
surgiram com o desenvolvimento do comércio e o aparecimento das
dividas, dos prejuizos ... (ANDRINI, VASCONCELLOS, 2012, p. 55).

Estabelecendo um paralelo com as atividades adaptadas de Berte et al. (2008), em

que nelas sdo apresentadas trés atividades motivadoras, especialmente, a atividade das
figurinhas de Arthur, lancei a seguinte pergunta, “Qual a diferenga de objetivos entre as
duas propostas?”’

Apenas uma professora respondeu: nas duas atividades ndo temos numeros
negativos. Reagindo a sua fala, deduzo que no excerto do livro didatico, Andrini e
Vasconcellos (2012), os negativos aparecerem de forma ‘direta’, sendo uma melhor
opcdo de atividades, pois 0s objetivos estdo mais claros para os professores,
contradizendo minhas andlises iniciais. Essa reacao se deu pelo grande conflito referente
a que papel deveria desempenhar perante os professores. Haveria a necessidade de forma-
los para serem um cidadéo herbartiano com atitudes procognitivas? Se sim, como fazé-
lo? Isso seria possivel nos moldes do cenario educacional atual?

Os debates desse encontro revelaram a necessidade de pensarmos as sequéncias
da proposta de ensino para além das dificuldades dos estudantes, ndo construindo as
atividades e os problemas apenas com esse enfoque, todavia, devemos pensar na postura
do professor frente as dificuldades de ensino dos nimeros inteiros relativos, investigando
as possibilidades de aprendizagem dos estudantes diante aos desafios ndo resolvidos de
imediato, verificando regularidades, criando novas formas de resolucdo, deixando os
modelos dado pelos professores em segundo plano.

Assim, sobre o conhecimento do professor, independente das concepcdes
pensadas para as atividades, sua postura perante os estudantes serd a mesma. Se 0s
professores ndo questionarem suas praticas, com a intencdo de compreendé-las, de
entender as consequéncias ocasionadas nas aprendizagens dos estudantes, aparentemente,
ndo importa os tipos de atividades trabalhadas por eles. Porém, essa postura mais
questionadora requer tempo de planejamento. O que vemos na Reme de Campo
Grande/MS e que ndo se diferencia de outras redes, é o fato de as horas atividades nao
serem suficientes, os professores as mobilizam para correcdo de atividades, provas e
outras afazeres burocréaticos. As politicas publicas deveriam priorizar mais momentos de

estudos aos professores. Sendo assim, esse espirito questionador, proposto pelo
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Paradigma Questionamento do Mundo encontrard muitas restri¢cdes para se efetivar em
nossa rede de ensino. C7 — Fim.52

Vale ressaltar que uma professora desistiu do grupo nesse encontro. Ela nos
relatou primeiramente que seus conhecimentos matematicos seriam empecilhos, pois ela
era professora dos anos iniciais do ensino fundamental, e, além disso, a frente do
laboratério de matematica atendia apenas alunos desse nivel da escolaridade. Essa
conversa revelou algumas condi¢fes do nivel da Pedagogia: as possiveis contribuicdes
praticas, metodoldgicas e de conteidos dadas por ela, para 0 nosso grupo. Por outro lado,
poderia contribuir com as questdes tedricas estudadas por ela, com as formas de abordar
0s conteldos, com a maneira de analisar e de construir nossa proposta de ensino, outros
conhecimentos pedagdgicos poderiam ser compartilhados conosco além do matematico
especifico.

Para finalizar esse encontro, expus nossas questdes motivadoras: como ensinar 0s
inteiros relativos? O que sdo os inteiros relativos? Qual a importancia do ensino dos
inteiros? Por que ensinar os inteiros relativos? Tais questionamentos visavam que 0S
professores determinassem a proxima demanda do grupo. Nesse momento de adaptacao
e de uma possivel mudanca de paradigma educacional, tempo, motivacao e determinacédo
sdo imprescindiveis. Acredito que a semente do Paradigma Questionamento do Mundo
foi plantada, pois no decorrer das demais discussdes, nos outros encontros, varios
professores demonstraram um espirito mais voltado para as ideias de um cidadao

herbatiano com atitudes procognitivas.

>3 Para retornar a pagina 73, Rs.: Estudar propostas de ensino ..., cligue aqui.
Para ir a Cg — Inicio, clique aqui.
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Q7: QUAL A RAZAO DE SER DOS INTEIROS RELATIVOS?

O 3° encontro ocorreu no dia 22 de abril de 2019, com a presenca de 10
professores. A partir desse encontro o grupo foi formado por 14 professores, sendo dois
deles os representantes da equipe de matematica da Suped/Semed de Campo Grande/MS.
E, foi no contexto desse terceiro encontro, que surgiu a resposta Rs, referente a sexta e a
sétima questdes. Essa resposta foi marcada pela necessidade de compreenséo da razéo de
ser epistemoldgica dos inteiros relativos. Estudamos aspectos historicos e
epistemoldgicos ligados as analises de algumas pesquisas.

Como um dos objetivos do grupo de estudos era o de propiciar um processo de
emancipacdo dos modelos de ensino vigentes, o estudo da razdo de ser se tornou algo
fundamental, pois além de se questionar as propostas do Modelo Dominante e sua
construcdo — observando detalhes que nos auxiliassem na andlise dos processos de
aprendizagem — tinhamos o intuito de estudar os obstaculos presentes tanto nas descrigdes

praxeoldgicas quanto nos aspectos referentes ao bloco tecnologico-tedrico.

Rs: RAZOES DE SER: COTIDIANO, JOGOS E ENTORNO ARITMETICO X
CONTEXTOS MATEMATICOS, ARITMETICA GENERALIZADA E
ENTORNO ALGEBRICO

O 1nicio do 3° encontro se deu com a retomada da enquete 2 (“Por que ensinamos
0s numeros inteiros relativos? Para que serve estes nimeros?”), enviada por e-mail aos
participantes, com a proposta de eles responderem antes desse encontro, pois as
discussdes seriam iniciadas e orientadas por suas respostas. Recebi uma Unica resposta e,
como nenhum professor justificou o0 ndo envio, busquei compreender os motivos

pensando nas influéncias dos niveis de codeterminacdo. Por exemplo, se a justificativa

fosse a falta de tempo, entendo, apesar de os professores participarem das reunifes do
projeto em horéario de planejamento, esse tempo ndo era suficiente para atender todas as
demandas da formagé&o. Por estarem presencialmente no encontro deveriam planejar em
outro periodo. Nesse sentido, apesar de ter conseguido dispor aos professores
participarem durante suas horas atividade, ndo pensei e ndo consegui organizar esses
outros momentos provenientes tanto das obrigacdes como regente do laboratério de
matematica quanto das possiveis tarefas dos nossos encontros. Essas condi¢cdes nao

materializadas por nossos governantes, sao provenientes dos niveis superiores da escala
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de codeterminacdo (CHEVALLARD, 2002). Retornando ao encontro, apresentei aos
presentes a Unica resposta a enquete 2.

Quadro 7- Resposta a enguete 2

Enquete 2
“Por que ensinamos os numeros inteiros relativos?” R: “Esta no curriculo escolar; abre um novo
campo de conhecimento na matematica; é necessario para a resolugdo de diversas situacdes
(criadas e do cotidiano). O conjunto dos numeros inteiros serve para resolugdo de situagoes
(criadas e cotidianas) como equagdes, situagdes bancarias, entre outras”.
“Para que serve estes nUmeros?” R2: “O universo dos nimeros esta preso somente em processos
de contagem e de representacédo de quantidades. Os nUmeros negativos sdo tdo importantes quanto

0s positivos, e saber lidar com eles nos auxiliara na organizacao de nosso cotidiano. O aluno deve

aprender a importancia da familiaridade desse conjunto para o cotidiano”.

Fonte: Autor da pesquisa

Nossos debates giraram em torno de praxeologias pontuais, em que a preocupacao
de alguns professores era se 0s estudantes conseguiriam ou ndo resolver as atividades, ou
se possuiriam ou ndo as ferramentas necessarias para a sua resolugdo. Pretendia iniciar 0s
estudos pelas justificativas matematicas mobilizadas nas atividades de cada proposta
debatida, ou seja, centrando nas organiza¢des locais (dada por uma tecnologia (0)
especifica), Tipos de Tarefas e técnicas, por exemplo, da adicdo entre dois inteiros
relativos. Para, entdo, avangarmos para as organizagdes regionais, discutindo aspectos do
nivel do Setor, nimeros inteiros relativos. Ndo queria realizar um estudo acerca dos
conceitos da TAD, mas sim, uma analise praxeoldgica inicial. Avancariamos em outros
aspectos, como questdes historicas e metodoldgicas, observando as caracteristicas
apresentadas por Chaachoua e Bittar (2018, p.30), “O que existe e por qué? Mas também,
0 que ndo existe, e por qué? E o que poderia existir? Sob quais condigdes? Inversamente,
dado um conjunto de condic¢es, quais objetos podem ali viver ou, ainda, quais objetos
sdo impedidos de viver nestas condi¢des?”’.

Discutimos gue o ensino dos inteiros relativos se da apenas pelo fato de estarem
no curriculo, por meio de contagens e das representagdes de quantidades, cenarios
construidos para o seu ensino, bem semelhante a apresentacéo tratada por Caraca (1951).
Um dos comentérios trazidos do primeiro encontro para justificar esses cenarios foi que
as operacdes com os naturais eram realizadas pelos alunos, mas com a inser¢do dos
nUmeros inteiros negativos, os estudantes parecem ter desaprendido. Algumas criacGes

didaticas podem gerar novas dificuldades de aprendizagem vinculadas as ideias de
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obstaculos epistemologicos. Nesse momento, sugeri aos professores do grupo de estudos
discussdes sobre esses obstaculos (acatado por eles e aprofundada na palestra ocorrida no
5° encontro, proferida pelos professores José Luiz Magalhdes de Freitas e Mustapha

Rachidi). Expus aos professores que esse contexto poderia gerar uma compreensdo dos
numeros inteiros negativos e dos niUmeros de maneira geral, como vinculados apenas aos
processos de contagem, se articulados aos processos de ensino mobilizado pelos
professores. Em contrapartida, em sua historia, os inteiros relativos foram usados nos
processos de calculo dos matematicos, porém, muitas vezes, ndo tratados como numeraos,
mas como um caminho para obter as solucdes das equacdes.

Um dos objetivos foi o de mostrar outras visdes sobre os inteiros relativos,
apresentando novas motivacfes para nossos futuros estudos, a construcdo de novas
questdes, aprofundando os conhecimentos como orientado por Borba (2009) ou
ampliando as analises praxeologicas dadas pelas organizacbes locais e regionais.
Reforgamos assim, a importancia da articulacdo entre os conhecimentos matematicos,
didaticos-epistemoldgicos para uma melhor organizacdo das atividades docentes,
consequentemente, da aprendizagem dos estudantes.

A segunda proposicao pensada para esse encontro foi a de analisar o roteiro da

elaboragéo das atividades adaptadas a partir de Berte et al. (2008), observando, em
especial, a criagdo de novas dificuldades de aprendizagem.

Quadro 8- Excerto das explanacdes das atividades adaptadas de Berte et al. (2008)

As Atividades Motivadoras tém por objetivo fomentar discussGes acerca da existéncia de novos
ndmeros, a introducdo dos inteiros relativos. As atividades | e 1l sdo complementares, pois ambas tém
por objetivo propiciar a compreensdo e mobilizagdo das propriedades comutativa e associativa, que
serdo ferramentas importantes para o0 momento da construcdo das técnicas para adicionar e subtrair
inteiros relativos. Na atividade I, é solicitado que se resolva o problema de duas maneiras diferentes.
O estudante poderia adicionar 12,75 e 4,25 e depois subtrair desse resultado 1,50, dado pela expressédo
numérica: “(12,75 +4,25) — 1,50”. Ou, poderia subtrair 1,50 diretamente do valor do pacote de feijao,
e depois adicionar o valor do pacote de arroz, dado pela expressdo numérica: “12,75 + (4,25 — 1,50)”.

Fonte: Autor da pesquisa
Comentando as explanagdes do quadro anterior, uma professora disse, eu néo
conseguiria trabalhar dessa forma, por exemplo, ndo consigo justificar essas atividades.

Como contraponto a fala dessa professora, solicitei a analise da questao 3.
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Quadro 9— Atividade 3, adaptada de Berte et al. (2008)

3. Resolva as seguintes operagdes:>*

16 +...=61 Lt 54=71 ...T45=81 38+...=85
...T30=34 S0+15=... 18 +....=58 0+12=...
8 +...=0 .t 7 =0

5 +...=0;Resolucdo: 0—-5=-50u5+(0-5)=(5+0)-5=5-5=0.

Fonte: Autor da pesquisa

Diante das analises dessa atividade, comentei que as 8 primeiras poderiam ser
resolvidas com um “siga o modelo”, técnicas mobilizadas para os numeros naturais, a
depender do nivel de aprendizagem da turma, explanada ou ndo pelo professor. Em
contrapartida, para as trés Gltimas seria necessario o0 uso das ideias de numero inteiro
negativo, cujas solucdes, respectivamente, seriam ‘— 5, ‘-~ 8’ e ‘— 7.

O conceito de oposto poderia também ser explorado, pois, pela explanacdo dos
autores dessas atividades, baseados na defini¢do, sdo “numeros diferentes, mas tém o
mesmo modulo, estdo a mesma distancia do zero (ANDRINI, VASCONCELOS, 2012,
p. 61). Fiz referéncia também a criacdo de uma espécie de classes de equivaléncia com
varias subtracdes com o mesmo resultado, por meio da reorganizacao dos calculos para
obter essas classes. Os professores ndo se mostraram muito interessados, pois segundo
um deles, requer um envolvimento e um nivel de aprendizagem além daqueles que os
estudantes do 7° ano possuem, [...] outras dificuldades mais elementares estdo em jogo,
antes que essas fossem estudadas.

Percebi que o julgamento dado por esse professor, de certa forma, foi influenciado
apenas pelo fato de a atividade ser diferente do que estd acostumado a trabalhar. N&do era
meu objetivo impor a mobilizacao dessas atividades em nossa proposta; pensava em criar
situacBes para motivar os professores a pensarem para além das propostas contidas no
modelo dominante. Meu intento, exposto a eles, nesse momento, era questionar as
atividades alternativas, de contexto interno & matemaética, testar sua validade e a
capacidade de auxiliar nas dificuldades de aprendizagem. Para isso, haveria necessidade
de buscarmos por outros conhecimentos, inclusive em nossas proprias praticas, mas, essa
é uma construcao, para nao apenas se mobilizar algo pronto.

Reagindo as analises, um professor comenta que essa proposta alternativa esta

fora dos padrdes encontrados, por exemplo, nos livros didaticos. A mobilizacdo das

>4 Treino da técnica, construgio de conjecturas. Para as trés Gltimas atividades, conceito de oposto. Para os
debates, deve-se construir a ideia com 0s alunos, para que se torne mais uma ferramenta mobilizada na
técnica da subtracdo entre inteiros relativos.

Para retornar a pagina 102, Rs: Raz0es de ser: cotidiano ..., clique aqui.
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propriedades associativa e comutativa, praticamente, ndo é trabalhada nas salas de aula.
Talvez estaria por detrds do ensino dessas propriedades a percepg¢do de regularidades

que néo alteram os resultados.
Cs - Questionamento tecnoldgico-tedrico®s:

Meus estudos apontavam para a falta de justificativas para as tarefas propostas aos
estudantes, e, justamente, a mobilizacdo dessas propriedades se dava por buscar uma
solucdo para o bloco tecnoldgico-tedrico, muitas vezes, ndo explicitado nas propostas do
Modelo Dominante. Assim, para a analise praxeoldgica, por exemplo, como mencionado
em minha dissertacdo (GONCALVES, 2016), uma das motivacgdes para 0s novos estudos
foi justamente “a auséncia” de ‘tecnologias’ para as tarefas ensinadas para os estudantes
do 7° ano do ensino fundamental. As possiveis justificativas matematicas mobilizadas
habitam o rol dos conhecimentos das estruturas algébricas, fora do contexto de ensino dos
anos finais. Minha conclusdo para esse fato apontou para a necessidade de os autores
contornarem essa dificuldade por meio de criacdes didaticas provenientes do uso de
modelos concretos. Assim, entendo que essas propriedades poderiam ajudar no
movimento de se justificar as tarefas que serdo ensinadas para 0s numeros inteiros
relativos. Nesse sentido, debater com esses professores uma proposta alternativa aquelas
constantes no Modelo Dominante, baseada em situa¢fes matematicas de construcdo de
regularidade e de mobilizagdo de algumas propriedades, era justamente para testar sua
validade e sua potencialidade em auxiliar na superacdo das dificuldades ja apresentadas.
Provavelmente, se tivesse exposto diretamente esse fato aos professores, os resultados
seriam diferentes. Porém, naquele momento, estava com medo de exercer o papel de
formador “tradicional”.

Na sequéncia desse encontro, foi proposto aos professores, mais especificamente,
em relacdo a alternativa a, do quadro 9, ‘16 + .... = 61°, uma analise da possibilidade de
a partir da solugdo ‘61 — 16°, chegarmos ao resultado ‘0 — 5’ na alternativa i. A concluséo
gerada pelo grupo foi representada pela seguinte frase, o aluno néo saberia ainda como
resolver essa situagdo. Outra sugestdo apresentada aos professores, dada para responder

>5 Para a continuagio da escrita, descrevemos nossas acdes por meio de um Diagrama de Acdes, que
juntamente com o mapa de questdes e repostas, nos auxiliou na apresentacdo do Modelo Epistemolégico
de Referéncia e da proposta de ensino alternativa construida junto com o grupo de estudos. O inicio de cada
acdo sera identificado por “Xn” e o fim “Xn — Fim”. Apresentamos a continua¢do do contexto concreto.
Para retornar a C7 — Inicio, cligue aqui. Ressaltamos que, as a¢cdes do Diagrama estdo descritas no decorrer
do relatdrio de tese, por isso, os links direcionando para os demais locais.

Para retornar a pagina 162, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.
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minha pergunta, foi colocar nos espagos vazios as operacdes realizadas, ou seja, para a
alternativa a, 16 + .... = 61, realizariamos 0s seguintes passos:

‘16 + (61 — 16) = 61’ (associativa)

‘(16 + 61) — 16 = 61°(adi¢do)

“77—16 =61’ (subtragao)

‘61 =61’

A ideia foi de promover reflexdes sobre os dois lados da igualdade. No entanto, o
que isso significaria para os estudantes? Como reagiriam? ‘61 — 16’ representaria a
mesma ideia que o resultado, ‘45’? Tendo por base a proposta inicial, estudos dos inteiros
relativos, pensar de maneira diferente, buscando e propondo novas formas de
reorganizacéo e de resolucéo de problemas deveria ser o objetivo a ser alcangado.

Ao final do encontro, incomodado com minha postura frente aos professores,
escrevi no ‘diario de bordo’: por estar focado nos estudos sobre esses numeros, deixei em
alguns momentos de me atentar as consideracBes dos demais professores. Minha
cobranca era ter uma escuta mais atenta e um maior cuidado com o roteiro daquilo que
deveria ser explorado com eles. A posicao de pesquisador se sobrepds a de participante
do grupo de estudos; as preocupacdes com a qualidade dos dados e das gravacdes eram
enormes. Todos esses aspectos, condicionantes do nosso trabalho frente aos professores,
influenciaram nos debates. Falar ou ndo determinados pontos de vista, intervir ou ndo no
debate dos professores, seguir ou ndo, adiante com determinada discussdo? Vejo agora
que foram as condic¢des existentes na constituicdo do grupo de estudos. Outras restricoes,
como deixar de lado estudos sobre 0s modelos concretos durante as discussdes? Ou, como
ndo os influenciar com os conhecimentos ja estudados?

Gerou-se assim, um conflito dado pela mudanca paradigmatica pensada para o
grupo de estudos. A parte final foi dedicada a discussdo de um artigo (CID, BOLEA,
2010). Acreditamos que os demais compromissos de trabalho e particulares influenciaram
no fato de os demais ndo terem cumprido a tarefa. Contava com empenho de ‘boa-fe’,
pois, o tempo de outras atividades deveria ser utilizado, comprovando que muitas
atribuicOes estdo sendo incorporadas ao fazer docente sem remuneragdo. Assim, nédo

podemos taxa-los de maus profissionais ou desmotivados, pois é dever do Estado garantir

condicdes minimas de trabalho aos profissionais da educacéo. Cg — Fim.5

*Para ir a Cg1 — Inicio, clique aqui. Ressaltamos que, as a¢des do Diagrama estdo descritas no decorrer do
relatorio de tese, por isso, os links direcionando para os demais locais.
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Qs: QUAIS AS DIFICULDADES, OS ERROS MAIS COMUNS E AS
INTERVENCOES MAIS UTILIZADAS NOS PROCESSOS DE ENSINO E DE
APRENDIZAGEM DE Z?

Na busca pela resposta a oitava questdo do mapa da tese, também mobilizei as
discussOes, os resultados e 0s consensos dados no quarto, quinto e sexto encontros. A
construgédo dessa resposta me auxiliou na solucdo de Qo: “Que proposta de ensino para
Z é possivel construir por meio da interacdo com um grupo de estudos de professores na
perspectiva do POM?” Nesse caminho, outras questdes surgiram, pelas quais tratei,
respectivamente, dos processos de ensino, bem como da razao de ser epistemologica dos
inteiros relativos.

As dificuldades tanto de ensino quanto de aprendizagem foram levantadas por
meio das leituras dos textos propostos e, também, das experiéncias, dos erros e das
intervencdes registradas e entregues pelos professores ao final dos encontros. Para
auxiliar no processo de organizacdo desses dados, 0s organizei para apresenta-los aos
professores no 4° encontro e, também, os descrevi como elementos da oitava resposta, Rs.

Esse encontro foi realizado no dia 16 de maio de 2019, com a participacédo de 10
professores, e nos dedicamos as seguintes acdes: finalizacdo da discussdo do artigo,
leitura da apresentacdo dos inteiros relativos na BNCC e envio das respostas da enguete
3. Todos esses elementos permitiram a construcdo de elementos de resposta a oitava

questdo do mapa de questdes e respostas da tese, Qs.

Rs: DIFICULDADES E ERROS: SINAIS, RETA NUMERICA, OPERACOES E
COMPARACOES. INTERVENCOES: JOGOS E PROCEDIMENTOS DO
COTIDIANO

Historicamente o desenvolvimento epistemoldgico, a razdo de ser dos inteiros
relativos se deu nos processos de resolucdo das equagdes, como ferramenta para
soluciona-las. Uma das maiores dificuldades pairou no fato de os matematicos ndo os
reconhecerem como numeros; 0 Seu uso esteve vinculado as ideias de medida das
quantidades negativas que apareciam nos problemas. Quando se compreendeu que esses
numeros foram uma criacdo matematica e que ndo provinha de contextos concretos,
propiciou-se um cendrio para sua formalizacdo, fato ocorrido juntamente com 0s nUmeros

complexos. Partindo desse desenvolvimento histérico, procurei®’ discutir com os

70 uso da primeira pessoa se refere as minhas consideracdes e as da professora Marilena (orientadora),
pois a terceira pessoa serd mobilizada para as consideragdes dos integrantes do grupo de estudos.
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professores as dificuldades tanto de ensino como de aprendizagem dos inteiros relativos.
Esses estudos historicos foram os temas gatilhos de algumas situagdes que podem ser
estudadas em sala de aula.

Para o inicio desse encontro, nosso combinado seria que cada professor realizasse
sua pesquisa e trouxesse informacdes sobre as habilidades apresentadas na BNCC.
Porém, prevendo algum imprevisto organizei em slides as habilidades®® que tratavam de
forma direta dos inteiros relativos, bem como demais informacoes relevantes para nosso
debate.

Discutimos que a primeira habilidade tratava de todos os conceitos dados na
introducdo dos inteiros relativos constantes no Modelo Dominante mais as operagdes de
adicéo e subtracdo. Ndo houve mencéo do trabalho a ser realizado para o primeiro contato
com esses numeros. Alguns estudantes, com certeza, ja conhecem ou ja estudaram alguns
dos seus aspectos, provavelmente, ndo com toda a formalidade exigida a partir do sétimo
ano do ensino fundamental. Porém, aqueles alunos que nunca tiveram esse contato, quais
sdo as habilidades que tratam desse ‘primeiro contato’ com esses niimeros? Quais devem
ser atividades, para que realmente os estudantes atribuam status de numeros aos inteiros
relativos? Essas foram algumas das indagacGes que debatemos com os professores dos
laboratérios de matemaética. Vale ressaltar que, constam no Referencial Curricular da
Reme de Campo Grande (CAMPO GRANDE, 2020, p. 122), em sua versao preliminar,
duas habilidades® que podem ser desenvolvidas com os estudantes.

Outro tema discutido foi sobre o fato de uma habilidade ser composta por diversos
contetidos, compilando assim, todos os conceitos, procedimentos e algoritmos em apenas
duas habilidades. Na busca por uma articulacdo com a introducdo da algebra escolar,
procurei essas habilidades, organizei algumas informacdes para 0 momento dos debates,

porém, os dados foram trazidos de forma superficial, pois ndo havia referéncia direta aos

8 HABILIDADES: 1. (EFO7MAO03) Comparar e ordenar ndmeros inteiros em diferentes contextos,
incluindo o historico, associa-los a pontos da reta numérica e utiliza-los em situagdes que envolvam adicao
e subtragdo. 2. (EFO7MAO04) Resolver e elaborar problemas que envolvam operagfes com nimeros inteiros.
OBJETO DO CONHECIMENTO: Numeros inteiros: usos, historia, ordenacéo, associagdo com pontos da
reta numérica e operagoes.

>9 Habilidade 1: Associa nimero inteiro a um ponto da reta numérica e vice-versa; Ordena nimeros inteiros
em diferentes representagdes; Compara nimeros inteiros em diferentes representacdes; Representa
nUmeros inteiros na reta numérica; Identifica sucessor e antecessor de um ndmero inteiro; Utiliza a reta
numérica na resolucdo de situagcdes que envolvem adicdo e subtracdo. Habilidade 2: Resolve problemas
com nameros inteiros, envolvendo as operagdes fundamentais; Elabora problemas com nimeros inteiros,
envolvendo as operacfes fundamentais.
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inteiros negativos e queria ver como os professores tratariam esse fato, se articulariam
com o texto das pesquisadoras Cid e Bolea (2010).

Por exemplo, na BNCC, para o Objeto do Conhecimento: Linguagem algébrica:
varidvel e incognita, temos as habilidades: (EFO7MA13) Compreender a ideia de
variavel, representada por letra ou simbolo, para expressar relacdo entre duas
grandezas, diferenciando-a da ideia de incégnita; (EFO7MA15) Utilizar a simbologia
algébrica para expressar regularidades encontradas em sequéncias numéricas. E no
Referencial da Reme, para o0 mesmo Objeto do Conhecimento e para as mesmas
habilidades, temos os seguintes Conhecimentos Especificos: Compreender a ideia de
incognita e de varidvel; Representar incdgnita e varidvel por letra ou simbolos;
Representar a relacéo entre duas grandezas, utilizando letras ou simbolos.

A leitura de todos esses dados nos ajudou a organizar novas concep¢des para a
construcdo da proposta. Por exemplo, na discussao sobre a ideia de reta numérica, bem
COMO seu uso para as operagdes, uma questao posta em voga pelos professores foi: como
os alunos enxergam os pontos, 0 que h& entre eles? O consenso do grupo foi que eles
enxergam o0s naturais na reta, sdo pontos colocados sobre uma linha. Porém, sera que os
estudantes tém a nocdo de que ha espacos entre 0 0 e 1, por exemplo? Uma atividade
pensada para o ensino dessa nogdo foi a do varal de fragdes®®. No momento da
reorganizacédo das distancias, cabe aos professores proporem discussdes sobre 0s motivos
e as técnicas mobilizadas para essas reorganizacdes, bem como se 0s numeros foram
pendurados corretamente. Ha necessidade de o professor aprofundar melhor essas ideias,
estabelecendo a concep¢do do ‘lado positivo’ da reta e o ‘lado negativo’, bem como
estabelecer relagcdes entre o jogo e sua formalizacdo no quadro, promovendo a passagem
do concreto para o formal.

A mobilizacdo da reta numérica pode se dar para os estudos das operacdes de
adicdo e subtracdo. Um dos motivos seria as concepcdes trazidas da técnica para dividir
dois naturais, ou seja, nos numeros naturais, para o dividendo maior que divisor, 0
resultado sempre serd menor que o dividendo, por exemplo. Para 0 caso dos inteiros
negativos, para uma divisao entre dois inteiros negativos o resultado vai ser positivo, ou

seja, maior que o dividendo. Uma solucdo apresentada pelos professores seria mobilizar

€0 varal de fragGes: cada estudante recebe uma ficha representante de um nimero na representacio
fracionaria, um por um, cada um deles pendura seu nimero no varal. Os primeiros penduram seguindo uma
certa distancia, a unidade de medida para cada ficha sobreposta. No entanto, a cada nimero pendurado, o
préximo aluno tera que reorganizar essas distancias, pois a depender da posic¢ao, o seu nimero pode ndo ter
espaco.
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as ideias de medida: quantas vezes o ‘menos 3’ cabe em ‘menos 15°, cabe 5 vezes, por
exemplo.

Um professor afirmou que essa ideia serviria apenas para as quantidades de
mesmo sinal, falhando para sinais trocados. Nesse contexto, mais uma vez, as
dificuldades de ensino presentes nos modelos concretos e, por consequéncia, no Modelo
Dominante, apareceram fortemente. Para as adigdes e subtragdes, ha um tipo de ‘regrinha’
diferente das mobilizadas para as multiplicacGes e as divisoes.

Tanto para as ideias de que existem numeros entre 0 e 1 quanto para o trabalho
com a reta numérica, ha proximidades e similaridades com os estudos de Caraca (1951).
As influéncias desse autor sdo bem visiveis nos elementos do Modelo Dominante, porém
as demais concepcgOes e atividades para a conducdo dos demais conteidos ndo séo
abordados da mesma forma. No Modelo Dominante, ha abuso na mobilizacdo dos
contextos concretos, enquanto Caraca (1951) avanca para estudos matematicos,
mobilizando o Principio da Extensdo e a Negacdo da Negacdo, ou seja, das
impossibilidades das operacdes, cria-se a necessidade de novos sistemas numéricos em
que as propriedades dos antigos sejam mantidas. Infelizmente, ndo debatemos esses
conceitos com os professores.

Um questionamento levantado foi: quais os pontos favoraveis de cada proposta de
atividades, a de cunho mais aritmético concreto e as de contextos mais matematicos?
Durante o debate, uma das solucdes apresentadas e de consenso do grupo foi que houvesse
uma espécie de mescla dos pensamentos, pois uma forma Unica poderia ser muito
reducionista ou uma maneira de reproduzir algo pronto. No momento dessa discusséo,
fiquei mais calado, sem intervir, deixando que os professores debatessem, sendo que
alguns lideraram as conversas, mediando e sintetizando os conteudos. Alguns professores
consideraram esse ensino reducionista, provavelmente, baseados na leitura do texto das
pesquisadoras Cid e Bolea (2010). Porém, também poderia ser conhecimento advindo de
outras experiéncias.

Qual seria a importancia de compreender essas diferencas de aprendizagem?
Pensamos na mensuragdo do aprofundamento teérico e metodoldgico propiciados pelas
discussdes do grupo, entendendo que é fundamental essa dedicacéo para se organizar uma
proposta de ensino, ou atividades para as aulas, ou ainda, atividades para 0s momentos
avaliativos.

No artigo de Cid e Bolea (2010), as concepgdes sobre Espaco Afim e Vetorial

surgem nas discussdes sobre os modelos concretos. E, como alguns desses

107



questionamentos demandariam um estudo matematico mais aprofundado, algo que
exigiria um tempo muito grande, pois teriamos que estudar questdes especificas dessas
estruturas algébricas. Como essa demanda ndo foi de interesse de todos os professores
participantes nesse dia, a maioria do grupo decidiu deixar esses estudos para uma proxima
reunido. Cid (2003) traz uma articulacdo entre os modelos concretos, as ideias de
modelagem e os conceitos de espago Afim e Vetorial, discutindo sobre
a relevancia de uma introducdo de ndmeros inteiros por meio de
modelos concretos por duas razdes. A primeira é que, no ensino da
aritmética elementar, o processo de modelagem matematica é revertido:
enguanto no campo cientifico € usual que o objeto de estudo seja um
determinado sistema ou fenémeno do mundo sensivel modelado por
meio de um sistema matematico, O campo de ensino do objeto de
estudo é uma nog&o aritmética modelada por meio de um sistema fisico
ou social com o qual os alunos devem estar familiarizados. Além disso,
0 modelo funciona por analogia, ou seja, permite obter conhecimento
sobre a no¢do matematica porque “parece com ela”; ou “funciona como
ela”. Mas, na realidade, a estrutura algébrica que mais se assemelha a
um modelo de neutralizacdo é a estrutura unidimensional do espago
vetorial (ou, mais precisamente, a restricdo a Z do espaco vetorial RY),
e a mais proxima de um modelo de deslocamento é o espago
relacionado unidimensional (ou melhor, a restricdo a Z da linha real).
Por outro lado, a estrutura de anel totalmente comutativa com unidade,
tipica de nimeros inteiros, dificilmente pode ser mostrada através de

um modelo especifico, dai as dificuldades didaticas colocadas por seu
uso. (CID, 2003, p. 12, grifo do autor, traducéo nossa)*".

As estruturas que mais se assemelham aos modelos concretos ndo ‘carregam’ em
si todos os aspectos de um anel totalmente ordenado, comutativo e com a unidade, além
do processo de modelagem matematica acontecer de uma forma invertida, ou seja, um
contetdo matematico é modelado a partir de uma situacdo do cotidiano. A andlise de
todas as falas desse encontro indica a necessidade de explorar melhor esses aspectos
matematicos.

Finalizamos esse encontro com o0s professores redigindo pequenos textos
respondendo a enquete 3: “Quais as dificuldades encontradas pelos alunos na resolugéo
de atividades com os inteiros relativos? Quais 0s erros mais comuns cometidos pelos
alunos? Quais as intervengdes mais utilizadas para contornar esses erros e dificuldades?”

Destacamos as principais dificuldades, erros e procedimentos elencados no

quadro a seguir:
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Quadro 10- Dificuldades e erros elencados pelos professores

Dificuldades dos professores e dos estudantes

Comparar inteiros relativos, pois mobilizam
a comparacao entre os naturais.

Dar sentido de numero as quantidades
negativas.

Localizar e ordenar pontos na reta dos
inteiros.

Contextos do cotidiano
dificuldades com as
multiplicacéo e divisao.

promovem
operacfes de

Compreender os inteiros como extensdo dos
naturais. Entender as novas regras para 0s
negativos. Associar o sinal ao niamero.

Reta numérica e as operacdes de
multiplicacédo e divisdo. Outros significados
aos inteiros além da ideia monetéria.

Exemplos préaticos e diversificados, novas
metodologias para as partes que geram mais
davidas e erros, diferentes formas de
abordagem.

Trabalhar com jogos.

Fonte: Autor da pesquisa

Erros dos estudantes

Erros com as operacOes e as regras de sinais,
por exemplo quando resolvem: ‘—4 — (-2)’ ou
‘4 —7 ¢ 3’ (usando o resultado de ‘7 — 4 = 3).

Os alunos aplicam as regras da multiplicacéo e
divisdo para as de adicéo e subtracao.

Erros dados pelo fato de os alunos aceitarem
que 0s nUmeros estdo presos a parte positiva.

Dificuldade em compreender as regras de
sinais, dada pela introducdo via ideia
monetaria.

Trocar as regras de sinais. Respostas sempre
positivas.

N&o considerar os sinais para as operacgoes
(operar como se fossem numeros naturais) e
ordenar 0s numeros negativos (obstaculos
vinculados aos naturais).

Identificar as operagdes a serem realizadas.

Mobilizar a reta numérica também na posicéo
vertical e situacdes bancarias.

Esse encontro me permitiu construir um rascunho para a resposta Rg, que trata das

dificuldades e dos erros mais evidenciados pelos professores do grupo de estudos, com

suas intervencdes, jogos e procedimentos do cotidiano e alguns questionamentos sobre

suas posturas.

5° Encontro: 28 de maio de 2020 — 10 professores®!

No 5° encontro, ocorreu a palestra dos professores José Luiz Magalhaes de Freitas

e Mustapha Rachidi, ambos, naquela ocasido, professores do Instituto de Matematica da

Universidade Federal. O propésito de convida-los foi para aprofundarmos algumas

questdes tedricas sobre os inteiros relativos e discutir alguns aspectos sobre ensino e

aprendizagem dos inteiros relativos. Esse encontro ocorreu no dia 28 de maio de 2018,

®1 para retornar a pagina 100, Re: Razdes de ser: Cotidiano, ... clique aqui.
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com a presenca de 10 professores. A pauta enviada por eles previa que a palestra fosse
dividida em duas partes, a primeira referente aos estudos historicos e epistemoldgicos,
com énfase nos inteiros relativos, e a segunda tratando das defini¢bes, conceitos,
propriedades, um tratamento mais formal desses nimeros.

Na primeira parte, esses professores discutiram as seguintes questdes: O que € um
namero? Quais representacGes os alunos tém sobre nimeros em geral? Quais sdo as
fungdes dos numeros? As reflexdes foram permeadas por alguns exemplos de manuais
usados no final do século XVIII, tratando das grandezas, das formas de contagem, de
medida, de unidade, de nimeros em geral, de aritmética e, por fim, dos nimeros naturais.
Essa contextualizagdo encaminhou as discussdes para o ensino dos inteiros relativos, em
que foram expostas as formas mais cristalizadas de ensino dos inteiros relativos.

Nesse momento, varias das discussdes que ja haviamos realizado com o0s
professores dos laboratorios de matematica foram retomadas, no entanto, o nivel de
aprofundamento e de exemplos nos auxiliou nos questionamentos que haviamos deixado
em aberto. Inclusive, véarios desses questionamentos foram enviados aos professores
palestrantes, o que nos levou a crer no sucesso desse movimento.

O contexto cultural das propostas de ensino também foi discutido. O tema foi a
busca por atividades que levassem em consideragdo os conhecimentos dos alunos, como
temperaturas positivas e negativas, elevador com andares subterraneos, datas historicas.
Também trataram de alguns obstaculos epistemoldgicos, aqueles descritos por Glaeser
(1985). Os professores palestrantes contextualizaram cada um dos obstaculos, com
exemplos de matematicos, as formas que os obstaculos interferiram na sua compreensao
dos inteiros relativos, detalhando cada obstaculo para além das defini¢des dadas por
Glaeser (1985).

Na segunda parte da palestra, além da apresentacdo do tratamento formal dos
inteiros relativos, os professores deixaram uma sugestdo de proposta de ensino para 0s
inteiros relativos. Primeiramente, eles exploraram dois possiveis contextos, 0s concretos
e 0s internos a matematica. Nos contextos concretos, exploraram os significados dos
inteiros negativos, ideia de estado, de variacdo, interpretacbes bem semelhantes as
trazidas por Borba (2009). Também trabalharam os contextos de deslocamento na reta,
se aproximando da classificacdo dada por Cid (2015) para os contextos dos inteiros

relativos em neutralizacdo e de deslocamento. Nos estudos de Caraca (1951), também

encontramos justificativas para o trabalho na reta numérica e que poderiam ter sido
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incorporadas aos estudos e a proposta de ensino. O contexto introdutorio proposto pelos

professores José Luiz e Mustapha Rachidi seguiu o descrito por Chevallard (1990, p.18)):

[...] Os negativos ndo sdo entdo, de inicio motivados pelo estudo de
sistemas de varidveis tomando valores inteiros positivos e negativos,
como nés insistimos em querer fazé-lo acreditar, apresentando sistemas
raros do tipo altitude, elevador, perdas e ganhos, etc. Eles nascem de
exigéncias internas ao trabalho matematico (exatamente: algébrico).
Sem duvida sua introducdo, que estende o dominio do numérico, vai
levantar, historicamente, algumas interrogacfes, que encontram
necessariamente um eco no curriculo dos anos finais do Ensino
Fundamental. (excerto dos slides apresentados pelos professores) >V,

Chevallard (1990) propde uma introdugéo dos inteiros relativos a partir da razéo
de ser desse objeto matematico, diferentemente do modo cristalizado do sistema de
ensino brasileiro, em particular de Campo Grande/MS. Nesse sentido, o objetivo ndo era
de impor aos professores uma proposta alternativa, e sim, por meio da dialética
Midia/Meio, construir nossa proposta com razdo de ser, buscando as principais
dificuldades e erros promovidos pelo ensino dado no Modelo Dominante.

Eles finalizaram apresentando trés opcGes de escolhas didaticas: dar aos inteiros
relativos status de nimero, trabalhando com as propriedades dos naturais para dai entdo
expandir para os inteiros relativos, semelhante ao trabalho de Caraca (1951); introducéo
dos inteiros relativos a partir da resolucdo de equacdes e tratar os trés status do sinal de
menos, mantendo apenas o status operatorio do sinal de mais, ambas, semelhantes ao
trabalho de Cid (2015).

6° Encontro: 11 de junho de 2019 — 11 professores
O 6° encontro teve ainda por objetivo elaborar respostas a questdo Qg (Quais as

dificuldades, os erros mais comuns e as intervencdes mais utilizadas nos processos de
ensino e de aprendizagem de Z?). Devido ao fato de ter se passado quase um més da
discussio do jogo ‘pega-varetas’®? (VALE, 2009) em que, neste intervalo, também
ocorreu a palestra dos professores convidados, foi decidido que os professores
reapresentariam o jogo. O principal aspecto relembrado foi sobre o potencial da escrita
de expressdes numéricas a partir da retirada das varetas e das construgdes das respostas,
movimento ressaltado pelo grupo. Segundo o consenso dado pelo grupo, os alunos
poderiam retomar as regras das expressdes numéricas. Apesar do consenso, alguns

professores ainda indagaram sobre a possibilidade de que isso realmente iria acontecer.

62 Nos anexos estfo as descricdes, regras e formas de jogar redigidas pelos autores dos jogos.
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Por exemplo, cada expressao serda estrutura pela retirada das varetas, um problema seria
multiplicar um negativo por um negativo. Nesse momento, semelhante a outras situagdes
ja discutidas, o problema se da para as multiplicagdes com inteiros negativos. Um dos
professores afirma que esse jogo serve assim, para um caso especifico da multiplicacdo
e, aparentemente, para a adicdo e a subtracdo nao temos problemas latentes. Nesse caso,
h& evidéncias dos aspectos ja discutidos com os professores sobre as limitagGes trazidas
por Cid (2002, 2003, 2015) a respeito dos modelos concretos.

Para o grupo, o que ficou definido foi o grande ganho em aprendizagem dado pela
mobilizacdo das expressdes numéricas. Ndo consegui debater os outros aspectos, a
demanda do grupo ndo me permitiu realizar outras analises, o foco estava em descrever o
jogo e verificar seu potencial. Nesse sentido, comentou-se no grupo sobre criar contextos
em que 0s negativos se fizessem necessarios, talvez um jogo fosse um contexto mais ludico
para contornar o problema das temperaturas e da Algebra. Temperatura néo faz parte
do cotidiano da maioria dos estudantes, e a Algebra talvez dependesse da turma e do
empenho do professor que tera essa proposta em maos. Provavelmente, deveriamos ter
estabelecido um critério de anéalise dos jogos ou de outras atividades, por exemplo,
observar se as limitacdes ou se 0s objetivos dos jogos ndo trardo novas dificuldades para
0 ensino.

Partindo dessa constatagéo, passamos para a apresentacdo do segundo grupo com
o ‘Jogo de Sinais’ (GITIRANA et al., 2013). A dupla responsavel o descreveu como de
tabuleiro, representado por uma reta numérica com seis casas positivas, seis negativas e
um representante do zero. As pecas devem se movimentar nesta reta numérica a partir
do langamento de dois dados, um com valores inteiros positivos e outro com inteiros
negativos, dessa forma, para se movimentar o aluno deve realizar uma adicéo algébrica
com os valores dos dados. Esse jogo pode ser relacionado as ideias de transformacao
dos numeros inteiros relativos, pois o numero retirado em cada dado “transforma’ a
medida inicial, no caso, por meio do deslocamento. Posteriormente, pode-se registrar 0s
movimentos por meio das operacdes. Essa interpretacdo dada pelos professores antecipa
as finalidades educacionais propostas pelos elaboradores do jogo, ou seja, as regras do
Jogo preveem que os estudantes movimentem as pecgas seguindo os deslocamentos
indicados pelos dados, primeiro o azul, em seguida o vermelho e no decorrer do jogo,
aparecerdo as adi¢des algébricas.

Continuamos com o debate sobre a institucionalizagdo dos movimentos com o0s

dados, por exemplo, ‘+3” significa caminhar 3 casas no sentido azul (sentido positivo) e,
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‘-2, caminhar duas casas no sentido vermelho (sentido negativo). Nesse contexto, como
conduzir as discussdes para que esses deslocamentos se tornem em conhecimento?
Podemos mobilizar as criticas tecidas tanto no artigo (CID, 2003) quanto na tese (CID,
2015)? Podemos mobilizar as justificativas dadas por Caraca (1951)? Qual a relagéo
desses deslocamentos com o0s conceitos de adicionar e subtrair? Novamente, como
institucionalizar? Os questionamentos nos conduziram para outros debates, por exemplo,
o realizado sobre os significados dos sinais: as ideias de operacdo do sinal de menos, bem
como a ideia predicativa, mencionada nos artigos de Cid (2003), Cid e Bolea (2010) e
Caraca (1951). Alguns deles mencionaram o papel do professor para a compreensao dos
conceitos estudados, destacando as situacGes propostas para que os alunos pudessem
analisa-las em decorréncia das regras do jogo estabelecidas. Exemplificando esse fato,
teriamos, se posicionarmos uma peca em determinada casa e depois indagarmos 0s
estudantes, qual deve ser o proximo movimento para gque o jogo fosse finalizado? Qual o
movimento para que o meu adversario ndo ganhe? Nesse sentido, os professores julgaram
que os estudantes deveriam explorar todas as possibilidades, incentivados sempre pelo
professor regente. E, para finalizar as analises desse jogo, o consenso foi que seria um
jogo a ser utilizado em nossa proposta, de acordo o grupo. Com receio de ter uma postura
muita ativa diante dos professores, dificuldade gerada pelo fato de ndo podermos entrar
definitivamente no novo paradigma, perdi algumas oportunidades de discutir fatos muito
pertinentes para a construcdo da proposta. No entanto, essa postura mais reservada tinha
por objetivo a construcdo das identidades de um cidaddo herbartiano com atitudes

procognitivas.
A proxima apresentacdo se deu para o jogo ‘Zigue-zague’ (KLAUE, 2013). Nela,

os professores o consideraram de estratégia, no sentido que o aluno deve pensar nas
possibilidades dos resultados com os numeros dos dados e escolher a melhor resposta
para frente, para esquerda, para direita ou uma das diagonais. Se ndo houver uma
resposta ele ficard parado. Os professores mencionam que sé trabalhariam com a parte
positiva dos inteiros. Uma das estratégias possiveis seria a do calculo mental e,
diferentemente do jogo anterior, ndo apresenta sugestdo de atividades exploratérias.
Sendo assim, deve-se adaptar ou construir algumas para o trabalho com a parte negativa.

Eles apontaram, como um aspecto interessante, a exploracdo de todas as
possibilidades de respostas, enaltecendo as intervengdes do professor regente, fato
também destacado nas apresenta¢des anteriores, sendo consenso entre todos. Uma critica

abordada foi referente ao jogo ser monotono. Logo, esses professores acreditam no
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desinteresse dos estudantes, pela pouca acao que ele provoca, bem como pela falta de
atividades e de outros movimentos interessantes. N&o houve muitas sugestoes, pois
segundo a dupla, a descricdo dada pelos autores do jogo € bem répida, deixando a cargo
do regente todas as decisGes em relacdo ao que se deve ou ndo realizar para a
aprendizagem dos estudantes. Portanto, ndo seria um jogo mobilizado em nossa proposta.

No jogo seguinte, ‘Desafio das OperagOes’ (GITIRANA, 2013), a dupla

responsavel relatou sobre possibilidades de resultados das operacdes que deveriam ser
realizadas entre os trés nimeros iniciais. Por exemplo, escolhendo o nimero 15 e a
operacao de adi¢do, qual dos trés nimeros iniciais adicionados tem por resultados 15?
Se os numeros dados foram ‘9°, 3’ e ‘6’, a resposta seria ‘9 + 6°. Se a resposta for
correta, retira-se uma peca, sendo vencedor quem tiver o maior nimero. Os professores
sugeriram adapta-lo para os negativos. Eles também mencionaram que seria um jogo de
estratégia, pois cada jogador poderia dificultar as jogadas, demonstrando um dominio
das operacdes com os inteiros relativos. Ha necessidade de haver um juiz, principalmente
para verificar se as respostas ou as operacoes estdo corretas. Durante a apresentacéo,
outros professores sugeriram que o0s estudantes confeccionassem seus tabuleiros,
investigando assim a compreensdo dos conceitos, bem como a proposi¢do de varios
tabuleiros para se verificar as possiveis solugcfes, podendo ser colocadas em uma tabela

auxiliar.

Quadro 11- Exemplo das operacdes possiveis
ADICAO | SUBTRACAO | MULTIPLICACAO | DIVISAO

3+6=9 6-3=3 3x 6=18 6:3=2
3+12=15 12—-6=6 3x12=36 12:6=2
6+12=18 12-3=9 6x12=72 12:3=4

Fonte: Gitirana et al. (2013, p. 151).

Analisando a apresentacdo dos professores e a descricdo realizada pelos autores,
percebemos algumas divergéncias. Por exemplo, houve sugestdo de adaptacdo para 0s
inteiros relativos, mas ha um nivel 2 do jogo, justamente para os inteiros. Os autores
também alertam para a possibilidade de adaptacdo desse jogo para os racionais. Os
autores também propuseram para gratificar o vencedor da rodada a entrega de fichas,
diferente do relatado pelos professores, ou seja, retirada de pegas do tabuleiro. Ressalto
que a tarefa de andlise dos jogos seria de todos, porém, cada dupla teria a obrigacéo de
detalha-la melhor.
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Analisando os resultados desse encontro, vejo que essas apresentacdes e
discussdes ndo nos permitiram explorar melhor esses materiais. Levanto duas hipdteses,
uma pela falta de estudo por parte dos professores, pela falta de tempo ou pela falta de
interesse por esse tipo de atividade dada em um grupo de estudos, pois alguns professores
comentaram gue esses jogos ndo comporiam suas propostas. A outra, pela minha postura
passiva, promovendo mais oportunidades de participacdo para os professores. Estava de
certa forma quebrando as regras das formacGes, onde o formador detém o conhecimento,
geralmente, palestram sobre determinado assunto, promovendo na sequéncia algumas
discussdes.

No grupo de estudos, eles teriam que expor suas andlises, organizar
questionamentos, gerenciar 0s comentarios, teriam novas fungdes dentro do grupo.
Percebemos que essas alteracdes demandariam mais tempo, mais encontros, mais
confianca para que ocorressem naturalmente. Os professores que mais se manifestaram
sdo aqueles que além da sua fungdo nos laboratdrios de matematica, ja haviam trabalhado
em cargos de chefia na secretaria, na diregcdo escolar, bem como, ja estiveram a frente de
formacdo pelas equipes da secretaria de educacdo de Campo Grande/MS. Nao estou
realizando um juizo de valor, apenas mencionando o perfil dos professores mais
participativos (a0 menos essa € minha impressdo). Para analisar essas posturas, teria que
empreender nova pesquisa, fora do objetivo atual. Dessa forma, me ative aos aspectos
para a resposta as questdes do mapa de questdes e repostas da pesquisa.

Prosseguimos com as discussdes sobre algumas solugdes das atividades de
contextos matematicos analisadas nos primeiros encontros e resolvidas pelos alunos de

uma professora que se voluntariou em propor essas atividades a sua turma®,

63 para retornar a pagina 183, R#%- Desenho do MER para Z, clique aqui.
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Figura 8- Exemplos de respostas enviadas pela professora voluntaria.
Fonte: Autor da pesquisa

Diante dessas e de outras figuras, os professores analisaram que, 0s estudantes
tém facilidade em expor oralmente suas respostas, ‘perdeu 2’, mas o registro é que deve
ser ensinado estudado, ou seja, a operagdo ‘7 — 9’ e toda a sua classe de equivaléncia,
principalmente (0, 2). Nessa atividade, os alunos teriam duas situagOes internas a
propria matemdtica para ‘dar sentido’ aos numeros negativos. Como serd a
representacdo da ideia de perdeu duas cartas? A intervencdo da professora foi
fundamental para organizar as ideias da representa¢do ‘7—9’ ao invés de ‘9— 7, natural
da escrita dos alunos.

Questiono os professores se essa intervencdo € ruim? Teria uma forma de deixar
o aluno representar sozinho essa operacdo? Alguns respondem que as dificuldades de
interpretacdo também atrapalharam na resolucdo; A forma de organizacdo das
atividades também indica a intervencdo da professora. Se fosse a representacdo dos
alunos seria um emaranhado de ndmeros, e o professor deveria identificar as duas
formas do aluno; colocaria uma carta para representar a quantidade inicial, depois
representaria perdeu nove e ganhou 7. Retiraria a carta fazendo com que os alunos
percebessem que o valor inicial ndo faria diferenca. Poderia representar varios valores
iniciais e verificar que em relacdo a esse valor sempre teriamos duas cartas a menos.

A carta indicada pela professora poderia ser substituida por uma letra, as ideias e
0s conceitos das primeiras expressdes algébricas ja poderiam aparecer. Pode-se realizar
uma escolha ou caminhamos apenas com resoluc@es aritméticas ou podemos iniciar 0s
estudos de alguns conceitos da Algebra escolar, por exemplo, representar os valores
desconhecidos por letras. Isso revela um caminho ‘natural’ entre o ensino concomitante
entre os inteiros relativos e a Algebra escolar. O mais interessante da discussdo seria o
grupo determinar o objetivo da atividade, porém com minha intervencdo, uma das
possiveis respostas foi dada e pelas regras implicitas nas formacdes, dificilmente haveria
contestacdes por parte dos professores, principalmente, se tratando de um assunto em que

todos ndo tinham convicgdes e certezas bem demarcadas.
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Outro ponto bem interessante foi em relag@o ao acréscimo dos sinais de ‘mais’ e
de ‘menos’. Segundo alguns professores do grupo, os alunos conseguiriam realizar.
Porém, nesse caso, a intervengdo do professor seria 0 ponto mais interessante, ele teria
que corrigir os erros dos alunos e, nesse caso, serd que procedendo a correcao
diretamente das atividades daria a possibilidade de os estudantes organizarem seus
aprendizados? Ou estaria apenas fazendo com que eles reproduzissem as técnicas
ensinadas?

Portanto, segundo o grupo, a correcao da professora interferiu nas respostas finais
dos estudantes. Em varios registros temos as mesmas solucdes, sempre imprescindivel
mensurar a mediagdo do professor regente, ou seja, até que ponto suas intervencoes
impossibilitardo ou possibilitardo a construcdo dos conhecimentos.

Assim, finalizamos esse encontro determinando como objetivo para o préximo,
construir a parte introdutoria da proposta de ensino alternativa aqueles presentes no
Modelo Dominante dos inteiros relativos. Dessa forma, um novo questionamento surgiu:

Qo, bem como suas respectivas respostas, Ro.1 € Rg.».
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Qo: QUE ATIVIDADES, PROBLEMAS E ESTRATEGIAS DEVEM COMPOR
UMA INTRODUCAO DE UMA PROPOSTA DE ENSINO PARA Z?

No dia 26 de junho de 2019, com a participacdo de 7 professores, ocorreu o 7°
encontro. A partir dele elenquei alguns elementos que também me permitiram construir
a resposta Rg.1 e acrescentando a esses resultados minhas pesquisas e analises sobre 0s
inteiros relativos, também construi a resposta Ro», resposta coracdo do grupo de
professores. Segundo o cronograma, teriamos mais dois encontros, porém, devido ao

movimento politico em Campo Grande/MS, essa foi a nossa ultima reunido.

Iniciamos as discussoes a partir de algumas dificuldades.

A primeira apresentada® foi sobre a comparacdo entre inteiros relativos,
principalmente por se tratar de dois inteiros negativos. Tal dificuldade foi marcada pela
mobilizacdo de técnicas dadas nos nimeros naturais. Por exemplo, como 10 € maior que
5, os alunos afirmariam que ‘—10° é maior que ‘—5°. Nesse sentido, o propdsito das
discussOes dessa reunido era propor estratégias, atividades e intervencgdes para sanar tais
dificuldades.

A segunda dificuldade apresentada foi vinculada aos sinais de ‘“+’ e de ‘—’¢ ao uso
dos parénteses nas expressoes. Por exemplo, na seguinte operagdo, ‘(— 4) — (- 2)’, erros
de célculos poderiam surgir, primeiramente pela dificuldade das ideias atribuidas ao sinal
‘~’, bem como pelos estudantes mobilizarem algumas técnicas validas para os naturais.
Segundo os professores dos laborat6rios, por eles ndo compreenderem ainda todos esses
novos significados, os estudantes ignoram um dos sinais ‘-’ e realizam a subtragdo como
se operacdo fosse ‘4 —2’, apresentando como solucdo, ‘2°. Nesse contexto, os professores
ainda acrescentaram que tanto para comparar inteiros quanto para opera-los, algo que
surge é o campo de validade da técnica que sdo mobilizadas, um desafio seria atividades
motivadoras e para introduzir os inteiros que visem trabalhar esses aspectos.

Portanto, o tema abordado por esses professores diz respeito as técnicas
mobilizadas para 0os numeros naturais, empregadas para as atividades com 0s inteiros
relativos. Nesse caso, as discussfes estariam mais voltadas as ideias de obstaculos
epistemoldgicos do que alcance das técnicas. Aparentemente, as técnicas conhecidas para

0s naturais estdo sendo obstaculos a aprendizagem de outras técnicas para os inteiros

®4 Para retornar a pagina 79, Rs: Comparar o ensino de Z por meio dos modelos ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 202, R, Elementos e aspectos relevantes da proposta ..., clique aqui.
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negativos. A sugestdo apresentada pelo grupo seria a ideia de atividades motivadoras,
aquelas em que as situagdes aparecessem para serem discutidas com os estudantes.

A terceira dificuldade se deu pela compreenséo, por parte dos estudantes, que um
numero inteiro negativo, como ‘— 2’, representa uma medida ou uma quantidade. Como
transpor o pensamento, possuo — 2 reais’? Ou a distancia é de ‘— 2 metros’? Caraga
(1951) tratou da movimentacdo de objetos sobre a reta, em que os movimentos em
sentidos opostos se davam pela mobilizacdo dos sinais. Nesse sentido, o objetivo da
proposta alternativa poderia ser o mobilizado por este autor. Ou ainda, com o objetivo de
introduzir os nUmeros inteiros negativos como resultado de uma operacgéo, por exemplo,
perdi duas figurinhas, mobilizando as ideias transformacao ou de relacdo para os inteiros
relativos (BORBA, 2009).

A quarta dificuldade discutida foi sobre o trabalho com jogos matematicos,
devemos evitar o jogo pelo jogo, ou seja, trabalhar com registros mais sistematicos,
estabelecendo ‘pontes’ entre o que foi discutido no jogo e 0S conceitos que serao
ensinados. Esse debate teve por base os estudos da pesquisadora Cid (2015), quando
tratou dos processos de modelizacdo matematica, no caso, inverte-se essas ideias,
mobiliza-se uma situacdo cotidiana para modelizar os inteiros relativos, e mais, como se
a compreensdo das ‘regras’ de tal situagdo, por se assemelhar com alguns aspectos do
contelldo matematico fossem suficientes para a sua aprendizagem.

A quinta dificuldade foi relativa as situacdes do cotidiano: sugeriu-se que fossem
trabalhadas outras situacGes além da monetaria. Segundo a critica realizada por Cid
(2015), os modelos concretos, algo criado e pensado para facilitar a aprendizagem,
promove em situagdes futuras novas dificuldades de aprendizagem.

A sexta dificuldade: tabelas com ‘jogos de sinais’. O objetivo € que os estudantes
ndo mobilizem as regras dos sinais da multiplicacdo para as adi¢des algébricas. A critica
levantada pelos professores foi sobre o ensino ser dividido em partes, ensina-se todas as
regras, algoritmos e procedimentos das operagfes de adicdo e subtragdo, todos os
problemas e desafios pautados nessas operacdes, para depois, entdo, iniciar os estudos
das operagdes de multiplicacdo e divisdo, realizando as mesmas atividades e
procedimentos para essas operagdes. Por fim, trabalha-se com todas as operagdes, tal
forma de ensino, causa algumas dificuldades ja mencionadas.

Para a continuacdo da escrita, descrevemos nossas acGes por meio de um

Diagrama de Acdes, que juntamente com 0 mapa de questdes e repostas, nos auxiliou na

apresentacdo do Modelo Epistemoldgico de Referéncia e da proposta de ensino alternativa
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construida junto com o grupo de estudos. O inicio de cada acdo sera identificado por

“Xn” e o fim “Xn — Fim”. Apresentamos contexto matematico-concreto (MC).

Matematicas
e
Cotidianas

\ \. Situagdes Internas

Operagdes, Propriedades
‘\ Simétricos, opostos
Siluagbes: Como possibilitar diferentes Madulo & Reta
Lingua Materna Dimensdes, aspectos,
Llnguagem Matematica

propriedades &
procedimentos?

“Mesclar”
Ampliar os resultados Temperatura, Oposto,
- A dos Modelos Concretos Comparar & Calcular
— -
Como Mesclar“ MCs
Contextos 'I

Matematicos e Reprasentar

(&01 e " 4 com os Inteiros Relativos
- M3

M C1 — Como mesclar contextos matematicos e cotidianos®:

Nesta acdo, buscamos pdér em pratica a deliberagdo consensual do grupo de
estudos. A experiéncia dos professores e o Modelo Dominante eram pautados em
contextos concretos, e 0s nossos estudos em modelos internos a matematica. Assim, a
busca por construir uma proposta baseada em ambos os contextos foi o desafio.

Iniciamos pela parte introdutdria dos inteiros relativos. Nessa parte, os estudantes
devem admitir, a partir desses novos estudos, algo menor que zero. Justamente, as novas
atividades tratardo dos inteiros relativos. Todo o contexto inicial, as situacdes trabalhadas
e as atividades desenvolvidas devem se pautar na ideia da aprendizagem desses novos
ndmeros, Vvisto que o0 conceito de ndmero positivo estd muito conectado a sua
cardinalidade, ampliando as discussdes das ideias de medida e visando a aceitagdo da
representacdo dos nimeros inteiros negativos, de forma a se contestar a existéncia, por
exemplo, de ‘— 4’ balas. Nesse caso, as ideias de medida e a cardinalidade do numero
aparecem como um obstéculo.

Pensando que os estudantes compreenderam que existem os inteiros relativos,
como realizar operagdes do tipo, ‘3 —5°? Como realizar tal operacdo? Visto que até entdo,
de trés ndo se podia tirar cinco. Além dos concretos, esse pode ser outro contexto de
introducdo dos inteiros relativos que, segundo Caraca (1951), seria a impossibilidade da
operacdo de subtracdo com os naturais. Para resolvé-la, esse autor p6s em pratica o
conceito da negacdo da negacao, ou seja, admitindo que subtracdes desse tipo poderiam
ser realizadas. Esse movimento permitiu a construcdo dos inteiros relativos. Por outro

lado, se articularmos essa impossibilidade da subtracdo nos naturais as situagGes

65 Para retornar a pagina 162, Diagrama de Agdes: ..., clique aqui.

120




motivadoras, como aquelas que geraram a expressao, ‘duas figurinhas a menos’, criamos
outro contexto de introducdo dos inteiros relativos, caminho seguido para a proposta do
grupo. Tal trabalho pode-se dar a partir da mobilizagéo de operagdes na reta, por exemplo:
‘2—(-5) e ‘=3 —(-7)’ em que o sinal de “-" ¢ apresentado com dois significados, o de
operacdo e o predicativo unitario, indicacdo de um numero negativo. Nesse sentido, o
nimero ‘zero’ pode ser interpretado ndo apenas como auséncia, mas, também como
resultado da operacdo de dois valores opostos. Ou ainda, como valor representante da
separacao numerica dos valores positivos e negativos, dados na reta numérica dos inteiros
relativos.

As justificativas as técnicas ensinadas também devem ser organizadas: como
justificar essas técnicas sem demonstra-las? Sem mobilizar os conceitos matemaéticos
mais formais de estruturas algébricas? A mobilizacdo de contextos variados e dos
diversos aspectos do conteido dos inteiros relativos, como as ideias das operacdes, foram
algumas das sugestfes mais comentadas, retomando assim, o trabalho da pesquisadora
Borba (2009). A raz&o de ser dos inteiros relativos também foi discutida, ou seja, em que
ou para que os inteiros relativos fazem parte do cotidiano dos alunos?

Um professor afirmou que, a forma de introduzir os inteiros pode ‘dar um né na
cabega’ dos estudantes, eles sdo trabalhados por meio da aproximag¢do com seu dia a
dia, com falsas justificativas e com criages artificiais, ndo permitindo que os estudantes
deem sentido para esses numeros, 0s problemas com os naturais ficam maiores ainda,
ficando a impressdo que aquilo que ja aprenderam ndo conseguem colocar mais em
pratica.

Como essa foi nossa ultima reunido, para a construcdo da resposta coracdo do
grupo e da proposta de ensino alternativa, pautei-me nos consensos do grupo para a
construcdo da proposta alternativa as constantes no Modelo Dominante: Mesclar os
contextos historicos, com atividades internas a matematica, com problemas do cotidiano.
Registrar frases do tipo: ‘perdi duas figurinhas’, ‘tenho dois passageiros a menos’, ‘tive

um prejuizo de dois reais’, propiciando situacoes em que os estudantes necessitariam dos

inteiros negativos para solucionar problemas. M C1 — Fim.66

€ Para ir a MCy1 — Inicio, cligue aqui. Ressaltamos que, as agdes do Diagrama estdo descritas no decorrer
do relatdrio de tese, por isso, os links direcionando para os demais locais.
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Ro1: ATIVIDADES, PROBLEMAS E EXERCICIOS DOS MODELOS
CONCRETOS E ALGEBRICO

A resposta Rg.1, além das discussdes ocorridas no grupo de estudos, também foi
pautada no Modelo Epistemoldgico de Referéncia, no qual organizamos®’ os modelos de
ensino estudados nos encontros do grupo de professores em dois: Aritmético e Algébrico.

C2.1 - Linguagem Materna x Linguagem Matematica®:

No modelo aritmético, a aprendizagem dos conceitos, contetdos e procedimentos
dos inteiros relativos € dada pela articulacdo entre uma suposta familiaridade dos
estudantes com o modelo em jogo e o consequente dominio de suas regras de mobilizagéo.
Esses aspectos sdo os que supostamente propiciam e ‘facilitam’ a aprendizagem dos
estudantes.

Por exemplo, para alguns pesquisadores, afirmam Cid e Bolea (2010)®° que,

o comportamento de um modelo especifico ‘se assemelha’ ao de
nameros inteiros e, portanto, seu conhecimento nos permite deduzir as
propriedades desses nimeros. Para isso, 0s objetos do modelo concreto
sdo interpretados como ‘magnitudes opostas ou relativas’ e postula-se
gue é necessario expressar a medida dessas grandezas de magnitude
com um numero natural precedido pelo sinal ‘+’ ou pelo sinal ‘-, que
justifica a consideracdo do nUmero atribuido a esse novo objeto
matematico. (p. 576, grifo dos autores, tradugdo nossa)*V',

Nesse excerto, fica claro que poucas caracteristicas dos inteiros relativos estdo
sendo abordadas nos modelos concretos. Obviamente que ndo se pretende encontrar um
modelo que abranja todos os conceitos, definicdes, procedimentos e propriedades dos
inteiros relativos, mas a critica que as autoras trazem € a respeito da falta de estudos acerca
daquilo que os modelos ndo permitem explorar €, consequentemente, se 0 ensino esta
focado apenas nos modelos concretos, outros aspectos importantes podem ndo ser
estudados. Sendo assim, teremos um ensino superficial e demasiadamente interessado nos
conceitos possiveis de serem explorados por meio apenas dos modelos concretos

mobilizados.

67 Retornamos, a partir dessa parte da tese, usando a 12 pessoa para representar minhas vivéncias e a 32
pessoa para as experiéncias entre mim e a professora Marilena, minha orientadora.

88 Descrevemos nossas a¢des por meio de um Diagrama de Acgdes, que juntamente com o0 mapa de questdes
e repostas, nos auxiliou na apresentacdo do Modelo Epistemolégico de Referéncia e da proposta de ensino
alternativa construida junto com o grupo de estudos. O inicio de cada agao sera identificado por “Xn” € 0
fim “Xn — Fim”.

8 Para retornar a C, — Inicio, clique aqui. Ressaltamos que, as acbes do Diagrama estdo descritas no
decorrer do relat6rio de tese, por isso, os links direcionando para os demais locais.

Para retornar a pagina 162, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.

Para retornar a pagina 163, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.
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Outro fato importante é a forma como sdo conduzidas as atividades, pois,
geralmente, nos processos de modelagem matematica, desenvolve-se um modelo
matematico para representar algumas caracteristicas de uma certa realidade a ser
estudada, podendo ser intra ou extramatematica. Assim, além de haver uma inversao das
caracteristicas da modelagem matematica, esses modelos concretos ndo propiciam
(obviamente) essa recuperacdo parcial do sistema a qual se pretende ensinar. Por
exemplo, em um modelo que trate 0s nimeros inteiros relativos como andares de um
prédio, ndo é possivel estudar as ideias de simétrico ou de ordenacéo e, a critica reside
justamente no fato de que se cria outro modelo para fazé-lo ou simplesmente estas ideias
sdo apresentadas sem a ajuda do modelo, gerando conflitos e ndo favorecendo a
aprendizagem dos estudantes.

Outros dois aspectos que devem ser observados sdo 0s processos de
institucionalizacdo e como sdo conduzidos os registros das atividades, ou seja, 0s
cuidados nos processos de ensino que podem propiciar novas oportunidades de
aprendizagem. Para a institucionalizacdo, percebemos que o simples fato de o aluno
dominar as caracteristicas do modelo concreto, leva alguns docentes e alguns autores de

livros didaticos a crerem que eles ja aprenderam os conceitos ensinados via modelo e ndo
enfatizam o momento de formalizacio desses aspectos estudados. C2.1 — Fim.”

O segundo aspecto — registro das atividades — estd intimamente ligado ao
primeiro, pois tanto modelos concretos quanto as atividades com jogos demandam
exploracdo de estratégias que permitam registros daquilo que estd ocorrendo nas
atividades, ou seja, tanto as conjecturas quanto as solugbes criadas pelos estudantes.
Nesse sentido, os registros fardo parte do momento da formalizacéo, da estruturacdo dos
algoritmos e procedimentos, podendo ainda ser mobilizados como justificativas para o

estudo de um algoritmo.

C4 - comparar inteiros relativos, Cs — Associar inteiros relativos aos pontos da

reta e Cg — Valor absoluto e simétrico:

Os modelos de ensino pautados nas ideias aritméticas, podem ser interpretados

como de deslocamento e de neutralizagdo’*. Uma das justificativas para se mobilizar esses

OPara ir & C3 — Inicio, clique aqui. Para ir & C; — inicio, clique aqui.

71 Para retornar a pagina 84, Rs: Identificar e Descrever Modelo Dominante ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 110, Rg: Dificuldades e Erros: Sinais ..., cligue aqui.

Para retornar a pagina 162, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.
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modelos € atribuida ao fato de algumas dificuldades de aprendizagem serem recorrentes,
consequentemente, uma forma de contornar tal fato é a de criar situagdes mais proximas
do conhecimento dos estudantes, do seu cotidiano ou de situacGes reais. Por exemplo, o
sistema monetario e suas operac0es estao presentes na vida das pessoas de maneira geral.
Esse sistema pode ser classificado como um modelo de neutralizagdo. Vejamos: possuir
um real ¢ associado ao numeral ‘+1’ e perder essa mesma quantidade ao numeral ‘- 1°.
Nesse sentido, quantidades opostas de mesmo valor se anulam ou se neutralizam.
Retornando aos modelos de ensino pautados nas ideias de situacGes cotidianas, 0 modelo

de deslocamento pode ser exemplificado por atividades na reta numérica. Vejamos:

m Observe a escada e complete as frases no
caderno com as palavras acima ou abaixo. A
seguir responda, em cada situagao, qual dos
nameros € maior.

—5 esta §¥ de —2

Ilustia Canoon

~7 esta f% de —10

+4 esta ,,,2 de +6

-3 estd 0% de +1

Yo7/

—9estd [Z de O

+6 estd £ de —6

+2 esta % de 0

TUTUSUUUNNUNOIs U OO T

Figura 9- Exemplo do Modelo de Deslocamento
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012, p. 62

Os modelos mais utilizados sdo 0s que representam termbémetros, avangos ou
retrocessos ao longo de um caminho, altitudes acima ou abaixo do nivel do mar,
elevadores ou escadas indicando subidas ou descidas, linhas do tempo que representam
periodos antes e depois de Cristo. Um ou mais desses modelos sdo estudados para o
trabalho com a reta numérica e deslocamentos sobre ela. Esse aspecto também caracteriza
0 Modelo Dominante dos inteiros relativos.

A classificagdo dos modelos de ensino como de neutraliza¢do ou de deslocamento
geram trés novas maneiras de interpretacdes para os sinais de ‘mais’ e de ‘menos’, sdo

elas:

sinais ‘predicativos’ quando indicam a ‘positividade’ ou ‘negatividade’
do ndmero, ‘operatorios binarios’ quando representam operagdes
binarias de adigdo ou subtragdo e ‘operatérios unitarios’ quando
indicam a operacédo unitéria que afeta o sentido positivo ou negativo do
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nimero, mantendo-o ou transformando-o na direcdo oposta. (CID,
2003, p. 5 - 6, tradugdo nossa)*i.

Em um desdobramento de nossa pesquisa de mestrado, concluimos que o sinal de
menos pode representar “trés situagdes: representativo de um negativo, operacdo de
subtracdo e simétrico”. (GONCALVES, BITTAR, 2017, p. 110). Essas novas
interpretacdes para o sinal de menos, podem gerar dificuldades tanto de ensino como de
aprendizagem. Nesse novo contexto, o estudante tera que ser capaz de verificar quando o
sinal de menos representa um nimero negativo, uma operacao de subtracao e o simétrico
de um nudmero inteiro. Para Cid (2003, p. 5, traducdo nossa), “nos modelos de
neutralizacdo, os sinais predicativos se referem a medidas de quantidades de magnitude
de sentidos opostos que se neutralizam; enquanto sinais operatdrios binarios e unitarios
sdo identificados com acles de adicdo, coleta, remocgdo, separacdo etc.”. Ambas as
interpretagdes dadas para o sinal de ‘menos’ sdo bem semelhantes no tocante a
matematica produzida nessa etapa de ensino e a alguns contextos trabalhados por Caraca
(1951).

Nessa perspectiva, mostramos dois cenarios possiveis para o ensino dos inteiros
relativos. Cada qual alocados em seu tempo, espago e instituicdo, que os proveem de
caracteristicas provenientes dessa organizacdo ecoldgica prdpria. Cada uma dessas
caracteristicas € fruto das relacGes institucionais e de aspectos que compreendem o nivel
da Sociedade, seus impedimentos oriundos de suas restricdes e das circunstancias de
existéncia desses objetos. Nesse sentido, mobilizamos os niveis de codeterminacéo para
mostrar que a proposta de ensino alternativa aquelas constantes no Modelo Dominante
atende ou pode atender aos professores dessa rede de ensino, uma vez que foi construida
a partir de estudos realizados com eles. Incluimos a leitura de outros textos que retratam
outras realidades que se aproximam em muitos aspectos ao da rede de Campo
Grande/MS.

No tocante aos modelos denominados de algébricos, traremos um exemplo
retirado do nosso segundo encontro com os professores, em que foi proposto a eles que
analisassem duas formas de ensino, uma retirada do livro didatico Praticando Matematica
(ANDRINI, VASCONCELOS, 2012) e outra de uma disciplina cursada para os créditos
do meu processo de doutoramento. Em nossos estudos iniciais para a preparagdo dos
encontros, essas duas propostas foram consideradas conflitantes, pois suas formas de
conducdo das aprendizagens eram bem diferentes. Enquanto uma ¢ ‘modelada’ por

contextos concretos, mais proxima ao Modelo Dominante em que a aparente aproximagao
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de alguns aspectos do modelo ao contetdo dos inteiros relativos € suficiente para a
aprendizagem — que em muitos casos apenas esses aspectos do contetdo séo estudados,
ou seja, aqueles que o modelo permite explorar —, outra parte de um contexto interno a
prépria matematica, como motivacao para a aprendizagem dos inteiros relativos. Nesse
modelo, os conceitos e defini¢cbes dos inteiros relativos sdo explorados a partir de

contextos matematicos que para serem resolvidos h& necessidade da mobilizagdo dos
inteiros relativos. Cs — Fim.”2 A Figura a seguir retrata um exemplo de atividade

mobilizada na proposta alternativa.

3. Resolva as seguintes operagfes:

a) 16+ ... =61 b)...+34=T1 ) ... +45=81 d)38+..=83
€)...+30=34 f)s0+15=_. g) 18+ .. =58 h)90+12=
)5 +...=0 N8 +_..=0 k) .+7 =0

Resp: 0—-5=-50ou,
5+ (0—35) (associativa)
(5+0)—5 (elemento neutro)
5-5 (simétrico)
0.

Figura 10- Atividade analisada nos encontros com os professores dos LAM
Fonte: Autor da pesquisa

Debatemos que essa atividade poderia criar um contexto matematico para se
introduzir os inteiros relativos e elementos da técnica para adicionar dois inteiros
relativos, por exemplo, na letra ‘i’. Para o exercicio, ‘9 + ... = 7°, a solugdo seria ‘— 2’,
resultado da subtracdo ‘7 — 9°. Pensando na possibilidade de se verificar que ‘— 2’ ¢
realmente a solucdo, poderia propor a seguinte justificativa,

9+ (7-9) (associativa)

9+7)-9 =7
16-9" =7
‘7’ — ‘77

Essa é, de fato, uma justificativa possivel do ponto de vista matematico, porém,
uma questdo deve ser levantada sobre o grau de dificuldade que os alunos podem ou nao
ter. Por exemplo, a ultima igualdade, nela temos um novo significado para o sinal de
igual, fato que deve ser discutido com os estudantes. Nesse contexto, que nao é recorrente
nas aulas de matemética do Modelo Dominante, todo esse tratamento matematico seria

um empecilho para o desenvolvimento das atividades desse tipo? Segundo a concluséo

2Para ir a C7 — Inicio, cligue aqui. Ressaltamos que, as acdes do Diagrama estdo descritas no decorrer do
relatorio de tese, por isso, os links direcionando para os demais locais.
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do grupo de estudos, sim, o trabalho com as propriedades e com o novo significado do
sinal de igual, traria dificuldades extras para o ensino dos inteiros relativos. Ainda
tratando dessas atividades, para uma adicdo com numeros relativamente grandes, essa
nova ideia de inteiros relativos, um procedimento que facilitaria os calculos seria o de
substituir esses numeros por uma subtragao de sua ‘classe de equivaléncia’. Os
participantes argumentaram que essa ideia seria excelente, mas os obstaculos seriam a
defasagem de alguns conteldos basilares e a falta de maturidade em lidar com as
propriedades associativa e comutativa.

O numero ‘— 2’ pode ser solu¢do das seguintes subtracdes, ‘1 — 3’; ‘3 — 5’ou
‘0—2’, ou seja, em sua ‘classe de equivaléncia’ teriamos: ‘—2’: (1, —3); (3, —5); (0, — 2).
Durante as discussdes nesse encontro, tratamos das ideias de como seria possivel criar
essas ‘classes de equivaléncia’, representadas por diferentes subtracfes cujos resultados
sd0 0 mesmo numero inteiro negativo. Claramente, os professores ndo foram muito
adeptos, justificando que isso iria requerer dos estudantes um envolvimento e um nivel
de aprendizagem além daqueles que possuem no 7° ano. Os professores relataram outras
dificuldades mais elementares em jogo, tais como a tabuada, o valor posicional, 0s
algoritmos das operagdes com naturais, entre outros, antes que essas ‘propriedades’
fossem estudadas.

Um dos participantes relatou que ‘essa proposta alternativa esta fora dos padrdes
encontrados, por exemplo, nos livros didaticos. A mobilizacdo das propriedades nédo é
trabalhada em nossas salas de aula’. Talvez estaria por detras do ensino dessas
propriedades ‘a percepgdo de regularidades’, comenta um dos participantes. Todavia,
nossas analises iniciais indicavam que se trata justamente das propriedades que justificam
as tarefas que serdo ensinadas durante a aprendizagem dos inteiros relativos. Sendo assim,
as discussdes no grupo favoreceram o confronto, pelos professores, de propostas
constantes no Modelo Dominante com as alternativas a elas, por exemplo, do modelo
algébrico. Pelas conclusbes do grupo, a proposta alternativa ideal seria aquela que
mesclasse ambas as concepg¢des, aspectos dos modelos concretos com elementos do
modelo algébrico. O fechamento dos laboratérios de matematica ndo nos permitiu
finalizar a proposta juntamente com os professores. Assim, organizei todas as discussoes,
analises e conclusfes do grupo, numa espécie de resposta coracdo desse grupo. Tal
resposta foi primordial para a constru¢do da proposta final alternativa as constantes no
Modelo Dominante quanto para complementar outros aspectos debatidos e incorporados

ao Modelo Epistemolégico de Referéncia.
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Ro2: RESPOSTA CORACAO DO GRUPO DE PROFESSORES

Para a construgéo da resposta coragdo do grupo, trouxe um resumo dos principais
temas debatidos com os professores alinhados as nossas conclusdes referentes aos estudos
dos diversos materiais, propostas alternativas, artigos, pesquisas e analises dos encontros.
Em meus estudos iniciais sobre a elaboragdo de uma proposta de ensino para os inteiros
relativos e depois com os professores dos laboratorios de matematica, usei alguns textos
como fonte de pesquisa. Nessas leituras preliminares, encontrei alguns subsidios para a
preparacdo das atividades e das discussdes que foram realizadas com o grupo de estudos
como tentativa de nos emanciparmos do Modelo Dominante, obviamente, por meio dos

estudos promovidos pelos elementos do Modelo Epistemolégico de Referéncia.
MC 1.1 — Como mesclar contextos matematico e cotidianos’3:

Nesta acdo, discuti com os professores algumas justificativas tratadas por Cid
(2015) para o ensino dos inteiros relativos se dar ao mesmo tempo que a introducédo a
algebra, por estar convencido da importancia de mobilizar também esses na introducéo
dos estudos dos inteiros relativos. Apontei algumas defasagens, problemas e dificuldades
que o ensino dado por modelos concretos poderia propiciar a aprendizagem dos
estudantes. No trabalho com os professores, chamou a atencdo a grande resisténcia e
consequente baixa aceitacdo do modelo para o ensino de nimeros inteiros relativos. Os
motivos apontados pelos professores podem ser interpretados por algumas restrices que
permeiam a instituicdo anos finais do ensino fundamental de Campo Grande/MS.
Restri¢es provenientes do nivel da Sociedade, por exemplo, os conteddos trabalhados
sempre em forma de sintese, ndo favorecendo a mobilizacdo de questionamentos ou do
nivel da Pedagogia em que o modelo de ensino privilegiado é o pautado na transmisséo
de conteddo, bem como pelo consenso do grupo: falta de maturidade matematica, por
parte dos estudantes, para lidar com propriedades e regularidades; as defasagens
referentes aos contetidos mais basicos influenciariam na aprendizagem dos contextos

matematicos, ou seja, o trabalho com contexto concreto permite os estudantes realizar

73 Descrevemos nossas a¢des por meio de um Diagrama de Acdes, que juntamente com o0 mapa de questdes
e repostas, nos auxiliou na apresentacdo do Modelo Epistemolégico de Referéncia e da proposta de ensino
alternativa construida junto com o grupo de estudos. O inicio de cada acdo sera identificado por “Xn” e o
fim “Xn — Fim”. Apresentacéo da a¢do MC; do contexto Matematico e Cotidiano.

Para retornar a MC; — Inicio, cligue agui. Ressaltamos que, as a¢des do Diagrama estéo descritas no decorrer
do relatdrio de tese, por isso, 0s links direcionando para os demais locais.
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analogias entre os modelos concretos e o conteudo ensinado por meio de seus
conhecimentos prévios sobre as situacdes estudadas.

Para exemplificar essa situacdo apresentamos um episddio ocorrido nos encontros
com os professores dos laboratérios de matematica de Campo Grande/MS. Em uma das
conversas, comentou-se acerca da necessidade de criar uma situacdo de ensino pautada
apenas em contextos intramatematicos, o que causou estranhamento em muitos
professores, provocando um conflito entre os participantes. Pudemos identificar dois
grupos distintos, um que defendia a proposicao de atividades semelhantes as constantes
no livro didatico, justificado por estar tudo claro e pronto, e outro que queria um meio
termo, que mesclasse as atividades do livro didatico com a proposta motivadora. Esta,
por sua vez, seria 0 outro extremo aos contextos propostos no livro didatico.

Apds alguns instantes de debate, o consenso foi que a proposta do grupo deveria
mobilizar uma espécie de adaptacdo entre as duas discutidas. Os professores justificaram
essa ideia baseando-se no fato que os estudantes estdo em defasagem em relacéo a alguns
contetdos, além da falta de maturidade com a mobilizagdo das propriedades
matematicas, algo inerente as atividades de cunho matematico. Nesse sentido, tal
consenso foi o resultado da acdo MC11 e norteador para a construcéo e finalizagdo da
proposta de ensino iniciada pelo grupo.

Pensou-se em organizar uma proposta que mesclasse os modelos concretos e 0s
modelos algébricos, ambos debatidos nos encontros. Essa proposta foi contraria as
minhas concepcdes iniciais, fato que me incomodou um pouco, pois meu sentimento
como participante e, agora pesquisador, era que as justificativas para essas propostas,
mesmo que implicitas, se assemelhavam a ideia de ‘educacao pobre’ para alunos ‘pobres’.
Os alunos estdo em defasagem em relacdo a alguns contetidos, ndo estdo acostumados a
trabalhar com as propriedades matematicas, se com problemas simples as dificuldades
sdo grandes, imagina se trabalharmos com as propriedades, esses sao argumentos que
indicam um preconceito com os estudantes que gera uma defasagem de aprendizagem por
falta de oportunidades promovidas pelos professores. Porém, na perspectiva teérica e
metodoldgica da Teoria Antropoldgica do Didatico, ndo se trata de impor pontos de vista
ao professor, pois, € preciso quebrar com os paradigmas vigentes, porém, isso ndo pode
ser feito por meio de imposigoes.

Diante do exposto até aqui, para a organizagdo da proposta, visando o ensino dos
inteiros relativos, consideramos aspectos mais relevantes baseados nas condicOes e,

principalmente, nas restri¢Oes identificadas no grupo de estudos. O objetivo era elaborar
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uma proposta que fosse ao encontro do que acredito, mas que também fosse, de certa
forma, viavel para os professores, factivel, que contivesse algo que eles também
acreditavam.

Um dos fatores que ficou bem marcado em nossos encontros, exemplificado
anteriormente pelo episodio retratado, foi que a proposta deveria ser uma articulagéo entre
dois modelos, o vigente (modelos concretos) e o proposto por Cid (2015) (modelos
algébricos), que propde uma introducdo simulténea dos ensinos da &lgebra escolar e dos
inteiros relativos. Mais uma vez, reforco que algumas ideias provenientes do grupo foram
pautadas em um ensino muito empobrecido, sem propiciar aos estudantes novas formas
de aprendizagem e novas oportunidades de superagdo das defasagens, bem como de
aprofundarem seus conhecimentos matematicos. Nao tenho a pretensao de afirmar que
tenho a solucédo para os problemas de ensino dos inteiros relativos, porém, os estudos que
realizei apontaram para resultados que alertam sobre as dificuldades de aprendizagem de
alguns de seus aspectos.

Com o fim do grupo de estudos, direito usurpado por uma politica imposta pela
Prefeitura Municipal de Campo Grande, tive por dever finalizar essa proposta e,
consequentemente, algumas das minhas convicgdes se sobressairam sobre o consenso do
grupo, consenso que vai de encontro com verdades defendidas por n6s. Umas das
justificativas para todas as mudangas é que aspectos que foram consensuais no grupo
reforcam obstaculos ja apresentados, assim, se queremos elaborar uma proposta que possa
auxiliar os professores nas dificuldades que os estudos apontaram, ndo podemos organizar
uma sequéncia de ensino que favoreca tais dificuldades. Qual o sentido de apresentar uma
proposta que repete 0s mesmos erros apontados pela nossa e por outras pesquisas?

Assim, apresentamos uma proposta baseada em todos esses aspectos citados,
ressaltando que foi em parceria com os professores do grupo e que a responsabilidade foi

minha, pois a organizei e a preparei seguindo as sugestfes cabiveis, aquelas que ndo

fossem contra ao que acreditava e ao que os estudos mostraram. M C1.1 — Fim.7

’4Para ir a MC; — Inicio, clique aqui. Ressaltamos que, as agOes do Diagrama estdo descritas no decorrer do
relatorio de tese, por isso, os links direcionando para os demais locais.
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Q10: COMO ESCREVER UM RELATORIO DE PESQUISA QUE DE CONTA DE
EVIDENCIAR TODO O PROCESSO DE PRODUCAO E ISSO DE MODO
COERENTE COM A PERSPECTIVA TEORICA ADOTADA?

A décima questdo foi construida a partir da necessidade de explicitar o movimento
da escrita da tese, expondo algumas escolhas mediante a apresentacdo dos objetivos e da
metodologia, bem como dos procedimentos metodoldgicos construidos e mobilizados no
decorrer da pesquisa.

Usamos uma das ferramentas da Teoria Antropoldgica do Didatico, 0 mapa de
questdes e respostas, como procedimento metodoldgico para representar nosso Percurso
de Pesquisa. Acreditamos que as pesquisas podem ser assim expressas, pois a partir de
uma questao geratriz, desenvolve-se um caminho investigativo repleto de aspectos do
Paradigma Questionamento do Mundo. O questionamento disparador ndo pode ter um
fim em si mesmo, muito menos ter uma solucédo pronta e finalizada em um livro didatico,
por exemplo. Nesse contexto, a questdo de pesquisa também ndo tem um fim em si
mesma, sendo ampla o suficiente para propiciar outros questionamentos, porém,
especifica de modo a delimitar a pesquisa. Cada uma dessas novas questdes gerara
respostas que possibilitardo a construcdo de uma tese, uma dissertacdo ou uma resposta
coracdo do percurso investigativo.

Assim, cada etapa do processo de doutoramento foi pensada a partir de um
questionamento que nos possibilitou a construgdo de respostas provisorias, que por sua
vez, nos encaminharam a construcdo da resposta coragdo da tese. Dessa forma, vemos
que essa ferramenta foi mobilizada de forma coerente com nossa perspectiva tedrica, a
TAD e, consequentemente, o Paradigma Questionamento do Mundo e o Percurso de
Estudo e Pesquisa.

Ri0.1: OBJETIVOS DE PESQUISA

A construcdo dos objetivos de pesquisa junto com as escolhas tedricas nos
permitiu escrever um relatério de tese condizente com nossa perspectiva
tedrica/metodolégica. Nossos objetivos foram construidos no decorrer do percurso de
doutoramento, ou seja, tinhamos uma questdo norteadora, que foi se adequando com a
organizacéo e os desdobramentos dos caminhos de pesquisa. Uma das perguntas iniciais,
a primeira questdo de pesquisa foi: Como construir uma proposta de ensino para o0s

inteiros relativos, a partir do desenvolvimento de um Modelo Epistemologico de
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Referéncia, que deu origem a um Percurso de Estudo e Pesquisa mobilizado como
metodologia de formagéo continuada?

Um dos objetivos iniciais era o de construir, juntamente com um grupo de
professores dos laboratérios de matematica, uma proposta de ensino para os inteiros
relativos, em que a metodologia dessa formacdo continuada fosse apoiada nos preceitos
de Percurso de Estudo e Pesquisa pautado em um Modelo Epistemoldgico de Referéncia,
construido no decorrer desse percurso. Assim, pretendiamos que esses professores
vivenciassem alguns aspectos de um PEP-FP.

Essa ideia foi reorganizada primeiro, pelo fechamento dos laboratorios de
matematica e, segundo, pela organizagdo da formacdo continuada, ou seja, quantidade e
periodos dos encontros, permissdo para os professores se ausentarem das atividades, entre
outras restricdes advindas do nivel da Escola. Essas formacbes se dao em quatro
encontros anuais, sendo um por bimestre ou em reunides pré-agendadas nos calendarios
escolares. As demais formacgdes sempre ocorrem em horarios alternativos, e minha
experiéncia mostrava que essa configuracdo das formacOes quase sempre nao era
finalizada, além de ter uma grande rotatividade dos professores participantes.

Tentamos contornar alguns desses problemas provenientes dessas condi¢oes,
propondo uma formacdo dada nos horéarios de planejamento desses professores,
mobilizando a nova configuracdo dessas quatro formacgdes anuais. A nova gestdo da
Superintendéncia de Gestdo das Politicas Educacionais (SUPED), 6rgédo responsavel por
tais formacdes, abriu precedente e parcerias com universidades e outras institui¢cbes para
propiciar novos espagos formativos. Assim, nossa proposta de formar um grupo de
estudos com esses professores poderia funcionar como um desdobramento dessas
parcerias. Assim sendo, apresentamos essa proposta aos gestores da Secretaria Municipal
de Educacdo (Semed) de Campo Grande/MS e iniciamos 0s nossos estudos acerca dos
inteiros relativos, tendo por questdo de pesquisa: Qo: Que proposta de ensino para Z é
possivel construir por meio da interacdo com um grupo de estudos de professores na
perspectiva do PQM?

Para construirmos uma resposta para esse questionamento pensamos e
descrevemos alguns objetivos de pesquisa que orientaram a construcdo da resposta
coracdo da tese, cujo objetivo geral ficou assim definido: Analisar a construcéo de uma
proposta de ensino para os inteiros relativos, resultante de uma formacéo continuada

para um grupo de professores dos laboratorios de matematica da REME de Campo
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Grande/MS, desenvolvida com principios do Paradigma Questionamento do Mundo.
Para tanto, identificamos e analisamos conceitos, representacdes, procedimentos e
escolhas didaticas propostas para o ensino dos inteiros relativos, aritmeticamente,
algebricamente e historicamente em colecdes de livros didaticos dos anos finais do ensino
fundamental e em cole¢6es do final dos anos 1800. Analisamos dificuldades de ensino e
de aprendizagem referentes aos inteiros relativos e os aspectos da emancipagdo do
Modelo Dominante, dadas por meio do Modelo Epistemolégico de Referéncia construido
e identificamos e analisamos condices e restri¢cdes das instituicbes envolvidas por meio
das discuss@es ocorridas no grupo de estudos com os professores participantes, tanto para
a complementacdo do Modelo de Epistemoldgico Referéncia e do Modelo Dominante
quanto para a proposta de ensino alternativa aqueles constantes no Modelo Dominante

para os inteiros relativos.

Ri02: METODOLOGIA E PROCEDIMENTOS DA PESQUISA™

A resposta Rio2, referente a metodologia e aos procedimentos da pesquisa, esta
vinculada a praticamente todas as demais questfes do nosso percurso de doutoramento.
Todas as escolhas e acdes realizadas durante os estudos constituiram a metodologia
mobilizada nesta pesquisa, bem como os procedimentos escolhidos e construidos para
cada etapa. Nossa busca por desenhar uma resposta sobre como escrever um relatério de
pesquisa que evidenciasse nosso processo de producdo de forma coerente com a
perspectiva tedrica adotada, sempre foi embasada nos marcos tedricos da Teoria
Antropolégica do Didatico (CHEVALLARD, 1999). Nossa tentativa foi a de ser o que
Chevallard (2013) denominou de cidaddo herbartiano com atitudes procognitivas,
lancando-nos sobre nossa questdo pesquisa, dada por meio de um caminho investigativo
denominado por este pesquisador de Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP).

Uma pessoa inserida no Paradigma Questionamento do Mundo sempre sera um
cidadao herbartiano com atitudes procognitivas, ou seja, diante de uma pergunta sem
resposta, se coloca em marcha para respondé-la, mediante novos estudos e consequente
novos conhecimentos aprendidos. Diante desse cenario, em que se pretende construir uma
resposta R¥ a uma questdo Q, como podemos construir e até mesmo validar tal resposta?
H& um duplo movimento, primeiro, a pessoa ou grupo de pessoas, representantes de X no

sistema didatico S (X, Y, Q), que realizam essa tarefa, devem buscar na literatura

7> Para retornar a pagina 18, Q:: Como constituir um grupo de estudos ...? Clique aqui.
Para retornar a pagina 21, Q:: Como constituir um grupo de estudos ...? Clique aqui.
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disponivel e relevante respostas ja existentes para a questdo Q. Essas respostas ja
produzidas e divulgadas por alguma instituicdo s&o denominadas de respostas prontas,
conhecidas, R®, aqui se faz a ligacdo ou relagdo com o Paradigma Visita as Obras.
Também sdo parciais, ja que ndo respondem totalmente a questao geratriz. Por sua vez,

essas respostas devem ser validadas, verificando sua relevancia para o estudo realizado

por X. Esse movimento contraria alguns procedimentos do Paradigma Visita as Obras
em que movimentos investigativos sdo praticamente inexistentes e as respostas prontas,
geralmente, dadas pelos professores e validadas por eles, nunca sdo contestadas. Em
segundo lugar, para se obter uma resposta R, deve-se mobilizar ferramentas retiradas de
trabalhos de diferentes naturezas. A combinacgéo da investigacao das respostas prontas e
parciais, R® e das diversas obras O, que sdo as ferramentas mobilizadas para o estudo e
construcdo de R, definem um movimento denominado por Chevallard (2009d) como
Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP).

Nesse sentido, nossa construgdo metodoldgica seguiu os preceitos do Paradigma
Questionamento do Mundo, mais precisamente de um Percurso de Estudo e Pesquisa.
Como dissemos algumas vezes no decorrer dessa escrita o inicio dos nossos estudos para
a realizacdo dessa tese se deu a partir de algumas angustias remanescentes de nossa
dissertagdo. Dessa forma, percebemos que diante de uma pergunta nunca antes feita para
nds ou por nos, ndo a deixamos de lado, mas sim, nos propusemos a buscar uma resposta.

Diante de uma ruptura entre os blocos técnico-pratico e o bloco do saber,
constatada a partir da analise do processo de transposi¢do didatica entre a matematica
formal e a proposta em um livro didatico, e, pelo fato de diferentemente de outros
conteddos, as justificativas dadas para as técnicas utilizadas no EF estarem mais proximas
de modelos concretos ou de criacBes didaticas do que de conteddos matematicos, alguns
questionamentos surgiram: Por que o ensino dos inteiros relativos se da dessa forma?
Existem outras formas para ensina-los? Ha alguma de forma de se privilegiar essas
justificativas matematicas para essa etapa de ensino?

Na busca por essas respostas debrucamo-nos sobre alguns artigos, teses e
dissertacOes que tratavam do assunto — 0s nimeros inteiros — incluindo questdes historicas
e epistemologicas. Inicialmente, verificamos em que grau essa ruptura ocorreria em
outros conteudos da educacdo basica. De certa forma, pretendiamos investigar e modelar
praxeologias presentes em livros didaticos, buscando identificar outros conteudos para 0s

quais este fendmeno pudesse ocorrer. Uma busca pela compreensdo dos processos de
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transposicdo didatica entre os conteddos apresentados formalmente e seus respectivos
ensinos na educacdo basica, identificando possiveis movimentos de criagfes didaticas

semelhantes ao que ocorreram com as justificativas do numeros inteiros relativos.

Esse movimento nos permitiu verificar, sem entrar em mais detalhes, que, por
exemplo, nos anos finais do ensino fundamental, para o esboco de uma parébola €
ensinado determinar primeiro o vértice para, em seguida, marcar outros dois pontos
simétricos ao vértice, portanto, o esboco é dado pela unido desses trés pontos. Todavia,
ndo se explica o motivo de esses pontos ndo serem ligados por retas, por exemplo.
Obviamente, as explicacbes matematicas para esse fato habitam outro nivel de
escolaridade que, provavelmente, ndo sdo passiveis de serem apresentadas ao final do
ensino fundamental. No entanto, ndo ha necessidade de cria¢fes didaticas ou mobilizacéo
de outras areas para 0 ensino das justificativas desse esboc¢o, os conceitos envolvidos sdo
todos matematicos.

Outro exemplo que investigamos foi acerca dos ndmeros irracionais, como a
demonstrago de que /2 é irracional. Existem algumas provas para que se demonstre que
ele é irracional, por exemplo, por meio de fracbes irredutiveis, que a depender da
maturidade matematica dos estudantes e o quanto estdo familiarizados com as ideias de
prova, poderia ser uma boa atividade para desenvolver com os estudantes do ensino
médio, pois trata-se de uma prova por absurdo que envolve as ideias de nimeros primos
entre si e 0s conceitos de paridade, além da definicdo de um ndmero racional.

Outras possiveis demonstracdes mobilizariam o teorema fundamental da algebra,
fracdes continuas, propriedades geométricas ou ainda, o principio da boa ordenacao,
enfim, contetdos que comumente ndo sdo lecionados ao final do ensino fundamental e
que demandariam outros conhecimentos.

N&o obstante, novamente ndo ha necessidade de criagdes didaticas, pois, basta
usar o fato de que um numero irracional ndo pode ser escrito na forma de uma fracdo além
do conceito de numeros pares. Esse fato nos parece algo pertinente e que ndo causa a
ruptura que observamos nos inteiros relativos.

No segundo movimento de pesquisa, analisamos propostas de ensino dos inteiros
relativos presentes tanto em livros didaticos quanto em producdes académicas de outros
paises, buscando compreender como estes numeros eram apresentados. Algumas
questdes nortearam nossa investigacao, tais como: existem outras formas para se ensinar

os inteiros relativos? Ha alguma forma de se privilegiar as justificativas matematicas para
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essa etapa de ensino? Iniciamos com analises de algumas propostas em paises da América
Latina, e podemos dizer, resumidamente, que essas apresentavam aspectos bem
semelhantes as que encontramos aqui no Brasil. A Unica exce¢do da nossa pesquisa foi o
artigo “O que pode influenciar a compreensdo de conceitos: 0 caso dos numeros
relativos”, propondo uma forma diferenciada de ensino dos inteiros relativos (BORBA,
2009).

Também estudamos algumas propostas provenientes da Europa, em especial da
Espanha e da Franca, e, novamente, deparamo-nos com propostas bem semelhantes as
brasileiras. Nesses paises, encontramos duas excecdes, a génese dos inteiros relativos da
pesquisadora Cid (2015) e a proposta de ensino dos pesquisadores Berte et al. (2008).
Esses dois textos articulados com o artigo de Borba (2009) foram os mobilizados na
escrita da resposta R#, parte da resposta coracdo. N&o afirmamos aqui, que apenas esses
trés textos trazem propostas para os inteiros relativos, mas foram 0s que em nossa
pesquisa apareceram com as caracteristicas ja descritas.

Essa pesquisa que empreendemos por outros paises teve por objetivo investigar
elementos que caracterizassem a sobrevivéncia das praxeologias dos inteiros relativos
nesses paises. Buscamos por um bloco tecnoldgico-tedrico presente no ensino
obrigatorio, diferente ou com aspectos diferentes dos que encontramos nas propostas
brasileiras. Entretanto, nossas andlises permitiram-nos identificar elementos de um
Modelo Dominante semelhante ao que encontramos em nossa dissertacdo, ou seja, as
justificativas das técnicas ensinadas se davam por cria¢fes didaticas semelhantes as que
ja haviamos identificado, baseadas em modelos concretos.

Buscamos também por algumas restricdes provenientes tanto do contrato
escolar’® quanto do pedagdgico que pudesse influenciar os contratos didaticos. Nesse
contexto, as caracteristicas das organizacOes tradicionais de ensino foram as mais
preponderantes, revelando aspectos que ja haviamos descrito para 0 Modelo Dominante
dos inteiros relativos. Nas atividades matematicas propostas, ndo ha espaco para
formulacGes de novas questdes, aquelas ndo previstas e para nortear o desenvolvimento

das técnicas matematicas a serem estudadas. Segundo Barquero, Bosch e Gascon (2007),

76 Um contrato didatico s6 pode se manter se estiver vinculado a um contrato pedagdgico e, mais ainda,
quando este estd vinculado a existéncia de um contrato escolar. 1sso se da, pois 0s contratos escolar e
pedagogico, ‘impdem’ seus contetidos, regras e as formas de funcionamentos, afetando, em parte, os tipos
de contratos didaticos possiveis de sobreviver nas instituicbes, mas devemos considerar que 0s contratos
didaticos estdo ligados principalmente ao contetido a ser estudado.
Para retornar a pagina 21, Q1: Como constituir um grupo de estudos ..., clique aqui.
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em contextos com essas particularidades, “ndo se concebe, [...] nenhuma possibilidade de
que a proépria atividade cientifica, ao tentar responder a uma situagdo problematica,
permita fazer perguntas (e causar o0 surgimento de respostas) que sejam

significativamente novas € que ndo sejam previstas antecipadamente” (p. 532).

Em resumo, o ensino escolar das ciéncias é proposto a partir de um
paradigma estatico (que é bastante transparente) e onde ndo apenas as
respostas, mas também as perguntas, as técnicas permitidas para
abordar essas questdes e o0s elementos tecnolégico-tedricos que
permitem justificar e a interpretar essas técnicas estdo completamente
predeterminados. (p. 531 — 532, tradugdo nossa)*™,

Nosso terceiro movimento de pesquisa, se deu por minha inquietacdo proveniente
dos estudos e das dificuldades em descrever o bloco do saber em nossa pesquisa de
mestrado (GONCALVES, 2016). Assim, buscamos compreender como esse bloco,
identificado nas pesquisas, € usado por outros pesquisadores, bem como poderia ser
mobilizado. Dessa forma, almejamos compreender o que a mobilizacdo desse bloco
poderia nos oferecer, captando alguns motivos, se é que existiriam, em que 0 uso desse
bloco seria importante para as pesquisas.

Nessa etapa da investigacdo, identificamos algumas restricbes provenientes do
contrato didatico institucional, algo que aparentemente, estava presente tanto nos livros
didaticos quanto nas propostas mobilizadas pelos professores que ensinam matematica,
algo que esta presente devido ao paradigma didatico vigente, operando como uma

organizacéo tradicional de ensino. E, por estar presente nos modelos de ensino, muitas
vezes, ndo se questiona as razbes de ser do ensino dos contelidos matematicos.

Percebe-se que em muitos momentos, as razfes de ser sao abandonadas ou até
desconhecidas, sendo os contetidos ensinados com fins em si mesmo. Por exemplo, nos
livros didaticos, geralmente, as razdes de ser dos conteldos matematicos ndo sdo
apresentadas aos professores, no Manual do Professor, e nem aos alunos no Livro do
Estudante. Tais condicBes estdo situadas nos niveis da Pedagogia e da Disciplina,
requerendo um estudo em nivel noosférico para determinar possiveis mudancas.

No Paradigma Visita as Obras, no nivel da Pedagogia podemos encontrar
restricdes que agem sobre os processos de ensino e de aprendizagem dados em torno de
praxeologias pontuais e locais. O sistema didatico € dado para o ensino dessas
praxeologias, ja determinadas, em que os niveis inferiores de codeterminacdo Assunto e
Tema sdo privilegiados. Nesse sentido, nessa representacao dos niveis de codeterminacéo

0s niveis inferiores sdo anteriores a constituicdo dos sistemas didaticos, ou seja, aquilo

137



que sera estudado, dado pelo nivel da Disciplina, ja foi predeterminado, bastando ao
professor conduzir seus alunos no processo de visitar essas obras. Nessa pedagogia, tanto
as funcdes de alunos e professores estdo definidas quanto as questes e as respostas
referentes as obras a serem estudadas.

Na metodologia de uma andlise praxeoldgica descrita na TAD (CHEVALLARD,
1999), modelamos os tipos de tarefas e suas respectivas técnicas que formam o bloco
técnico-pratico ou do saber-fazer. Cada uma das técnicas mobilizadas para resolver os
tipos de tarefas necessitam de justificativas, informacdes e conhecimentos, propriedades,
defini¢bes ou conceitos matematicos que permitam constituir um discurso racional acerca
da técnica empregada. Por sua vez, esses discursos também necessitam ser justificados.
Esse papel é descrito pelo quarto elemento desse modelo praxeoldgico, as teorias. Este
ultimo possui 0s mesmos aspectos que as tecnologias, porém o elemento teoria é mais
vasto e completo, pois trata das caracteristicas dos niveis do Setor e até do Dominio,
quando observados os niveis de codeterminacao, enquanto as tecnologias estdo alocadas
no Tema, referente as organizaces locais.

Essa analogia entre os niveis de codeterminacao e as organizagdes praxeologicas
pode ser realizada, pois ambos seguem uma hierarquia que pode ser relacionada.
Vejamos, o nivel do Assunto é o primeiro elencado por Chevallard (2002), sendo 0 mais
elementar dado em torno de um tipo de tarefas, e a organizacdo praxeoldgica dada em
torno de um tipo de tarefas é classificada por Chevallard (1999) como pontual, sendo
assim, o nivel do Assunto pode ser caracterizado por uma organizacao pontual. Seguindo
essa légica, o proximo nivel seria o do Tema, caracterizado por organizages locais, ou
seja, tipos de tarefas e técnicas justificadas por uma tecnologia. Por sua vez, o nivel do
Setor é caracterizado pela juncdo dos varios tipos de tarefas e suas respectivas técnicas,
justificadas por um conjunto de tecnologias, formando uma organizagao regional. Por
fim, uma organizacdo global, combinacdo das diversas organizacdes regionais,
justificadas por diversas teorias pode ser associada ao nivel do Dominio, ou seja, esses

dois altimos niveis sdo bem mais abrangentes, proporcionando tarefas mais motivadoras.

O principal déficit criado pelo atual estado de coisas que prevalece hoje
no colégio e no liceu preocupa primeiro as organizacdes matematicas
realmente implementadas em classes: esse déficit é sentido na auséncia
de motivacdo dos tipos T de tarefas estudadas. Muito geralmente, as
tarefas ‘motivadoras’ estdo faltando e, no limite, ninguém sabe mais
nem onde procura-las! [...] os tipos de tarefas motivadoras sdo
encontrados em niveis mais altos de determinagdo de organizacGes
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matemaéticas - setores e dominios. (CHEVALLARD, 2002a, p. 4,
traducdo nossa)™*.

A identificacdo e a consequente categorizacdo sdo uma das mobilizagcdes desses
aspectos teodricos da TAD, ou seja, as categorias mobilizadas para compor o0s
procedimentos metodoldgicos que organizaram o corpus de analise. Algumas pesquisas
identificaram em suas analises praxeologicas de livros didaticos, por exemplo,
dificuldades em descrever os elementos que compusessem as justificativas matematicas
das técnicas ensinadas. Esse foi um dos resultados que obtivemos com a nossa pesquisa
de mestrado que deixou algumas inquietacfes acerca das analises do bloco do saber.

Na busca por outros pesquisadores que também poderiam ter tido
dificuldades semelhantes as nossas, lemos algumas pesquisas
produzidas em nosso grupo de estudos, o DDMat’’ . Identificamos
nessas leituras, por exemplo, analises que ndo identificaram ‘uma
preocupacdo explicita por parte dos autores em justificar o uso da
férmula do calculo de uma determinada area. Na maioria das resolucdes
analisadas o célculo da éarea recai apenas na aplicagdo da formula’.
(FREITAS, 2015, p. 92). Ainda, para justificar a auséncia desse bloco,
percebemos que alguns pesquisadores organizaram as justificativas,
ndo em discurso tecnolégico e nem em discurso tedrico e, sim, em um
unico bloco, como discurso tecnoldgico-tedrico. Essa organizacéo
auxiliou o pesquisador em suas dificuldades para descrever o bloco do
saber. (GONCALVES, BITTAR, 2019, p. 3).

Cs.1 — Questionamento tecnoldgico-teérico’:

Até esse momento, identificamos dois possiveis usos para alguns elementos da
TAD. Eles nos permitiram complementar a tarefa sobre o questionamento tecnologico-
tedrico, também proveniente da pesquisa de mestrado. O primeiro foi referente a
mobilizacdo do quarteto praxeoldgico, uso como ferramenta metodoldgica. O segundo
referente a organizacdo dos discursos tecnoldgicos e teoricos, dada pela sua falta de
clareza nos livros didaticos, em um anico bloco, o bloco do saber, uso como ferramenta

metodoldgica e tedrica. No entanto, nosso objetivo nessa etapa da investigacao foi a de

70 Grupo de Estudos em Didatica da Matematica — DDMat, vinculado ao Programa de Pés-graduag&o em
Educacdo Matematica — PPGEduMat/UFMS, tem como foco central de estudo fendmenos didaticos cuja
problematizagdo considera como elemento central o saber matematico. Nessa perspectiva, sdo estudadas
teorias da Didéatica da Matematica — conhecida como Didatica Francesa. Para mais informag6es acessar o
site: http://grupoddmat.pro.br/.

78 Descrevemos nossas a¢des por meio de um Diagrama de Acdes, que juntamente com o0 mapa de questdes
e repostas, nos auxiliou na apresentacdo do Modelo Epistemolégico de Referéncia e da proposta de ensino
alternativa construida junto com o grupo de estudos.

Para retornar a Cs — Inicio, clique aqui. Ressaltamos que, as acfes do Diagrama estdo descritas no decorrer
do relatdrio de tese, por isso, os links direcionando para os demais locais.

Para retornar a pagina 162, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.
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buscar além de como esses elementos tém sido mobilizados nas pesquisas e quais
questdes eles tém permitido responder, verificar os discursos que podem ser produzidos
acerca das técnicas e sobre o que pode ser evidenciado quando questionamos 0s aspectos
teoricos das tarefas matematicas.

Contudo, percebemos que alguns trabalhos ndo avancaram para além da
categorizacao em tipos de tarefas, técnicas, tecnologia e teoria, ndo que seja um problema,
mas foi um uso desses aspectos da TAD que mais se mostrou evidente nos trabalhos que
realizaram, por exemplo, analise praxeologica em livros didaticos.

Em outros trabalhos, percebemos a mobilizacdo do quarteto praxeoldgico para
analisar processos transpositivos da matematica formal para aquela trabalhada nos anos
finais do ensino fundamental (GONCALVES, 2016). A dificuldade em descrever
tecnologia e teoria, as justificativas das técnicas ensinadas, foi um dos motes para
compreender 0s processos transpositivos, pois identificamos que as justificativas
matematicas mobilizadas na colecéo analisada se davam por criages didaticas, e as da
matematica formal habitavam conceitos e defini¢cdes das estruturas algébricas. O uso do
bloco do saber, nessa pesquisa, favoreceu a compreensao dos motivos das chamadas
criagdes didaticas, termo usado pelo pesquisador para descrever o ensino dado por meio
das situacdes concretas, tais como, jogo de baralhos, ideia dos andares de um prédio, das
temperaturas, das ideias monetérias etc.

Nesse sentido, a constru¢do dos numeros inteiros relativos pode seguir alguns
caminhos: extensdo dos naturais, aprendizagem das operacGes com esses numeros,
resolver problemas internos a propria matematica, como equacgdes, com um Vviés mais
algébrico. Caraca (1951), como ja dissemos, afirma que diante de uma impossibilidade
operatoria, criamos algo, algo que amplia o que tinhamos; por meio da negacdo da
negacdo. Em seu livro os inteiros relativos foram relacionados a necessidade de falar de
grandezas em dois sentidos, de dar dois sentidos a certas grandezas e para resolver a
impossibilidade da operagédo de subtracdo nos naturais.

Outra pesquisa que nos permitiu estudar como o bloco do saber foi a de Nogueira
(2008), que analisou o estudo de equagdes lineares de primeiro grau em trés colecdes do
ensino fundamental aprovadas pelo PNLD (2008) e mostrou os usos de diferentes
organizacOes matematicas e didaticas nessas colecdes, indicando um objetivo comum,
apresentado em forma de uma mesma praxeologia matematica para a resolucdo das

equacdes. (NOGUEIRA, 2008). A partir da descri¢do e analise das escolhas didéticas e
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matematicas e da apresentacao dos principais tipos de tarefas mobilizados em cada livro
didatico, inferimos que o papel do bloco do saber nessa pesquisa poderia indicar a razao
de ser do ensino da &lgebra. De fato, Nogueira (2008) conclui que os autores das cole¢des
analisadas tém um objetivo comum, justificado pelo Modelo Epistemoldgico Dominante
da ‘aritmética generalizada’, caracteristica marcante do modelo de ensino ou organizagao
didatica tecnicista (GASCON, 2003).

Oliveira (2010) investigou as relagdes entre os conhecimentos sobre o ensino de
funcGes estudados na formacéo inicial e os mobilizados em sala de aula, de um professor
de matematica em inicio de docéncia. Uma de suas concluses foi que, prevendo possiveis
dificuldades de aprendizagem de seus alunos, o professor realizou adaptacdes as
atividades propostas no livro didatico, inspirando-se em atividades vivenciadas durante
seu estagio supervisionado. Segundo a pesquisadora, evidenciou-se assim, que €
importante que o professor conheca tanto os conteldos a serem ensinados quanto
possiveis abordagens do contetdo, como técnicas e procedimentos referentes ao seu
ensino.

Nessa pesquisa, 0 uso do bloco do saber poderia ser mobilizado em prol da
compreensdo das justificativas para as escolhas do professor que participou de sua
investigacdo. Oliveira (2010) afirma que muitas das escolhas propostas na organizagao
didatica desse professor sdo provenientes da sua formacdo inicial. Tais fatos poderiam
favorecer a compreensdo do modelo didatico que justifica as acBes desse professor, pois
0s aspectos da componente tedrica, muitas vezes, estdo implicitos durante as atividades,
nesse caso na atividade docente. E as escolhas didaticas também poderiam favorecer as
analises da razéo de ser do ensino de fungdes proposto por ele. A pesquisadora revela a
grande influéncia do livro didatico em suas aulas, mas também a preocupagao em corrigir
algumas atividades, ‘desviando-se’ de algumas dificuldades de aprendizagem,
mostrando-nos que 0s objetivos desse professor se assemelhavam aos constantes no livro,
com algumas correcbes das possiveis dificuldades de aprendizagem. Sabemos que esse
ndo era o objetivo da pesquisadora, mas os elementos tecnoldgico-tedricos poderiam ser
usados para a construcdo das justificativas das a¢6es didaticas do professor, pois uma das
fungdes da tecnologia € a de construir discursos que justifiquem e permitam desenhar
novas técnicas, nesse caso, técnicas didaticas.

Outro tipo de mobilizacao foi identificado nos trabalhos realizados por Kaspary

(2014) e por Almeida (2015). Essas pesquisadoras mobilizaram a TAD para a descri¢do
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e andlise das organizagdes matematica e didatica propostas em livros didaticos dos anos
iniciais do ensino fundamental. Kaspary (2014) delimitou como objeto de estudo
caracterizar as propostas de ensino das operagdes da estrutura aditiva dos ndmeros
naturais. A autora identificou as praxeologias matematicas e didaticas presentes nos
cinco volumes de uma colecdo de livros didaticos, por meio da investigacdo de quais
contetdos matematicos sdo abordados e quais as formas que essa matematica foi
trabalhada. Os resultados permitiram evidenciar a valorizacdo do ensino das técnicas de
resolucdo, tanto as ndo contextualizadas, mobilizadas nos momentos de ensino quanto as
contextualizadas, dadas em situacdes de praticas dos procedimentos ensinados. Por sua
vez, Almeida (2015) teve por objetivo de pesquisa analisar a articulacdo entre o ensino
de poligonos e de poliedros apresentados na proposta de ensino de livros didaticos.

Na apresentacdo da modelagem das atividades propostas nos livros analisados,
Almeida (2015) observou que os elementos do bloco do saber aparecem de modo
implicito, fato justificado pela pesquisadora como algo compreensivel devido ao nivel de
ensino, o que de certa forma dificultou, por parte da pesquisadora, a identificagcdo do bloco
tecnoldgico-tedrico. Os resultados descritos indicam que os autores dos livros analisados
também priorizaram o ensino das técnicas para a resolucdo dos tipos de tarefas
apresentados, com auséncia das suas justificativas matematicas, algo esperado para esse
nivel de escolaridade.

Em ambas as pesquisas, a analise da praxeologia didatica, em especial do bloco
do saber auxiliou as pesquisadoras na identificacdo de caracteristicas de um modelo de
ensino tecnicista (GASCON, 2003), ou seja, uma proposta de ensino que prioriza o
trabalho com as técnicas de resolucdo dos tipos de tarefas ensinados. As autoras poderiam
ter mobilizado os discursos tecnoldgicos e tedricos para retratarem a razao de ser destes
conteddos, em outras palavras o bloco tecnoldgico-tedrico propicia compreender 0s
motivos, as justificativas de ‘como se faz algo?’ ou ‘por que se faz algo?’ ou ainda ‘por
que motivo isso € realizado?’

O ensino tecnicista € influenciado por um paradigma didatico presente nas

propostas de ensino atuais.

A matematica escolar caracteriza-se pelo fato de que o discurso
matematico que explica, justifica e interpreta as técnicas, sejam elas
algoritmicas ou ndo, ndo é integrado a pratica matematica dos alunos
com o objetivo de torna-la mais eficaz. No maximo, justificativas mais
ou menos formais de técnicas matematicas podem aparecer (em certos
niveis educacionais), mas questdes relacionadas a interpretagdo dos
resultados obtidos, limitacdes das técnicas, alcance ou ambito de sua
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aplicacdo, e sua confiabilidade e economia estdo praticamente ausentes
na matematica da escola. (SIERRA DELGADO, BOSCH CASABO,
2013, p. 809, tradugdo nossa)*,

Nesse contexto, as respostas, as questdes e 0s elementos tecnologicos-teodricos, as
justificativas e as interpretacdes das técnicas sdo completamente pré-determinados,
organizados em torno do Paradigma Estatico (BARQUERO, BOSCH, GASCON, 2007),
ou seja, tudo esta predeterminado, desde as respostas, passando pelas questdes até o bloco
do saber. Nessa perspectiva, as formas predeterminadas de se mobilizar as ferramentas
matematicas e as técnicas ensinadas sdo tidas como um modelo de aplicacdo, um
aplicacionismo, pois a preocupacao é principalmente ensinar formas para se resolver
problemas também determinados a priori. Barquero, Bosch e Gascon (2007, p. 534,
traducdo nossa) denominam de aplicacionismo a maneira especifica de considerar e usar
a modelagem matematica que vem da epistemologia do ‘livro-texto’”. Essa mesma
abordagem pode ser aproximada ao ensino dos inteiros relativos, como identificamos em
nossa dissertagdo. Em muitos dos tipos de tarefas descritos em Gongalves (2016), o bloco
técnico-pratico e alguns aspectos do bloco do saber tiveram um comportamento

semelhante ao que os pesquisadores chamaram de aplicacionismo.

Portanto, ndo sdo feitas perguntas sobre a ‘comparacdo’ do grau de
adequacdo de dois ou mais modelos do mesmo sistema, nem sobre a
necessidade de modificar progressivamente um determinado modelo
para responder a novas questdes problematicas porque se supde o
sistema construido de uma vez por todas (ndo ha perguntas ‘novas’ ndo
previstas antecipadamente), nem sobre a necessidade de modelar os
modelos (a recursdo da modelagem matematica é completamente
ignorada na pratica escolar). (BARQUERO, BOSCH, GASCON, 2007,
p. 535, traducdo nossa, grifos do autor)*,

Assim, as propostas de ensino dadas nos livros didaticos apresentam estruturas
estaticas, pois nos modelos mobilizados “nenhuma pergunta realmente nova aparece ao
longo do processo de estudo. Existe uma clara rigidez do problema, os sistemas cientificos
estudados permanecem estaticos durante todo o processo de estudo”. (BARQUERO,
BOSCH, GASCON, 2007, p. 536, traducio nossa). Ha uma espécie de esquecimento dos
processos de questionamento, da construgdo de novas formas de aprendizagem, tudo
parece predeterminado e com a exigéncia de seguir o ‘protocolo’, sendo um grande
indicador da aplicabilidade existente, pois toda vez que ndo ha tais mudangas, impedindo
as modificagbes dos procedimentos, das atividades e dos modelos em jogo, ndo ha
superacdo das suas limitacGes e, ainda, muitas vezes que elas até existam. (BARQUERO,
BOSCH, GASCON, 2007).
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Sendo assim, todos esses movimentos e estudos nos permitiram compreender, ao
menos em parte, como o bloco do saber é mobilizado nas pesquisas, 0 que nos levou para
0 quarto movimento da nossa pesquisa’®. Nele, partimos dos estudos do que seria um
paradigma didatico e das consequentes dificuldades de ensino, retratando nossa ultima
mudanca de direcdo, no sentido que os outros trés movimentos nos permitiram pensar,

organizar e trilhar nosso caminho metodolégico, bem como as novas dire¢@es analiticas
que empreendemos. Cg.1 — Fim®.

Isto posto, também nos debrugamos sobre os estudos de alguns pesquisadores que
tratavam das dificuldades de ensino, de aprendizagem e do conceito de obstaculos
epistemoldgicos. Nesse sentido, devido a importancia de se viver um PEP em formacdes
continuadas em servico, principalmente para a mudanga paradigmética proposta por
Chevallard (2013), nos baseamos na perspectiva Percurso de Estudo e Pesquisa de
Formacdo (PEP-FP). Assim, compreendemos ser essencial constituir um grupo de
estudos com professores, sob essa perspectiva. Além de outros objetivos, uma formacéo
baseada nos preceitos do Paradigma Questionamento do Mundo, tem como funcéo a
constituicdo de cidaddos herbartianos com atitudes procognitivas.

No caso do grupo de estudos com os professores, o resultado pretendido seria o
desenho de uma proposta alternativa para os inteiros relativos em que a razao de ser
estivesse bem definida e explicita. Nesse contexto, a proposta de se viver um PEP com
caracteristicas de formacdo é justamente explorar alguns elementos do Paradigma

Questionamento do Mundo, como as ideias das dialéticas Questao/Resposta, Midia/Meio

e Coletivo/Individual.

Para os inteiros relativos, como ja mencionado, ha um Modelo Dominante em que
atividades, procedimentos e propostas sdo direcionados pelos modelos concretos, por
criagdes didaticas, enfim, os elementos tecnoldgicos e tedricos sdo construidos a partir de
situacOes do cotidiano, promovendo um distanciamento da constituicdo de uma razéo de
ser epistemoldgica para esse ensino. Além disso, as propostas de ensino também sdo
embasadas pela énfase do ensino das técnicas, um ensino ‘tecnicista’ (GASCON, 2003)
em sua grande maioria ancoradas nos modelos concretos.

Uma questdo importante para nds no trabalho com o grupo de professores era que

a proposta discutida e produzida com eles atendesse a realidade da nossa rede de ensino,

79 Para retornar a pagina 21, Q::Como constituir um grupo de estudos ...? Clique aqui.
8 para retornar ao Diagrama de Agdes, clique aqui.
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que pudesse contribuir com o trabalho docente desses professores e que ndo fosse mais
uma ‘reprodutora’ de dificuldades ou obstaculos a aprendizagem dos estudantes.

Assim, a proposta foi a de organizar um grupo de estudos em que os professores
pudessem discutir todos esses elementos mencionados acerca do ensino e da
aprendizagem dos inteiros relativos, buscando por solugdes locais. O grupo foi composto

por professores dos laboratorios de matematica, profissional responsavel pela

organizacdo e elaboracdo de materiais pedagdgicos, bem como pela organizacdo e
elaboracdo de projetos de intervencdo pedagdgica desenvolvidos em parceria com 0s
professores regentes de todas as turmas das escolas da Rede Municipal de Ensino de
Campo Grande/MS.

A escolha desse grupo foi devido ao maior contato que esses docentes tinham nas
escolas tanto com coordenadores pedagogicos quanto com os demais docentes, bem como
pela responsabilidade de gerenciar novos projetos para atender todos os estudantes, bem
como organizar as mais diversas atividades envolvendo os conceitos matematicos de
forma que pudessem discutir, explorar, conjecturar, enfim, propor atividades em que 0s
estudantes fossem ativos em seus processos de aprendizagem. Vimos, nessa incumbéncia,
oportunidade de plantarmos a semente do Paradigma Questionamento do Mundo, visto
que algumas caracteristicas ja estavam presentes no modelo de desenvolvimento de
formagéo que previamos.

Um dos desafios vivenciados em nossa rede municipal de ensino era (é) a questao
do tempo que esses professores tém para se dedicar aos estudos do nosso grupo, pois além

do programa de formacdo j& existente da Semed, eles participavam de formacdes

especificas para a sua funcdo. Dessa forma, desenvolvemos um projeto voltado a
constitui¢do do grupo de estudos, encaminhado e aprovado pela Semed. Proporcionamos
assim, mais um momento formativo, por meio de sua liberacdo para participarem das
reunides nos periodos de seus planejamentos das atividades para os laboratorios.

Nas primeiras reunides, discutimos as propostas vigentes, encontradas nos livros
didaticos e aquelas praticadas por eles em suas aulas. Criou-se um movimento de
guestionamento dos modelos de ensino vigentes e dos problemas ja apontados sobre os
modelos concretos. Outro fato interessante foram os estudos sobre a classificagdo que os
modelos concretos tinham, modelos de deslocamento ou de neutralizacdo, realizados por
meio da mobilizacdo das categorias de Cid (2015). Iniciamos assim, as discussdes sobre

0 ganho analitico de tal agrupamento. Percebemos que h& semelhancas referentes as
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defasagens marcadas na aprendizagem dos estudantes, mesmo modificando-se o

elemento do cotidiano trabalhado, os obstaculos didaticos sdo praticamente 0s mesmaos.

Os modelos de neutralizacdo ou modelos de deslocamento foram pensados

de acordo com o papel que os sinais predicativos e operatérios
desempenham em cada modelo de concreto. Nos modelos de
neutralizagdo, os objetos manipulados séo quantidades de magnitude
gue podem ter dire¢Bes iguais ou opostas. Quando duas grandezas de
magnitude sdo iguais em valor absoluto, mas em direces opostas, elas
se neutralizam. Nesse caso, 0s signos predicativos indicam o sentido da
guantidade de magnitude e os signos operatdrios estdo relacionados as
acGes de somar, retirar, juntar ou separar. [...] Em um modelo de
deslocamento, os inteiros indicam deslocamentos ou posicbes e 0s
sinais predicativos a direcdo do deslocamento ou a localizacdo da
posicdo em qualquer um dos lados da posicdo original. J& os sinais
operatérios podem significar composicdo de deslocamentos ou
aplicacdo de um deslocamento a uma posicéo para obtengdo de outra
posicéo. (CID, 2002, p. 531y,

No trabalho com os modelos concretos, cria-se uma inversdo das ideias de

modelizacao, pois, uma situagao do cotidiano ¢ usada para ‘representar’ os conceitos. Até

esse ponto ndo vemos problemas, no entanto, os processos se complicam quando por

exemplo,

um aluno® pode pensar que (+70) — (~10) = +70 porque ‘se eu tenho 70
pesetas e eles me perdoam uma divida de 10 pesetas, ainda tenho 70
pesetas’. Naturalmente, o professor utiliza outro raciocinio dentro do
mesmo modelo, mas deve-se reconhecer que o primeiro é perfeitamente
valido do ponto de vista do ‘bom senso’, que é o que se recorre quando
se trabalha com modelos muito familiares aos alunos criangas. Da
mesma forma, poderiamos deduzir que (-6) — (-2) = +4, dizendo que
‘entre 6 graus abaixo de zero e 2 graus abaixo de zero a 4 graus de
diferenca e 4 é 0 mesmo que +4°. (CID, 2002, p. 534)*V,

Ou ainda, Cid e Bolea (2010) afirmam que 0s

modelos concretos ndo refletem a estrutura do corpo comutativo
totalmente ordenado que caracteriza os numeros reais (ou, mais
particularmente, o do anel totalmente ordenado, comutativo e com a
unidade dos nimeros inteiros), mas o espaco vetorial unidimensional,
no caso dos modelos de neutralizacdo, ou o0 espago afim
unidimensional, no caso dos modelos de deslocamento. (p. 578,
traducao nossa)™*.

Inicialmente, pensei em construir com 0 grupo uma proposta alternativa as

vigentes para o0s inteiros relativos, bem como buscar novos elementos para finalizar o

Modelo Epistemologico de Referéncia, ambos comporiam a Resposta Coracgdo da Tese.

Assim, além das andlises iniciais, 0s consensos para o esboco da proposta, todos os dados

81 para Retornar & pagina 170, R%- Desenho do MER para Z..., clique aqui.
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ja construidos seriam mobilizados para a construcdo e fechamento desses elementos.
Infelizmente algumas dessas discussdes ndo foram possiveis de serem finalizadas devido

ao fechamento dos laboratorios de matematica.

Assim, como o0s encontros ndo foram até a data prevista, foi necessaria uma
mudanca na proposta. Varias foram as alternativas pensadas para contornar essas
restricbes, até aquele momento, pois ndo tinha nada concreto como solugdo: construir
outro grupo, porém deixaria de lado todo o material ja produzido com os anteriores?
Construir minha propria proposta, baseado nos elementos do MER ja desenhados?
Analisar todas essas condicfes e restricbes impostas pelo nivel da Sociedade de
codeterminagdo?

Enfim, todas essas alternativas ndo atendiam ao nosso objetivo de elaborar uma
proposta que pudesse auxiliar os professores nas dificuldades que os estudos apontaram,
alternativa as vigentes. A decisdo tomada foi que finalizaria a proposta iniciada com o
grupo, consequentemente, meus estudos, em muitos aspectos, seriam preponderantes,
porém, a tonica, ‘seria sempre levar em consideragdo os consensos do grupo’. Ressalto
que, alguns deles iam de encontro com algumas verdades defendidas por nds, pois
enfatizavam algumas das dificuldades ja apresentadas. Assim, construimos algo que
partisse das discussdes do grupo de estudos, no entanto, sem que fosse contra ao que
acreditdvamos e contra ao que os estudos apontavam.

Portanto, a proposta alternativa, os demais elementos do MER, a Resposta
Coracdo do grupo e elementos constituintes da Resposta Coracdo da tese foram
produzidos por mim, considerando e ponderando as reflexdes do grupo de professores
dos laboratérios de matematica, buscando ndo divergir das concepg¢des consideradas

importantes.
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RZ: RESPOSTA CORACAO DA TESE

A resposta corac¢ao da nossa tese foi dividida em quatro partes. As duas primeiras
referentes ao Modelo Epistemoldgico de Referéncia, compondo o ramo dos nossos
estudos, analises e conclusdes. As outras duas partes sdo referentes a descri¢do e as
atividades da proposta construida a partir dos dados do grupo de estudos. Ressaltamos
que, além da proposta, varios elementos do MER para os inteiros relativos séo fruto das
discussoes realizadas no grupo, das ponderacGes dos professores, das reflexdes realizadas
por mim (pesquisador) e das conclusdes consensuais de todos (professores e pesquisador).

A escrita da tese foi organizada mobilizando a ferramenta mapa de questfes e
respostas, ferramenta, que por sua vez é construida a partir das concepgdes de um
Percurso de Estudo e Pesquisa. Assim, a questdo de pesquisa tornou-se a questdo geratriz
do PEP experienciado na tese.

Q?: Que modelo ¢ possivel construir considerando condigdes e restricdes do
sistema de ensino brasileiro e as reflexes de professores de matematica para o
ensino dos inteiros relativos?

O fato de nos basearmos no Paradigma Questionamento do Mundo e nas
condicdes e restricdes do sistema de ensino do municipio de Campo Grande/MS,
implicou na constituicdo do grupo de estudos e na necessidade das interacbes com
professores dessa rede de ensino. Acreditamos que ndo ha espago para apresentacao de
propostas de ensino prontas aos professores, porém deve haver interacdo, reflexdo e
construcdo conjunta de todos os elementos necessarios as propostas. Sendo assim, a partir
das discussdes com esses professores foi possivel construir uma proposta alternativa para
0s inteiros relativos.

Nesse contexto, para responder a questdo geratriz, Q?, estabeleceu-se uma
primeira questéo,

Qo: Que proposta de ensino para Z é possivel construir por meio da interacédo
com um grupo de estudos de professores na perspectiva do PQM?

Ressaltamos que todo o percurso desenvolvido buscou elementos de respostas a
esses dois questionamentos iniciais. A seguir apresentamos o Modelo Epistemoldgico de

Referéncia para os inteiros relativos e 0 mapa de questdes construido na tese.
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R%. MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA POSSIVEL DE SE
CONSTRUIR CONSIDERANDO ASPECTOS DA INTERAGAO COM O GRUPO
DE PROFESSORES E OS DEMAIS ESTUDOS

O desejo de construir um Modelo Epistemologico de Referéncia para os inteiros
relativos advém tanto da dificuldade de se encontrar justificativas para as técnicas
matematicas que compdem as praxeologias encontradas em livros didaticos atuais quanto
da necessidade de se questionar os modelos de ensino mobilizados para 0 seu ensino.
Todavia, podemos nos perguntar, o que de inovacao teria em um modelo didatico para os
nameros inteiros relativos, dado que h& diversos trabalhos que se dedicaram ou se
dedicam a resolver essa tarefa? Por exemplo, Cid (2003) apresentou como resultado de
uma investigacdo de 200 artigos de diversas naturezas sobre o ensino dos inteiros
relativos, que foi feito muito de uma mesma ‘coisa’. Também deixou seis indicios que
resumem o teor das investigagdes®, demonstrando que seu objetivo ndo foi de tecer
criticas, mas de apresentar um novo modelo para o ensino dos inteiros relativos. Além
disso, Cid (2015) também construiu um modelo (génese escolar) para os inteiros relativos
focado na sua razéo de ser epistemoldgica cujo ensino é dado num contexto algébrico.

Segundo Bosch e Gascon (2010, p. 56, grifo dos autores, tradugdo nossa), “um
modelo epistemol6gico® [é] estritamente relacionado com uma conceitualizagio concreta
do que se entende por ‘ensinar e aprender matematica’ em cada momento histérico, em
cada tradigdo cultural e em cada instituicdo”. Alguns desses modelos por muito tempo se
mantiveram implicitos, livres de questionamentos, sendo que as metodologias de ensino
ndo careciam de qualquer tipo de fundamentacdo. O fato de as justificagdes serem

baseadas em aspectos genéricos, dados pelo senso comum, tornava-se irrelevante por se

8 i, apresentacdo de problemas observados nos processos de ensino dos inteiros ou critica a um Gnico
modelo de ensino, seguidos de um novo modelo de ensino ou uma nova versdo de algum existente; ii.
propostas de ensino cujos estudos priorizam apenas a estrutura aditiva ou apenas a estrutura multiplicativa,
e consequente, ndo apresentacdo da estrutura ordinal; iii. mobilizacdo de diversos modelos de ensino, cada
um destinado a um momento de ensino; iv. ndo apresentacdo de propostas de ensino para se formalizar,
descontextualizar as no¢des que inicialmente seriam ensinadas por meio de modelos concretos.

8 para retornar a pagina 14, Prélogo, clique aqui.

Para retornar a pagina 18, Qo: Que Proposta de ensino para Z é possivel construir ..., clique aqui.

Para retornar a pagina 29, Q2: Que aspectos do PQM mobilizar ..., clique aqui.

Para retornar a pagina 70, Rs»: Estudar propostas de ensino ..., clique aqui.

Para retornar a pagina 75, Rs: Comparar o ensino de Z ..., clique aqui.

Para retornar a pagina 94, Qs: Por que ensinar Z? Clique agui.

Para retornar a pagina 102, R¢: Raz8es de ser: Cotidiano ..., clique aqui.

Para retornar a pagina 119, Qq: Que atividades, problemas e estratégias ..., clique aqui.
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manterem implicitas nas praxeologias mobilizadas pelos professores, garantindo sua
sobrevivéncia nas institui¢cdes de ensino.

Esse cenario comecou a mudar a partir da década de 1960, periodo do surgimento
de algumas reformas educacionais, advento que proporcionou duras criticas as formas
tradicionais de ensino e aos modelos didaticos espontaneos. (BOSCH, GASCON, 2010).
Bosch e Gascon (2010) dizem que tal modelo deve estar articulado com as tradicGes de
certa instituicdo, com o momento historico em que foi produzido e com aquilo que se
acredita que seria ensinar e aprender matematica, bem como Gascén (2011, p. 208, grifos
do autor, tradugdo nossa) afirma que “com base no MER, o didata pode desconstruir e
reconstruir as praxeologias cuja difusdo intra institucional e interinstitucional pretende

analisar”. Além disso,

na formulagdo de qualquer problema didatico, o didata sempre utiliza,
mesmo que apenas implicitamente, uma descricdo e uma interpretacédo
- ou seja, um modelo epistemoldgico - do dominio matematico que esta
jogo. Desde o inicio, a TAD tem enfatizado a necessidade de explicitar
este modelo e usad-lo como referéncia para analisar fatos didatico-
matematicos (GASCON, 1993, 1994, 1994, 1998, 1999a, 2001a).
Atualmente é chamado de Modelo de Epistemolégico de Referéncia
(MER) e tem sempre um carater provisorio. (GASCON, 2011, p. 208,
traduc&o nossa, grifos do autor)®,

Portanto, também desenhamos um Modelo Epistemoldgico de Referéncia, pois,
todos os MER tém como caracteristica serem provisérios, devendo ser questionados,
revisados e, se necessario, modificados. De acordo com o fenédmeno da Transposi¢éo
Didatica descrita por Chevallard (1991), nenhum sistema de referéncia é absoluto, mas
relativamente adaptado aos problemas investigados, as realidades de cada instituicéo.
Dessa forma, torna-se imprescindivel e necessario que o MER seja adequado as condi¢cbes
e as restricfes da sociedade em que vivemos, considerando todas as pesquisas e estudos
ja realizados. Como hipotese de trabalho, 0 MER deve ser explicitado, pois auxiliara na
visibilidade dos fendmenos didaticos, dos tipos de problemas a serem investigados, entre
outros (GASCON, 2011). Dessa forma, 0 MER se dar4 a partir dos anos finais do ensino
fundamental das escolas municipais do municipio de Campo Grande/MS, fruto das
minhas experiéncias como professor, das minhas leituras e analises das dificuldades de
ensino, das dificuldades de se justificar as técnicas matematicas das tarefas sobre os
inteiros relativos e dos debates realizados nos encontros do grupo de estudos, resultado
das minhas experiéncias como pesquisador, professor e participante de um grupo de

professores.
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Segundo Bosch e Gascon (2010, p. 60, tradugéo nossa, grifos do autor),

qualquer organizagdo ou praxeologia de ensino [...] que vive em uma
determinada instituicdo é apoiada e fortemente condicionada pelo
modelo epistemoldgico dominante das matematicas nessa instituicao.
Essa hipotese pode ser considerada uma reformulacéo da afirmacéo de
Guy Brousseau, segundo a qual os modelos de ensino espontaneos sao
simplistas porque s&o apoiados por um modelo epistemoldgico ingénuo
que se reflete na ‘epistemologia espontanea do professor’ (Brousseau,
1999). Dai a necessidade, para o ensino de matematica, de desenvolver
um modelo epistemolégico que sirva de referéncia tanto para a analise
das ‘epistemologias espontineas’ presentes nas instituicdes observadas
quanto para o desenvolvimento de novas propostas de OD**Vii,

Mais ainda, para Gascon (2014, p.100, tradugdo nossa),

para levar os processos de transposicdo didatica como um objeto de
estudo, o [educador matematico] precisa analisar criticamente o0s
modelos epistemolégicos da matematica dominante nas institui¢oes
envolvidas e, libertar-se do pressuposto acritico desses modelos®*Viii,

A partir dessas ideias mobilizamos 0 MER como pardmetro de analise do MD dos
inteiros relativos da Reme de Campo Grande/MS. Nas palavras de Gascon (2014, p. 117,
traducdo nossa), “o MER especifico sera utilizado, em primeira instancia, como sistemas
de referéncia para analisar e interpretar os modelos epistemoldgicos dominantes
(especificos)”.

Vale ressaltar que essas andlises se deram sobre as versdes atuais mobilizadas em
cada institui¢do, bem como reflexo da sociedade na qual esta inserida, por meio da fungéo
de interpretacdo das atividades matematicas em jogo. Nesse sentido, 0 MER também nos
auxiliou em uma espécie de emancipacdo do MD. Essa emancipacdo nao é algo que se
consegue® instantaneamente, claramente, se trata de algo com um sentido totalmente

contrario, pois como Gascon (2014) nos alerta que essa

emancipagdo epistemoldgica constitui um aspecto particular, um
primeiro passo essencial, da emancipagdo institucional que poderia ser
definida, em geral, como a liberacdo da sujeicdo a ideologia dominante
nas instituicdes que fazem parte de seu objeto de estudo, isto €, a
emancipacdo ndo apenas do provincianismo epistemoldgico, mas
também de todo provincianismo didatico, pedagogico e cultural. (p.
100, tradugdo nossa)*™,

Esse pesquisador cita uma emancipacao institucional, porém nossa pretensdo néo
foi tdo ousada, pensamos em uma emancipacdo de alguns elementos, tais como a

dependéncia do Modelo Dominante, o fato de ndo se questionar aspectos das propostas

8 Ppara retornar a pagina 89, Rs: Identificar e descrever modelo dominante, ..., clique aqui.
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de ensino relacionada a ele, as justificativas das técnicas matematicas ligadas as criacoes
didaticas dadas nos modelos concretos, e uma forma de contribuir com os processos de
ensino e de aprendizagem dos alunos e professores da Reme. Nesse sentido, mobilizamos
algumas dessas caracteristicas tanto na construcdo da proposta alternativa quanto nas
discussGes com o grupo de professores.

Aos Modelos Epistemoldgicos de Referéncia tém-se atribuido caracteristicas
fenomenotécnicas, principalmente, em relacdo a construcdo de forma autbnoma dos
objetos de estudo que sdo modelados pela problematica de pesquisa. Tal producdo dos
objetos de estudos esta vinculada as ideias de construgdo de fenomenos “e dos problemas
de investigacdo associados aos estudos desses fendmenos que constituem a [sua] razéo
de ser” (GASCON, 2014, p. 103, tradu¢do nossa) da investigagdo em voga. Nesse
contexto, o MER propiciou e, em algumas circunstancias, tornou visivel novos
fendmenos didaticos relativos aos inteiros relativos. Entretanto, uma questdo principal
surgiu: até que ponto é possivel (e é interessante) produzir algo totalmente novo,
especialmente quando o que os professores pensam é levado em consideragdo? Fomos
capazes de produzir e tornar visiveis tais fendmenos? Sabendo que todos os envolvidos
nos processos de ensino e de aprendizagem sempre necessitam de algo para se apoiar para
desbravar novas fronteiras, ¢ possivel produzir um modelo ‘totalmente’ inovador?

Os Modelos Epistemolégicos de Referéncia devem ter, inclusive, a finalidade ou
a “funcdo metodolodgica, heuristica, posto que servem para contrastar com a realidade
empirica, historicamente existente e para gerar novas questdes”. (GASCON, 2014, p. 104,
traducéo nossa).

Em suma, um MER, a depender de suas caracteristicas e func¢des, pode ser
categorizado em: MER especifico ou local e em MER geral. Um MER geral pode ser
construido com intuito de caracterizar o Modelo Epistemolégico Dominante da
matematica no ensino e, por sua vez, um MER especifico é construido na didatica da
matematica como ferramenta heuristica para tornar visiveis certos fendmenos didaticos.
Sua primeira funcéo é fornecer os elementos necessarios para a formulacdo de problemas
didaticos cujo estudo melhorard o conhecimento desses fendmenos. Somente assim, a
didatica pode emancipar-se do Modelo Epistemolégico Dominante nas instituicGes
envolvidas e ter a possibilidade de construir autonomamente seu proprio objeto de estudo.

Ressaltamos que nosso proposito ndo foi o de retratar uma realidade e, sim,
produzir conhecimentos que vao além do MD de ensino dos inteiros relativos. De forma

geral, os inteiros relativos podem ser um pano de fundo para os primeiros passos da dita

153



emancipacdo epistemologica e/ou institucional retratada por Gascon (2014): “a
construcdo de tipos ideais e seu contraste empirico constituem parte fundamental das
técnicas de pesquisa cientifica e podem ser interpretados como um primeiro movimento
em dire¢do 4 emancipagdo institucional”. (GASCON, 2014, p. 104 - 105, traducdo nossa).
A construcdo desses novos fendmenos que nos orientaram a modelizar alguns aspectos
da realidade investigada e a estabelecer algumas comparac@es, também favoreceram a
concepcao de novas questdes ou problematizagdes que contribuem com o aumento dos
nossos conhecimentos sobre os fendmenos investigados. Nesse contexto, ndo sabemos se
conseguimos responder as questdes referentes as inovacdes acerca dos inteiros relativos,
mas acreditamos que a constitui¢do do grupo de estudos com os professores da Reme de
Campo Grande/MS, nos permitiu estudar coletivamente alguns fendGmenos retratados pelo
MER construido.

Como os MER possuem aspectos fenomenologicos®, propiciando a visibilidade
de novos fenémenos didaticos, o estudo de uma proposta de ensino dos inteiros relativos
dada por sua razéo de ser epistemoldgica, pode ser considerado um exemplo de fenémeno
didatico analisado pelo grupo de estudos. Investigando o desenho e o desenvolvimento
da génese escolar dos inteiros negativos, descrita a partir de uma proposta que visava
trabalhar de forma concomitante a introducéo da algebra escolar e os inteiros relativos,
entendemos que algumas criacBes didaticas, dadas em alguns modelos concretos,
ocasionavam novas dificuldades de aprendizagem, além daquelas proprias dos inteiros
relativos. A partir das analises de tais dificuldades, que sdo bem semelhantes aos
obstaculos epistemoldgicos, muitas discussdes e um grande movimento de reflexdes
foram realizados, permitindo “um distanciamento dos modelos epistemoldgicos
dominantes [em nossa institui¢do] [...] e a correspondente emancipacdo dos fatores
condicionantes que esses fatores implicam, eles [permitiram] construir (‘tornar visivel’)
fendmenos que permaneceram invisiveis”. (GASCON, 2014, p. 108, traduco nossa).

Outro fenbmeno didatico foi o estudo sobre as justificativas matematicas para as
técnicas das atividades propostas. A parte introdutoria que engloba os primeiros
procedimentos e algoritmos, é baseada em modelos concretos. Porém, ao analisarmos as
justificativas matematicas para algumas dessas técnicas que habitam a ‘matematica
formal’ nos deparamos com conceitos vindo da teoria das estruturas algébricas, contetido

que ndo faz parte do habitat daqueles encontrados no final do ensino fundamental. Dessa

8 para retornar a pagina 89, Rs: Identificar e descrever modelo dominante, ..., clique aqui.
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forma, esses fatos ou fenomenos didaticos estavam ‘invisiveis’ para aqueles professores
e para nds antes de iniciarmos nossa pesquisa. Vale ressaltar que um Modelo Dominante
tem por caracteristica condicionar tanto as atividades matematicas quanto as didaticas
estudadas na instituicdo em torno do conteudo matematico em questao, que, certamente,
se concretizam em modelos de ensino. “Consequentemente, a emancipagao
epistemoldgica envolve, em certa medida, a emancipacao do modelo de ensino dominante
na instituicdo em questdo, o que fornece autonomia para questiona-lo e propor outros
modelos de ensino alternativos”. (GASCON, 2014, p. 108, tradugdo nossa). A
constituicdo desses modelos alternativos abre um precedente, pois conseguimos ir além
das analises das influéncias e das consequéncias do Modelo Dominante de ensino,
podemos estudar também as influéncias e as consequéncias dos modelos alternativos.
Na escrita das questdes e respostas do grupo de estudos, descrevemos algumas
caracteristicas do MER construido até aquele momento, pois para sua finalizacdo
consideramos as discussdes do grupo.®” Para nortear os possiveis caminhos para a
elaboracdo do MER, construimos um diagrama de ac¢des que foi dividido em trés grandes
contextos, sendo que para cada um usamos uma cor de fundo: o (M),
proveniente dos estudos do doutoramento, principalmente pela busca por modelos
alternativos aos concretos; o (C), proveniente dos estudos do mestrado
referente aos modelos concretos, e 0 e cotidiano (MC), fruto das discussdes
com o grupo de estudos. Ressaltamos que, para as caixas de textos usamos a cor branca e
para as setas a vermelha, para contextos iguais, e usamos verde-claro, laranja, azul e
amarelo para representar articulagdes entre os contextos. Por exemplo, o caminho verde-
claro seria uma proposta pensada com razdo de ser epistemoldgica, enfatizando as
justificativas matematicas das tarefas e, que também perpassa o0s trés caminhos,

mesclando suas concepgoes.

87 Para retornar a pagina 70, Rs: Estudar propostas de ensino ..., clique aqui.

Para retornar a pagina 75, R4: Comparar o ensino de Z ..., clique aqui.

Para retornar a pagina 94, Qs: Por que ensinar Z? Clique aqui.

Para retornar a pagina 102, Rs: Raz0es de ser: Cotidiano ..., clique agui.

Para retornar a pagina 119, Qq: Que atividades, problemas e estratégias ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 128, Rg2: Resposta Coracdo do grupo de professores. Clique agui.
Para retornar a pagina 139, Ri0: Metodologia e procedimentos de pesquisa. Clique aqui.
Para retornar a Cg.1 — Inicio, clique aqui.

Para retornar a pagina 165, R%: Desenho do MER para Z. Clique aqui.

Para retornar a pagina 185, R%: Desenho do MER para Z. Cligue aqui.

Para retornar a pagina 197, R%: Desenho do MER para Z, clique aqui.

Para retornar a pagina 205, R%,Z: Desenho da proposta de ensino para Z, clique aqui.
Para retornar a pagina 214, RZ,: Elementos e aspectos relevantes da proposta ..., cligue aqui.
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Descreveremos cada um dos componentes do MER, bem como as possiveis
relacOes entre eles, para apresentar 0s seus conteudos e 0s caminhos percorridos para
alcancarmos esse resultado, indicando as partes da tese representativa dessas agoes.
Ressaltamos que para a sua elaboragdo nos baseamos em Lucas (2015), que realizou um
trabalho semelhante para uma possivel razédo de ser do célculo diferencial elementar no

ambito da modelizagéo funcional.

Questdes Iniciais

No Paradigma Questionamento do Mundo, os estudos séo iniciados por meio de
algumas questdes problematicas. Tais questfes ndo podem ser respondidas diretamente
com algumas obras j& prontas, mas, devem ser capazes de iniciar um percurso de estudo
e ser ricas o suficiente para suscitar novos questionamentos que levardo a resposta coracdo
dos processos de estudo. No caso de um PEP-FP, as questfes geratrizes sdo didaticas,
atendem as necessidades dos professores. Porém, no decorrer do desenvolvimento do
Percurso de Estudo, ha necessidade de se atender as trés dimensbes de um problema
didatico. Em nosso caso, 0 foco esteve na dimensédo epistemoldgica, pois, para Gascon
(2011) é a principal dimensdo e que da origem ao Modelo Epistemolégico de Referéncia.
A questdo geratriz do grupo de estudos foi a seguinte: Como ensinar 0s nimeros inteiros

relativos?

Delimitacao

A partir do problema docente, que pode ser o de ensinar um determinado
contetido, buscamos elementos que respondessem a dimensédo epistemoldgica, iniciando
pela delimitacdo e pela construcdo do problema didatico, que é um problema de
investigacdo. Assim, investigamos possibilidades de ensinar os inteiros relativos com
razdo de ser, ou seja, levando em consideracdo condicdes e restricdes da sociedade
brasileira, mais especificamente da campo-grandense. Os estudos de alguns elementos do
Modelo Dominante retirados de Gongalves (2016) e CID (2015), apontavam que 0 ensino
dos inteiros relativos era predominantemente baseado em contextos concretos, em que o
bloco do saber era dado por criagdes didaticas amparadas por situagdes cotidianas. Esse
contexto revela criacOes de novas dificuldades de aprendizagem, além daquelas que ja
fazem parte desses estudos. Nesse sentido, a construcdo do Modelo Epistemolégico de
Referéncia, os debates com os professores e 0s demais estudos nos indicaram trés

possiveis contextos para o ensino dos inteiros relativos: o matematico (M), que por sua
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vez, pode ser dividido em outros dois, algebrico (M) e outras situagdes matematicas
(M>); o cotidiano (C), representado pelos contextos concretos e 0 matematico e cotidiano
(MC), representando os estudos do grupo de estudos e dado por situacdes matematicas
que exploram as propriedades, as operac@es e, principalmente as justificativas para as

técnicas matematicas, mescladas com atividades do cotidiano.

Contexto Matematico Mz
Esse contexto foi retirado, principalmente, dos estudos de Cid (2015),
precisamente da génese escolar dos inteiros relativos cuja razao de ser é epistemoldgica,
dado que a lgebra escolar é o cenario ideal para a introducdo desses conceitos.

Vale ressaltar gue os links distribuidos no decorrer das explicacdes das acdes de

cada contexto, nos levam a parte da tese com mais informacdes e detalhes, nos

encaminham para os demais aspectos que mobilizamos na pesquisa.

Mq.1- Determinar a razéo de ser — Primeira agao foi determinar a razéo de ser dos

inteiros relativos. Para tal, Cid (2015) apresentou um trabalho sobre os processos
transpositivos dos inteiros relativos, concluindo que a sua razdo de ser nao pode ser a
aritmética, dentre outras justificativas, devido a ndo possibilidade de se explicitar as
justificativas matematicas.

M o- Algebra como instrumento de modelizag&o algébrica funcional — Segundo
Cid (2015), diversas pesquisas tém apresentado o Modelo Dominante da algebra escolar
como ‘aritmética generalizada’, assim como outros pesquisadores buscam uma
introdugdo alternativa, propondo o seu ensino como ferramenta funcional, permitindo
atividades de modelizagdo matemaética. (CID, 2015).

My 3- Caracteristicas da &lgebra introduzidas com os inteiros relativos — Ao

mostrar que a algebra escolar é o contexto propicio para a introducdo dos inteiros

relativos, Cid (2015) justifica essa conclusdo por meio de alguns elementos, dentre eles,

expondo que as expressdes algébricas podem cumprir o papel de conservar a memoria de

calculo, bem como entendendo-as como modelo algébrico de um programa de célculo.
Mz1s- Epistemologia da construcdo da génese escolar de Z — Os critérios

epistemoldgicos, mobilizados para a génese escolar construida por Cid (2015), levaram

em consideragédo a natureza e as caracteristicas do saber estudado, iniciando o estudo dos
inteiros relativos e os contetdos da algebra escolar simultaneamente.
Mqs- Situacd@o fundamental: valores, objetos algébricos e aritméticos, técnicas e

institucionalizac&o — O objetivo foi a construcdo de situacdes fundamentais para a génese
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escolar dos inteiros relativos. Partindo da concepcao que “a fung¢do do professor ¢ a de
provocar o estudante as adaptagdes desejadas mediante uma eleicdo adequada de
problemas a ele proposto”. (CID, 2015, p. 265).

Mqe- Situagdo Fundamental — Nos baseamos nos estudos de Cid (2015) e Berte
et al. (2008) para construirmos trés situacdes motivadoras, que constituiram nosso

conjunto de situacdes fundamentais. Segundo Brousseau (1986, p. 49),

estes problemas, escolhidos para que o aluno possa aceita-los, devem
fazé-lo, agir, falar, refletir e evoluir por si mesmo. Assim que o aluno
aceita o problema como seu, e quando o aluno responde a ele, o
professor se recusa a intervir como promotor do conhecimento que ele
quer ver aparecer. O aluno sabe bem que o problema foi escolhido para
fazé-lo adquirir novos conhecimentos, mas também deve saber que este
conhecimento é inteiramente justificado pela l6gica interna da situacao
e que ele pode construi-lo sem levar em conta razdes didaticas®.

Mqy7- Expressbes Algébricas — A génese escolar construida por Cid (2015) é
composta por um problema inicial e cinco partes tematicas a saber: construir, simplificar,
comparar, encontrar a diferenca e multiplicar expressdes algébricas. A falta de
informacdes da atividade inicial e a exigéncia de se apresentar uma resposta, forca a
inser¢do de letras, promovendo a aparicdo de expressdes algébricas, as férmulas que
resolvem os problemas. (CID, 2015). Como o resultado das discussées com o grupo de
estudos foi que ndo tratassemos dos aspectos diretos as expressdes algébricas, decidimos
néo aprofundar esses elementos na escrita do Percurso de Estudo da tese.

My s- Etapas I, Il e IV, problemas aritméticos aditivos, diretos e parametrizados

— O objetivo foi a construcdo de problemas aritméticos aditivos, diretos e parametrizados.

Essas atividades foram debatidas com os professores do grupo e algumas delas,

adaptadas, constituiram nossa proposta de ensino para 0s inteiros relativos. O consenso

do grupo foi que se mesclasse os aspectos dos contextos algébricos aos do contexto dos
modelos concretos e, como o0s problemas propostos por Cid (2015) e Berte et al. (2008)
sdo provenientes da aritmética, os professores os aceitaram prontamente.

Mz1o- Nessa acdo, mobilizamos o que Cid (2015) denominou de contexto
geomeétricos para construcdo de problemas aditivo-multiplicativo, direto e parametrizado.
Como o grupo de estudos foi encerrado antes de iniciarmos o0s debates dessas atividades,
ndo tratamos desses contextos na tese. Poréem, para finalizarmos nossa proposta de ensino
alternativa as do Modelo Dominante, mobilizamos aspectos dos estudos de Caraca (1951)

e Berte et al. (2008), principalmente, para as operagOes de multiplicacdo e de diviséo.
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Contexto Matematico M2

Esse contexto foi retirado, principalmente, dos estudos de Berte et al. (2008), em
que eles apresentam uma sequéncia didatica dividida em trés partes, pautadas em
contextos internos a matematica, com resolucdo de pequenas equacfes, construcao de
regularidades e a mobilizacdo de propriedades. Eles buscaram o melhor contexto para se
introduzir os inteiros relativos, como as temperaturas, bem como tentaram justificar
alguns resultados por meio de discussdes histdricas, como a ideia de obstaculos
epistemoldgicos.

Vale ressaltar, gue os links distribuidos no decorrer das explicacdes das acoes de

cada contexto, nos levam a parte da tese com mais informacdes e detalhes, nos

encaminham para os demais aspectos que mobilizamos na pesquisa.

M21- Escolha dos Contextos — Para se introduzir os inteiros relativos ha
necessidade de escolher um contexto: Concreto, baseado em situacdes do dia a dia?
Matematico, baseado em resolucdo de equacdes? Existem outros contextos? Enfim, nesta
acao, buscamos em Berte et al. (2008) trés contextos para esse trabalho, por meio da
apresentacdo de alguns aspectos da proposta de ensino construidas por esses autores.

M2..- Quais contextos concretos? — Nesta agdo, questionamos até que ponto 0s
contextos concretos, mobilizados para se introduzir os inteiros relativos, podem ser
confidveis para a aprendizagem dos estudantes. Estudamos alguns contextos historicos,
principalmente, referente as questdes relativas aos obstaculos epistemoldgicos. Além dos
autores Berte et al. (2008), também trabalhamos com os estudos de nossa dissertacao,
pois nela construimos um capitulo com varios aspectos historicos e epistemoldgicos dos
inteiros relativos (GONCALVES, 2016).

M2.3- Estudos dos obstaculos epistemologicos — Os obstaculos epistemoldgicos

sdo mobilizados por Berte et al. (2008) para responder ao questionamento sobre 0 quéo
confidvel sdo os contextos cotidianos para o ensino dos inteiros relativos. Além desses

estudos também mobilizamos nessa acdo os estudos de Glaeser (1985), que organiza

analises aprofundadas de tais obstaculos, relacionando-os aos matematicos que 0s
superaram e quais as contribuigdes para que todos o fossem também.

M2.4- Contextos internos & matematica — Nesta ac¢do, buscamos em Berte et al.
(2008) uma introdugéo mais proxima aos contextos historicos. Esses autores afirmam que
eles possibilitam um ensino em que 0s numeros inteiros relativos sdo objetos necessarios
para a introducdo dos mais variados calculos e para as resolugdes de algumas equagdes,

bem como das suas respectivas simplificacoes.
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M 5- Status de nimero aos inteiros relativos — Uma das dificuldades elencada por
Berte et al. (2008) e discutida com o grupo de professores foi sobre os estudantes
compreenderem que os inteiros negativos sdo numeros. Por isso, uma das atividades
necessarias foi justamente o estudo sobre as possiveis formas de ensino que pudessem
propiciar contextos favoraveis a essa aprendizagem. Segundo Berte et al. (2008), nenhum
modo Unico pode favorecer essa aprendizagem, sempre haverd dificuldades a serem
superadas, no entanto, esses autores concebem que “distanciar-se de contextos concretos,

a fim de dar um status de numeros aos negativos [e] tomar cuidado ao introduzir negativos

para ndo criar desnecessariamente obstaculos didaticos” (BERTE et al., 2008, p. 63 - 64)
€ um bom caminho para o ensino dos inteiros relativos.

M2.6- Introducdo: Resolucdo de equacdes — A ultima acdo desse ramo do diagrama
é referente a proposta de ensino para os inteiros relativos. Nela, leva-se em consideragédo
0s contextos dos obstaculos epistemoldgicos, 0s contextos concretos e 0s internos a
propria matematica, buscando, incialmente, dar status de nimero aos inteiros negativos
por meio da resolucdo de algumas equacdes e a mobilizacdo de algumas propriedades dos
nameros inteiros relativos. As demais acdes dessa parte do digrama sdo especificas da
proposta de ensino dada por Berte et al. (2008), e muitas delas foram acatadas pelo grupo
de professores que com suas devidas adaptacdes, foram mobilizadas em nossa proposta

também.

Contexto Cotidiano C
Esse contexto foi retirado, principalmente, dos estudos de Gongalves (2016) e Cid
(2015), que juntamente com 0S consensos provenientes das discussdes com o grupo de

estudos nos auxiliou na construcdo de um Modelo Dominante para os inteiros relativos.

Vale ressaltar, gue os links distribuidos no decorrer das explicacdes das acoes de

cada contexto, nos levam a parte da tese com mais informacdes e detalhes, nos

encaminham para o0s demais aspectos que mobilizamos na pesquisa.

C1- Introdugdo: Onde encontramos Z? — Descrevemos um Modelo Dominante
cuja introdugdo ao ensino dos inteiros relativos se da por situacdes cotidianas que podem
ser representadas pelos inteiros relativos: contextos monetarios, de temperatura, saldo de
gols, altitudes, entre outros. Todos estes contextos sdo mobilizados para contemplarem o
primeiro contato que os estudantes terdo com esses nimeros, movimento justificado pela

aproximacdo que eles podem ter com esses nimeros.
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Co.- Linguagens — Estudamos a comparagé&o entre a tarefa de traduzir um problema

em linguagem matematica para a linguagem materna, retirado do Tipo de Tarefas descrito

por Gongalves (2016). Nela, parte-se de situacOes cotidianas, “familiares aos estudantes”,

cria-se contextos para a apari¢ao dos inteiros negativos e, consequentemente, dos demais
conceitos e procedimentos.
Cs- Identificar representantes de Z — Os contextos para o0 ensino dos inteiros

relativos dados no Modelo Dominante sdo pensados para se identificar representantes

para os inteiros relativos em situacdes cotidianas. Gongalves (2016) também identificou
que devido as dificuldades de aprendizagem apresentadas pelos estudantes, alguns
autores de livros didaticos propdem suas criagdes didaticas, novos modelos de ensino
pautados em situagdes cotidianas e que visam “atacar” as dificuldades elencadas.

Cs, Cs, Cs € C7- Reta numérica, valor absoluto, simétrico, comparar e operar com
Z — Para essas acgoes, realizamos estudos sobre os principais tipos de tarefas que serviram
de base para a construcdo das técnicas para se operar com os inteiros relativos. Buscamos

essa sequéncia nas propostas do Modelo Dominante. Comparar dois inteiros relativos,

reta numérica, simétrico e operacoes com o0s inteiros.

Cs- Questionamento tecnoldgico-tedrico — Questionamos o bloco tecnoldgico-
tedrico, fruto dos estudos de Gongalves (2016). O interesse por discutir esses aspectos de

uma praxeologia se deu a partir da dificuldade de encontrar justificativas matematicas

para as técnicas das tarefas para os inteiros relativos. A maioria dessas justificativas
pairavam o campo das criacdes didaticas, modelizadas pelos modelos de neutralizacéo e

deslocamento.

Contexto Matematico-Cotidiano MC
Esse contexto foi construido além dos estudos do grupo de professores pelos
estudos de Gongalves (2016), Berte et al. (2008), Borba (2009), Coquin-Viennot (1985),
Cid e Bolea (2010) e Cid (2002, 2003, 2015), buscando a construcdo um Modelo
Epistemologico de Referéncia para os inteiros relativos.

Vale ressaltar, gue os links distribuidos no decorrer das explicacdes das acoes de

cada contexto, nos levam a parte da tese com mais informacdes e detalhes, nos

encaminham para os demais aspectos que mobilizamos na pesquisa.

MC1- Como ‘mesclar’ contextos matematicos e cotidianos? —Uma das primeiras
questdes levantadas para a realizacdo dessa acdo foi como ‘mesclar’ os contextos

cotidianos com 0s matematicos? Esse questionamento foi necessario, pois, segundo 0s
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estudos de Cid (2015) e Gongalves (2016), os modelos concretos, entre outros aspectos
ja debatidos, geravam novas dificuldades de ensino. Porém, segundo o grupo de estudos,
0 modelo algébrico traria também muitas dificuldades de aprendizagem aos estudantes,
principalmente, devido a defasagem de aprendizagem dos anos anteriores e pela falta de
‘costume’ em lidar com as propriedades e com os conceitos algébricos.

MC,- SituagOes e Linguagens — Articulamos as ideias de um tipo de tarefas

construido por Gongalves (2016), para atender as solicitagdes dos professores do grupo

de estudos referente a mobilizacdo apenas dos contextos algébricos, devido a falta de

maturidade dos estudantes em lidar com as noc¢des algébricas.

MCs- Representar com os inteiros relativos — Tanto as tarefas identificadas por
Gongcalves (2016) quanto as apresentadas por Berte et al. (2008) partem de contextos
cotidianos e aritméticos. Por sua vez, Berte et al. (2008) propdem, além disso, que seja
realizado um trabalho com resolucdo de equacdes e a exploracdo das propriedades das
operagdes. Sendo assim, o consenso do grupo foi que trabalhdssemos algo semelhante em
nossa proposta, novamente, ‘mesclando’ ambas as concepgdes sobre a introdugdo dos
inteiros relativos.

MCs- Como possibilitar diferentes dimensfes, aspectos, propriedades e
procedimentos e MCs- Ampliar os resultados dos modelos concretos — Para possibilitar
diferentes aspectos, dimensdes, procedimentos e propriedades nos pautamos nos estudos
de Borba (2009), buscando ampliar os tipos de tarefas a serem trabalhados a partir dos
contextos concretos. Essa autora apresenta em seus estudos a importancia desse
conhecimento por parte dos docentes para o0 seu planejamento e, consequente,
aprendizagem dos estudantes.

MCs- ‘Mesclando’ temperaturas, opostos, comparando e calculando —
Compilamos todos os estudos realizados, os com o grupo de professores, 0S consensos,
além daqueles anteriores ao grupo de estudos, também preparatorio para toda a
organizacdo do grupo. Também articulamos aqueles posteriores, mais evidentes, em

consequéncia ao fechamento do grupo, devido ao momento politico vivido naquele

periodo. Dessa forma, também nos baseamos na resposta coracdo do grupo, construimos

a resposta coragdo da tese, que em parte, se deu pela proposta de ensino dos inteiros

relativos alternativa aquelas ao Modelo Dominante.
Além dos contextos Matematicos, Cotidianos e Matematicos-Cotidianos,
prevemos outras quatro possiveis articulagdes presentes neles, representados em verde-

claro, azul-claro, amarelo e laranja.

163



Por exemplo, o grupo verde-claro poderia ter suas acdes relacionadas por meio da
aproximacdo como os estudos da razao de ser epistemoldgica dos inteiros relativos, dadas
a partir do surgimento de novas dificuldades didaticas e do reforgo de alguns obstaculos
epistemoldgicos. Dai, a necessidade de se introduzir os inteiros relativos simultaneamente
aos estudos da Algebra Escolar, semelhante ao trabalho realizado por Cid (2015). Esse
caminho de acgBes poderia gerar novos elementos ao Modelo Epistemoldgico de
Referéncia, consequentemente, uma nova proposta de ensino para os inteiros relativos.

Em verde-claro representamos esse novo caminho.
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N&o apresentaremos justificativas mais elaboradas das articulagcdes entre as
atividades dos novos grupos, pois demandaria um tempo e espago para além dos objetivos
pensados para essa parte da tese. Resumidamente, os motivos foram as aproximacoes
observadas entre os temas e atividades de cada contexto que, segundo as conclusdes tanto
do grupo de estudos quanto as nossas, mostravam elementos que poderiam ser

relacionados.
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RIZI- DESENHO DO MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA PARA
OS INTEIROS RELATIVOS®

MC>- Situagdes e Linguagens e C2 — Linguagens (esta parte refere-se aos

seguintes fragmentos dos contextos MC: e C2):

Inventar a roda novamente ndo foi o0 nosso objetivo e, como disse Sir Isaac
Newton, ‘Se vi mais longe foi por estar de pé sobre ombros de gigantes’. Dessa forma,
me baseei em outros estudos para organizar o desenho do MER para os inteiros relativos.
Inicio a escrita desta resposta, com a descrigéo de alguns resultados de minha dissertacéo
(GONCALVES, 2016), por ela ter sido o ponto inicial que originou esta tese. Nela,
buscamos compreender os possiveis distanciamentos e aproximacdes de um saber em
duas instituicBes distintas, o entendimento das transformacdes que esse saber sofreu de
uma instituicdo para outra.

Uma das ferramentas mobilizadas para realizar essa tarefa foi a construgdo de um

Modelo Dominante tanto da proposta de ensino de um livro didatico quanto das demais

vinculadas aos modelos concretos.

O primeiro tipo de tarefas da praxeologia descrita na dissertagdo foi “dado um
problema enunciado na lingua materna, converter as informacGes para linguagem
matematica”. (GONCALVES, 2016, p. 114). A analise da parte do livro didatico que nos
possibilitou construir esse tipo de tarefa, nos permitiu concluir que um possivel objetivo
dos autores era o de introduzir as ideias dos niumeros inteiros relativos, precisamente,
“onde encontramos os nimeros negativos?” (GONCALVES, 2016, p. 82) em situacdes
cotidianas. O segundo tipo de tarefas construido ainda a partir da analise dessa mesma
parte do livro foi: ‘dado um problema ou situagdo-problema, identificar se os valores,
frases ou respostas sdo representados por niimeros inteiros negativos ou positivos’.

Apesar de o0s autores anunciarem os dois tipos de tarefas anteriores e nada falarem sobre

8 Descrevemos nossas a¢des por meio de um Diagrama de Acdes, que juntamente com o mapa de questdes
e repostas, nos auxiliou na apresentacdo do Modelo Epistemoldgico de Referéncia e da proposta de ensino
alternativa construida junto com o grupo de estudos. O inicio de cada ag8o sera identificado por “Xn” e o
fim “Xn — Fim”. A¢des dos contextos MC; e C,. Ressaltamos que as a¢es do Diagrama estéo descritas no
decorrer do relatério de tese, por isso, os links direcionando para os demais locais.

Para retornar @ MCy.1 — Inicio, cligue aqui. Ou para retornar a C; — Inicio, cligue aqui.

Para retornar & pdgina 54, Rz1: Estudar o desenvolvimento histérico e epistemoldgico de Z, cligue agui.
Para retornar a pagina 136, Rio2: Metodologia e Procedimentos da pesquisa, clique aqui.

Para retornar a pagina 162, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.

Para retornar a pagina 163, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.
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converter os enunciados da lingua materna para a matematica, essa tarefa foi mobilizada
muitas vezes nas atividades propostas. Essa questdo ficou implicita nas atividades dadas
por eles e, por uma escolha metodoldgica de retratar ao maximo as praxeologias, demos
esse destague em nossa modelagem. Ressalta-se que os dois tipos de tarefas sédo
complementares, pois, 0 objetivo seria que, a partir de uma situacdo cotidiana, 0s
estudantes pudessem identificar quando ela pode ser ‘traduzida’ como um niimero inteiro

negativo. Percebe-se que esse primeiro contato com esses nimeros se da por situagdes
externas & matematica. M C2 e C2 — Fim 8

Vale destacar que, pensando em uma forma de deixar mais evidenciado, nessa
parte do texto, o0 MER, a partir daqui realcaremos em NEGRITO alguns topicos. Partes

mais importantes, além do negrito, serdo SUBLINHADAS.

Outro material que nos debrugamos foi a tese de Eva Cid (2015) que finaliza um
ciclo de pesquisa retratado em varias publicacdes anteriores. Em sua tese, Cid (2015)
afirma que o campo da aritmética ou modelos do cotidiano ndo sdo bons lugares para
“comecar a ensinar numeros negativos, pois ndo permite justificar de maneira
aceitavel sua necessidade. Além disso, incentiva a concepcao de que o0 numero sO
pode ser entendido como uma medida”. (CID, 2015, p. 255 - 256, traducéo nossa).

Sendo assim, segundo essa pesquisadora a definicdo de nimero fica prejudicada,
e as concepgdes acerca das operacdes podera ficar restrita as agcdes concretas realizadas
por meio dessas atividades e, provavelmente, a busca por justificativas a essas tarefas

ficara também em segundo plano. (CID, 2015).

A razdo de ser dos nimeros negativos nao pode ser encontrada em uma
area, como a aritmética, em que a contextualizagdo numérica
permanente e a fragmentacdo da sequéncia de operagdes a serem
realizadas tornam desnecessario todo simbolismo além da
representacdo de nimeros e seus algoritmos de célculo. (CID, 2015, p.
255, traducdo nossa)*".

M 1.8 - Etapas I, 11 e IV: Problemas aritméticos aditivos, diretos e parametrizados:

A partir dessas concepcdes, Cid (2015)% nos propde o desenvolvimento de um
trabalho focado na introducdo da Algebra e dos inteiros relativos de forma
simultanea. Assim, inicialmente, em sua proposta de ensino, os estudantes se envolverao

com situag¢des do tipo ‘como construir expressdes algébricas? Como construir as ideias

8Ppara ir a Co1 — Inicio, clique aqui.
Para ir & MCs — Inicio, clique aqui.
% para retornar a pagina 159, Diagrama de Agdes: ..., clique aqui.
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de parametros? E, de variaveis? E, de incognitas? Quais sdo os papéis dos sinais
operatérios? E, das diferencas algébricas? E, das propriedades? Entre outros temas
vinculados & passagem da Aritmética para a Algebra. O excerto a seguir fornece uma

aproximacgdo com a proposta desta autora:

Constituem problemas aritméticos aditivos, diretos e parametrizados,
nos quais um cardinal inicial sofre diferentes aumentos ou diminuigdes
que levam a um cardinal final que € a solucédo solicitada. A falta dos
dados iniciais ou um dos dados intermédios impede a execucdo do
programa de célculo aritmético necessario para obter a solucdo. A
exigéncia de ‘dar uma solugdo’ ao problema forga o uso da letra ¢
permite o aparecimento de expressfes algébricas (a ‘formula’ que
resolve o problema) aditivas, onde a letra assume um papel de
parametro ou varidvel. O conhecimento subsequente dos dados
desconhecidos abre inicialmente a possibilidade de utilizar a férmula
para encontrar a solucdo, dando valores numéricos as letras, o que leva
a simplificacdo das expressdes algébricas para permitir um uso mais
eficiente delas. Finalmente, as técnicas de simplificacdo dao significado
operatdrio binario generalizado dos sinais + e — e a adi¢do dos inteiros
entendidos como a composigéo de transformacdes. (CID, 2015, p. 271,
traducéo nossa)*'".

Para exemplificar a necessidade dessas composi¢Ges, pensamos na seguinte
operagdo, ‘10 — 3 — 2’, ou seja, para o primeiro sinal de menos, interpreta-se Como uma
operacéo de subtracdo (operatorio binario), assim, como ‘10 — 3 =7°, temos agora,
“7—2 =15, novamente o sinal pode ser interpretado como operatdrio binario. Todavia, se
escrevermos ‘b — 3 — 2°, a primeira subtracdo ndo pode ser resolvida, modificando a
interpretacdo para o sinal de menos, nesse caso, deve-se pensar que de b subtrai-se 3’ e
depois subtrai-se ‘2°. Assim, de b deve subtrair ‘5’ ou ‘b—-3-2=b-5".

Nesse caso, teremos uma composicao de transformagdes, primeiro subtraimos ‘3’
e depois subtraimos ‘2’°, ou seja, obtemos a transformacao, subtrair ‘5’. Dessa forma, os
sinais de mais e de menos ndo representam apenas as operagdes entre dois nimeros (sinais
operatdrios binarios), mas agora, também afetam cada nimero, indicando seu papel como
parcela de uma adicdo ou subtraendo de uma subtracdo (sinais operatorios binarios
generalizados).

Uma conclusdo levantada nos estudos com os professores dos laboratorios de
matematica da Rede de Ensino de Campo Grande foi a ndo aceitacéo desse tipo de
metodologia de ensino por um percentual bem elevado dos docentes dessa rede. Um
dos motivos é que alguns desses conhecimentos tratam das propriedades dos
numeros naturais, e segundo eles, algumas justificativas habitam ‘séries’ do ensino

meédio ou de alguns cursos de graduacdo e, consequentemente, a ‘maturidade
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matematica’ para iniciar trabalhar esse conteido ainda nio estaria adequada.
Outra justificativa é a falta de algo concreto para ser explorado, muitos diriam que
estamos ‘fazendo matematica sem sentido’ para os estudantes, ha necessidade de

partir de algo do cotidiano para que eles tenham condicdes de progredir em seus

estudos. M 1.8 — Fim®.,

M C3- Representar com os inteiros relativos e C3- Identificar representantes dos

inteiros relativos (esta parte, refere-se aos seguintes fragmentos dos dois contextos,
MC: e C2):

Cid (2002) *2 traz diversas reflexdes sobre como podemos representar os inteiros
relativos em um trabalho em que sua introducdo € dada em situacBes cotidianas, 0s
modelos concretos. Uma delas seria sobre a “crenca de que o modelo, o representante,
deve se assemelhar ao que é representado, uma crenca que a educacao incentiva, devido
ao uso de analogias que faz com os modelos concretos, mas que deve ser posta em
questionamento”. (CID, 2002, p. 537, tradugdo nossa).

Uma crencga que muitas vezes paira sobre determinados contetdos, por serem
de maior dificuldade de aprendizagem, é a criacdo de novas ferramentas didaticas
ou, simplesmente, criacfes didaticas, supostamente por facilitar os processos de
aprendizagem. O intuito ndo é o de criticar essa postura e sim, dar énfase ao que Cid
(2002) alertou para se por em questionamento. Os modelos concretos tém o seu
fundamento nas situacfes de analogia, pois ao se estudar um modelo, por analogia,
estamos trabalhando algumas propriedades e procedimentos dos inteiros relativos.

Outra reflexdo importante se da acerca dos problemas mobilizados em algumas

propostas de ensino que exemplificamos com a figura 11.

91 Para retornar a M6 — Inicio, cligue aqui.

Para retornar & MC; — Inicio, clique aqui.

9Para retornar a pagina 162, Diagrama de Agdes: ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 163, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.
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Vamos examinar algumas situagées. Indicaremos dividas e prejuizos com nimeros negativos

De uma divida de R$80,00
Vou pagar R$30,00. Ainda
ficarei devendo R$50,00.

(—80) + (+30) = —50
Devia 80, pagou 30, fica devendo 50.

Meu saldo é de R$40,00

Negativos. Depositando

R$40,00 eu ‘zero a
conta’.

Na situacao da moca ao lado temos (—40) + (+40) = 0.
A soma de dois numeros simeétricos é zero.

Minha empresa teve prejuizo
de R$4 000,00 em janeiro e

de R$3 000,00 em fevereiro.
O prejuizo acumulado foi de

Nesse caso, sao somados 05
R$7 000,00.

prejuizos:
(—4000) + (—3000) = —7 000

Figura 11- Exemplo de Situagdes de analogia
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012, p. 63.

Segundo Cid (2015), esses problemas poderiam ser resolvidos usando nimeros
naturais, pois se de uma divida de R$80,00 pago R$50,00, ha possibilidade de representa-
la pela seguinte subtracao, ‘80 — 50 = 30, ou ainda, se em janeiro minha empresa teve
um prejuizo de R$4 000,00 e em fevereiro um prejuizo de R$3 000,00, pode-se
representar o saldo desses dois meses com a seguinte operacdo de adicéo,

‘4 000 + 3 000 =7 000’. Todavia, nesses casos, os autores escolheram esses exemplos
para apresentar possiveis situacdes em que se mobiliza os nimeros inteiros relativos.
Assim, aparentemente, sob a perspectiva identificada no livro didatico, os nimeros

inteiros relativos ‘traduzem’ melhor as situagdes.

Isso responderia a crenca de que o modelo, o representante, tem que
parecer com o representado, uma crenga que a educagdo promove
devido ao uso analogo que faz de modelos concretos, mas que deve ser
questionado. Geralmente, as equagdes matematicas que modelam um
sistema do mundo sensivel ndo ‘se assemelham’ fisicamente ao sistema
gue representam, mas isso ndo impede que o seu estudo permita obter
muita informacao sobre esse sistema. A principal funcdo de um modelo
ndo ¢ ‘assemelhar-se’ ao sistema que ele modela, mas fornecer
conhecimento sobre ele e fazé-lo da maneira mais econdmica e eficiente
possivel. (CID, 2002, p. 537, tradugéo nossa)*.

Cid (2002) ainda afirma que situacdes-problema de cunho aritmético, da

aritmética elementar, podem ser traduzidas e solucionadas por meio dos nimeros inteiros
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positivos, deixando em segundo plano os numeros inteiros negativos. Segundo essa
autora, as técnicas postas em préatica sdo mais eficientes e demandam procedimentos e
simbologias menos custosas. “E, ¢ claro, todos os problemas da aritmética elementar
podem ser resolvidos usando ndmeros positivos e sem 0 uso de numeros negativos,
fornecendo técnicas de resolugdo mais econdmicas ou mais poderosas”. (CID, 2002, p.
537, traducdo nossa).

Essa autora tece uma critica bem enfatica ao uso dos modelos concretos,
caracteristicos da aritmética elementar, quando trabalhados com os inteiros relativos. As
justificativas e as razdes desse ensino estdo pautadas como no exemplo acima, sendo
assim, os cenarios motivadores para o seu ensino. Dessa forma, ela as considera muito
pobres, dizendo que os matematicos ndo demandariam construir um conceito para
apenas ser mobilizado em situagdes cotidianas, bem como néo faria sentido os
estudantes aprenderem um conceito que fosse usado apenas para esses modelos
concretos, ou seja, ela retrata a razdo de ser dos inteiros relativos. MC3z e C3 -
Fim.%

Gongalves (2016) descreve que os contextos da formalizagéo dos inteiros relativos
perpassam 0s estudos de algumas estruturas algebricas e, consequentemente, as
justificativas das técnicas matematicas ndo podem ser demonstradas pelos modelos
concretos. Por exemplo, como ensinar a ‘relagdo de ordem’ por meio das ideias de
temperatura?

Nesse sentido, “os modelos concretos que sdo definidos nele ndo fundamentam a
estrutura de anel ordenado dos nimeros inteiros e até parecem dificultar a compreensdo
dos aspectos ordinais e multiplicativos da estrutura acima mencionada”. (CID, 2002, p.
537, tradugdo nossa). E, dependendo da mobilizacdo realizada, pode-se gerar o
desenvolvimento de regras e procedimentos de célculo equivocados, gerando novos
obstaculos a aprendizagem dos estudantes, além daqueles inerentes aos inteiros relativos.
Por exemplo, estabelecer a mesma relacéo de ordem dos inteiros positivos para os inteiros
negativos, ou ainda, mobilizar as mesmas “regras de sinal” da operacao de multiplicacao

para as adicoes.

9para retornar a C,1 — Inicio, clique aqui.

Para ir a C4 — Inicio, cligue aqui.

Para ir a MC, — Inicio, clique aqui.

Ressaltamos que, as a¢des do Diagrama estdo descritas no decorrer do relatério de tese, por isso, os links
direcionando para as demais locais.
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Nesse sentido, além das consideracfes de Cid (2015) sobre a defesa da
introducdo dos inteiros relativos pela algebra por esta ser a sua razao de ser
epistemoldgica e, desta forma, estes numeros terem sentido ou ainda, esta
abordagem contribuir para a atribuicéo de significado a eles, acreditamos, baseados
nas consideracdes do grupo de estudos, que as situacdes mobilizadas, da aritmética
elementar, ndo justificam todos os conteudos e procedimentos dos niUmeros inteiros
negativos ou especificamente dos ndmeros inteiros relativos. Mobilizamos varios
aspectos da tese de Cid (2015) que nos permitem fundamentar e justificar essa nova
escolha referente a introducdo dos inteiros relativos. A seguir, discorremos sobre os
elementos que embasaram nossas escolhas.

Na tentativa de aproximar o inicio dos estudos dos inteiros relativos com a sua
razao de ser, uma das escolhas metodoldgicas € o estudo simultaneo dos inteiros relativos
e da algebra escolar. Para justificar tal escolha, Cid (2015) elenca alguns aspectos, tais
como, simetrizacdo aditiva e multiplicativa dos nimeros naturais; o papel dos parénteses
para a escrita algébrica; o entendimento que os sinais operatorios binarios, na aritmética,
indicam a acdo de realizar uma operacao; a subtracdo aritmética relacionada a acdo de
subtrair e retirar e a comparabilidade entre as diferencas da escrita algebrica e aritmética,
sendo que a primeira é considerada mais complexa por essa pesquisadora®.

Da mesma forma que para o estudo com os modelos concretos, segundo Cid
(2015), vérios sdo os problemas que se pode enfrentar no ensino da passagem da
aritmética para a algebra e os inteiros relativos concomitantemente. Um deles é a

necessidade de comegar

[...] a &lgebra escolar quando as regras dos sinais ainda ndo estdo
disponiveis, o que dificulta, se ndo impede, o célculo algébrico. Isso nos
coloca na passagem da aritmética para a algebra, [...], no inicio da
algebra escolar, e forca uma introducdo simultanea de numeros
negativos e algebra na qual os diferentes objetos algébricos séo
apresentados, mas o desenvolvimento e a consolidacgao das técnicas que
os afetam sdo adiados até que sejam estabelecidas as técnicas de calculo
com nGmeros [...] negativos. (CID, 2015, p.256, tradugéo nossa)*'".

Isso mostra a necessidade de um planejamento para a organiza¢do das
atividades, pois a depender das escolhas, algumas dificuldades podem aparecer. A
demanda de uma ferramenta que o aluno ainda néo estudou pode gerar as mesmas

dificuldades ocorridas para os modelos concretos, quando para justificarmos

9 Detalharemos esses aspectos na resposta coracao da tese em que descrevemos nossa proposta de ensino
para os inteiros relativos.
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algumas tecnicas, as tecnologias necessarias habitam outras etapas do ensino e
demandam uma maturidade matematica que sera alcangada em anos posteriores de
estudo.

Na tentativa de entender melhor esses fendbmenos das escolhas didaticas visando
ndo acarretar mais problemas ao ensino dos inteiros relativos, um fato preponderante é o
conhecimento mais aprofundado do conteido. Quais dimensdes desse conteudo devem
ser abordadas? Quais as principais dificuldades? Pensando nessas questdes buscamos dois
outros artigos que nos auxiliaram na missao de descrever um Modelo Epistemologico de
Referéncia para os inteiros relativos.

O primeiro deles, “O que pode influenciar a compreensao de conceitos: o caso dos
numeros relativos”, escrito pela pesquisadora Rute Elizabete de Souza Rosa Borba
(BORBA, 2009)%, também foi uma das fontes de pesquisa para a organiza¢io dos
encontros com os professores de matematica e para a elaboracdo da nossa proposta de
ensino para os inteiros relativos e para a descri¢cdo de um Modelo Dominante.

Resumidamente, nesse artigo, Borba (2009) discute os processos de aprendizagem
dos numeros inteiros relativos, apresentando o resultado de trés investigacdes, todas
pautadas na concepcdo que a aprendizagem de um conceito tem por influéncia seus
significados, suas propriedades e suas representacOes, analisando cada uma dessas
dimensdes. Por exemplo, 0s nimeros inteiros relativos assumem alguns significados,
podendo ser uma medida positiva ou negativa (possuir R$ 10,00), uma transformacao
positiva ou negativa (retirar R$ 10,00), ou ainda uma relacdo positiva ou negativa (R$
10,00 a menos). Esses significados, matematicamente, sdo representados de forma
semelhante, porém os aspectos cognitivos envolvidos sdo de ordem diferentes.

Na primeira investigacao apresentada por Borba (2009), 60 estudantes entre 7 e 8
anos, resolveram atividades com os trés significados atribuidos aos inteiros relativos.
Mobilizou-se 12 problemas envolvendo as ideias do jogo pinball. Como resultados, essa
pesquisadora apresentou que as dimensdes, significados, invariantes e representacées sao
imprescindiveis para a aprendizagem dos inteiros relativos.

Neste plano metodoldgico as trés dimensdes propostas por Vergnaud

(1986, 1997) foram manipuladas: os alunos resolviam problemas de
diferentes significados (medidas ou relagdes), envolvendo diferentes

% Para retornar a pagina 30, Q: Que aspectos do PQM mobilizar ..., clique aqui.

Para retornar a pagina 54, Rs1: Estudar o desenvolvimento histérico e epistemolégico de Z, clique aqui.
Para retornar a pagina 100, Re: Razéo de ser: cotidiano, jogos ..., cligue aqui.

Para retornar a pagina 136, Rio2: Metodologia e procedimentos da pesquisa, clique agui.

Para retornar a pagina 163, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.
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invariantes (as propriedades de problemas diretos e as de problemas
inversos) e por meio de diferentes formas de representacéo simbdlica
(implicitas — como a representagdo oral, ou explicitas — como
representacdes escritas ou as que se utilizam de material manipulativo).
(BORBA, 2009, p. 80).

Na segunda investigacdo, 60 estudantes resolveram 12 problemas de
transformacéo. Os resultados variavam entre os significados de medida e de relacéo,
também no jogo pinball. Como resultados da investigacdo foram apresentados os
estudantes que manipularam apenas problemas com significados de relacédo, porque eles
tiveram um nivel de desenvolvimento maior tanto nesse significado quanto nos demais,
quando comparados com aqueles que resolveram apenas problemas com significados de
medida e foram resolver problemas com os demais significados.

Na terceira investigacdo, alguns estudantes resolveram apenas problemas diretos,
enquanto outros apenas inversos®®. Borba (2009) concluiu que o desenvolvimento dos
primeiros foi superior aos demais, pois, como 0s problemas inversos ou aqueles cujos
nameros possuem significado de relagdo, cognitivamente, sdo mais complexos, auxiliam
na aprendizagem dos problemas diretos ou problemas cujos nimeros tém significado de
medida, cognitivamente, mais simples.

Essa pesquisadora também trata da questdo que, naturalmente, qualquer professor,
intuitivamente, é capaz de dizer como seus estudantes estdo aprendendo, os que estdo com
dificuldades e quais sdo essas dificuldades. Essa intuicdo € descrita por Borba (2009, p.
58) como: “muitas vezes, eu tinha a impressao de que a maioria dos alunos demonstrava
compreender o conceito sendo trabalhado, ou, ao contréario, parecia que um grande
nimero de alunos estava tendo dificuldades”. Porém, um questionamento ¢ pertinente
nesse contexto: como avaliar essa compreensdo? Como verificar os motivos dos erros?
Como passar da intuicdo ou da impressao, para um método mais palpavel?

Com indagacGes semelhantes a essas € que o artigo é desenvolvido. Borba (2009,
p. 59) destaca que “é preciso ter um bom conhecimento do que constitui um conceito
e de como este se desenvolve”, pois hd necessidade de uma compreensdo mais
aprofundada “do que compde conceitos e de quais aspectos deles estao sendo

avaliados nas questoes propostas aos alunos”. A necessidade de se conhecer 0s

% “No caso do valor inicial desconhecido exige-se mais do que uma ago direta, pois ndo se tem um valor
sobre o qual se possa agir diretamente. Uma das formas de se resolver um problema de valor inicial
desconhecido, é inverter as a¢fes sugeridas no enunciado do problema. Dessa forma, na situacdo inversa
proposta [...]. Essa inversdo é uma opera¢do mental a mais — e ndo mencionada no enunciado do problema
— e, desta forma, problemas inversos sdo mais complexos que problemas diretos que nao exigem inversao
de operages. (BORBA, 2009, p. 67 — 68).
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conceitos com mais profundidade evita a geracdo de dificuldades de construcao de novos
principios pelas quais seria possivel deduzir um determinado conjunto de consequéncias
ou motivos acerca das dificuldades e dos erros dos estudantes. Também aponta caminhos
ou metodologias de como as dificuldades observadas poderiam ser superadas. No entanto,
como conhecer o conceito? Basta saber mobilizar as férmulas, algoritmos e
procedimentos? Basta resolver diversos problemas com exatiddo? A proposta dada
por Borba (2009) nos parece palpavel para os docentes responderem a estes
guestionamentos.

Nossas experiéncias em/com formagdes continuadas, nos traz uma frase muito
repetida nesses encontros: uma boa formacao precisa de algo que possa ser mobilizado
em minha sala de aula. Obviamente, esse pensamento ndo pode ser generalizado, mas
uma grande parte dos professores quer que ao final de uma formacao haja uma ‘aula ou
atividades para ser/serem posta/postas em pratica’. Um dos participantes do nosso grupo
de professores dos laboratérios de matematica nos relatou que algumas formacoes
realizadas ja trazem tudo pronto, ndo coloca o professor para pensar, refletir, buscar,
pesquisar. [...] Esse formato [ndo] € positivo pois [ndo] coloca o professor a ter papel
ativo no seu processo de formacao.

Nesse sentido, buscando formas de o professor ser ativo nas formacgdes que
participa, semelhante aos aspectos do Paradigma Questionamento do Mundo, também
pensamos a organizacdo dos encontros do grupo de estudos, mobilizando elementos da
proposta de Borba (2009), ou seja, um professor que busque por caminhos que lhe
permita compreender o que realmente seu aluno aprendeu e de que forma aprendeu,
bem como os diversos questionamentos que pode incorporar a sua pratica a respeito
do desenvolvimento de conceitos por parte de seus alunos. Porém, para isso, esse
docente deve analisar sua pratica e as suas metodologias. Contudo, se simplesmente,
reproduzir propostas apresentadas nos livros didaticos ou em seus encontros formativos,
certamente, questdes como as que seguem aparecerdo: “Como posso me certificar de que
meus alunos estdo compreendendo o0s conceitos trabalhados? Quais aspectos dos
conceitos devo avaliar? Como devo trabalhar os conceitos de forma a oferecer aos meus
alunos um contato amplo com os mesmos?” (BORBA, 2009, p. 59). Tais questdes
propiciam reflexdes e analises de véarios aspectos tanto da aprendizagem dos estudantes
quanto das formas de ensinar os contetdos.

Como conhecer um conceito? Uma possivel resposta para esse questionamento

seria que “a compreensdo de um conceito é fortemente influenciada pelos
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‘significados’ envolvidos nas situacdes vivenciadas, pelas ‘propriedades’ conceituais
trabalhadas e pelas ‘representacdes simbolicas’ utilizadas”. (BORBA, 2009, p. 60,
grifo do autor). Um grande desafio aos professores é lecionar tais conceitos e favorecer
aos seus alunos a producéo de significados. Pensando na operacdo de multiplicacdo, os
significados seriam 0s canbnicos, adicionar parcelas iguais, combinacoes,
proporcionalidades? Ou que os alunos sejam capazes de enxergar utilidade préatica e
interna a propria matematica? Nosso objetivo foi no decorrer da escrita da tese abordar
tais pontos e buscar quais questionamentos que, como esses, pudessem fazer parte da
rotina de professores e alunos. A arte de criar boas perguntas, pode ser um excelente
caminho para favorecer a aprendizagem dos nossos alunos. Tentamos justificar os

motivos de nossa ‘certeza’, também, no decorrer da tese.

MCs- Como possibilitar diferentes dimensdes, aspectos, propriedades e

procedimentos para o ensino de Z? e M Cs — Ampliar os resultados dos Modelos

Concretos (esta parte refere-se aos seguintes fragmentos dos dois contextos, MCs e
MCs) "

Retornando ao texto de Borba (2009), ndo que os assuntos abordados
anteriormente ndo permeassem as ideias dessa autora, porém, por detras da compreensao
de um determinado conceito, como vimos anteriormente, deve existir trés dimensdes: 0s
significados, as propriedades e as representacfes simbolicas. Alguns cuidados devem ser
observados, e sdo estes que nos permitem ampliar nosso conhecimento acerca dos
conceitos que estamos aprendendo. Por exemplo, posso compreender um conceito para
um certo tipo de significado, como a ideia de ‘adi¢io de parcelas iguais’ e ndo em
outro, ‘combinac¢des’, bem como posso compreender determinada propriedade e
nao ter sido apresentado a outra tédo importante quanto. Para as representagdes nao
seria diferente, ou seja, conheco e compreendo bem a representacao algébrica de
uma func¢do, mas ndo compreendo e opero tdo bem a sua representacdo gréfica.

Sendo assim,

alunos podem demonstrar a compreensdo de um conceito em certas
situacBes, mas ndo em outras. Para certos significados, utilizando-se
propriedades especificas e representando o conceito por meio de algum
sistema de simbolos, o aluno pode demonstrar compreensdo de um

97 Para retornar & MC3 — Inicio, cligue aqui. Ressaltamos que, as acdes do Diagrama estfo descritas no
decorrer do relatério de tese, por isso, os links direcionando para os demais locais.
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conceito, mas, ao variar alguma dessas dimensdes, 0 mesmo nivel de
compreensdo pode ndo ser evidenciado. (BORBA, 2009, p. 60).

Vale ressaltar que, variar contextos ndo significa variar as dimensoes, pois,
possivelmente, podemos mudar 0s contextos e trabalhar o mesmo significado, por
exemplo, se devo 7 reais ou se a temperatura agora é de 7°C abaixo de zero, em ambos 0s
casos, ‘—7’ representa um significado de medida negativa, apesar de os contextos serem
diferentes. Vejamos que para esse caso poderiamos organizar situacdes com significados
de transformacdo ou de relacdo. Se as situacGes forem apenas de medida, os alunos seréo
privados de aprenderem e de mobilizarem os demais significados. Assim, a auséncia
dessas variagdes pode ‘“‘afetar a compreensao de conceitos e de como diferentes
significados, propriedades e representacGes devem fazer parte do processo de ensino
formal dos conceitos”. (BORBA, 2009, p. 60).

Para exemplificar seus estudos acerca das dificuldades de compreensdo dos
conceitos ensinados e da teoria da Campos Conceituais (VERGNAUD, 1986)% que
embasa todas as suas analises, Borba (2009) mobiliza os nimeros naturais e 0s nimeros
inteiros relativos. Essa autora usa as ideias que um conceito é definido por trés dimensdes:
“l) o conjunto de situacdes que ddo significado ao conceito, 2) as propriedades do
conceito, invariantes em todas as situacfes e 3) os sistemas de sinais utilizados para
representar simbolicamente o conceito”. (BORBA, 2009, p. 61). Esta autora nos alerta
que essas dimensfes sdo imbricadas, mas para efeito de estudos e organizacdo de seu
trabalho ird considera-los separadamente, isolando uma das trés dimensdes e mantendo
as outras duas constantes. Uma das justificativas é o fato que devido a esse isolamento da
dimensdo, os professores podem mais facilmente identificar quais dimensdes o0s
estudantes estdo desenvolvendo. O fato de compreender que dimens&o esta ou ndo sendo
desenvolvida pode propiciar ao professor uma melhor maneira de direcionar suas acoes e
reforca a tese de que a compreensdo dos conceitos € fundamental para que o professor
possa desenvolver suas praticas mais efetivamente. Esses aspectos possibilitam ao
professor um trabalho mais direcionado, “que leve em consideragdo o que seus alunos ja
sabem ao se iniciar uma unidade de ensino — que pode ser um primeiro contato ou
retomada de contato com certo conceito - e que é voltada para a superagéo de dificuldades
dos alunos”. (BORBA, 2009, p. 61).

% VERGNAUD, G. Psicologia do desenvolvimento cognitivo e didatica das matematicas. Um exemplo: as
estruturas aditivas. Analise Psicoldgica, v.1, n. 5, p, 75-90, 1986.
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Nesse sentido, dadas duas ou mais situacdes-problema podemos identificar
que a mesma operacdo matematica pode resolvé-las, mas os significados, do ponto
de vista psicologico, por detrds delas podem ser diferentes. Os significados
trabalhados por essa autora sdo os de combinacdo, de mudanca de quantidade, de
medida, de transformacdo e de relacdo, sendo que este ultimo exige mais
cognitivamente dos estudantes. Esses significados sdo dados em contextos com
problemas que envolvem os ndmeros naturais, mas, Como veremos a seguir, podemos
transporta-los para os inteiros relativos.

Borba (2009) traz a tona os estudos de Carpenter e Moser (1982) e Vergnaud
(1986) sobre a classificagao dos problemas aditivos. “Para esses autores, embora dois
problemas possam ser resolvidos pela mesma operacdo matematica, pode haver
diferencas relacionais nos problemas e estas diferencas afetam o desempenho de alunos
na resolucdo de cada um dos problemas”. (BORBA, 2009, p. 62). Nesse sentido, mesmo
que a operacdo realizada seja a mesma, a interpretacao que é exigida com a variacao
dos significados pode tornar o problema mais facil ou muito mais dificil. Obviamente,
ao se propor um problema de combinacdo ou um problema de relacdo, o nivel de
compreensdo sera elevado, bem como a interpretacdo e o consequente raciocinio que deve
ser mobilizado para a sua resolugéo.

Borba (2009) ainda acrescenta aos significados dos problemas as ideias de célculo
relacional e do calculo numérico. Para Vergnaud (1986 apud BORBA, 2009), “o célculo
relacional refere-se a analise das relacdes implicitas nos problemas e a escolha de uma
estratégia para a sua resolucdo” (p. 63, grifo do autor). E o calculo numérico envolveria
as contas que devem ser realizadas, néo tendo destaque se foi mobilizado um algoritmo
ou uma estratégia elaborada pelo estudante.

Em relacdo os inteiros relativos, Borba (2009) cita ao menos trés significados
aditivos: o de medida, o de transformacéo e o de relagdo. A autora ressalta que esses
significados estdo presentes em diversos contextos em que podemaos encontrar 0s inteiros
relativos, “tais como saldos bancarios, saldos de jogos, localizacdes, medidas de
temperatura, de altitude e de niveis de liquidos em recipientes, dentre diversos outros”.
(BORBA, 2009, p. 64). Dentre os contextos apresentados por Borba (2009), podemos
identificar a classificacdo realizada por Cid (2015) que trata todos eles como sendo
modelos concretos, ou seja, modelos que retratam situagdes concretas em que
algumas caracteristicas dos inteiros podem ser identificadas.

Como exemplo para essas ideias apresentamos 0s seguintes problemas:
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1. “Uma pessoa tem R$ 600,00 em sua conta bancaria e faz, sucessivamente, as
seguintes operacOes: retira R$ 73,50; deposita R$ 18,30; retira R$ 466,90;
retira R$ 125,00. O saldo final ¢ positivo ou negativo? Em quanto?”
(ANDRINI, VASCONCELLOQS, 2012, p. 66).

2. “Se a temperatura de uma cidade era de 5 graus acima de zero ¢ houve uma
queda de 7 graus, a temperatura final é de 2 graus abaixo de zero”. (BORBA,
2009, p. 64).

Nos exemplos o valor de R$ 600,00 e a temperatura de 5 graus acima de zero,
representam uma medida positiva, valores ‘possuidos’ no inicio do problema. J& as
retiradas de R$ 73,50, R$ 466,90, R$ 125,00 e a queda de 7 graus séo classificados como
transformacfes negativas, assim como, o depdsito de R$ 18,30 é considerado uma
transformagdo positiva, ou seja, o valor que ird ‘modificar’ o valor inicial, a quantidade
que sera adicionada ou subtraida do valor inicial. E, as soluc@es seriam as medidas finais,
no caso do problema 1, uma medida negativa, ‘— R$ 47, 10’ ¢, para o segundo problema,
uma medida negativa de ‘—2°C’.

Para os contextos apresentados, podemos interpretar o significado de ‘relagdo’, ou

seja, um numero inteiro relativo enquanto ‘relagdo’, como nos exemplos a seguir.

Se alguém deposita R$ 7,00 (uma transformagdo positiva) ou a
temperatura de uma cidade sobe 7 graus (também uma transformagao
positiva), independentemente do estado inicial — se a pessoa possuia ou
devia dinheiro ou se a temperatura da cidade estava acima ou abaixo de
zero — tem-se uma relacéo positiva de 7. Isto quer dizer que a pessoa
possui no final R$ 7,00 a mais do que possuia antes ou a temperatura
da cidade no final é de 7 graus maior do que a inicial. Para uma
transformacgdo negativa — uma retirada de R$ 7,00 ou uma queda de
temperatura de 7 graus — resulta uma relacdo negativa — R$ 7,00 a
menos ou 7 graus a menos. (BORBA, 2009, p. 64).

Sendo assim, podemos interpretar os numeros inteiros relativos, em contextos
aditivos, como:

I.  medida negativa: dinheiro devido, temperatura abaixo de zero,
abaixo do nivel do mar, saldo devedor;

ii.  transformacéo negativa: dinheiro retirado, dinheiro gasto, queda de
temperatura, queda do nivel da agua num reservatorio, pontos
perdidos em um jogo, entre outros, e, por ultimo

iii. relagdo negativa, uma quantia de dinheiro a menos, ou uma
temperatura a menos que a inicial, ou ainda pontos a menos do que a
medida inicial. (BORBA, 2009).
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Estes mesmos exemplos podem ser considerados para:
iv.  medidas positivas (dinheiro possuido, temperatura acima de zero,
saldo de gols positivo em um campeonato de futebol);
v. transformacfes positivas (dinheiro depositado, subida de
temperatura, pontos ganhos em um jogo) e;
vi. uma relacéo positiva (dinheiro, temperatura e pontos a mais do que
a medida inicial). (BORBA, 2009).
Diante desse contexto, podemos representar matematicamente uma dada situacéo
mobilizando um ndmero inteiro relativo, assim, um saldo de vinte reais, ganhar 20 reais
ou ter vinte reais a mais, pode ser dado pelo nimero positivo “+20’. Exemplificando que

conhecer os diversos aspectos de um conteido pode facilitar o trabalho dos professores,
quando nos referimos as suas dificuldades de aprendizagem. M Cs — Fim.%°

Borba (2009) diz que formalmente os nimeros inteiros relativos sdo ensinados a
partir do sétimo do ensino fundamental, mas enfatiza também que alguns de seus
significados sdo lecionados em problemas dos anos escolares anteriores. Nesses
problemas, ndo sdo abordados toda a simbologia, conceitos e ideias. Por exemplo, o sinal
de menos, que pode representar que uma quantidade é negativa, € visto apenas com
a ideia da operacdo de subtracdo. “Os significados de transformacdo negativa —
decrescer uma quantidade inicial — e de relacdo negativa — ter menos que uma
quantidade inicial — estdo presentes em muitos problemas aditivos trabalhados nas
séries iniciais do Ensino Fundamental”. (p. 66).

Por exemplo, a ideia por detras do problema ‘Eu recebi R$ 80,00 a menos que
meu colega. Se ele recebeu R$ 1 200, 00, quantos reais recebi de salario?” E a de relagio
negativa, ‘R$ 80,00 a menos’ ou (— 80). A operacdo ou a representacdo dessa situagédo
pode ser dada por,

‘1200 — 80’ ou ‘x — 1200 = (- 80),

Assim, ‘— 1200’ ¢ comparacao entre o valor recebido e o salario do colega. Neste
problema, a mobilizacdo de nimeros naturais poderia resolvé-lo, mas o professor
que propuser este problema aos seus alunos deve saber que ele também contém
ideias dos numeros inteiros negativos. Nesse sentido, novamente, vemos a
importancia de conhecer os diversos aspectos de um contetdo para planejar,

organizar atividades e avaliar a aprendizagem dos estudantes.

9Para ir & MCs — Inicio, clique aqui.
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Na sequéncia de seus estudos, Borba (2009) trata dos invariantes das operagdes
aditivas, afirmando que podemos manter a mesma operagéo variando seus significados,
sendo que para os diferentes significados ha possibilidade de algumas propriedades serem
mantidas constantes. Por exemplo, “a adicdo de dois ntimeros negativos [...] sempre
resulta em um niimero negativo que ¢ menor que qualquer um dos nimeros adicionados™.
(BORBA, 2009, p. 67).

Nesse sentido, podemos ter atividades que a operacgdo trara mais dificuldades
para sua resolucdo, enquanto em outro caso, as operagdes mentais envolvidas, a
interpretacdo pode ser a causa da dificuldade. Em um problema que o valor inicial
é desconhecido, com certeza, trard maiores problemas de interpretacdo que um

problema que exija como solucéo a medida final, ou seja,

Determinar quantas bolas sdo possuidas se inicialmente se tem sete
bolas e perde-se quatro bolas é mais facil que determinar quantas se
tinha inicialmente ap6s perder quatro bolas e ficar com apenas trés. Nao
se pode dizer que a dificuldade maior da segunda situacdo esta na
operacdo aritmética envolvida, pois a primeira situagdo, cognitivamente
mais fécil, envolve uma operacdo aritmética — a subtracdo- que traz
mais dificuldades e a segunda situacdo envolve a adicdo, mas exige
maior nimero de operagdes mentais. (BORBA, 2009, p. 67).

Dessa forma, na primeira situacdo mobilizamos uma a¢éo direta, retiramos quatro
bolas das sete iniciais e aplicamos a transformacdo ao valor inicial, ou seja, de sete
retiramos quatro, ou ainda, ‘7 — 4’ = ‘3’ bolas. Essa acdo é suficiente para obtermos a
resposta do problema, a quantidade de operacdes mentais € bem menor e mais simples
gue se compararmos com a segunda atividade, em que o valor inicial é desconhecido.
Nesse exemplo, geralmente, os estudantes sio ‘tentados’ pela expressiao ‘a mais’ a
realizar uma operacéo de adi¢do, muito provavelmente, pela falta de contato com
problemas em que o significado da expressdo ‘a mais’ esta vinculado a problemas
diretos.

Nesse segundo exemplo, como o valor inicial é desconhecido uma das alternativas
seria inverter a acdo dada no enunciado, ou seja, foi proposta uma transformagéo negativa
e nesse processo a acdo a ser realizada seria uma transformacao positiva. Sendo assim, a
operacdo a ser realizada é uma adig¢do, como dissemos anteriormente, mais simples que
uma subtracdo, mas as operacdes mentais que levam a interpretacéo que as acdes devem
ser invertidas sdo mais complexas que agir diretamente sobre o valor inicial. Portanto,

“essa inversdo € uma operacao mental a mais — e ndo mencionada no enunciado do
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problema — e, desta forma, problemas inversos sdo mais complexos que problemas
diretos que ndo exigem inversdes de operagdes”. (BORBA, 2009, p. 68).

Essas propriedades comentadas nos paréagrafos anteriores sdo aplicadas aos
nUmeros naturais, mas ha possibilidade de as pensarmos para os inteiros relativos, ou seja,
o nivel de dificuldade das propriedades, das acGes diretas e inversas, das operacdes
mentais mobilizadas pode ser analisado quanto as maiores ou menores dificuldades
de resolucdo dadas aos estudantes, também podem ser pensadas e aplicadas aos
inteiros relativos. E, para esses numeros podemos ampliar as discussdes quando
pensamos nos significados que os sinais operatérios podem ter'%, particularmente,
podemos pensar no sinal de menos, pois além da ideia da operacédo de subtracao
(operatério binario), ele pode ser interpretado como o representante do oposto de
um inteiro (operatério unitario), bem como representar a negatividade desse
namero (interpretacdo predicativa)®?.

Outra discusséo pertinente, representar simbolicamente algumas expressoes dadas
na linguagem materna, por exemplo, perda, débito, menos, decréscimo, abaixo de zero,
graus a menos, podem ser substituidas pelo sinal de ‘—’. Nas aulas de matematica sobre
os inteiros relativos, € comum vermos a mobilizacdo de materiais concretos, como
baralho (naipe preto negativo e vermelho positivo), palitinhos pretos e vermelhos, fichas
azuis e vermelhas, andares acima e abaixo do térreo, entre outros que representam valores
positivos e negativos. Nesse sentido, percebe-se que pode haver algumas formas de
representar os inteiros relativos, lingua materna, materiais concretos e 0s proprios
simbolos matematicos, ou seja, varios sdo os ostensivos mobilizados. Na TAD, o
conceito de ostensivo, segundo Bosch e Chevallard (1999), sdo as figuras, mas também,
tudo aquilo que é perceptivel aos sentidos e que pode ser mobilizado nas atividades, como
0S sons, a escrita, 0s materiais concretos, os risquinhos, as simbologias matematicas,

enfim, tudo que ouvimos, enxergamos, sentimos e tocamos.

100 71,1 o sinal de menos pode representar operagdo: 2 — 1 = 1; sinal: — 1 e; simétrico: — (— 1) = + 1. Dai as
confusBes que os alunos podem vir a estabelecer com os conceitos dos inteiros, que permeiam todo esse
conjunto. Quando se estabelecem regras e ndo ha compreensdo, quando os conceitos forem aplicados
simultaneamente, as dificuldades surgirdo nos processos de resolugéo de problema. (GONCALVES, 2016,
p. 126).

101 A distingio entre modelos de neutralizagdo e deslocamento é dada pelo significado que lhes € atribuido
as diferentes valéncias dos sinais ‘mais’ e ‘menos’. Nos modelos de neutralizagdo, os sinais predicativos
referem-se a medidas de quantidades de magnitude de sentidos opostos que se neutralizam; enquanto 0s
sinais operatorios binérios e unitarios sdo identificados com acdes de adicdo, coleta, remogdo, separagdo
etc. (CID, 2003, p. 5, traducdo nossa).
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Nesse sentido, os objetos ostensivos “constituem a parte perceptivel da atividade,
[...] na realizacdo da tarefa esses objetos podem ser vistos tanto pelos observadores como
pelos atores” (CASABO, 2001, p. 11, tradugio nossa). E, como cada forma de representar
pode favorecer a apresentacdo de determinada propriedade em detrimento de outra,
facilitando ou néo a resolucéo de problemas ou o entendimento do aspecto do contetido a
ser trabalhado. Geralmente, no inicio dos estudos com os inteiros relativos, expressar
uma situagdo de forma oral, ostensivos dados oralmente, sdo mais faceis de serem
trabalhados pelos estudantes, em detrimento de expressa-los simbolicamente,
ostensivos escritos. Por exemplo, provavelmente os estudantes responderdo que em
determinada atividade a solucgdo é de divida ou que se deve 2 reais ou 2 reais a menos,
ao invés, de mobilizarem o ostensivo, ‘- 2’.

Em um dos nossos encontros do grupo de estudos, propusemos a seguinte

atividade adaptada, a partir de uma das disciplinas cursadas por mim, como crédito para

0 doutoramento:

“III — Arthur levou suas figurinhas a escola para jogar varias partidas de ‘bafo’.

Na primeira partida perdeu 9 figurinhas e na segunda ganhou 7. Depois dessas

partidas quantas figurinhas ele tem a mais ou a menos do que a quantidade que

tinha inicialmente?”’

Analisando esse problema, queremos exemplificar que hd um consenso entre 0s
professores e a fala da pesquisadora Borba (2009), ndo no sentido de confirmar o que a
autora escreveu, mas sim, de novamente abrir um espaco para discutirmos tal pensamento
e expandir nosso conhecimento acerca dos conceitos dos inteiros relativos.

No debate ocorrido no grupo de estudos, um professor relatou que os alunos tém
facilidade em expor oralmente suas respostas, ‘perdeu 2°, mas o registro é que deve ser
ensinado, estudado, ou seja, ‘7 — 9°. Outro professor, no mesmo didlogo, questionou:
como seria a representacdo da ideia de perdeu duas cartas?

Percebemos que a preocupacao esta na formalizacdo dos contetdos, mas como
fica a exploracdo desses conceitos iniciais, favorecidos pelas resoluc6es dadas oralmente?
Nesse sentido, temos uma grande oportunidade de explorarmos nas atividades iniciais as
compreensdes dadas oralmente.

No problema de Arthur, apesar de partir de uma situacdo concreta, o enunciado
abre um precedente para trabalharmos o ensino de um novo namero, um ndmero que
possa representar a quantidade ‘perdeu duas cartas’. Retomaremos essas ideias no topico

acerca das analises da nossa proposta para os inteiros relativos.
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No intervalo entre dois encontros, eu propus para que uma professora, nao
integrante do nosso grupo de estudos, que lecionava para um sétimo ano, que aplicasse

as atividades analisadas pelo grupo. Nossa intengéo era a de buscar novos elementos de

analises com os professores, assim, pensavamos em ter algo ja ocorrido em sala de aula,
para debater com eles.

No encontro seguinte, apresentei as solugfes dadas pelos alunos aos integrantes
do grupo e, em um dos dialogos nessa reunido, tivemos a seguinte constatacdo, a
intervencé@o da professora foi fundamental para organizar as ideias da representacéo
‘7—9"qo inves de ‘9 — 7, natural da sua escrita.

Algo que podemos nos perguntar € se essa intervencédo é ruim. Ha alguma forma
de deixar o aluno representar sozinho essa operacdo? As dificuldades de interpretagédo
também atrapalharam na resolucdo? Outro professor ainda relatou que, a forma de
organizacdo das atividades também indica a intervencdo da professora. Se fosse a
representacdo dos alunos seria um emaranhado de ndmeros, e o professor deveria
identificar as duas formas do aluno.

Nesse ponto, tocamos em uma das funcdes do professor em sala de aula, ao
ensinar que o ‘emaranhado’ de niimeros pode ser organizado de uma forma mais
I6gica e de facil compreensdo, o professor tem um grande campo para explorar
aspectos do desenvolvimento histérico da matemaética, pois os algoritmos e as
formulas, por exemplo, foram criados como uma forma de ‘economia de tempo’, de
esforcos, de célculos, algo que resumisse de forma mais eficiente todo o trabalho ja
desenvolvido. Outro ponto seria dar justificativas para o ensino desses procedimentos,
abrindo o caminho para 0os momentos de institucionalizagdo dos conceitos estudados.

Algumas perguntas foram levantadas em relacdo ao trabalho a ser realizado com
o0s estudantes, por exemplo, colocaria uma carta para representar a quantidade inicial?
Para em seguida, representar perdeu nove e ganhou 7? Ou retiraria a carta fazendo com
que os alunos percebessem que o valor inicial ndo faria diferenca? Ha possibilidade de
representar os diversos valores iniciais e verificar que em relacéo a esse valor sempre
teriamos duas cartas a menos? Outro aspecto debatido foi em relacdo a como explicar
que ‘7 —9’ resulta em ‘— 2°? Isso seria complicado? Qual ¢ o objetivo do problema? Um
participante acrescentou gque seria criar um contexto em que temos a necessidade de
aprender um novo numero, ou seja, como represento duas figurinhas a menos?

Borba (2009, p. 69) afirma que “numa representacdo oral ha uma necessidade

menor de se explicitar a diferenca entre nimeros positivos e negativos e entre o0s sinais
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dos nuimeros e as operagdes aritméticas utilizadas para a resolugao de problemas”.
Comparando os dialogos entre os integrantes do grupo de estudos e 0s excertos da
pesquisadora, percebemos que para os trabalhos iniciais com os inteiros relativos,
ha um campo exitoso para as atividades exploratorias orais. Por exemplo, para se
mobilizar um ostensivo oralmente, a divida contraida pela compra de um caderno de
‘R$ 15,00’ e uma caneta de ‘R$ 3,00, pode-se afirmar que foram gastos ‘R$ 18,00’. Mas,
por outro lado, se fosse exigido de tal aluno uma representacdo numeérica, certamente, ele
deveria explicitar que ‘R$ 15,00” e ‘R$ 3,00’ t€ém a mesma natureza, negativa, por meio
do uso do sinal de menos. Oralmente, a natureza negativa foi explicitada pelo fato de
adicionar ambos os valores e dar como solugdo que a divida era de ‘R$ 18,00°. Assim, a
representacdo escrita vai exigir certa formalizagcdo que, nesse caso, significa apresentar
estes novos nimeros. Apresentar explicitamente, ja que implicitamente ele ja estava “um
pouco” presente. Nesse sentido, “o grau de dificuldade de um problema pode estar
relacionado a necessidade de se ter que explicitar significados dados a sinais de nimeros
e a explicitamente ter que diferenciar estes sinais e as operacgdes aritméticas necessarias a
resolugdo do problema”. (BORBA, 2009, p. 69).

Sendo assim, Borba (2009, p. 69) explica que “a compreensdo de um conceito é
influenciada pelos significados dados, pelas propriedades sendo tratadas e pelas
representacdes simbdlicas, sendo utilizadas ao se raciocinar sobre o conceito em
questdo”. Como conclusdo de seus estudos, nesse artigo, Borba (2009) apresenta uma
série de constatacBes que podem auxiliar os professores que querem aprofundar seu
conhecimento acerca dos inteiros relativos e das possiveis dificuldades de ensino e de
aprendizagem de seus alunos. A primeira constatacdo é sobre o fato de que o ensino dos
problemas com significado de medida é mais facil do que os com significado de
relacdo. A mesma ideia se aplica para os problemas diretos em relacéo aos problemas
inversos e, por ultimo, “que uma das maiores dificuldades de operar com numeros
inteiros relativos deve-se a ter que representar simbolicamente de forma explicita as
diferencas entre nimeros inteiros positivos e inteiros negativos, entre os sinais dos
nameros e os sinais de operagdes aritméticas. (BORBA, 2009, p. 99, grifo do autor). Tais
conhecimentos podem auxiliar na identificacdo do que os estudantes ja sabem, o que
ainda necessita ser trabalhado e o ensino de outras partes do conteddo que possam
propiciar um desenvolvimento mais completo.

E, por fim, a autora aborda outro aspecto importante da organizagdo dos

planejamentos das aulas, no sentido que é importante
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Elaborar cuidadosamente atividades de mediacdo que se baseiam em
construc@es proprias por parte dos alunos [...] na dire¢do da promocéo
do desenvolvimento da compreensdo de conceitos por parte de nossos
alunos. InvestigagGes do que alunos conhecem e podem vir a conhecer
tém que se tornar préaticas constantes nas atividades desenvolvidas pela
escola para que os alunos venham de fato a avangar no seu
conhecimento de conceitos. (BORBA, 2009, p. 100).

Para a continuacdo dos estudos, exemplificaremos 0 contexto matematico-outras

situacOes possiveis, executado e representado pelas a¢bes no Diagrama de Acoes,
marcando seu inicio com “Xn.m” e o seu fim “Xn.m — Fim”. Reforcamos que, esse

diagrama juntamente com o mapa de questdes e repostas, nos auxiliou na apresentagédo
do Modelo Epistemolédgico de Referéncia e da proposta de ensino alternativa as do

Modelo Dominante dos inteiros relativos.

2 T UNEm & raramenzane. |
QOutras / Quals \
Situagoes —— __.\CC;‘"‘“WSO/ Estudos dos Contextos Intemnos
At Mz e AT, Obstaculos a
Matematicas S oSS Epistemalogicos matematica
Mz.4
: Status de nimero Aﬂgiﬁ;ﬁgmigzzo
Matematicas aos Introdugéo: Demais | “0posto, Graduacao, O Adigio Algébrica Demals
nlelmsRBIatwos o olugo de Equagbes tarefas Cnmmra@o, Subiragdo Tare Simplificagio
Nomero Oculto

M .1 — Escolha dos contextos:

Para a execucdo dessa ac¢do, buscamos e nos aprofundamos em textos que nos
possibilitassem identificar novos cendrios para a introducdo dos inteiros relativos. Nesse
sentido, o segundo artigo analisado foi ‘Enseigner Les Nombres Relatifs Au College’ do
Groupe Didactique des Mathématiques, Irem d’Aquitaine, AMPERES — INRP (BERTE et
al., 2008)2 que é dividido em trés partes.

Na primeira parte, os autores realizam uma busca pelo melhor contexto para se
introduzir os inteiros relativos, questionando o conhecimento cultural, em que 0s
conceitos dos inteiros relativos sdo familiares aos alunos, devido tais nogdes estarem
presentes na vida cotidiana, como as temperaturas, a cronologia, os elevadores, entre

outras situacOes. Para tal, trazem discussoes historicas justificadas pela ideia de esclarecer

102 para retornar a pagina 136, Rio2: Metodologia e procedimentos da pesquisa, clique aqui.
Para retornar a pagina 160, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.
Para retornar a pagina 211, RZ,: Desenho da proposta de ensino para Z, clique aqui.
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0s conceitos de obstaculos epistemoldgicos e buscar contextos internos a propria
matematica para o ensino dos inteiros negativos. Como resultado desses estudos, 0s
autores apresentam uma sequéncia didatica pautada em contextos internos & matematica,
como a resolucdo de pequenas equacdes, a construcdo de regularidades e a mobilizagédo
de propriedades. Eles afirmam que os alunos serdo capazes de compreender 0s niUmeros
como conceitos abstratos, dadas por propriedades definidas dentro da matematica,
extrapolando as interpretagdes dadas por modelos concretos.

Por fim, os autores nos alertam que nao fizeram “uma simetrizagao dos inteiros
naturais porque ndo construimos os inteiros relativos, mas estendemos o conjunto de
todos os nlimeros positivos que os alunos ja conheciam”. (BERTE et al., 2008, p. 71).

Articulo assim, as principais ideias apresentadas pelos autores com algumas analises, para

uma melhor compreensdo dos detalhes mobilizados na tese. M2.1 — Fim.

M 2.2- Quais contextos concretos? e M2.3 — Estudos dos obstaculos epistemolégicos

(esta parte refere-se aos seguintes fragmentos dos dois contextos, M2.2 e M2.3)1%:

No inicio do texto sdo trazidas informacoes, defini¢bes e formas de ensino para 0s
nimeros inteiros negativos num contexto concreto. “A nog¢do de nimero negativo parece
familiar, porque nossos alunos encontram esses nimeros em seu ambiente imediato e na
vida cotidiana (temperaturas, cronologia na historia, elevadores etc.). Até que ponto o
professor pode contar com esse conhecimento cultural para fundamentar seu
ensino?” (BERTE et al.,, 2008, p. 59) E, como uma espécie de resposta a esse
questionamento, os autores fazem mencdo ao uso do recurso da historia dos inteiros
relativos, trazendo o0s principais obstaculos epistemol6gicos observaveis no
desenvolvimento desse conceito ao longo dos anos:

i. O primeiro obstaculo — dar sentido e manipular quantidades negativas
isoladas — é relacionado ao primeiro século chinés, em que esse povo
mobilizava as quantidades negativas para acfes contaveis. Eles
manipulavam pequenas varetas coloridas (representando os valores
positivos) e varetas pretas para as quantidades negativas. Os autores
relatam que até o final do século XVIII, na Europa, ndo mencionavam

nlmeros inteiros negativos, apenas quantidades negativas. Uma citagédo de

103 para retornar a pagina 160, Diagrama de Agdes: ..., clique aqui ou clique aqui.
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Carnot (1753 — 1823) é apresentada para exemplificar as ideias desse

obstaculo:

Para obter uma quantidade negativa isolada, seria necessario remover
uma quantidade efetiva de zero, algo de nada: operagdo impossivel.
Como projetar uma quantidade negativa isolada? E ele conclui: ‘O uso
de numeros negativos leva a conclusdes erroneas’. (CARNOT apud
BERTE et al., 2008, p. 60, grifo do autor, tradugéo nossa)*".

O segundo obstaculo — rentncia do zero absoluto e unificacdo da reta
numérica atribuindo um zero comum aos positivos e aos negativos — trata
do entendimento que ‘abaixo’ de zero, em um termdmetro por exemplo,
ndo existe nenhuma quantidade. Novamente, os autores mobilizam a
citacdo de Carnot (1753 — 1823), para demonstrar como esse segundo
obstaculo também pode ser visto no primeiro. Vemos que as quantidades
negativas séo interpretadas como numeros acrescidos do sinal de menos,
justificando a ideia de que ““a reta € descrita como a justaposi¢do de duas
meias linhas opostas carregando simbolos heterogéneos, com sinais
negativos (-) e sem sinais no lado positivo. (BERTE et al., 2008, p. 60,
traducdo nossa). S&o apresentados ainda, os exemplos de Descartes e sua
escolha por coordenadas positivas e das escalas termométricas de
Fahrenheit, o zero absoluto e de Celsius para temperaturas ente 0 e 100
graus.

O terceiro obstdculo — dar um sentido concreto aos nimeros — é
exemplificado pelos autores como a préatica dos calculos ‘clandestinos’, ou
seja, 0S matematicos usavam 0s numeros inteiros negativos, porém, as
solucdes eram dadas com numeros inteiros positivos, e as quantidades
negativas eram eliminadas o mais rapido possivel. Muitos acreditam que
0s inteiros negativos levavam a conclusdes errbneas e serviam apenas
como instrumentos de calculo para obter respostas positivas. Os inteiros
negativos foram evitados até quase o século XX. Para evitar solucdes
negativas 0s problemas eram reescritos. Como exemplo de matematicos
temos,

Al Khwarizmi (780-850) aceitando os termos negativos nas equacdes,
mas livrando-se deles o mais rapido possivel; Chuquet (1445-1500)
sendo o primeiro matematicos a isolar uma quantidade negativa em um
dos membros de uma equacdo; Cardan (1501-1576) sendo um dos
primeiros matematicos a admitir a existéncia de solucdes negativas; E,
Viete (1540-1630) estabelecendo as bases para o célculo literal, no
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entanto, representando apenas quantidades positivas, em que as
solugdes negativas das equacdes ndo eram admitidas. (BERTE et al.,
2008, p. 60, tradugdo nossa)*'.

iv. O quarto obstaculo — impossibilidade de encontrar um modelo unificador
concreto que permita ilustrar ao mesmo tempo as duas operacées, adi¢cdo
e multiplicagdo — os autores buscam na historia alguns matematicos que se
depararam com esse obstaculo, bem como as consequéncias para 0s seus
estudos. Uma frase que retrata bem essas confusdes ¢ a seguinte, “na
verdade, para a consisténcia dos calculos, € necessario admitir que o
produto de dois negativos € positivo, mas essa regra é contraria ao senso
comum”. (BERTE et al., 2008, p. 61, traducdo nossa). Os exemplos
apresentados pelos autores, justamente ilustram a contrariedade do senso
comum. Stendhal em sua autobiografia (1835, apud BERTE et al., 2008,

~ .. ~ 1 -1 .
p. 61, tradugdo nossa) rejeita veemente a expressdo — = —, pois cOMO

pode essas divisdes terem 0 mesmo resultado se 1 é maior que — 1, ou seja,
um nimero maior dividido por um nimero menor pode resultar uma
igualdade com uma divisdo entre um ndmero menor por um maior. Da
mesma forma, como um quadrado de um ndmero inteiro negativo pode ser
maior que o quadrado de um ndmero inteiro positivo, a intui¢do nos leva
a pensar que o quadrado de um positivo deve ser sempre maior, mas para
0 caso de, (— 3)?> 22, o quadrado de ‘— 3’ é maior que o quadrado de 2’.

Dessa forma, os modelos concretos sdo auxiliares no ensino introdutoério dos
inteiros relativos, nas operacdes de adicdo e subtracdo, mas para as operacoes de
multiplicacdo e divisdo, podem causar os erros de interpretacdo, e 0s possiveis
obstaculos que Stendhal descreveu em sua autobiografia.

Os obstaculos apresentados por Berte et al., (2008) sdo 0s quatro primeiros
descritos por Glaeser (1985). Os primeiros pesquisadores mobilizaram 0s contextos
historicos para a apresentacdo inicial do conceito dos numeros inteiros negativos e
justificaram tal acdo para que os estudantes possam compreender que as quantidades
negativas sdo uma nova classe de numeros que serdo ensinados. Realizamos um
movimento introdutério bem semelhante em nossa proposta para o ensino dos inteiros
relativos, que sera detalhada na R%: Desenho da proposta de ensino para os inteiros
relativos. A intencdo foi de mobilizar alguns obstaculos epistemoldgicos para a

organizacdo das sequéncias de atividades e que proporcionassem ou permitissem que 0s
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estudantes atribuam aos negativos o status de numeros, bem como possam
compreender outras dimensdes, além da de medida, como vimos no artigo de Borba

(2009). Podemos pensar ainda, que esse foi um dos fenémenos didaticos analisados no

grupo de estudos. M2.3 — Fim.

M. 4 — Contextos internos a matematica:

Berte et al., (2008)'%* afirmam que a partir dos estudos dos contextos historicos
verifica-se que “a questdo fundamental que gerou os novos numeros ¢ a das equagoes,
sejam elas relativas ou complexas. Porém, os célculos para resolver problemas concretos
que envolvem ‘ganhos e perdas’ também contribuiram para a concep¢ao da adi¢do dos

relativos. (p. 61). Nesse sentido, no Modelo Dominante para os inteiros relativos,

encontramos apenas atividades retiradas de situacoes do dia a dia, situacdes que se

baseiam em modelos concretos, tais como baralhos, saldo de gols, temperaturas,

sistema monetario, entre outros, mas vemos uma possibilidade de acrescentarmos

atividades que estejam pautadas em situacoes da propria matematica para gue as

dimensoes retratadas por Borba (2009) e Cid (2015), por exemplo, possam ser

exploradas pelos professores em suas propostas de ensino%.

Nesse sentido, percebemos que 0s contextos que podemos organizar as
atividades introdutdrias sao diversificados; alguns modelos podem gerar 0os mesmos
obstaculos epistemoldgicos e outros podem favorecer a compreensao das variadas
dimensBes de um contetdo. Os modelos concretos, geralmente, baseiam-se nos
conhecimentos prévios que os alunos trazem; mobilizar o recurso da historia dos inteiros
pode ser mais um aspecto motivador a ser articulado ao trabalho com os obstaculos
epistemoldgicos. Esse trabalho deve ser pautado numa transposicdo didatica dos
contedos que necessitam ser ensinados aos conteudos que poderdo auxiliar os
professores e, principalmente, os estudantes a compreenderem as dimensdes, algoritmos,
procedimentos e as demais caracteristicas importantes para o seu aprendizado.

Geralmente nos contextos concretos, podemos observar dois significados ou
dimensdes para os inteiros relativos, denominado por Berte et al. (2008) de:

1. “um estado: — 3 ° C ou 0 ano de nascimento de um personagem é — 50
a.C;

104 para retornar a pagina 160, Diagrama de AcBes: ..., clique aqui..
105 vale destacar que, pensando em uma forma de deixar mais evidenciado, nessa parte do texto, 0 MER,

realcaremos em NEGRITO alguns tdpicos. Partes mais importantes, além do negrito, serdo
SUBLINHADAS.

189



2. uma variacdo: atemperatura caiu 3 ° C ou o elevador desceu 3 andares”.
(p. 62).

Borba (2009) denomina essas mesmas situacdes de medida e de transformacéo,
respectivamente. O fato de mobilizarem ideias bem semelhantes provém dos estudos do
pesquisador Gérard Vergnaud: ambas as pesquisas citam os estudos desse psicologo do
desenvolvimento cognitivo e didatico da matematica.

Berte et al. (2008) trazem ainda as nogdes e conceitos que podem ser interpretados
a partir de deslocamentos na reta numérica, assim como Pommer (2010)*°® ao mencionar
os estudos de Caraga (1951)*°71% nos alertando que diferentes interpretacdes também
podem ser estudadas. Esses autores, também destacam que os estudos dos diversos
contextos propiciam a compreensao das dimensdes dos ndimeros inteiros relativos.
Dessa forma, em estudos na reta numérica, 0s numeros podem representar os pontos que
marcaremos na reta ou determinar o deslocamento que devemos realizar. Vejamos que
essas ideias se aproximam dos conceitos de ‘estado’ (ponto de referéncia) ou de ‘varia¢io’
(deslocamento). Os autores nos alertam que a mobilizacdo desses contextos na reta
numérica pode causar dificuldades no entendimento das adicbes como 0s inteiros
relativos. Imaginemos que a Unica representacdo dos estudantes seja marcar valores
positivos e negativos na reta numérica, sendo assim, Berte et al., (2008, p. 62, traducdo

nossa) afirmam que

Observamos um aluno incapaz de fazer um acréscimo porque sua Unica
imagem mental relativa era uma marca em uma reta. Ele mentalmente
foi em busca do primeiro termo e depois do segundo termo da adigdo
sem poder fazer qualquer operacdo com estas referéncias inertes. Para
introduzir adicdo, ndo é preferivel trabalhar apenas com variagdes, a fim
de favorecer situacfes em que os significados dos dois nimeros sejam
os mesmos. Assim, ndo ha confusédo para os alunos*',

106 Uma situacio que permite justificar a regra de sinais na adigdo/subtracdo e faz apelo a representacio
geométrica é citada em Caraca (1970). Um ponto material sofre sucessivos deslocamentos, a partir de um
marco inicial (que pode ser adotado como origem dos espagos ou zero), em dois possiveis sentidos: para a
direita ou esquerda. (POMMER, 2010, p. 5).

197 para retornar a pagina 110, Rg: Dificuldades e erros: sinais, reta numérica ..., clique aqui.

Para retornar a pagina 113, Rg: Dificuldades e erros: sinais, reta numérica..., cligue agui.

108 Se 0 movel, partindo de O, esta no ponto P ao fim de 5 segundos, isso equivale afirmar que nesse tempo
ele percorreu 0 segmento OP, de medida 5. Suponhamos agora que ele muda o sentido do movimento e
continua com a mesma velocidade durante mais trés segundos. Ao fim desses trés segundos, ele estara no
ponto S, figura 28, a uma distancia 2 da origem. [...] @ medida, 5, do segmento percorrido na primeira fase,
subtraimos a medida, 3, do segmento percorrido na segunda; o resultado traduz pela operacdo 5 — 3 = 2.
(CARACA, 1951, p. 96). Para retornar a pagina 191, R%4: Desenho do MER ..., cligue aqui.

a 5 —— r @
5432 101 23 4 5
Fig. 28
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Borba (2009) também nos alerta para o fato de que problemas com
significados de ‘relacio’ sdo mais dificeis do que os de medida. Berte et al., (2008)
discorrem sobre as dificuldades dos problemas que envolvem uma dupla variacéo,
mas enfatizam que para a introducéo desse conceito deve-se trabalhar inicialmente
com problemas de mesma natureza. Todavia, ndo deixaremos de propor 0s
problemas com significados mais complexos, pois eles permitirdo que os estudantes
compreendam os conceitos em sua totalidade.

Na sequéncia do artigo, Berte et al., (2008) apresentam as dificuldades para se

introduzir a adicdo e subtracdo de inteiros relativos por meio de deslocamentos na reta:

O sinal ‘+’ representa uma sucessdo de deslocamentos ou resultados.
Por que essas situagdes traduzem uma adi¢do? Por que esta operacao?
[...] Para realizar essa adigdo, as vezes é necessario fazer uma adicéo
aritmética e as vezes uma subtracdo aritmética. Por que estamos falando
sobre a adicdo de numeros relativos nos dois casos? (BERTE et al.,
2008, p. 63, traducdo nossa)*,

Os contextos concretos tanto das ideias monetarias quanto de deslocamentos na
reta numérica podem trazer algumas dificuldades de compreensdo no momento do ensino
das operacdes de multiplicacdo e divisdo, ndo ocorridas para as operacdes de adicéo e
subtracdo como visto no excerto de Caraca (1951). Essas dificuldades sdo encontradas no
decorrer do desenvolvimento historico desses nimeros, sendo assim, essas dificuldades
pairavam nas atividades dos estudantes de antigamente também, como no exemplo de
Stendhal. Em sua autobiografia, Stendhal'® (1835 apud BERTE et al., 2008, p. 61,
traducdo nossa) supde que “[...] as quantidades negativas sejam as dividas de um homem,
como multiplicando 10.000 francos de divida por 500 francos, esse homem tera ou
conseguira uma fortuna de 5.000.000, cinco milhdes de francos?”. Ou no exemplo do
estudante que justifica que a solugé@o de (— 3). (— 5) nao é 15, pois interpreta que ‘— 3’
como acao de descer 3 degraus 5 vezes, logo, parara no ‘— 15’ (BERTE et al., 2008, p.
63, traducdo nossa). Outra interpretacdo seria, descer 3 lances de escada com 5 degraus
cada, sendo que os lances sao do subsolo, pois ‘— 5’ representaria ‘andares’ ou ‘escadaria’
abaixo do solo. Vejamos que nesses casos, para contextos de adicdes algébricas, esses
modelos funcionam muito bem, mas para as multiplicacdes e divisdes essas ideias
parecem absurdas, pois as respostas corretas fogem das interpretacdes logicas que esses

modelos teriam na realidade modelada.

109 Vida de Henry Brulard - Stendhal- Gallimard Edicéo -1973.
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Analisando esse artigo, nos parece que 0s autores estdo contextualizando as
dificuldades recorrentes de alguns modelos concretos, por exemplo, “os contextos
concretos citados [...] impedem a introducdo da multiplicacdo de dois negativos, como

mostra a historia do pensamento. Isso também ¢ verdade para nossos alunos.” (BERTE

et al., 2008, p. 63, traducéo nossa). M2.4 — Fim.

Mp2.5- Status de nimero aos inteiros relativos e M2.6- Introducéo do ensino dos

inteiros relativos por meio de resolucdes de equacOes (esta parte refere-se aos
seguintes fragmentos dos dois contextos, Mzs e C2s):
Expondo esses contextos probleméticos para se introduzir os inteiros relativos, 0s

autores apresentam sua proposta para a introducdo desses nimeros.

Em uma introdugdo mais alinhada com o caminho historico, assim
centrada nos problemas de resolucdo de equacBes, 0S negativos
aparecerdo sozinhos como novos nimeros, em detrimento de uma
coeréncia de no conjunto de nimeros. Em todos os casos, havera
dificuldades inevitaveis de anotacdo e escrita, em particular sinal
operativo e sinal predicativo anotados da mesma forma com a passagem
de um para o outro. (BERTE et al., 2008, p. 63, traducéo nossa).*'

Para esses autores, a introdugo do ensino dos numeros inteiros relativos seria por
meio de situagdes de resolucdo de equagdes, como ‘5 + = 8’ ou para o ensino de
procedimentos que sirvam para simplificar esses novos objetos. Por exemplo, para a
expressao anterior uma solugédo possivel seria ‘8 — 5°, pois,

5+ =8 (substituindo ‘8 — 5’ no espago vazio)

5 + (8 — 5) (associatividade)

(5+8)-5

13-5=8.

Assim, esse exemplo pode auxiliar o professor a ensinar que o numero adicionado
com ‘5’ que resulta em ‘8’ ¢ o resultado da subtracdo entre ‘8’ e ‘5°, podendo ser
mobilizado como resposta para a seguinte pergunta, “mas o que significa ‘§ — 5°?” O
resultado é 3, que para os estudantes do inicio do 7° ano do ensino fundamental j& possui
status de nimero. Esse procedimento sera usado com nimeros inteiros negativos!t,

um procedimento que funciona com nameros conhecidos. Esse trabalho auxiliara

110para retornar a pagina 161, Diagrama de Agdes: ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 163, Diagrama de Agdes: ..., cligue aqui.
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nas técnicas que propiciardo aos inteiros negativos o status de numero. Exemplos de
atividades que poderdo auxiliar nessa institucionalizagéo séo:
‘38 +....=83; 438 +...=450"; ‘8 +...= 58", 9+ ..=T7".

A resolucdo dessas atividades permitird a formalizacao da propriedade associativa:

. @+b)+c=a+(b+c)
Tal propriedade auxiliard na compreensdo desse novo numero que esta para ser ensinado,
pois 45, solugdo de ‘38 + .... = 83 ¢ obtido por meio da subtragdo entre 83 e 38.
Substituindo essa subtragdo na expressao obtemos:

‘38 + (83 — 38) =83, pela propriedade i,
(38 +83)—38=283,0u
121 -38=83".

Ou, como ‘83 — 38 =45’, a solugao da expressao ‘38 +.... = 83’ ¢ ‘45’, pois

‘38 + 45 = 83’. Assim, a transformacao procurada pode ser dada pela subtracdo entre a
medida final e a medida inicial. Semelhantemente, para as demais atividades,
‘438 + ... = 450’; B + ... = 58; 9+ ...=7, sera: 450 — 438; 58 — 8 ¢ ‘7 - 9’,
respectivamente. Assim, observando os resultados anteriores, para a atividade ‘7 — 9’,
deve-se representar um numero e, nesse caso, um numero inteiro negativo, o novo objeto
de estudo.

Outro encaminhamento sera sobre esse nimero ser a diferenca negativa de duas
unidades, ou seja, ele pode ser representado por outras subtragdes, por exemplo, ‘6 — 8’,
5-7,4-6",3-5,2-4, ‘1 —3’ e finalmente, ‘0 — 2°, pois todas essas subtragdes
resultarfo em ‘—2’°, que provavelmente sera mais bem visualizada pelos estudantes nessa
ultima expressao.

Outra forma de resolver essas atividades propostas por (BERTE et al., 2008)
seria mobilizar as propriedades associativa (propriedade i) e comutativa, além dos
elementos neutro e simétrico, ou seja, outros contextos internos, vejamos:

‘38 + (83 — 38) = 83, pela associativa, ‘(38 + 83) —38 =83’
‘(38 + 83) — 38 = 83’, pela comutativa, ‘(83 + 38) — 38 = 8§83,
‘(83 +38) — 38 = 83’, pela associativa, ‘83 + (38 —38) =83’
‘83 + (38 — 38) = 83", pelo simétrico, ‘83 + 0 = 83,
‘83 + 0 =83’, elemento neutro, 83 = 83’
Logo, ‘(83 — 38) é solucéo.

Pela expressdo ‘83 + 0 = 83” pode-se chegar em outras semelhantes:
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‘83+0=283",0+83=83",0-2"¢ ‘—~2+0’, mobilizando as ideias do elemento
neutro, do simétrico e das propriedades comutativa e associativa.

Esses autores ainda se preocupam com a criacdo de novos obstaculos de
aprendizagem além daqueles que normalmente j& fazem parte do ensino dos inteiros
relativos, mais especificamente, dos nimeros inteiros negativos. Para exemplificar, eles
propuseram algumas atividades:

Resolver a expressdo ‘1243 + 34 — 35’ de pelos menos duas maneiras diferentes.

Pela mobilizacdo da propriedade comutativa e dos elementos neutro e simétrico,
encontra-se o seguinte resultado:

‘(1243 + 34) — 35, comutativa, ‘1243 + (34 — 35)’,

‘1243 + (34 — 35)’, pela associativa, ‘(1243 + 34) — 35°

‘(1243 + 34) — 35’, resulta em, ‘1277 — 35’

‘1277 — 35, resulta em ‘1242°.

Pode-se ainda, analisar cada etapa da resolugéo, levantando questdes sobre o que
foi alterado e quais as semelhangas e diferencgas que podem ser observadas e estudadas.
Realizando um paralelo com a primeira atividade, a expressdao ‘(34 — 35)’ pode ser
considerada como solugao de ‘1243 + ...... =1242’. Logo, ‘(34 —35)’ por ser a diferenca
de uma unidade negativa, pode ser representado por ‘(0 — 1)’ ou simplesmente ‘— 1°, pois
qual o nimero que adicionado a ‘1243’ resulta em ‘1242°. Os estudantes poderiam dizer
que ‘1243 — 1’ ¢ igual a *1242’, ou seja,

1243 + (-1) = 1242’
Em outras palavras, ‘34’ subtraido de ‘35 resulta em ‘adicionar 1’ ou ‘- 1°,
‘1243 subtraido de 1’
‘1243 — 1 =1242".

Logo, ‘1243 — 1 = 1242’ tem mesmo resultado que ‘1243 + (—1) = 1242’.

Portanto, partimos de um estado inicial ‘1243”, no qual realizamos duas ac¢des de
variacdo, consideradas como operadores aditivos ‘+34° e ‘— 35’ cujo resultado ¢ o
operador aditivo ‘— 1°, que terd que obter o Status de numero inteiro negativo. O novo
objeto estudado segue do resultado de dois operadores positivos, aparecendo também
como um operador aditivo. Porém, segundo os autores, mais tarde, a multiplicacdo de
operadores aditivos entre eles levantara 0 mesmo obstaculo que os contextos concretos
de ganhos e perdas ou ainda das translagdes na reta numérica mencionada anteriormente.
Gerando assim, um novo obstaculo & aprendizagem das operaces de multiplicacéo e
divis&o.
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Para evitar esse obstaculo, Berte et al., (2008) propem como alternativa que o
resultado da subtracdo entre ‘34’ ¢ ‘35’ poderia ser interpretado como tendo o mesmo
resultado que outras subtracdes mais simples, por exemplo, ‘1 ¢2’, ‘2 ¢ 3’, ou até mesmo
‘37 ¢ 38°, chegando em 0 ¢ 1, pois ha uma diferenga de uma unidade e, nesse sentido, os
alunos terdo a oportunidade de perceberem a relacdo que ha entre essas subtracdes.

Dessa forma, a introdu¢do dos nameros inteiros relativos se dara em um
contexto interno a matematica, por meio da resolucao de algumas operacdes. Nesse
inicio, planejando néo criar obstaculos desnecessarios, esses numeros terdo um
status de nameros abstratos, bem como o sinal de mais tem apenas o status de
operatdério binério, sendo que a notagdo +3 ou 3 serdo indicados desde o inicio com
0 mesmo significado, caso os alunos queiram mobilizar a notacéo + 3. Isso é devido
ao fato de se evitar algumas técnicas, nessa fase inicial, desnecessarias de
simplificacao.

Nao obstante, esses autores nos alertam para o fato de que “nenhum modo

de introducdo sozinho pode alcancar todos o0s fins desejados e havera

necessariamente obstaculos a superar e dificuldades”. (BERTE et al., 2008, p. 63,

traducdo nossa).

Eles afirmam ainda que Ihes parece razoavel:

i.distanciar-se dos contextos concretos para dar um status de nimero aos
negativos.

ii.assegurar durante a introdugdo dos negativos ndo criar obstaculos
didaticos desnecessarios que seriam revelados ao estabelecer as regras
de adicdo e especialmente multiplicacdo. (BERTE et al., 2008, p. 64)'.

Nesse artigo sobre o0 ensino dos inteiros relativos, a escolha didatica apresentada
pelos autores, apos toda essa contextualizacdo das dificuldades que podem ser geradas a
partir dos modelos concretos, eles organizam a seguinte sequéncia para ensino dos

ndmeros inteiros negativos:

a) Para dar aos negativos o status de um numero, rapidamente
introduzimos esse conjunto de operacdes ja conhecidas com positivos.
Damos aos alunos as propriedades dessas operagfes que gostariamos
de manter em um novo conjunto que também conter4 os ndmeros
positivos que eles conhecem.;

b) Consequentemente, planejamos uma introducdo aos numeros
negativos através da resolucdo de equagdes, de modo que a adi¢do
chegue ao mesmo tempo, permanecendo em um contexto matematico
interno e justificando os resultados com exemplos. A ligacdo entre
resultados justificados e situagdes concretas de ganho e perda seré feita
no final da sequéncia;
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C) Para deixar claro porque a estrutura do conjunto de numeros
positivos esta sendo ampliada e para evitar uma quebra entre os
nameros positivos ja conhecidos e estes novos nimeros, 0S negativos,
0 professor ndo introduz uma forma de escrita como (+3). Esta redacéo
é proposta pelos préprios alunos para 0 nimero 3, em oposicao a (-3).
Os (+3) e 3 sdo assim apresentados desde o inicio como duas formas do
mesmo numero. O sinal "+" continua sendo o Unico sinal operativo. Isto
evita exercicios de "simplificacdo da escrita”, o que significa que os
alunos ndo podem mais reconhecer que (+2) + (+3) ..... é simplesmente
2 + 3! Alguns livros didaticos e professores explicam aos alunos que
uma forma de escrita como (-2) + (+4) ¢ substituida por -2 + 4, obtida
pela remocdo dos parénteses e do sinal operativo "+", 0 que leva a uma
confusdo abismal porque ndo h& mais o sinal operativo para adicao!
Limitando a dificuldade de saber como manipular os trés status do sinal
"-", sinal, parece-nos razodvel! (BERTE et al., 2008, p. 64, traducdo
nossa)".

Os autores ainda sugerem que é fundamental que haja algumas atividades

anteriores ao inicio dos inteiros relativos, situacdes que tratem da igualdade:
‘‘atb)-c=a+(b-c).

Eles relatam que ndo necessariamente essa igualdade seja ensinada para oS
nameros inteiros negativos, mas sim em contetidos anteriores.

Essas atividades introdutorias podem gerar, por exemplo, expressdes do tipo:

2,75 + (8,75 — 0,50)” = (2,75 + 8,25) — 0,50’ ou
“(71.8+42)—2,2" =78+ (42-2.2).

O objetivo é que os estudantes conjecturem a propriedade que traduza essa
igualdade. Provavelmente os estudantes terdo muitas dificuldades de realizar essa tarefa
retoricamente, “porque aqui ndo ¢ uma questio de traduzir um procedimento. E uma
questdo de traduzir a igualdade de duas férmulas que diferem em sua estrutura”. (BERTE
et al., 2008, p. 64, traducdo nossa).

Em resumo, a sequéncia apresentada tem a seguinte ordem:

i.  traduzir problemas aritméticos em expressdes algébricas na qual surgem
as ideias dos nimeros negativos;

ii.  nasadicOes algebricas trabalha-se conceitos como, adicionar 3 e subtrair 5
€ 0 mesmo que subtrair 2, ou seja, 3 — 5 é igual a — 2, essa técnica sera
trabalhada por meio de adi¢des algébricas;

iii. acomparacdo e as simplificacdes se dardo para explicitar os significados
de expressoes do tipo 2X’, o objetivo € o de facilitar a passagem do campo
aritmético para o algebrico; as operagGes entre numeros se dardo por
composicao de translacdes;

iv.  os algoritmos sdo interpretados como economias de calculo, bem como
podem ser mobilizadas boas técnicas mentais;

v. as atividades de calculo mental, assim, se dardo por supressbes de
parénteses;

196



vi.  outras formas de se compreender as adi¢des algebricas serdo trabalhadas a
partir da ideia de que adicionar x’e subtrair ‘y’é 0 mesmo que, ‘“+x—y’;

vii.  aparecera nova interpretacdo para 0s parénteses, assim como foram
estudadas para os sinais de igual, de adicéo e subtrag&o;
viii.  por ultimo, as multiplicacGes se dardo por meio dos calculos de areas de

retdngulos, mobilizacdo da propriedade distributiva e comparagdo de
expressdes algébricas dadas pelo aumento ou diminuicdo dos lados ou do
perimetro.

Portanto, o contexto a ser mobilizado nessa introducéo, é interno a matematica,
fato que segundo Berte et al., (2008) ndo impossibilitara, e sim, propiciard que 0s
estudantes tenham maior motivacao para o aprendizado dos nimeros inteiros negativos.
A demanda explorada é a que 0s nimeros, nesse inicio, sdo conceitos abstratos, em que
suas propriedades, assim como outros conceitos, sdo definidas dentro da matematica, ndo
sendo necessarios outros modelos que sejam embasados em situacdes concretas, 0s
modelos concretos ja mencionados. Na tultima restricdo, eles ndo procedem ‘“uma
simetrizacdo do conjunto de ndmeros naturais porque nao [construiram] o conjunto dos
inteiros relativos, mas [estenderam] o conjunto de todos 0s nimeros positivos que 0S
alunos ja conheciam”. (BERTE et al., 2008, p. 64). Um dos aspectos que permeou
nossos estudos foi a preocupacéo, que chamaremos de passagem dos naturais para

os inteiros negativos, alusdo a passagem da aritmética a algebra, outro fendbmeno
didatico dado a partir deste modelo epistemoldgico de referéncia. M2.6 — Fim.11

Entre outros autores, Chevallard (1984, 1989, 1990) e Cid (2015), apresentam o
fenomeno denominado de ‘aritmética generalizada’. Essa forma de ensino é cheia de
confusdes e fracassos, pois como Chevallard (1990) mostra, a algebra é reduzida a
encontrar solu¢fes numéricas de problemas aritméticos, construir modelos algébricos
(generalidade), trabalho com letras representando incdgnitas, varidveis, parametros ou
nameros generalizados. E, Cid (2015) trata essa proposta como 0 Modelo Dominante de
ensino da algebra escolar. Assim, a passagem dos naturais para 0s inteiros negativos
também apresenta 0s seus percalcos de ensino e de aprendizagem.

Os numeros inteiros relativos podem apresentar quatro fases ou concepcdes.
(COQUIN-VIENNOT, 1985)!2, A primeira seria entender os inteiros relativos como se

fossem os naturais precedidos de um sinal de adi¢cdo ou de subtragdo, e a partir dessa

111 para retornar a M4 — Inicio, cligue aqui.

Para retornar ao Diagrama de acdes, clique aqui. Ressaltamos que, as a¢cdes do Diagrama estdo descritas
no decorrer do relatdrio de tese, por isso, os links direcionando para os demais locais.

112 para retornar a pagina 89, Rs: Identificar e descrever o Modelo Dominante, ... clique aqui.
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interpretacdo pode ocorrer que o sinal de menos seja totalmente ignorado, fato
provocado pelos conhecimentos baseados nas operagdes com 0s naturais. Outro aspecto
preponderante é a consideragdo dos numeros, de forma geral, apenas como medida
de uma quantidade, prejudicando o entendimento dos conceitos dos nimeros inteiros
negativos.

Nesse caso, identificamos algumas ideias dos obstaculos epistemoldgicos
descritos por Glaeser (1985), particularmente, o obstaculo 5 - Estagnacéo no estagio das
operagdes concretas. Outra questdo referente a essa primeira concepgdo seria 0
reconhecimento que 0s nimeros inteiros negativos sdo menores que 0s inteiros positivos,
mas a relagdo de ordem entre os inteiros negativos é dada igualmente ao que se
realiza para os seus valores absolutos, que pode ser associado ao segundo obstaculo -
Dificuldades em dar um sentido a quantidades negativas isoladas*®.

Para um aluno ‘passar’ para a segunda concepc¢ao deve superar os ‘obstaculos’ da
primeira, ou seja, compreender os problemas da estrutura aditiva, podendo resolvé-los
com os naturais quando for mais efetivo. Nessa segunda, fase os alunos ainda separam as
ideias dos inteiros positivos dos inteiros negativos, tratando-os como conceitos opostos.
E, referente a estrutura multiplicativa percebe-se apenas alguns esbocos de solugoes.

A terceira etapa requer a superagao dos ‘obstaculos’ da segunda, consistindo na
compreensdo completa dos problemas da estrutura aditiva. As ideias de inteiros positivos
e inteiros negativos ndao sdo mais tratadas como conceitos separados, ou seja, as adicdes
e subtracdes sdo entendidas como um todo, a relacdo de ordem para os inteiros negativos
é interpretada corretamente, a reta numérica ja é concebida ndo mais como a unido do
lado positivo com o negativo e sim como Unica.

Nesse contexto, percebe-se que ha superacdo dos obstaculos epistemoldgicos 3 —
Dificuldades em manipular a reta numérica — e 4 — Ambiguidade de dois zeros — descritos
por Glaeser (1985). E, os problemas que envolvem a estrutura multiplicativa ainda nao
séo resolvidos corretamente.

Por fim, a passagem para a fase 4 sera relativa a aprendizagem dos problemas

multiplicativos, incluindo todos 0s outros aspectos ja citados. Para que se passe a fase 4

113 Realizando um adendo acerca da identificagdo dos obstaculos epistemoldgicos, entendemos que, apenas
identificar ou classificar o obstadculo ndo nos traz muitos avangos; precisamos determinar o que cada um
desses obstaculos pode propiciar para os processos de aprendizagem dos estudantes. Por exemplo, a
mobilizacdo de atividades introdutérias baseadas em fatos do dia a dia pode favorecer os aspectos do quinto
obstaculo, nesse sentido, é possivel organizar atividades, em uma proposta, que transitem por outras areas
de conhecimento, incluindo contextos matematicos.
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€ necessario superar o obstaculo 6 — Desejo de um modelo unificador. Segundo Glaeser
(1985), os matematicos, que na historia ndo superaram essa concepg¢do, buscavam
encontrar ou construir um modelo concreto que fosse bem-sucedido tanto para as
operacdes de adicdo e subtracdo quanto para a multiplicacdo e divisdo com inteiros
relativos. Outro obstaculo a ser superado é 0 5 — Estagnacao no estagio das operacoes
concretas —, caracteristico das propostas justificadas por estarem aproximando os alunos
a situacdes conhecidas e mais ‘palpaveis’ aos conhecimentos que ja apreenderam.

Assim sendo, a nogdo de numero inteiro negativo parece familiar, porque
Nnossos alunos ‘mobilizam’ esses nimeros em seu ‘cotidiano’: temperaturas,
cronologia na histdria, elevadores, entre outras. Realmente, até que ponto podemos
confiar nesses conhecimentos que os alunos ja possuem, tanto do seu dia a dia quanto
de sua vida escolar e cultural, para que possamos fundamentar nossas praticas de
ensino dos inteiros relativos? O que a determinacdo dessas quatro fases ou concepcdes
descritas por Coquin-Viennot (1985) nos auxiliam na compreensdo das dificuldades de
ensino e de aprendizagem dos inteiros relativos? Qual o ganho em classificar em qual das
fases estd determinada atividade ou proposta de ensino? Entendemos que apenas
classificar permite uma analise superficial do nosso problema didatico e, nesse sentido,
tentamos transpor essa etapa, por meio da compreensdo da ‘sensibilidade’ dessa
categorizacao. Quais 0s avancgos para as analises quando realizamos essas classificacdes?

Assim, mobilizamos essa classificacdo e os obstaculos epistemoldgicos para a
organizacdo da proposta de ensino, buscando pér as atividades que possam auxiliar os
estudantes na superacgdo ou entendimento dessas dificuldades de aprendizagem.
Além disso, organizamos com esses estudos os temas a serem debatidos com 0s
professores do grupo de estudos, que permitiram pensar em situacdes de ensino potentes
para ‘atacar’ as dificuldades de aprendizagem ja analisadas; planejar as acdes didaticas e
as possiveis consequéncias para a aprendizagem dos alunos por meio da ideia de
passagem ou de superacao de um obstaculo ou fase.
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Rf"- ELEMENTOS E ASPECTOS RELEVANTES DA PROPOSTA DE ENSINO
PARA OS INTEIROS RELATIVOS

Na escrita da resposta R IZH , apresentamos a proposta de ensino para 0s nimeros
inteiros relativos, fruto dos estudos sobre as dificuldades vinculadas tanto aos processos
de ensino e de aprendizagem advindas das metodologias mobilizadas quanto as oriundas
da sua propria constituicdo e de seu desenvolvimento historico. As metodologias
mobilizadas foram identificadas a partir da REME de Campo Grande/MS, analisadas a
partir do Modelo Dominante construido e aperfeicoado com elementos de nossa
dissertacdo e das conclusdes do grupo de estudos.

Parte da construcdo de nosso corpus se deu a partir da constituicdo do grupo de
estudos. Nele tratamos diversos aspectos dos processos de formacgéo continuada da Reme
de Campo Grande/MS por meio dos dados construidos juntamente com esses professores,
em sete encontros ocorridos no primeiro semestre de 2019, articulados as investigacoes
de cunho histérico, epistemologico e matematico, para que pudéssemos finalizar um
Modelo Epistemoldgico de Referéncia baseado nas dificuldades descritas no Modelo
Dominante e nos resultados dessas discussdes. Nesse sentido, essas sdo algumas das
justificativas para a elaboragdo de uma proposta de ensino dos inteiros relativos
alternativa aquelas constantes no Modelo Dominante. Portanto, nossa proposta compilou
todas essas informacges, analises e resultados em uma escrita de orientagdes para a
construcdo de atividades que buscaram potencializar aspectos dos modelos concretos, por
um lado, suprindo as suas necessidades por meio da exploragéo de atividades de cunho
matematico, por outro.

Dentre os temas abordados, destacamos as justificativas para o fato de se
introduzir os inteiros relativos simultaneamente aos estudos iniciais da algebra escolar.
Em propostas de ensino semelhante a essa, a razdo de ser epistemologica dos inteiros
relativos ndo estaria mais na aritmética, como identificamos na maioria das propostas de
ensino encontrados nos livros didaticos. Segundo Cid (2015), iniciar os estudos dos
inteiros relativos a partir de atividades so aritméticas pode promover uma compreensao
de que os numeros s estdo vinculados as ideias de medida. Nesse caso, a nocéo de
namero, as ideias das operacOes aritméticas e suas propriedades podem ser relacionadas
aos comportamentos de determinadas agdes fisicas. Assim, todas essas concepgdes séo

identificadas como os obstaculos epistemologicos “que a comunidade de matematicos
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teve que superar para aceitar plenamente 0s nUmeros positivos e negativos e justificar sua

estrutura”. (CID, 2015, p. 256, tradugdo nossa). Dentre as justificativas estudadas para 0

ensino dos inteiros relativos se dar ao mesmo tempo que a introducdo a &lgebra,

destacamos as seguintes:

a)

b)

simetrizac&o aditiva e multiplicativa: para essa justificativa Cid (2015)** se valeu

da propriedade do elemento neutro da adi¢do, em que dois numeros s&o tidos como
simétricos se a adicdo entre eles resulta em zero (elemento neutro). Na construgao
axiomatica dos inteiros relativos (anel dos inteiros, suas duas operacGes e
propriedades), € possivel deduzir a operagéo de subtracéo por meio da propriedade
da existéncia de um Unico elemento neutro. E, com essa ideia de simetrizacao é
possivel reduzir as quatro operacdes fundamentais para apenas duas. Como
consequéncia, as operacfes de adicdo e multiplicacdo, tidas como operatorias
binarias em uma apresentacao aritmeética, nessa nova proposta passarao também a
ter ideias operatorias unitarias ou predicativas. Tal contexto é de primordial
importancia para o estudo das regras dos célculos algébricos. No ensino usual dos
inteiros relativos, determinar a positividade e a negatividade de certa quantidade
¢ dada por contextos concretos, fato que ndo favorece a compreensdo mais
aprofundada dessas novas regras.

simbolos de parénteses e de igual — geralmente, nos estudos aritméticos, a

mobilizacdo do simbolo de parénteses orienta a ordem das operacGes em
expressdes numéricas. Ja para o contexto algébrico, eles também permitem
identificar ou diferenciar uma adicdo de uma multiplicacdo. O simbolo que
representa igualdade nos contextos aritméticos, também representa a ideia de que
0 nmero posto a direta é o resultado da operacdo escrita a esquerda desse sinal.
Ja para os contextos algébricos, ele também caracteriza a relacdo de igualdade
entre as expressdes que as contém. E, como se trata de uma regularidade bem
complexa para o entendimento dos estudantes, ela deve ser trabalhada e tratada
com mais detalhes, buscando assim, que ndo se torne mais uma regra a ser
decorada.

Sinais operatorios binarios — para uma adicdo de dois nimeros, em contextos

aritméticos, deve-se sempre apresentar uma solucéo. Por exemplo, a adi¢do dos

numeros 8 e 2 deve ser respondida com o numero 10. Por outro lado, para uma

114 para retornar a pagina 128, Re»: Resposta corag&o do grupo de professores, clique aqui.
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apresentacdo algébrica dos inteiros relativos, pode-se trabalhar tanto com a
solu¢cdo quanto com a representacao dessa adigdo, ‘8 +2°.

d) subtracdo aritmética e diferenca algébrica — em aritmética, a subtracdo esta

relacionada, principalmente, as ideias de subtrair e retirar, enquanto, em algebra,
a ideia principal é a de comparar. No contexto algébrico, pensa-se o que deve ser
adicionado ao subtraendo para que o resultado seja igual ao minuendo. Esse valor
a ser adicionado sera positivo se 0 minuendo for maior que o subtraendo, caso
contrario, serd negativo. Essa justificativa também nos permite descrever uma
técnica para a relacdo de ordem para os inteiros relativos:
sex>y,entdox—y>0;e sex<y,entdox—-y<0.

e) precisdo na escrita e maior complexidade — nos contextos aritméticos, as

operacdes geralmente sdo realizadas sempre uma a uma. Esse controle da
execucdo das operacdes é considerado por Cid (2015) como semantico.
Realizando uma pequena comparagdo com a semantica, sem grande rigor, quando
operamos cada linha da execucdo de uma expressao seria semelhante aos estudos
que tratam do significado de cada palavra. Ja para os contextos algébricos, tal
controle é dado em cada periodo, realizados de maneira mais geral. Nesse sentido,
observa-se as estruturas e as ideias que as expressdes podem representar, grosso
modo, Cid (2015) considera esse trabalho com um estudo de ordem sintatico.

Acrescentamos a esse resumo as discussoes sobre dificuldades, erros mais comuns

e intervencGes mais utilizadas na resolucdo de atividades com os inteiros relativos
debatidas no grupo. A primeira dificuldade apresentada é comparacao entre dois inteiros
negativos: por exemplo, como 15 é maior que 7, logo, para alguns alunos ‘~15’ é maior
que ‘-7’. A segunda dificuldade ¢ relativa aos sinais de ‘+’ e de ‘—’e ao uso dos parénteses
nas expressoes construidas: por exemplo, na operagdo, ‘10 — (— 8)’, erros de calculos
poderiam surgir, os estudantes por ignorarem um dos sinais de ‘—’, realizam a subtragdo
como se fosse ‘10 — 8’, resultando, ‘2’, ou seja, as técnicas para as operagdes com 0s
naturais, ja conhecidas, sdo obstaculos a aprendizagem das novas técnicas para os inteiros
negativos. A terceira dificuldade é a compreensao de que um nimero inteiro negativo nao
representa apenas medidas. Como a introducdo dos inteiros negativos via resolucéo de
expressdes algebricas, proposta por Cid (2015) foi rejeitada, a proposta alternativa,
pensada pelo grupo, amparada em Berte et al. (2008) foi de introduzir os inteiros
negativos como resultado de uma operacdo e trabalhando as propriedades associativa,

comutativa, elemento neutro, ou as ideias de transformacéo ou de relagdo para os inteiros
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relativos (BORBA, 2009). Com relacdo a quarta dificuldade, trabalho com jogos
matematicos, o consenso do grupo foi que deveriamos evitar o jogo pelo jogo, buscar
registros mais sistematicos, desenvolvendo as atividades articulando os assuntos
discutidos por meio dos jogos com 0s conceitos matematicos. Para a quinta dificuldade —
situacbes de aprendizagem retiradas do cotidiano — 0 grupo sugeriu o trabalho com
situacOes diversas, para além da monetaria. Na sexta dificuldade — ‘jogos de sinais’ —
discutiu-se sobre a mobilizacdo da regra de sinal da multiplicacdo para todas as demais
operacdes. Segundo o grupo, esse erro surge como resultado do ensino de cada operagéo
separadamente, para depois, entdo, finalizar com as regras, algoritmos, procedimentos,
problemas e desafios com todas as operagdes a0 mesmo tempo.

Outra situacdo importante a ser acrescentada a proposta de ensino foi o fato de os
estudantes identificarem o nimero ‘zero’ para além da auséncia de quantidade, como
resultado de operacgdes entre inteiros relativos ou em uma reta numérica representante da
separacdo dos valores positivos e dos negativos. Também se discutiu alguns
questionamentos, como: colocar ou ndo colocar o sinal ‘antes’ dos nimeros faz diferenca
na aprendizagem dos estudantes? Quais 0s motivos que levam os estudantes a pensarem
que o sinal de menos nao possui outra funcdo, além da operacéo de subtracdo? Quais 0s
motivos que os levam a ignorar esse sinal? O que é um jogo para os estudantes? Quando
se registra, pensa e testa hipdteses se configura como um jogo para eles? O consenso do
grupo foi de mesclar os contextos histéricos, com atividades internas a matematica, com
problemas do cotidiano, registrando frases do tipo, perdi duas figurinhas, tenho dois
passageiros a menos, tive um prejuizo de dois reais. Assim, teriamos situacdes em que
0s estudantes necessitariam dos inteiros negativos, precisariam usar 0s inteiros negativos

para solucionar seus problemas.
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R;V‘ DESENHO DA PROPOSTA DE ENSINO PARA OS INTEIROS
RELATIVOS!®

A proposta de ensino para os ndmeros inteiros relativos foi construida buscando
superar algumas defasagens identificadas a partir da mobilizagcdo dos modelos concretos,

fundamentadas no Modelo Dominante que descrevemos a partir dos estudos do sistema

de ensino brasileiro, pautados ainda nas sinteses construidas pelo grupo de estudos. A
partir dos contrapontos construidos juntamente com os professores, pensamos numa
proposta baseada tanto nas condicdes e restrigcdes do sistema de ensino de Campo
Grande/MS quanto nas dificuldades e problemas de aprendizagem trazidos das nossas
experiéncias e dos resultados das pesquisas debatidas. Dessa forma, o resultado final
(provisorio) foi a jungdo das potencialidades dos estudos dos modelos concretos com o
das andlises pautadas dos contextos intramatematicos/algébricos, buscando énfase na
razdo de ser epistemoldgica dos inteiros relativos.

Dividimos a proposta em trés blocos, sendo que cada um deles tem por objetivo
propiciar, além de um ensino pautado nos problemas de aprendizagem ja identificados,
também ndo provocar novas dificuldades desnecessarias a aprendizagem. Buscamos
apresentar todos 0s aspectos, contextos, procedimentos e algoritmos que o ensino dado

apenas por modelos concretos ndo favorece.

Quadro 12— Resumo dos blocos da proposta de ensino
Bloco Objetivos e Atividades

I Expressdes: ‘linguagem materna’ VERSUS ‘linguagem matematica’.
Representar situacdes com inteiros relativos.

Diferentes dimensdes, aspectos, propriedades e procedimentos.

Ampliar os resultados dos modelos concretos

I Situacdes internas a propria matematica.

Operac0es e propriedades dos inteiros relativos.

Simétricos/opostos, comparacdo, modulo/valor absoluto, reta numerica.

1l | Temperaturas (Modelos concretos para estudar propriedades e regularidades.)
Operagbes: Como comparar temperaturas? Como calcular variacbes de
temperatura? Como calcular com temperaturas?

Fonte: Autor da pesquisa

Ressaltamos que como ndo conseguimos finalizar todos os encontros do grupo de

estudos, os dois primeiros blocos, equivalentes a introducdo encontrada nos livros

115 para retornar a pagina 80, Rs: Comparar o ensino de Z ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 182, c.f R%: O desenho do MER para Z, clique aqui.
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didaticos, por exemplo, é fruto das discussbes com o0s professores dadas na integra.
Porém, o ultimo bloco, voltado as opera¢des com os inteiros relativos, foi construido a
partir das nossas reflexdes enquanto pesquisadores e participantes desse grupo. Nos
baseamos em tudo que foi debatido e, de certa forma, naquilo que de alguma maneira foi
consenso do grupo de estudos. A partir dessas consideracdes, articulamos essas ideias
com os nossos estudos, desenvolvendo e descrevendo o ultimo bloco da proposta.

A introducdo dos numeros inteiros relativos ocorreu nos dois primeiros blocos.
No primeiro bloco, ha situacdes em que se deve representar contextos de ‘perda’ ¢ de
‘ganho’, traduzir a ideia de ‘a menos’, de ‘sobrou’, de ‘diferenga’, entre outras. Pretende-
se motivar e fomentar discussdes sobre a existéncia desses novos nimeros, os inteiros
negativos e, por consequéncia, a introducéo desses novos nimeros.
M 1.5 — Situacdo Fundamental: valores, objetos algébricos e aritméticos, técnicas e
institucionalizac&o!*®:

O objetivo planejado para o primeiro bloco foi criar um contexto em que se
pudesse questionar a existéncia desses novos nimeros. Parte-se de algumas situacdes que
ainda sdo representadas por nimeros naturais, porém, deve-se inserir novos contextos em

que eles ndo sdo suficientes. Por exemplo, no seguinte problema:

Arthur levou suas figurinhas a escola para jogar varias partidas de “bafo”. Na
primeira partida perdeu 9 figurinhas e na segunda ganhou 7. Depois dessas partidas
qguantas figurinhas ele tem a mais ou a menos do que a quantidade que tinha

inicialmente?’

Analisando uma possivel solugdo, poderiamos ter como resposta que “Arthur
perdeu duas figurinhas” ou “ficou com duas figurinhas a menos”. Essa seria uma
representacdo oral da situacdo. Nesse caso, um bom questionamento seria, duas figurinhas

‘amenos’ pode ser representada por um numero? Se, sim, que numero seria esse? A que

118 Descrevemos nossas agdes por meio de um Diagrama de Acdes, que juntamente com o mapa de questdes
e repostas, nos auxiliou na apresentacdo do MER e da proposta de ensino alternativa construida junto com
0 grupo de estudos. Ressaltamos que, as a¢cdes do Diagrama estdo descritas no decorrer do relatorio de tese,
por isso, os links direcionando para os demais locais.

Para retornar @ M1.4 — Inicio, cligue aqui.

117 para retornar a pagina 158, Diagrama de Ac@es: ..., clique aqui.

Para ir ao exemplo das atividades motivadoras, anexos, clique aqui.
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conjunto numérico esse ndmero pertence? E possivel realizar operagbes com esse
namero? E compara-lo? E, ‘marca-1o’ na reta numérica?

Para a elaboragéo desse bloco, discutiu-se no grupo de estudos a necessidade de
se propor diversas situacGes nas quais os inteiros relativos pudessem ser mobilizados:

e do cotidiano, como a utilizagao da ideia ‘de mais quente’ ¢ ‘de mais frio’, em
substituicdo a ideia de maior ou menor. A que se atentar ao que Cid (2002) traz
como critica, ou seja, debater as possiveis interpretacdes de situacdes do tipo,
‘—3°C’ ¢ mais frio que ‘— 1°C? Nesse caso, ‘— 1’ ¢ maior que ‘— 3, assim, ‘mais

frio’ pode ser interpretado como maior;

e apresentadas nos livros didaticos, como as que mobilizam o sistema monetario;
e internas a propria matematica, como resultado de operacGes que mobilizam a reta
numeérica. Exemplo:

Observe a figura a seguir:

A B C 2.2 3]
7.8 4,2

Calcule a distancia entre o ponto C e o ponto A de duas maneiras
diferentes e, para cada forma, escreva os calculos realizados em forma de
expressGes numericas.

O objetivo desta atividade é trabalhar com propriedades, nesse caso, confrontando
duas formas de resolugdo, ou seja, ‘(7,8 +4,2) —2,2=7,8 + (4,2 — 2,2)’. Dessa forma,
propicia-se a mobilizacdo da propriedade associativa, Util para os célculos e usada na
construcdo da técnica para adicionar dois inteiros relativos, bem como fomentando a
construcdo do seguinte resultado:

“atb)—-c=a+(b-c)".

Algo ponderado nas discussdes do grupo de estudos foi que, provavelmente, 0s
estudantes ndo lembram ou ndo estudaram expressdes numéricas ou algumas das
propriedades. Os resultados e as conjecturas serdo frutos da comparacao das expressoes
do tipo ja exemplificadas aqui e as outras realizadas sob a supervisdao do professor.
Segundo o consenso do grupo, a escrita de novas expressdes poderd garantir a
compreensdo da estrutura da propriedade. Os professores também mencionaram que,
provavelmente, os estudantes ndo conseguiriam descrever a comparacdo dessas
expressdes, momento propicio para o uso de letras que representem algumas quantidades

desconhecidas.
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e (ue combinem ideias do cotidiano com as internas a propria matematica.

Exemplos:

Leia o problema e responda as questdes.!8

Eva e Bernardo jogam um jogo de cartas em que as apostas sdo recompensadas
por fichas de duas cores: vermelhas se perder a partida e brancas se vencer a partida.
Quem recebe uma ficha branca ganha dois pontos e quem recebe uma vermelha perde
um ponto. As fichas de uma mesma cor valem a mesma quantidade de pontos. Ao acabar
0 jogo, Eva tem 2 fichas brancas e 9 fichas vermelhas e Bernardo tem 4 fichas brancas e
6 vermelhas.

1. Responda as perguntas:

a) Quem venceu o jogo?

b) Se ambos iniciaram esse jogo com 10 pontos cada. Quem perdera?

c) E, se Eva iniciar com dois pontos a mais que Bernardo, quem vencera?

d) E, se Eva iniciar com dois pontos a menos que Bernardo, quem perdera?

e) Explique como Eva poderia ganhar o jogo? E, como poderia haver empate?

O desafio desse tipo de situagdo esta na representacdo das ideias “perdeu ‘x’

99 ¢¢

pontos”, “ganhou ‘y’ pontos” ou a “diferenca de ‘z’ pontos”.

2. Laura tem 35 reais a mais que Alberto e Clara 20 a menos que Alberto. Eles
vao comprar um presente. Adicionando o que os trés amigos possuem, indique quanto
dinheiro resta ap6s a compra do presente, nos seguintes casos:

a) O presente custa trés vezes o dinheiro de Alberto.

b) O presente custa 25 reais.

c) Eles poderdo pagar o presente se este custar 105 reais?

Nota: Em qualquer caso, vocé acha que existe uma maneira justa de encontrar o
dinheiro restante?

O desafio constante nesse tipo de situacao se da pela representagdo das ideias ‘de
sobra’, ‘amenos’ e ‘a mais’. Ha necessidade de se verificar os registros dessas operacoes,
pois, a partir das discussdes geradas por elas, os novos “entes” matematicos serdo ser

institucionalizados.

118 para retornar a pagina 159, Diagrama de Agdes: ..., clique aqui.
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3. Quando comecam as aulas em setembro, Maria, Adriano e Luisa ttm a mesma
quantidade de dinheiro no cofrinho. Entre setembro e dezembro, eles gastam ou recebem

os valores indicados no quadro a seguir:

Maria Adriano Luisa

Recebe 10 reais Gasta 5 reais Recebe 10 reais

Gasta 5 reais Gasta 10 reais Recebe 5 reais

Gasta 15 reais Gasta 15 reais Recebe 15 reais
Recebe 30 reais Gasta 35 reais

a) Quem tem mais dinheiro?
b) Quem tem menos?

c) Qual a diferenca em dinheiro em relagéo aos demais que cada um tem?

A mobilizacdo dos diversos contextos tem por intencdo propiciar uma
visualizacdo desses novos nuameros, identificando diferentes dimensdes, aspectos,
propriedades e procedimentos dados em cada um desses contextos, ampliando os estudos
ocorridos com a mobilizagcdo dos modelos concretos. Essas situagdes auxiliam no trabalho
de explicitar ‘onde’ ¢ ‘como’ ha possibilidade de se determinar a existéncia dos numeros
inteiros negativos, novamente, além dos modelos concretos. Todavia, a partir do consenso
do grupo, podemos prever que a variedade e as variaces desses contextos, concretos e

internos a propria matematica, auxiliardo em uma aprendizagem mais aprofundada dos

inteiros relativos. M 1.5 — Fim.

M 1.6 — Situagdo Fundamental:

Ressaltamos que a concepcao trazida nos contextos anteriores foi gerada a partir
do conceito de situacdo fundamental para os inteiros relativos. Cid (2015), em sua tese,
pautada nos estudos de Brousseau (1986), descreveu uma situacdo fundamental'® para
esses numeros. Nesse sentido, algumas atividades discutidas com os professores foram
desenvolvidas e adaptadas por meio dessa situacdo fundamental. Logo, o
desenvolvimento do primeiro bloco dessa proposta esta fundamentado nessas
concepcdes, sendo que muitas das atividades construidas se deram a partir de adaptacdes
das de Cid (2015) e Berte et al. (2008). Cid (2015) afirma que,

O que nos permite caracterizar esta situacdo como uma situacdo a-
didatica é o fato de os alunos terem conhecimentos antigos, o calculo
aritmético, que lhes oferece uma estratégia basica para enfrentar a
situacdo, mas a presenca das letras os obrigard a modificar o dito
estratégias, movendo-se em varios estadgios de um céalculo entre

119 Retornar a pagina 159, Diagrama de Acdes, clique aqui.
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nimeros sem determina¢do a um calculo entre nimeros positivos e
negativos. Por exemplo, no problema
Laura levou seus tazos para a escola para jogar varios jogos. No
Primeiro ele perdeu 9 tazos e no segundo ele ganhou 7. Quantos
tazos ele tinha sobrando, depois de jogar?
0s alunos ndo tém dificuldade em dar as respostas para ‘a —9 + 7’ ou
‘a—2’, mas estabelecer a equivaléncia entre essas duas respostas requer
assumir gue "subtrair 9 e adicionar 7 equivale a subtrair 2", o que
implica passar as adi¢des e subtracdes entre nimeros sem determinar a
composicao das traducgdes. (CID, 2015, p. 269, tradugdo nossa)'.

Em nosso caso, segundo as concepcles discutidas com os professores, ndo ha
intencdo ainda de se explorar a insercdo de letras, e sim, estudar as ideias dos nimeros
inteiros negativos. No exemplo do excerto, oralmente, em outros contextos, ‘traduzir’ as
situagcBes com numeros inteiros relativos.

Algo tratado com mais cuidado no grupo de estudos foi o fato de que para cada
propriedade ou procedimento mobiliza-se um modelo diferente, caracteristica peculiar
dos modelos concretos. Por exemplo, para adicionar e subtrair inteiros relativos mobiliza-
se a regra do jogo dos palitos coloridos. J& para as multiplicacdes, a regra é modificada,
além da ideia anterior, acrescenta-se a interpretacdo de uma multiplicagdo. Para ‘3. (—2)’,
interpreta-se como a adig¢@o de ‘3’ grupos de ‘2’ palitos pretos, ou seja, ‘6’ palitos pretos
ou ‘— 6. E, para ‘(- 2). 3°, a retirada de ‘2 grupos’ de palitos vermelhos, ou seja, ‘— 6’.
Assim, para esses trés exemplos, temos trés regras diferentes para serem aprendidas,
aumentando as dificuldades de aprendizagem, sendo que, na proposta alternativa as
vigentes tentamos “evitar” essa diversidade de regras.

Nesse sentido, para a construcdo da proposta de ensino, pensamos para o primeiro
bloco variar os contextos que podem ser representados por inteiros relativos, cuidando
para nao propor situacdes de mudanca de regras ou insercdo de novas. A intencdo foi de
construir situagdes ‘gatilhos’, geradoras de discussdes sobre o estudo de novos numeros,
propiciando principalmente a construgdo do status de niimero para esse novo ‘ente’
matematico. Compreender os inteiros negativos como sendo numeros foi uma das

dificuldades debatidas em nosso grupo e presentes no rol daquelas mais evidentes nas
salas de aula. M 1.6 — Fim'2,

Para o segundo bloco, partimos das discussfes sobre a mobilizacdo dos nimeros

inteiros relativos como representantes de algumas expressdes ou situagdes, enfatizando

120 para ir & My Inicio, clique aqui.
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que eles também podem representar as solugdes de algumas operagdes e de alguns
problemas, dando continuidade aos estudos iniciais desses novos numeros.

Novamente 0 grupo pensou em situagdes motivadoras, nesse caso, mais focadas
nos contextos matematicos, discussdes sobre as propriedades associativa, comutativa,
elemento neutro, entre outras. O papel do professor sera o de motivar seus estudantes pela
busca de formas alternativas de resolucéo dos problemas. Essa pratica ndo € muito comum
nas salas de aula e serda um procedimento muito importante para a sequéncia da proposta,
como veremos mais adiante. Apresentamos um exemplo de atividades motivadoras:

Uma estudante vai ao supermercado e compra dois produtos para sua mae: um
pacote de arroz ‘Eme’ a R$12,75 e um pacote de feijao ‘Xis’ a R$4,25. No autofalante
do supermercado é anunciada uma promogado, ‘leve um pacote de arroz ‘Eme’ e um de
feijdo da marca ‘Xis’ para ter um desconto de R31,50 sobre o prego do pacote de feijdao’.
Diante dessa situacéo, calcule o preco total que a estudante devera pagar, ja com o
desconto, pois ela comprou os produtos da promocao. Realize esse calculo de duas
maneiras diferentes e, em cada forma, represente os célculos por meio de expressdes
numeéricas. Possiveis solucdes seriam as seguintes expressdes:

(12,75 + 4,25) - 1,50’ ou “12,75 + (4,25 — 1,50)".

SituacOes desse tipo podem propiciar a organizacdo de solucGes diversificadas,
ora por diferentes procedimentos, ora por formas mais eficientes, alem da mobilizagéo
das propriedades, no caso do exemplo, a associativa.

Com as atividades motivadoras, pode-se a mobilizacdo de algumas propriedades
e procedimentos da propria matematica. Apesar de 0s contextos serem concretos, 0
tratamento dado aos nimeros inteiros negativos serd pela compreensdo dos aspectos
matematicos que fundamentam algumas operacdes e procedimentos.

Salientamos que todos esses contextos sdo para justificar que alguns problemas
gerardo o estudo de novos numeros, solucBes de problemas cotidianos e daqueles dos
contextos internos a matematica. Portanto, para enriquecer as discussfes do grupo de
estudos, foram abordadas algumas atividades do material escrito por Berte et al. (2008).
E, algumas delas foram pensadas como representantes da proxima etapa do segundo

bloco:

Resolver as operacOes a seguir. (Os professores podem desafiar seus estudantes

a mobilizar as ideias das situa¢des motivadoras, justificando suas respostas).
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X. 16+ ............ =61
Xi. 9+ (7-9).= 7
Xii. 4+ ... =1
Xiii. 8+ o = 4

O foco dessas atividades estd na construcdo de justificativas para os resultados
encontrados, nesse caso, mobiliza-se a operagdo inversa da adicdo, bem como a
propriedade associativa. Simulando os cenérios de uma sala de aula, as duas primeiras
podem ser resolvidas mentalmente, porém, para as demais Serd necessario a
representacdo de uma operagdo. Para a primeira expressao, a solu¢do, o numero ‘30°,
poderia ser representado pela subtragdo ‘34 —4’, realizando as substituigdes como forma
de verificar se realmente ‘30’ seria a solugdo (algo que os estudantes ja sabem). A
mobilizacdo das propriedades seria 0 foco da aprendizagem nesse momento. Como

vimos na resposta que explicitou a proposta de ensino dos autores Berte et al., (2008), a

substitui¢do de ‘34 — 4’ resultaria na seguinte solugao:
substituindo a expressdo ‘34 —4"em ‘4 + ... = 34°, obtemos
4 + (34 — 4) = 34; propriedade associativa
(4 + 34) — 4 = 34; propriedade comutativa
(34 + 4) — 4 = 34; propriedade associativa
34 + (4 — 4) = 34; elemento inverso
34 + 0 = 34; elemento neutro
34 =34
Logo, 34 — 4 = 30 é solucéo.
Um novo procedimento sera criado, interpretar o significado da expressédo
34 =34’

Assim, obter uma igualdade verdadeira ¢ o que confirma que ‘34 — 4’ ser a
solucdo. Outro aspecto interessante sera representar o numero ‘30’ pela subtragdo ‘39 —
9’ ou pela adigdo ‘27 + 3’. Ambas se fossem substituidas na expressdao ‘4 + ... = 34’
resultariam em ‘34 = 34’, comprovando que tanto a adi¢do quanto a subtrag@o, pensadas,
sdo solugdes. Essa forma de verificar se as solugdes estdo ou ndo corretas tem um carater
mais algébrico.

Nas Ultimas atividades, a mobilizacdo do procedimento da operagéo inversa, por

exemplo, para o item “Xi”, ‘7 — 9’ sera a solug@o. Porém, surge um questionamento, qual
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0 numero que € solucao dessa subtracdo? Pelas atividades anteriores é possivel justificar
que ‘7 — 9’ sera uma solugdo? Essa subtragdo pode ser representada por um ndmero?

Outro questionamento importante: ‘2 — 4’ ou ‘3 — 5’ sdo solugdes? E mais, quais
0s nuameros que elas representariam? Vale ressaltar que as justificativas para essas
técnicas se dardo pelos exemplos das situagdes motivadoras, como podemos verificar
nos paragrafos anteriores.

Outro fato relevante é a ideia do sinal de ‘+’, nessa parte introdutoria, como
sugerido pelo grupo de professores, deve-se manté-lo apenas com o status de operacao.
Pensando em ndo criar uma situacao de rompimento total dos conceitos que se tinha com
0s nimeros naturais. Percebe-se que a maior preocupacao é a de evitar que os estudantes
tenham que simplificar, por exemplo, ‘(+ 3) + (+ 5)’. Nesse caso, eles podem, pelo
numero excessivo de regras, ndo reconhecer que essa expressao pode ser substituida por
‘3 +5’. Sendo assim, nos limitamos a compreensdo dos trés estados interpretativos do
sinal de menos.

No proximo procedimento, eles devem verificar em quantas unidades (em
maodulo) resulta a diferenca entre as medidas finais e iniciais. Os valores |2|, |4| e 4]
serdo encontrados pelos estudantes e, provavelmente, de forma oral eles dirdo ‘menos’
duas unidades, ‘menos’ trés e ‘menos’ quatro unidades. Assim, o desafio € o de transpor
da linguagem materna para a matematica.

Pensou-se também no momento para se treinar a técnica e as conjecturas
construidas, bem como a insercdo do conceito de oposto, ferramenta para a técnica da
subtracdo entre inteiros relativos:

Resolva as seguintes operacfes. Em seguida, descreva como foram resolvidas

as operacoes.

i. 16+ ...=61 .+ 54=71 ... +45=81
ii. 38+..=85 ...+30=34 50+ 15=...
iii. 18+ ...=58 M+12=... 5 +...=0
iv. 8 +...=0 w.+7 =0

Diante dessas atividades, algumas perguntas podem surgir: como mobilizar ou
como explicar as ideias das situagdes motivadoras durante a realizagdo dos itens
anteriores? Como justificar essas respostas? ‘0 — 5°; ‘0 — 8’; ‘0 — 7’ sdo solugdes e
representam que nameros? Como verificar que os inteiros relativos podem ser entendidos

como classes de equivaléncia de pares de inteiros, pares ordenados? Por exemplo, 0
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numero negativo, ‘— 2’, pode ser representado pelos pares ordenados (0, 2); (1, 3); (2, 4);
(8, 10), ...

Podemos acrescentar a essa dificuldade o fato de que o contrato didatico usual
ndo prevé que os estudantes justifiquem ou descrevam sua argumentacéo, eles nao estao
acostumados com essa pratica. Neste cenario, alem de motivar os estudantes e mostrar a
eles os ‘sentidos’ de realizarem tal tarefa, h4 possibilidade, se obtiver éxito, de tentar
compreender algumas das relag¢fes dos alunos aos objetos do conhecimento e algumas de
suas dificuldades, permitindo-lhe refletir sobre as técnicas mobilizadas para busca por
outros caminhos que possam auxiliar a introducdo dos inteiros relativos em um contexto
interno & prépria matematica, atribuindo-lhe o status de nimero, buscando expressa-los
por diferentes representagcdes ou operacdes.

No segundo bloco, ha proposic¢do de varias técnicas a serem estudadas pelos

alunos, dadas por situacdes como do exemplo a seguir:

Resolver algumas adic¢des, em seguida, destacar os resultados que s&o positivos.
i 7+(-4)=7-4=3.

Uma possivel solucdo para essa operagdo seria

7+ (4-28) (classe de equivaléncia de ‘— 4”)
(7+4)-8 (propriedade associativa)
11-8 (resolvendo a expressdo numeérica)
3 (resultado final)

Outra solucéo seria mobilizar 0 — 4 = — 4, assim,

7+((0-4) (classe de equivaléncia de ‘— 4”)
(7+0)-4 (propriedade associativa)
7-4 (verificarque 7 + (—4) =7 - 4)
3 (resultado final)
ii. 12+ (-5)
iii. 54+ (-29)
iv. —35+68
v. =17+ 21

Essas adi¢Ges possibilitam a mobilizacdo de uma nova escrita, podendo substituir

a adicdo de um numero inteiro negativo pela subtragdo de um nimero natural, propiciando
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um aprofundamento, dado pelas conjecturas a serem construidas, que por sua vez,

justificadas pela mobilizacdo das propriedades ja aprendidas, como no exemplo anterior.

Outro exemplo retirado da proposta de Berte et al. (2008),

Complete a tabela a seguir:

) . Resultado do | Resultado do dia Um~a
Jogo matutino | Jogo vespertino di , operacao que
ia com um ndmero .
resuma o dia
) Ganhou 18 _
Ganhei 10 bolas | Ganhou 8 bolas bolas 18 10+8=18
Perdeu 8 bolas | Ganhou 12 bholas
Perdeu 6 bolas Perdeu 5 bholas -11
Ganhou 5 bolas | Perdeu 8 bolas
Ganhou 9 bolas | Perdeu 9 bolas
Perdeu 4 bolas | Ganhou 0 bola
Ganhou 0 bola Perdeu 5 bolas Perdeu 5 bolas -5 0-5=-5

O objetivo dessa atividade é o de propor uma revisdo dos principais

procedimentos ensinados e discutidos, pois traz a tona a passagem da escrita da

linguagem materna para a linguagem matematica, além dos significados e das

interpretacdes das quantidades negativas e a escrita das operacOes e das expressdes que

as representam.

M Cs - Mesclando temperaturas e oposto, comparando e calculando??!:

Até esse momento ndo foi trabalhada adi¢fes cujos resultados sdo numeros

negativos; esses tipos de solucdes se deram apenas para as expressodes, ‘7 + ... =3’ em

que uma possivel solucdo seria ‘3 — 7’ ou ‘— 4’. Outro exemplo de mobilizagdo dos

nameros inteiros negativos foi adicionando um nimero positivo e um negativo,

7 + (- 4), incluindo as ideias de nUmeros opostos,

‘— 4’ pode ser representado por ‘0—4’,

resultado da operagdo: ‘4 + ... = 0, procedimentos anteriormente estudados,

4+ (0—4) =0, associativa,

‘(4+0)—4 =0, elemento neutro,

121 Descrevemos nossas agdes por meio de um Diagrama de Acdes, que juntamente com o mapa de questdes
e respostas, nos auxiliou na apresentacdo do Modelo Epistemolégico de Referéncia e da proposta de ensino
alternativa construida junto com o grupo de estudos. O inicio de cada atividade sera identificado por “Xn”

e o fim “Xn - Fim”.

Para retornar & MCs — Inicio, clique aqui.
Para retornar a pagina 163, Diagrama de Acdes: ..., cligue aqui. Ressaltamos que, as a¢des do Diagrama
estdo descritas no decorrer do relatério de tese, por isso, os links direcionando para os demais locais.
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‘4 -4 =0, explicitacdo da propriedade do elemento simétrico.
Na sequéncia da proposta, procedimentos, que em parte j& foram explorados,

podem favorecer a compreensdo da ideia de nimeros simétricos:

i. A partir do nimero 12, subtraia 3 unidades. Agora, subtraia novamente 3
unidades a partir da solucéo encontrada, repita a subtracéo de 3 unidades pelo menos
mais 4 vezes. Escreva os numeros encontrados e descreva os procedimentos realizados.

Ha possibilidade de representar os nimeros encontrados em um esquema:
2-3=09;

[
o wo

-3
-3-3=-6
Logo, a sequéncia encontrada serd 9, 6, 3,0, -3, -6, ...

O wo O

-3
-3
-3
-3

Essas atividades tém por objetivo explorar a ideia de existéncia dos numeros
inteiros negativos, assim, pode-se verificar se os estudantes compreenderam a existéncia
dos inteiros negativos e se conseguem mobilizar os procedimentos para operar com esses

ndameros.

ii. O desafio do numero inteiro negativo oculto para se introduzir os conceitos de
comparacao entre inteiros relativos. Por exemplo, o professor registra em um papel, que
somente ele tem acesso, o numero — 85°, em seguida os estudantes tentardo adivinhar o
valor desconhecido, registrado no papel. O professor falara a cada estudante se o valor
dito € maior ou menor do que aquele que esta oculto. Os alunos terdo que se atentar a
todas as jogadas para encontrar a solucdo. O professor pode desafia-los a registrar as
tentativas em uma reta numérica coletiva, procurando por descricdes e pensamentos
acerca de como os alunos organizaram estratégias para encontrar o numero
desconhecido.

O trabalho com a reta numérica é uma possibilidade para institucionalizagdo de
algumas formas de resolugdo. A determinagdo de regras para comparar ou para ‘marcar’
nameros inteiros negativos da reta numérica também podem ser objetivos de ensino. A
mobilizacdo de nUmeros maiores ou numeros decimais também podem auxiliar no
desenvolvimento da compreensdo da comparacdo dos nimeros negativos. Esses aspectos

finalizam o segundo bloco.
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Apbs os dois blocos!?

, No terceiro propomos um trabalho voltado para a
mobilizacdo dos conceitos de temperatura e das operagdes envolvendo variagdo de
temperaturas. O estudo foi organizado em torno de trés grandes questdes: Como comparar
temperaturas? Como calcular variacbes de temperatura? Como calcular com
temperaturas?

Alguns contextos construidos se deram pela mobilizacdo de termémetros. Um
ponto chave sera o de ordenar os inteiros relativos com as ideias de ‘mais quente’, ‘mais
frio’, que se assemelham as ideias ‘de mais alto’, ‘mais baixo’ e permitem, segundo Berte
et al. (2008), evoluir nas representacdes da nocdo de ordem evitando a armadilha
semantica, maior e menor.

No entanto, segundo Cid (2002, 2015), podemos identificar dois problemas:
primeiro, os modelos concretos funcionam por analogia, ou seja, 0 comportamento do
modelo é mostrado e, em seguida, diz-se que 0s conceitos dos nimeros inteiros tém
procedimentos semelhantes; segundo ‘ser mais frio’ significa que a temperatura diminuiu.
Logo, pode-se pensar que mais frio € maior, relacionando com aumento do frio. Nesse
caso, 0 problema ndo estd somente com a multiplicacdo, mas também na ideia de ordem
dos inteiros.

Contornar esses problemas sera um dos desafios, pois, de um lado, mobilizar
apenas conteudo internos a prépria matematica, segundo os resultados apresentados pelas
discuss@es do grupo de estudos, apresenta enormes dificuldades aos estudantes, por outro
lado, segundo Cid (2002, 2015), a mobilizacdo dos modelos concretos também gera
obstaculos a aprendizagem. Assim, utilizando esses contextos trataremos de forma mais
especifica os possiveis problemas de aprendizagem com os estudantes. A tentativa foi a
de usar os modelos concretos para os estudos de algumas propriedades, bem como a
criacdo e a verificacdo de algumas regularidades.

A organizacdo desse bloco teve por objetivo propiciar aprofundamentos, validar
0s resultados estudados e 0s que serdo ainda introduzidos. No entanto, essa etapa esta
fundamentada e indica que o conhecimento dos diversos aspectos, dimensbes e

dificuldades sdo fundamentais, o que coaduna com o argumentado por Borba (2009).

122 Nesses dois blocos, trabalhamos com expressdes na linguagem materna que foram traduzidas para a
linguagem matematica, mobilizando nimeros ainda desconhecidos. Na sequéncia, esses nimeros foram
identificados como solugdes de problemas, com situagdes internas a propria matematica e com algumas
operagBes. Avancando para o estudo de algumas propriedades dos inteiros relativos: simétricos/opostos,
comparacao, médulo/valor absoluto e reta numérica.
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Dessa forma, temos ferramentas potentes para transpor os problemas que interfeririam na
aprendizagem dos estudantes.
Um exemplo de exploracdo das ideias de temperatura é o estudo de reportagens

sobre 0 assunto:

EUA: recorde frio em Nova York, mais voos cancelados - 8 de janeiro de 2014, 8:50
A maior parte do territdrio dos Estados Unidos e do Canadé ainda est& tremendo sob o efeito de uma onda
histérica de frio que se move para o leste. As autoridades americanas e canadenses em todos os lugares
alertaram o publico que as temperaturas, combinadas com 0s ventos tempestuosos, poderiam ser mortais.
"Estamos pedindo as pessoas que sigam em seguranca e sigam as instrucdes das autoridades locais", disse
0 porta-voz da Casa Branca, Jay Carney. Nova York registrou terca-feira suas temperaturas mais baixas

para um 7 de janeiro por mais de 100 anos. Foram -15,5 ° C no Central Park na manha de terca-feira,

onde o recorde anterior de 7 de janeiro foi de 1896, com -14,4 ° C. A temperatura na cidade ndo excedeu

-10 ° C durante todo o dia, com uma sensacéo de -22 ° C. "Pe¢o a todos 0s nova-iorquinos para ficar em
um lugar aquecido, para evitar a hipotermia, congelamento e outros problemas que possam colocar em
risco a sua saude", insistiu o prefeito de Nova York, Bill de Blasio. Mas é o meio-oeste que foi mais afetado.

Em Embarrass, Minnesota, registrou-se - 37 ° C, recorde de terca-feira para todos os Estados Unidos. Um

total de pelo menos 49 cidades quebrou um recorde de frio em 7 de janeiro, incluindo a Filadélfia (-15,5 °

C) ou Baltimore (-16,1 ° C). Mais ao sul, Atlanta, onde estava mais frio que em Anchorage, Alasca,

enfrentou -14,4 ° C, pulverizando um recorde que remonta a 1970. A temperatura méxima anunciada terca-
feira foi de -14 ° C em Chicago (-28 ° C) e -7,7 ° C (-12 ° C) em Nashville, Tennessee (sul). As escolas

foram fechadas em Minnesota, Chicago, Atlanta e Nashville em particular, por causa do "vortice polar":

ventos frios do Polo Norte devido a um enfraquecimento da corrente de jato quente.

O objetivo dessa atividade é o de explorar algumas regularidades, utilizando os
novos nameros no dia a dia, identificando novas propriedades atribuidas a eles.

a) Qual foi a temperatura em Nova York em 7 de janeiro? Qual ¢é a diferenca de
temperatura entre este novo recorde de frio e o anterior? Alguns desafios podem ser
propostos, buscando as ideias de diferenca, por exemplo:

b) Qual foi a temperatura maxima em Nova York em 7 de janeiro de 2014? Que
diferenca tem com a temperatura sentida? Como vocé explica a diferenca entre a
temperatura "real" e a temperatura "sentida"? Os calculos das variacdes de temperatura
podem ser realizados por meio do uso de outros procedimentos ao inves dos algoritmos.

f) Em que cidade dos EUA faz mais frio? g) Classifique as cidades dos Estados
Unidos cujas temperaturas sdo dadas em 7 de jan., do menos frio aos mais frios.
Importante que os estudantes terdo que comparar as temperaturas por meio do uso reta

numeérica, fundamental, observar e debater as estratégias mobilizadas pelos alunos.
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h) Quais informaces estdo contidas neste texto? Pode-se propor a elaboragdo
de outros questionamentos sobre os dados? O que sdo termometros? Para que servem?
Tipos? Construgdo? Como calcular a variagdo de temperaturas nesse instrumento?

Pode-se propor outros desafios como, no tubo de um termdmetro foram marcadas
as temperaturas 0 e 50. A distancia entre as duas marcas € de 10 cm. Construa uma reta
numérica (graduacdo) em graus que possa ser deslizada e colada no tubo.

Definir temperaturas no seu termémetro:

Aumento de... ° a partir de... °

Qual ¢é a nova temperatura?

Construa um termdmetro cuja distancia entre nas graduagodes -25° e 35° tém 7 cm
de comprimento.

Procure em termdmetros comuns dimensdes e amplitudes de sua graduacéo. Vocé
saberia como fazer suas marcacgdes?

O desafio sera a confeccdo da reta numérica, determinando cada uma das
graduacdes (marcacBes) que hd na reta colada no termdémetro. Nesse caso, gerir as
questdes para os estudantes de forma que consigam chegar as solugdes também sera um
obstaculo apresentado aos professores.

Outro exemplo de exploragdo dos demais procedimentos com os inteiros relativos
seria pesquisar e analisar a previsdo do tempo de algumas cidades. Possiveis
guestionamentos e conceitos a serem desenvolvidos:

Qual cidade tera o dia mais quente? Qual cidade tera o mais frio?

Qual dia tera a temperatura mais baixa? A diferenca é muito grande? E para a

sexta-feira? Novamente, a diferenca de temperatura é grande? E, para o sabado?

Nesse caso, o desafio seria determinar o significado atribuido as expressdes ‘mais
quente’ e ‘mais frio’, ‘mais baixa’, bem como se a existéncia ou ndo da diferenca de
temperaturas serd identificada. Articulando todos os conceitos ja estudados com o0s

calculos da diferenca, pode-se introduzir as ideias das operacdes com o0s inteiros relativos.
Para cada cidade, compare a amplitude térmica por 24h de um determinado dia.

Como essas informacOes podem ser interpretadas? Como esses dados devem

variar para outros dias da semana?
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O objetivo sera de trabalhar as ideias de amplitude térmica tanto oralmente quanto

por escrito, propondo, assim, debates sobre as compreensdes dessa nova comparagao.

Propor uma temperatura média diaria para sexta e sdbado para toda as cidades

identificadas no quadro. Justificar.

Alguns questionamentos possiveis: Nesse caso, como o0s estudantes irdo
interpretar a ideia de temperatura média? Eles devem pesquisar? Consultar o professor?
Seus conhecimentos prévios? Como relacionar com 0s conceitos de distancia? E de
modulo? De simétrico? Ha relacdo entre esses conceitos? Essas e outras indagacdes
podem ser debatidas com a turma, articulando com as demais técnicas ja estudadas.

Calcule a variacdo das temperaturas maximas e minimas entre dois dias da

semana. Que observacdo podemos fazer?

Outros questionamentos: Os estudantes conseguirdo mobilizar os conceitos de
variacdo de forma correta? Como o professor podera intervir nesse momento? Quais 0s
tipos de erros podem aparecer?

Para finalizar esse bloco, ha necessidade de propiciar aos estudantes momentos de
trabalho com as técnicas ja estudadas, nesse caso, mobilizar algumas para formalizar as
técnicas das operacdes com os inteiros relativos. Pode-se indagar ainda sobre a existéncia
de adicGes cuja solucédo seja negativa. Ou passar diretamente uma adigé@o cujo resultado
¢ um valor negativo e, no caso, pergunta-se a maneira de encontrar a solucdo, por

exemplo, ‘— 8 + 5’. Ou, ainda, propor a resolucdo de algumas expressoes:

Resolva as seguintes operacdes (resolva de duas maneiras diferentes):
a) 1243+ 34-35
(1243 + 34) —35=1277 - 35 = 1242
ou
1243 + (34 —35)=1243 + (0—-1) = 1243 -1 = 1242
ou
interpretar que adicionar 34 e subtrair 35 é o inverso, quando adicionamos 35 e subtraimos
34, ou seja, restara— 1 (primeira) ou + 1 (segunda).

ou ainda
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0 namero (— 1) pode ser o resultado de outras subtracdes, 35 — 36, 36 — 37, 37 — 38.

b) 54 + 34 — 35 c)  387+23-25 d)  387+34-35
€) 1243 + 24 - 25 fy  895+37-38 g)  902+62-63
h) 1000 + 98 — 99 ) 274+ 74-73

Descreva como foram resolvidas as operacdes do exercicio anterior.

O objetivo é a construcdo das ideias das classes de equivaléncia, com pares de
inteiros e da associatividade [(a + b) — c] =[a + (b — ¢)]. Os sinais ‘+’ ¢ ‘-’ continuam
com a ideia de operagdo, com excecao do caso (— 1), ideia predicativa, bem como temos
a antecipacao da mobilizacéo de técnicas para se trabalhar com parénteses.

Outros exemplos

Complete as seguintes frases:

Adicionar 5 e adicionar 2 € 0 mesmo que
Adicionar 5 e subtrair 2 ¢ o mesmo que
Subtrair 5 e adicionar 2 ¢ 0 mesmo que
Subtrair 5 e subtrair 2 € 0 mesmo que: Subtrair 7 ou — 7.
Descreva uma possivel regularidade observada.

Resolva as seguintes operacgdes. Em seguida, descreva como foram resolvidas as

operagoes:

a) 3517 pode ser resolvida normalmente.
b) 23 - 48 equivalea0—-25=-25

c) 34-26

d) 48 — 72

O objetivo é o exercicio das técnicas ja estudadas: classes de equivaléncia,

operacgdo inversa e oposto, bem como outros procedimentos que possam surgir das
discusses entre os alunos da turma. M Cs — Fim.

Semelhante ao trabalho realizado para as operacfes de adicdo e subtragéo,
consideramos que o0 contexto para se trabalhar as operacdes de multiplicacdo e divisdo
deva se dar por conjecturas construidas por meio da resolucdo de algumas atividades
aritméticas, além da mobilizacdo de algumas propriedades e a definigdo de multiplicacéo
como adicédo de parcelas iguais. Esse cenario € pensado para complementar as possiveis
lacunas existente no Modelo Dominante, que por sua vez, se da pela mobilizacao de jogos,

de contextos concretos e pela apresentacdo das regras diretamente aos estudantes.
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A intencdo apresentada, nessa proposta alternativa, traz algumas dificuldades.
Uma delas, citada pelos professores do grupo de estudos, é que a maioria das praxeologias
mobilizadas no &mbito do Modelo Dominante, dos inteiros relativos, promovem estudos
com as propriedades como memorizagdo de regras, sendo ainda, que a construgdo e o
debate de conjecturas quase ndo ocorrem. Para justificar esse contexto para o estudo
dessas operaces, partimos dos conhecimentos ja aprendidos sobre os inteiros relativos e
dos naturais. Vejamos um exemplo de atividade:

Complete as seguintes igualdades

(=2) +(-2) +(-2) +(-2) =

(=3) +(=3) +(-3) +(-3) +(-3) =

(= 4) +(-4) +(-4) +(-4) +(-4) =

(-5) +(-5) +(-5) + (-5) + (-5) + (-5) =

(-6) +(-6) +(-6) + (-6) + (-6) + (-6) + (-6) =

N+ +EN+EN+EN+EN+ N+ EN + (D) =
(=8)+(=8) + ... +(—8)+(-8) =

100 termos

O0x2=

0x3=

4x0=

0x(-2)=

(3)x0=

O objetivo dessa atividade se da pela mobilizagdo do algoritmo da multiplicacdo
como importante processo para realizar as adices com mais rapidez, dessa forma, inicia-
se a construgdo da “regra de sinais” da multiplicagdao. Nesse caso, as parcelas foram
escolhidas para que haja a construcao de conjecturas sobre os resultados com os nimeros
inteiros relativos. Os célculos iniciais podem ocorrer por meio de adi¢des das parcelas
iguais, ja que todas as adi¢des resultam num inteiro negativo. Outro procedimento seria
a substituicdo das adi¢cdes por uma multiplicacdo correspondente (inteiro positivo vezes
inteiro negativo), cabendo decidir qual deve ser o sinal dos resultados das adi¢Ges ou das
multiplicagdes resolvidas.

Por exemplo, para a adi¢dao dos ‘100 termos’, como as multiplicacdes ‘100 x 8’ e
‘8 x 100’ resultam em ‘800°, deve-se decidir se o resultado de ‘100 x (- 8)’ € positivo ou
negativo. Os resultados das seis primeiras adicdes foram pensados para propiciar a
construgdo da conjectura que ‘100 x (— 8)’ resulta em ‘— 800’ e trabalhar com alguns erros
cometidos pelos estudantes, como ‘mobilizar apenas a regra de sinais das multiplica¢des

para todas as demais operagdes ja estudadas com os inteiros relativos’.
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As multiplicacdes por zero sdo inseridas para o trabalho com algumas
propriedades: elemento neutro da multiplicacéo, qualquer nimero multiplicado por zero
resulta em zero. Portanto, nessas atividades, pode-se trabalhar as multiplicagdes de dois
inteiros positivos e as com um inteiro positivo por um inteiro negativo.

As préximas atividades, exemplificada a seguir, ttém por finalidade concluir a
construcdo da técnica para se multiplicar dois inteiros relativos, agora, inteiros negativos

por inteiros positivos.

Calcule as seguintes multiplicacoes.

5x(-4) 6 X (—5) 3X(-6)
IX(=7) (-3)x6 (-3)x5
~6)x7 (~4)x8 ~2)x4

Se existir alguma regularidade nos valores encontrados, descreva-a.

Para as quatro primeiras atividades, em que o primeiro fator é positivo, pode-se
ainda substituir as multiplicacdes por adi¢cdes de parcelas iguais e mobilizar as técnicas
das adicGes algébricas. Agora, para as demais atividades, em que o primeiro fator é
negativo, deve-se mobilizar a propriedade comutativa para se obter uma operacao
semelhante, em resolucdo, as quatro primeiras. O objetivo sera criar contextos para a
mobilizacdo das propriedades e a construcdo de resultados, por exemplo das seguintes
técnicas:

i. Multiplicacdo de inteiros positivos: procedimento idéntico aos nimeros naturais.
ii. Multiplicacdo de um inteiro positivo por um inteiro negativo: multiplica-se 0s
nameros inteiros sem considerar os sinais, como se fossem positivos,

acrescentando o sinal negativo.

Com objetivo de induzir os estudantes a testarem as técnicas construidas, bem
como o seu alcance, atividades em que algumas multiplicacbes ndo podem ser
substituidas por adicBes de parcelas iguais sdo importantes. E mais, pode-se acrescentar
atividades em que nenhuma das parcelas pode exercer o papel de quantidade de vezes a

ser multiplicado.

Calcule as seguintes multiplicagoes.

2,3x(—4) 6,2 X (—5) (-3)x6,5
3,2X(-5) 6,LX(-7) 3,8X (- 6)
Se existir alguma regularidade nos valores encontrados, descreva-a.
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Uma técnica alternativa para as atividades anteriores € a substituicdo dos numeros
inteiros negativos pelos seus simétricos. Assim, teremos multiplicacdes com inteiros
positivos cujos resultados serdo também simétricos aos das atividades propostas.
Portanto, além das regras ja estudadas, ha o ensino tanto da propriedade distributiva em
relagcdo a adigdao quanto do produto de um niimero por ‘0’, justificando sua validade para
os inteiros relativos, semelhante ao apresentado por Caraga (1951).

Pode-se demonstrar também que ‘2,3 x (- 4) = — 9,2’, mobilizando a ideia de
oposto, como segue: como ‘4’ ¢ ‘— 4’ sdo simétricos, conjectura-se que o resultado da
multiplicacdo desses nimeros por 2,3 também sdo simétricos, ou seja,
23x(—4)+23x4=0’, ouainda, como a distributiva da multiplicagdo em relagdo a
adicdo € mantida, tem-se 2,3x (—4) +2,3x4 =0 (fatorando)

2,3 (-4 +4) =0 (elemento oposto)
2,3 X 0 =0 (multiplicacdo por zero)
0=0

Logo, como o resultado é zero, conclui-se que a conjectura € valida,
consequentemente, o resultado de ‘2,3 x (—4)’ € o oposto de ‘2,3 x 4°, pelo fato de ‘4’ e
‘(— 4)’ também o serem. Outra possibilidade para se demonstrar essa conjectura,
mobilizando as propriedades ja estudadas, seria substituir (—4) por (0 —4). Assim,

2,3 X (—4) (realizando a substitui¢éo)

2,3 x (0 —4) (aplicando a distributiva da multiplicacdo em relacédo a subtracédo)

2,3 x 0+ 2,3 x—4 (multiplicacdo por zero)

0 —9,2 (elemento neutro)

-9,2

Portanto, até essa parte dos estudos, temos técnicas para as multiplicacdes de trés
tipos: 2x3°,2x (-3)’ e ‘(-3) x 2°. Na sequéncia das atividades, havera a construcio da

ultima regras de sinais, ‘multiplicar dois inteiros negativos.

Calcule:
(-3)x(-4) (-6) x (- 5) (-3) X (-6)
(-3)x(-5) (-6) x (=7) (-8) x (- 6)

Se existir alguma regularidade nos valores encontrados, descreva-a.

Em todas as atividades ha estimulos para se construir conjecturas, dadas por meio
de observacoes e registros de regularidades. Sendo assim, pode-se trabalhar com elas, de

forma que a Ultima regra seja construida tambéem.
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Por exemplo, para o exercicio ‘(—3) X (— 4)’, duas respostas possiveis seriam ‘12’
e ‘(— 12)’, bastando, assim, decidir qual das solugdes é a correta. Dos resultados
anteriores, sabe-se que
‘12=4x3e“(-12) = (-4)x 3 ou ‘4 x (- 3)’
Mobilizando a demonstracdo realizada anteriormente, adicionar um numero

oposto, decide-se qual dos resultados é o verdadeiro.

1°caso: Se (=3) x (—4)’ for igual a ‘12’:
[(-3) x (—4)] + [(—4) x 3] = 0 (distributiva em relacdo a adi¢ao)
—4 X [(~3) + 3] =0 (elemento oposto)

— 4 x 0 -=0 (multiplicacéo por zero)
0 =0 (a soma de opostos resultou em zero).
Como chegou-se a uma igualdade verdadeira, a conjectura esta demonstrada. E,

para o caso ‘4 x (—3)’ o procedimento ¢ semelhante.

2°caso: Se ‘(=3) X (—4)  foriguala —12°:
[(=3) x (—4)] + (4 x 3) = 0 (Propriedade associativa)

Nesse caso, colocar um fator em evidéncia, técnica ja mobilizada ndo é uma tarefa

tdo obvia. Sendo assim, a sugestdo é: para resolver essa atividade teremos que avancar
para a proxima tarefa: “multiplicar inteiros relativos por — 1”. Dessa forma, como temos
uma conjectura validada'?, segue-se para as proximas técnicas. A conjectura validada é:
a multiplicagdo de dois inteiros relativos resulta em uma solugdo positiva.

Portanto, as técnicas construidas com as atividades anteriores podem, assim, ser
resumidas: para multiplicar dois inteiros relativos, consideramos os valores em modulo
para o calculo do produto e para determinar o sinal, seguimos:

v O produto de dois inteiros positivos é sempre positivo.
v O produto de dois inteiros negativos € sempre positivo.

123 Qutra forma de validar a conjectura, ‘(=3) X (- 4) = 12"

(4 x(=3) (Usando os estudos das multiplicacdes por zero)
(-4)x(0-3) (Distributiva da multiplicacdo em relacdo a subtracéo)
(—4)*x0-(-4)x3 (Multiplicacdo por zero)

0—-(-12) (Elemento Neutro)

[12 - (- 12)] - (-12) (Associatividade)
12— [(- 12) - (-12)] (Oposto)

12-0

12.
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v O produto de dois inteiros, sendo um negativo e outros positivo, ou um
positivo e outro negativo, é sempre negativo.

Vale observar que para essas técnicas, mobilizou-se o termo “em modulo”,
claramente construida pelo professor que estiver dirigindo os processos de ensino. Pode-
se mobilizar outras expressdes até o0 momento de formalizacdo de todos esses conceitos,
por exemplo, valor numérico, parte numérica, a distancia a zero, mas provavelmente,
incidirdo problemas semelhantes aos estudantes, para a compreensdo das técnicas
aprendidas.

Como ja anunciado, passamos para a proxima atividade, multiplicar inteiros

relativos por ‘(— 1)’, uma outra forma de determinar o oposto.

Calcule

(-1)x3 (1) x4 (1) x5 (-1)x6
(-1)x(-4) (-1) x (-9) (-1) x (- 6) (-3,2)x(-1)
7,6 x(-1) (1) x(-1) (-1) =0 (-1 x1

Existe alguma regularidade nos resultados dos produtos desses nimeros por — 1?
Se houver, descreva-a.

Para a resolucdo dessas atividades, espera-se a mobilizacdo das técnicas ja
estudadas, principalmente, a que trata do “produto de dois inteiros, sendo um negativo e
outro positivo”. Espera-se também a construcdo da conjectura que o resultado de todos
esses produtos trata do oposto dos numeros multiplicados por (- 1)’. O trabalho em grupo
e as discussdes sdo importantes para levantar elementos que favorecam a confirmacao ou
ndo das regularidades observadas. Em outras palavras, ha necessidade de testar, validar e
demonstrar as conjecturas construidas.

Para a construcdo da demonstracdo, pode-se trabalhar com todas as hipoteses
levantadas pela turma, encaminhando as discussfes por meio dos debates e das novas
questBes levantadas. Assim, uma conjectura que pode ser construida é a seguinte:

se 0 nimero inteiro € positivo, seu produto por ‘(— 1)’ serd negativo, e também o
seu oposto. E, se o numero inteiro for negativo, seu produto por ‘(— 1)’ sera positivo, e
também o seu oposto. Portanto, o produto por ‘(— 1)’ por um numero inteiro, sempre
resultara no seu oposto/simétrico.

Para mostrar que essa conjectura € valida, adiciona-se o numero qualquer, ‘x’ ao
seu oposto, ‘x x (-1)’, verificando se o resultado sera zero.

X X (=1) + x = 0 (elemento neutro)

X X (=1) + x x 1 = 0 (associatividade)
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X X [(-1) + 1] = 0 (Oposto)

x X 0 =0 (multiplicagéo por zero)

0=0.

Portanto, x e X x (—1) s@o opostos.

Nas atividades propostas e nas conjecturas construidas e verificadas, surgiram as
ideias dos diferentes significados do sinal de menos, representando uma subtragéo, ou
que um inteiro relativo é negativo, ou ainda o oposto de um inteiro relativo.

Dentro do planejado para o trabalho com as operagdes de multiplicacéo e diviséo,
pensou-se em atividades com diversos contextos, principalmente as internas a
matematica. Sendo assim, outro exemplo € uma espécie de visualizacdo geométrica da

ideia de opostos.

)

@ (e B’ A

Para a construcdo desse esbocgo, partiu-se do ponto A de abscissa ‘1°, reta d,
ligando-o ao ponto A’, de abscissa ‘—1°, reta d’. Semelhantes as demais atividades, essa
também sera potente para se produzir conjecturas que verificadas permitem os estudos
dos conceitos de oposto, de reta numérica e de valor absoluto. Nesse sentido, cria-se uma
visualizacdo geométrica da ideia de oposto, construidas a partir da multiplicacdo de um
numero inteiro relativo por ‘—1°.

Nesse ponto da proposta de ensino, vé-se a necessidade de mobilizar algumas
ideias do ensino da algebra escolar, como a nocao de incognita. Assim como € importante
0 movimento de construir os resultados estudados, o treino e a aplicacdo das técnicas
também sdo fundamentais. Chevallard (1999) destaca entre 0s seis momentos de estudo,
um justamente para essa finalidade. Sendo assim, apresenta-se alguns exemplos que
foram pensados para as discussbes com os professores do grupo, porém, com o
encerramento dos encontros, ndo foram debatidos diretamente com eles. Nas atividades,

evidencia-se os aspectos que foram tratados com o grupo de estudos.

Atividades

1. Existem trés nimeros cujo produto resulta em —700°?
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Duas possiveis solugdes numéricas: ‘5 x 2 x (— 10)’ ou ‘(—10) x (—10) x (— 1)".

Algumas expressdes algébricas que generalizam a solucdo da atividade:

ax2xbx(-5)xc

ax(—6)xcxb

(-a)xbxc

(-a)x(-b)xc

O objetivo das duas ultimas expressdes serd de se reinvestir na técnica de
multiplicag@o por ‘— 1°, pois nesse caso, especificamente, trata-se da ideia de oposto, um
dos trés significados ja estudados.

Uma variagdo dessa atividade, mobilizando todas as operacdes ja estudadas pode
ser a seguinte:

1.1. Com os numeros —4; — 1; 2; 3; — 10; — 6 encontre — 100.

Para a resolucdo ndo sera necessario mobilizar todos os nimeros, podendo
mobilizar uma, duas ou trés das operacGes ja estudadas (adicdo, subtracdo e
multiplicacdo). Pode-se encontrar uma solu¢ao positiva, ‘100’°, nesse caso, a técnica de

multiplicagdo por ‘— 1’ pode ser utilizada também.

2. Sabendo que, a = (— 3) e b = (— 4), calcule as seguintes expressoes
algébricas, substituindo as incognitas pelos seus respectivos valores numéricos.
a+b; a—b; ab; a2=axa;
- a; 2a; 2a+3b+7 -b

A solugdo ‘— (-3)’ da atividade ‘— a’, causara algumas dificuldades, exigindo o
uso da associatividade, a multiplicagdo por ‘— 1’ e o significado de oposto do sinal de
menos. Outra dificuldade que deve ser debatida é a mobilizagdo ou ndo do sinal de
multiplicagdo, ou seja, para o exercicio ‘ab’, os estudantes devem compreender que se
trata de uma multiplicacdo, mesmo na auséncia do sinal indicativo dessa operacéao.

A partir deste ponto da proposta de ensino, o objetivo sera a construcdo da regra
de sinais para a divisdo de inteiros relativos. Os contextos serdo semelhantes aos
mobilizados para a operagdo de multiplicacdo. E, novamente, pretende-se evitar a
apresentacdo direta das regras, buscando potencializar a constru¢do de conjecturas,
validando-as ou néo, para entdo, alcangar o resultado de que as regras de sinais da diviséo
seguem a mesma ldgica da multiplicacdo. Atividades do campo da aritmética também

serdo mobilizadas, bem como as ideias das operacdes inversas.
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3. Complete as lacunas:

(-3) x .= (-36) x4 =(-12) (2)x..=18
.. % 5= (- 15) (-10)x..=3 C2)x..=(7)
4x .. =(-4) (- 6) x ... = 12 9)x..=(-9)

Existe alguma regularidade nos resultados? Se houver, descreva-a.

Espera-se que nessas atividades, sejam mobilizadas as regras de sinais da
multiplicacdo para se determinar o sinal dos nimeros que completardo as lacunas. Porém,
antes da determinacao do sinal do resultado, necessita-se mobilizar a ideia de operagédo
inversa da multiplicacdo. As atividades podem ser realizadas em duplas ou trios, para que
as conjecturas construidas possam ser validadas e divulgadas para os demais. Vejamos
um exemplo:

Para o primeiro exercicio, uma possivel solucao seria,

(—3) x ... = (- 36) (operacado inversa)

(—36): (— 3) = .12 (Deve-se pensar que, se o resultado de um inteiro negativo por
‘— 3’ resultando em um inteiro negativo, entdo, esse inteiro relativo deve ser positivo.
Esse resultado deve ser deduzido pelas regras ja construidas para a multiplicacdo de
inteiro.)

Sendo assim, para a maioria das atividades, as solugdes séo inteiras, obtidas por
meio das divisdes, sendo os sinais definidos pelas regras da multiplica¢do. Generalizando,
pode-se conjecturar que a regra de sinais da divisdo de dois nimeros inteiros relativos é
igual a da multiplicacéo.

Para as trés Gltimas atividades, a solucdo ndo € um decimal, encontramos as
dificuldades do passo anterior. Porém, para algumas divisbes, os resultados serdo
numeros decimais, o caso dos sinais trabalha-se com a mesma regra, podendo deixar as
divisdes na representacdo fracionaria ou, dependendo do contexto, na representacao
decimal.

Portanto, nesse terceiro bloco, fruto dos estudos e das concepc¢des dadas nos
ultimos encontros realizados com os professores, trabalhamos com as operacdes e com
algumas articulagdes com outras técnicas. Propomos assim, ideias e caminhos possiveis
para se introduzir os primeiros conceitos dos inteiros relativos. Destacamos alguns
caminhos, exemplificamos atividades, todavia, queriamos propor um espaco de
discussoes e possibilidades de estudos por meio da combinagéo de aspectos dos modelos
concretos, presentes no Modelo Dominante ja descritos, com as ideias do modelo
algébrico, porém, aqueles mais proximos da razdo de ser epistemologica dos inteiros

relativos, também descritas no Modelo Epistemoldgico de Referéncia.
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EPILOGO

Mobilizar um modelo de escrita alternativo foi um dos nossos desafios. Os estudos
sobre o Paradigma Questionamento do Mundo, as concepcdes de Percurso de Estudo e
Pesquisa, os debates com a professora Marilena Bittar (minha orientadora) e uma palestra
da professora Mariana Bosch (BOSCH, 2018a) foram disparadores para tal compreensao,
e me permitiram compreender e legitimar o uso de um modelo de escrita, em nosso caso,
tentar escrever o relatorio final da tese, do percurso de investigacdo que vivenciei, por
meio da construcdo de um mapa de questdes e respostas.

O Paradigma Questionamento do Mundo nos possibilita (e instiga a) ter uma viséo
mais critica dos acontecimentos, propondo formas para questionar os modelos
cristalizados ao nosso redor. O caminho da tese representa bem esse fato, pois partimos
das angustias remanescentes do mestrado, imersos no contexto das disciplinas cursadas
como crédito, deparando-nos com outras linhas de pesquisa, outras formas de enxergar e
de pensar a pesquisa que se iniciaria, imersos também nas leituras sobre a TAD,
principalmente o Paradigma Questionamento do Mundo e o Percurso de Estudo e
Pesquisa, entre outras ferramentas, na busca por direcionamentos. Nesse sentido,
deparamo-nos com muitas questdes, algumas respostas provisorias, outras questdes
descartadas, respostas que ndo nos auxiliaram na construcdo da tese, enfim, me via em
meio a um verdadeiro Percurso de Estudo e Pesquisa e poderia, entdo, descrevé-lo em
forma de mapa de questdes e respostas. Dessa forma, nosso objetivo final a resposta
coracdo desse percurso, a resposta para as inquietagdes da pesquisa, seria fruto de uma
construcdo dada por esse processo vivenciado por mim.

Na escrita de uma tese, esses movimentos, 0s questionamentos, as pesquisas
daquilo que ja esté pronto, a elaboracdo de novas perguntas, a construcdo de respostas
provisorias, a recorréncia a algumas dialéticas, enfim, todo esse movimento é
praticamente natural. Ndo se tem no inicio do processo, uma questdo e uma resposta
prontas; na realidade a pergunta inicial é transformada no processo; o caminho pode ser
outro, as idas e vindas, a busca por algumas pessoas com expertises naquele tema. Em
suma, mobilizar esse modelo de mapa de questdes e respostas para a escrita da tese
pareceu coerente com movimento vivido no processo de doutoramento.

Ressaltamos que em um Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP) a resposta para a
questdo geratriz, em nosso caso, a resposta a nossa questdo de pesquisa é chamada de

Resposta Coragdo (R%). Fomos buscar outros sentidos para o termo ‘coragdo’ e na
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internet, em uma das muitas pesquisas, concluimos que o sentido figurado da palavra
coragdio é o de ‘Objeto do afeto de alguém’?* ou ‘centro da sensibilidade, da afeicéo, do
amor’. Nesse sentido, uma resposta coragédo seria nosso objeto mais desejado, pois nossa
pergunta é muito especial, ha necessidade de responder algo muito importante. Seria,
assim, tudo que nos daria elementos para responder a nossa questdo inicial, mas essa
resposta deve ser construida, no sentido que no processo, no decorrer do percurso de
construcdo eu me encantei, me apaixonei por essa resposta, ela realmente me pertence,
ndo foi algo que alguém me deu de maneira pronta e acabada, sendo fruto dos meus
estudos.

Todavia, para chegarmos a nossa resposta coragdo da questdo geratriz, houve um
processo: a questdo geratriz gerou novas perguntas e algumas respostas parciais ou fruto
da visita a alguma obra. Depois de muitos estudos, idas e vindas, a elaboracdo de um
prélogo foi uma das ideias para iniciar a nossa escrita. Segundo o dicionario Houaiss,
prélogo, ‘no antigo teatro grego, a primeira parte da tragédia, em forma de didlogo entre
personagens ou mondlogo, na qual se fazia a exposicdo do tema da tragédial®*. Nesse
mondlogo, ‘eu, eu mesmo e minha tese’, minhas conversas ‘comigo mesmo’ resultaram
em uma tentativa de dar um norte acerca dos caminhos percorridos e das possiveis
mudancgas ocorridas em nosso trabalho de doutoramento, destacando a mediagdo da
‘saude mental e emocional’, minha e da tese.

Baseando-me na metafora do Percurso de Estudo e Pesquisa, organizei e
estruturei a tese em forma de um mapa de questdes e respostas em que os capitulos séo
dados ora por questdes, ora por respostas, e o ultimo capitulo é a descricdo da resposta
coracao da tese.

Por detras dessa forma de pensar estdo elementos do Paradigma Questionamento
do Mundo. A elabora¢do de uma tese segue essas ideias: a questdo inicial juntamente com
0s estudos posteriores produziu o sentimento de constituir um grupo de estudos com
professores da Rede Municipal de Ensino de Campo Grande/MS para debatermos o
ensino dos inteiros relativos. Tinha anseio por construir uma proposta alternativa as
constantes no Modelo Dominante. Anterior a constituicdo do grupo com professores,
iniciamos a constru¢do de um Modelo Epistemoldgico de Referéncia que nos permitiu

analisar o Modelo Dominante dos inteiros relativos, iniciado pelos conhecimentos da

124 Coragdo. In  Dicionario  Priberam da Lingua Portuguesa.  Disponivel  em:

https://dicionario.priberam.org/cora%C3%A7%C3%A30. Acesso em: 10 dez. 19.
125 prglogo. In Dicionario Houaiss Eletronico.
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dissertacdo e complementado com os novos estudos, principalmente, dos textos de Cid
(2015) e Borba (2009). Todavia, ndo almejavamos construir nem a proposta alternativa e
nem o Modelo Epistemoldgico de Referéncia sozinhos. A constituicdo de um grupo de
professores foi uma das respostas ao questionamento de que condicdes e restricdes do
nosso sistema de ensino estivessem presentes e a possibilidade de um processo
emancipatorio dos principais elementos do Modelo Dominante.

Nesse contexto, as novas questdes foram a ‘ajuda’ para termos uma tese a ser
defendida. Também, ndo poderiamos deixar de visitar algumas obras, apresentamos a
pesquisa de mestrado, na tese, que nos ajudou a responder a questdo que complementou
0 Modelo Dominante. Ressaltamos que em nossa pesquisa de mestrado, tivemos por
objetivo “compreender distanciamentos e aproximacdes entre a constru¢cdo dos nimeros
inteiros e propostas de ensino das operacGes de adicdo e subtracdo desse conjunto
numérico”. (GONCALVES, 2016, p. 123). Como resultados, pudemos analisar 0s
processos de transposicdo didatica entre esses niveis mobilizados. Nesse processo
transpositivo, concluimos que houve uma ruptura entre os blocos técnico-préatico e o
bloco do saber, pois diferentemente de outros contetdos, as justificativas dadas para as
técnicas utilizadas estdo mais proximas de modelos concretos ou de criacOes didaticas
que ndo se aproximam de alguns contedos matematicos. Isso para nds ndo foi um
problema, ndo estadvamos preocupados que esses conteldos estivessem presentes, mas
queriamos entender os motivos da auséncia de justificativas que tivessem alguma relacédo
com 0s conteudos matematicos.

Esses estudos nos levaram ao estudo do desenvolvimento historico e
epistemoldgico dos inteiros relativos, buscando a comparacdo entre a modelagem da
praxeologia de um livro didatico com a sua constru¢do na matematica formal, o que nos
proporcionou atingir o objetivo de pesquisa. Os fenbmenos que geraram as citadas
auséncias, nos angustiaram e, consequentemente, nos impulsionaram a realizar nova
pesquisa sobre esse tema. Nossas angustias, perpassaram alguns questionamentos: Por
que o ensino dos inteiros relativos se da dessa forma? Existem outras formas para se
ensinar esses numeros? Ha alguma de forma de se privilegiar ou trabalhar com as
justificativas matematicas nessa etapa de ensino?

Os resultados que obtivemos na pesquisa de mestrado, nos permitiram organizar
um cenario e descrever algumas condicdes para o desenvolvimento dessa nova
investigacdo, ou seja, na pesquisa de doutorado, tentamos modificar estas condi¢des que

faziam com que o ensino praticado fosse o identificado, por exemplo: impossibilidade de
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se apresentar algumas justificativas matematicas para 0s ndmeros inteiros relativos;
paradigma de aprendizagem mais proximo do Paradigma Questionamento do Mundo.
Essa pesquisa foi desenvolvida buscando refletir sobre essas condigdes, investigando
como ensinar 0s numeros inteiros relativos, na procura de uma proposta de ensino
possivel de ser desenvolvida sem repetir a que esta posta na maioria dos livros didaticos
e mobilizadas nas salas de aula de 7° e 8° anos, considerando as condi¢es e restrigdes da
nossa rede de ensino de Campo Grande/MS.

No entanto, como tal proposta seria produzida a partir das discussbes e das
conclusdes do grupo de estudos, tal tarefa se tornou bem mais dificil. Primeiramente,
identificamos dois grupos de professores bem distintos que compunham o grupo maior.
Um que denominamos de mais tradicionais, ndo pejorativamente, mas com caracteristicas
bem marcantes do Modelo Dominante e o outro mais aberto as mudangas e mais
engajados ao formato do grupo de estudos, que no caso, estava amparado pelo Paradigma
Questionamento do Mundo. A dificuldade pairou no momento das conclusdes, pois 0s
professores mais tradicionais defendiam a manutencdo dos processos de ensino do
Modelo Dominante, mesmo diante dos estudos apresentados sobre as dificuldades que
algumas formas de ensino provocariam, por exemplo, a mobilizacdo do sistema
monetario para as operacdes com os inteiros relativos.

Outra dificuldade enfrentada foi referente ao formato do grupo de estudos, apesar
de o conteddo matematico ter sido definido por mim, os inteiros relativos, mobilizamos
alguns aspectos de um PEP-FP, mais precisamente, conseguimos vivenciar o primeiro
modulo, o das questdes didaticas, bem como usamos alguns aspectos das dialéticas
pergunta/resposta, midia/meio e coletivo/individual. Realizamos alguns estudos iniciais,
Gongcalves (2016), Cid (2002, 2003, 2015) e Borba (2009) que serviu de base para
iniciarmos a construcdo de uma proposta alternativa as vigentes no Modelo Dominante.
Assim, em nosso grupo propusemos aos professores vivenciar uma formagéo continuada,
sobre os inteiros relativos, cujo produto final seria uma proposta de ensino. No entanto, a
mudanca paradigmatica®?® vivenciada por todos causou alguns desafios: a mudanca de
papéis durante os encontros, pois nas formacGes ofertadas pela Secretaria Municipal de
Educacdo, em geral, ha uma parte teorica, explanada pelos formadores, seguida de uma
atividade pratica. Nesse grupo de estudos, com excecdo do primeiro encontro, todos

exerceriam o papel de mediador, de proponente de questionamentos, exporiam algumas

126 para retornar a pagina 85, Rs: Identificar e descrever Modelo Dominante ..., clique aqui.
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experiéncias. A construcdo dos questionamentos do mapa de questdes e respostas deveria
surgir da participagdo de todos. Meu objetivo era ‘plantar’ a semente do Paradigma
Questionamento do Mundo em que todos pudessem vivenciar a experiéncia de um
cidadao herbartiano com atitudes procognitivas. No entanto, todos nds tivemos nossos
momentos de conflitos. Por exemplo, normalmente em todas as formagdes ha momentos
de siléncio do grupo, nesse sentido, como ‘movimentar’ o grupo sem influencia-los com
minhas opinides e os meus estudos? Como ndo ser o mediador das discussdes, diante do
siléncio frente as questdes? Qual atitude deveria ser posta em préatica diante de um
consenso que de certa forma ia de encontro aos resultados dos estudos?

A construcdo das demais questdes também foi um desafio para o grupo, pois a
busca por respostas, principalmente, nos livros didaticos e na internet, geralmente, essa
visita as obras ocorre, no entanto, essas respostas parciais devem ser mobilizadas para a
construcdo da resposta coracao e ndo para serem mobilizadas diretamente. Porém, muitos
dos professores ja se contentavam com as respostas ja encontradas, mesmo que segundo
0S nossos estudos, poderia causar novas dificuldades de aprendizagem e de ensino. Nesse
caso, alguns deles, propunham a mobilizacao de suas criacdes didaticas. Aparentemente,
estdvamos vivenciando a incorporacdo de algumas midias ao meio didatico,
transformacdes fundamentais para o desenvolvimento do Percurso de Estudo e Pesquisa,
no entanto, o que percebemos foi que independente do professor ter a palavra, suas falas
eram aceitas e tomadas como verdades. Em poucos casos, tivemos debates construtivos,
na maioria das vezes os debates eram apenas para refutar a opinido dos colegas,
principalmente, quando estavam nos grupos tradicionais e 0s mais propicios ao PQM.

Outro desafio enfrentado foi referente aos consensos do grupo, pois o objetivo de
construir um MER ou uma proposta alternativa se deu pelo fato de algo estar apontado
para conflitos, no entanto, mesmo com os estudos e a sua identificacdo, alguns professores
ndo achavam necessaria a proposicdo das ferramentas anteriormente citadas. Nessas
condigdes, como ser mediador dos estudos sem impor minhas opinides? Pelo fato de
participar do grupo, tinha o direito e o dever de expor minhas opinides e conhecimento,
no entanto, o peso da palavra dos formadores sempre exerceu influéncia sobre os demais.
Por estar com esses pensamentos, em varios momentos perdi oportunidades de novos
debates com os professores.

Algumas condicdes, provenientes do nivel da Escola, foram alteradas, no entanto,
outras tantas surgiram em seu lugar. Geralmente, as formagOes para os professores

ocorriam a cada bimestre, propomos encontros semanais, rejeitados, que se
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transformaram em quinzenais, em seus planejamentos. Dessa forma, no momento de
planejarem suas atividades, eles estariam conosco, ou seja, tanto as suas atividades quanto
as do grupo de estudos deveriam ser realizadas em horarios alternativos. Eles mostraram
que se dedicariam aos encontros apenas nos momentos presenciais, as atividades extras
ndo foram realizadas. Entendemos que o0 momento dos planejamentos ndo poderia ser
usado para outro fim, dessa forma, os professores deveriam ter por direito uma carga
horaria maior e especifica para os seus estudos.

Entendemos que a mudanca paradigmatica proposta no grupo de estudos pode ser
bem-sucedida, porém, muitas condi¢cdes devem ser alteradas. O curriculo a ser cumprido,
a carga horaria reduzida das aulas de matemaética e dos momentos de estudos, condi¢oes
estruturais (recursos tecnoldgicos e imobiliario) devem ser revisitados e pensados para as
mudancas necessarias. O engajamento dos professores, dos demais responsaveis das
escolas e das secretarias deve ser maior, buscando organizar e reestruturar,
principalmente, as questbes curriculares e metodoldgicas, bem como a continuagdo de
politicas bem-sucedidas. O fechamento dos laboratorios de informética, de matematica e
de ciéncias, bem como o apoio pedagdgico especializado que foi retirado dos estudantes
com necessidades especiais mostram a falta de compromisso com algumas politicas.

Assim, condicdes e restrigdes para tal mudanca paradigmatica estdo além do Nivel
da Escola, consequentemente, incidirdo no chdo das escolas, influenciando o fazer
pedagdgico dos professores. Dessa forma, percebe-se que além do engajamento dos
professores, se o formato de escola e muitos dos aspectos da sociedade ndo forem
alterados, a mudanca paradigmatica proposta pelo Paradigma Questionamento do Mundo
ndo sdo possiveis de existirem. O contexto pandémico revelou (escancarou) muitos dos
problemas relatados durante a escrita, obviamente, as problematicas superam o contexto
vivido pelo grupo de estudos, que ocorreu anteriormente a esse periodo.

N&o poderia deixar de mencionar esse contexto em minha escrita, que ocorreu em
boa parte durante a pandemia, me influenciando de forma mais psicoldgica, nas formas
de enfrentamento dos desafios que finalizar um relatério de pesquisa propde aos
doutorandos. As analises realizadas juntamente com o0s professores tomariam outros
caminhos, outros contextos deveriam ser pensados: ensino remoto, falta de tecnologia
para que ocorra aulas sincronas ou assincronas, pais ou familiares enfrentando o
desemprego, a falta de condicGes financeiras, pais ou familiares ausentes, nos hospitais e
além daqueles falecidos, outras urgéncias nas vidas de todos. Enfim, qual o papel da

educacao? Da matemaética? Do ensino dos inteiros relativos? Da mudanca de paradigma?
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Essas sdo algumas questfes que as discussdes com a banca e com a professora Marilena
ndo foram possiveis de serem debatidas, em muito pela falta de condi¢des emocionais e

psicoldgicas de tratar tal assunto.

Assim, deixo meus singelos sentimentos aos familiares e as vitimas
desse virus que assolou o mundo. Mudou nossa maneira de agir, de se
relacionar, de trabalhar, de ver a vida, enfim, nossa maneira de viver e de
enfrentar nossos problemas. Como pensar nos estudos, se estou com
fome? Agora, como pensar em estudos, se minha familia foi retirada de
mim? A vida segue, porém, as cicatrizes ficardao. Cada um a sua maneira
tentou oferecer o seu melhor ao seu préximo. A minha foi finalizar meu
doutoramento, cuidar da minha familia e daqueles que me rodeiam, pondo
em pratica os protocolos sanitarios e aderindo ao plano de vacinacgao.
Desistir, parar e se assentar a beira do caminho, talvez fosse um ato de
covardia. Dificil de compreender ou de avaliar, como dito, cada um a sua

maneira lidou com essa pandemia e tentou ajudar aqueles ao seu redor.
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ANEXQOS

ANEXO 1?7

O ‘jogo de pega-varetas’ tem por objetivo propiciar aos estudantes aumento da
compreensdo e operacionalizacéo dos inteiros relativos, por meio das operacdes de adi¢cdo
e de subtracdo. As regras do jogo original pega-varetas s&éo mantidas, com excecgéo de
valores negativos para algumas varetas, pois, originalmente, todas tém valores positivos.
O jogo termina quando a ultima vareta for retirada e quem determina a regra vencedora é
o professor, por exemplo, ganha o jogo quem tiver a maior quantidade de pontos. Sugere-
se alterar os valores das varetas a partir do avanco da aprendizagem dos estudantes.
(VALE, 2009).

‘O Jogo dos Sinais’, apresenta um tabuleiro formado por 13 hexagonos, sendo 6
azuis (lado direito), 6 vermelhos (lado esquerdo) e 1 verde (casa central). (GITIRANA et
al., 2013).

Figura 12- Exemplo do tabuleiro do Jogo dos Sinais
Fonte: Gitirana et al. (2013, p. 100)

Os pedes podem ser tampas de garrafa de cores diferentes, um para cada jogador,
um dado deve conter nUmeros azuis e 0 outro, vermelhos, numerados de 1 a 5, onde se

repete o numero quatro, azul, e o nimero dois, vermelho. (GITIRANA et al., 2013).

Planificacdes dos Dados

DADO AZUL
L

DADO VERMELHO [ ]

Figura 13- Exemplo de planificagdo indicativa da posi¢do dos nimeros
Fonte: Gitirana et al. (2013, p. 224)

Podem participar de dois a quatro jogadores, sendo que ganha o jogo aquele que

conseguir sair primeiro do caminho pelo lado azul ou ficar sozinho no jogo (no caso em

127 para retornar a pagina 111, Rg: Dificuldades e Erros: ..., clique aqui.
Para retornar a pagina 112, Rs: Dificuldades e Erros: ..., clique aqui.
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que os oponentes tenham saido pelo lado vermelho). Regras: todos os jogadores colocam
seus pedes na casa central (verde), a ordem dos participantes é definida por sorteio, em
sua vez, o jogador lanca simultaneamente os dois dados, 0 nimero que o dado azul
indicar, sera 0 nUmero de casas que o jogador devera percorrer a direita, 0 nUmero que o
dado vermelho indicar sera o numero de casas, que o jogador devera andar a esquerda. O
jogador que sair do tabuleiro pela esquerda sera eliminado do jogo; e, em cada jogada, o
jogador terd que usar o resultado dos dois dados, ou seja, o jogador so sai do tabuleiro
depois de fazer a jogada correspondente aos dois dados. Portanto, se um jogador sair pelo
lado direito antes de usar o dado vermelho, deve primeiro andar para o lado esquerdo com
0 numero do dado vermelho e s6 depois andar para o lado direito; 0 mesmo pode ocorrer
pelo outro lado, o azul. (GITIRANA et al., 2013).

O jogo ‘Zigue-zague’ ¢ composto por um tabuleiro, um marcador para cada

jogador e trés dados. (KLAUE, 2013)%%,

Figura 14- Exemplo de tabuleiro do jogo ziguezague
Fonte: Klaue, 2013, p.8

O objetivo do jogo € o de realizar operacdes de adigdo e subtracdo mentalmente.
Pode-se jogar até quatro alunos, o inicio do jogo se da por sorteio, por exemplo, no par
ou impar. Assim, cada jogador, na sua vez, lanca os trés dados. Os nimeros obtidos nos
dados podem ser adicionados ou subtraidos em qualquer ordem. Assim, o jogador,
colocara o seu marcador sobre o nimero encontrado, inicialmente, localizado na linha de
partida. Cada jogador podera movimentar apenas uma casa em cada jogada para frente e
para trés, para os lados ou em diagonal desde que a casa ndo esteja ocupada por um outro
marcador. E, finalmente, o primeiro a alcancar a linha de chegada é o vencedor. (KLAUE,
2013).

128 para retornar a pagina 113, Rg: Dificuldades e Erros: ..., clique aqui.
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0 jogo ‘Desafio das Operagdes’'?® foi desenvolvido em dois niveis. O primeiro
envolve apenas 0s nimeros naturais e 0 segundo 0s nimeros inteiros negativos. Outras
versdes podem ser feitas, estendendo-se o resultado para os racionais. Na descri¢do do
material, constam 0 nimero de participantes, no minimo dois; o objetivo, capturar o maior
numero de fichas, e para isso, “deve-se acertar, dentre os nimeros do primeiro conjunto
aqueles que chegam ao resultado e a operacao indicados pelo oponente.” (GITIRANA et

al., 2013, p. 150).

Figura 15- Exemplo de tabuleiro do jogo Desafio das OperacOes
Fonte: Gitirana et al. (2013, p. 149)

O Material para o jogo é composto por um tabuleiro constituido de dois conjuntos
de ndmeros. O primeiro com nimeros que serdo usados pelos alunos para realizar uma
das quatro operac@es e 0 segundo com os resultados a serem obtidos. Ha ainda 4 pedes,
um para cada operacdo, adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo, mais 9 fichas

indicativas do ganhador de cada rodada. Ganha quem tiver o maior nimero de fichas.

129 para retornar a pagina 114, Re: Dificuldades e Erros: ..., clique aqui.
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ANEXQ 2130
Proposta de Ensino (Atividades adaptadas de Bert et al. (2008))

Atividades motivadoras

I - Uma estudante vai ao supermercado e compra dois produtos para sua méde: um pacote
de arroz a R$12,75 e um pacote de feijao a R$4,25. Do autofalante do supermercado é anunciada
uma promocao, “leve um pacote de arroz e um de feijao da marca “Xis” para ter um desconto de
R$1,50 sobre o preco do pacote de feijao”. Diante dessa situacdo, calcule 0 preco total que a
estudante devera pagar, no caso de comprar os produtos da promoc¢do. Realize esse calculo de
duas maneiras diferentes e, em cada forma, descreva os calculos realizados.

Il — Observe a figura a seguir:

A B c_ 22 D
7.8 4,2

Calcule o comprimento do ponto C ao ponto A de duas maneiras diferentes e, para cada
forma, escreva os célculos realizados.

Il — Arthur levou suas figurinhas a escola para jogar varias partidas de “bafo”.
Na primeira partida perdeu 9 figurinhas e na segunda ganhou 7. Depois dessas partidas quantas
figurinhas ele tem a mais ou a menos do que a quantidade gue tinha inicialmente?

1. Resolva as seguintes operagdes (mobilize as ideias das situagdes motivadoras):
a)d +. =34 b)5 +.. =65 c)8 +... =58
d) 16 +...... =61 e) 17+ ... =71 f)18+...... =81
g)38+..... =83 hy9 +... =7 )5 +... =

)8 +.. =4

2. Encontre trés novas operagdes que resultam em cada uma das alternativas a seguir:
a) 54 b) 63 c) 45 d) 30 e) 60

f) 50 g) -2 h) -1 i)—4

3. Resolva as seguintes operagoes:

a)16+...=61b)...+54=71¢c)...+45=81d)38+...=85
e)...+30=34f)50+15=...g)18+...=58 h)90 +12 = ....
)5 +...=0 )8 +...=0 K)..+7 =0

4. Descreva como foram resolvidas as operagdes do exercicio anterior.
5. Resolva as seguintes adi¢es. Em seguida, destaque quais as adi¢des cujos resultados

s8o positivos:
a)7+(—4) b)12+(-5) c) 54+ (—29)d) — 35 +68 e)-17+21

130 para retornar a pagina 96, Qs: Por que ensinar Z? Clique aqui.

Para retornar a pagina 100, Re: RazBes de Ser: Cotidiano, ..., clique aqui.

Para retornar a pagina 126, Rq1: Atividades, problemas e exercicios ..., cligue aqui.
Para retornar a pagina 182, R%: Desenho do MER para Z. Clique aqui.

Para retornar a pagina 205, R%,: Desenho da proposta de ensino para Z, clique aqui.
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6. Complete a tabela a seguir:
Jogo matutino Jogo vespertino Resultado do | Resultado do dia com | Uma operagéo que
dia um ndmero resuma o dia
Ganhei 10 bolas Ganhou 8 bolas
Perdeu 8 bolas Ganhou 12 bolas
Perdeu 6 bolas Perdeu 5 bolas
Ganhou 5 bolas Perdeu 8 bolas
Ganhou 9 bolas Perdeu 9 bolas
Perdeu 4 bolas Ganhou 0 hola
Ganhou 0 bola Perdeu 5 bolas
7. Resolva as seguintes operag0es (resolva de duas maneiras diferentes):

a) 1243 +34-35

e) 1243 + 24 - 25

i)274 +74-73
Descreva como foram resolvidas as operacgdes do exercicio anterior.

b) 54 + 34 — 35 ) 387 + 23 - 25
f) 895 + 37 — 38g) 902 + 62 — 63

d) 387 + 34 - 35
h) 1000 + 98 — 99

8. Complete as seguintes frases:

a) Somar 5 e somar 2 é 0 mesmo que

b) Somar 5 e subtrair 2 é 0 mesmo que

c) Subtrair 5 e somar 2 é 0 mesmo que

d) Subtrair 5 e subtrair 2 ¢ 0 mesmo que
Descreve uma possivel regularidade observada.

9. Resolva as seguintes operacfes. Em seguida, descreva como foram resolvidas as
operacoes:
a) 35-17 b) 23 - 48 c) 34 - 26 d) 48 - 72

10. Conte do maior nimero para o0 menor de 3 em 3, comegando do 18. Descreva 0s

resultados por meio de operagdes. Qual foi o tltimo nimero encontrado?
11. Represente os resultados das operacdes do exercicio anterior em uma reta numérica.

12. Descubra o nimero oculto. Regra: o estudante encontrard esse nimero por meio das
dicas: “esse nimero ¢ maior do que o oculto” ou “esse nimero € menor do que o procurado”. Por
exemplo, se 0 nimero oculto for 12 e o estudante disser 23, o professor dira que esse valor é
maior. Represente os nimeros falados e 0 nimero oculto em uma reta numérica.

13. Complete as colunas seguindo as instrucGes a seguir:
I. Para preencher a segunda coluna, determine os resultados da subtracdo que origina a solucao

da primeira coluna. Il. Para preencher a terceira coluna, copie a resposta dada na segunda coluna

a direita do sinal de igual e mobilize o procedimento utilizado para responder a primeira coluna.
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3+ 7 7-3  =.... T =
54 .= 2-5 = 24 = ...
T+ =3 3-(-7)= 34, = ...
6+ ...... =4 46 = s = ...
9+ ...=-5 B =, St =,
1+......==3 e — e = e o = ......
8+ =—11 ... = b o, = ...
T+...=0 o= b o, =
10+ =-10 .. = too, =....

Descreva as possivels regularldade que podem ser encontradas para o preenchimento das colunas
do exercicio anterior.

14, Resolva as seguintes operagdes:

a) 12 - (-20) = b) —20 — (-14) = c)-42-42= d)13-30=
e)-12-18= f)-39-(-39) = g) -18 — (-20) = h) 35 -25 =
i)-19-11= j) 28 -28 =

15. Vamos justificar as operacdes realizadas anteriormente! Para isso, como é possivel
mostrar que —3—-4=—-3 + (- 4).

16. Resolva as seguintes operacdes:

a) 678 + 99 b) 47 + 98 c) 157 -99 d) 123 + 39
e) 87-29 f) 601 — 103 g) 427 + 397 h) 212 — 198
i)117 - 22

17. Preencha com os sinais + e — que faltam nas seguintes igualdades:

765 (100 - 1)=765-99=765__ 100 1
80-(30-1)=80-29=80__ 30 1
141 - (100+2)=141-102=141 100 2
92 (42+3)=92-45=92 42 3
325+ (200 - 3) = 325197 =325 _ 200 _ 3

18. Um trem sai de Barcelona com um certo nimero de passageiros. Na primeira parada,

descem 15 passageiros e sobem 12 passageiros; na segunda parada, descem 40 e sobem 42
passageiros. Com quantos passageiros o trem chegou na terceira parada?

247



ANEXO 3

" De manera coloquial, podemos decir que la dimension econémico-institucional de un problema didactico
incluye cuestiones que giran en torno a la pregunta ¢como son las cosas (las OM y las OD) en la
contingencia institucional? Con ello, abarca al sistema de reglas y principios (nomos) que regulan —en una
institucion determinada— la organizacion y el funcionamiento de las OM y las OD involucradas en el
problema didactico. Cabe mencionar que cualquier respuesta que pretendamos dar a la citada pregunta
debera apoyarse en un MER y en un modelo didactico de referencia (MDR) sustentado por dicho MER.
(GASCON, 2011, p. 213).

it De forma muy simplificada, podria decirse que la dimension ecoldgica de un problema didactico contiene
las cuestiones que giran en torno a la siguiente pregunta: ;por qué las cosas (las OM y las OD) son como
son en la contingencia institucional y qué condiciones se requeririan para fuesen de otra forma dentro del
universo de lo posible? [...] Por ello, es preciso tomar en consideracion las restricciones y condiciones
impuestas sobre las praxeologias en todos los niveles de co-determinacién didactica, desde los mas
genéricos, como la sociedad y la civilizacion, a 10s mas especificos, como el temay la cuestidn matematica
concreta. (GASCON, 2011, p. 217, grifo do autor).

iii ; Qué conocimientos o competencias son necesarios (0 por lo menos Utiles) para que los profesores puedan
intervenir de manera efectiva y pertinente en la formacién matematica de los estudiantes (de tal o cual etapa
educativa) y qué se puede hacer para ayudar a los profesores a que construyan o adquieran estos
conocimientos o competencias? (Bosch, Gascén, 2009, p. 91).

v La motivacion de este tipo de dispositivo es doble. Por un lado, las investigaciones sobre la ecologia de
los REI han puesto en evidencia el problema de la formacion de los profesores para adaptarlos al nuevo
paradigma del cuestionamiento del mundo. Ademas, si el objetivo es ir preparando una transicién efectiva
del paradigma monumentalista al del cuestionamiento del mundo, la propia formacién del profesorado
requiere dispositivos didacticos que no se fundamenten tnicamente en el paradigma monumentalista y, por
ello, deben recurrir de un modo u otro a dispositivos con estructura tipo REI (estudio de cuestiones, medias
y medios, etc.). Proponemos, en consecuencia, un dispositivo didactico con estructura de REI enfocado a
la formacion del profesorado, el REI-FP. (RUIZ-OLARRIA, 2015, p. 136).

v Este modulo contiene tanto la construccion de QO (su eleccion y asuncion) como las primeras
exploraciones con vista a elaborar primeros elementos de respuesta, generalmente a partir de las medias
mas habituales para los profesores: curriculum, libros de texto, revistas para el profesorado, revistas de
investigacién, centros de recursos, webs, etc. El rol de los formadores Y en este proceso no es el de aportar
elementos de respuesta para darlos a conocer a los profesores, sino guiarlos en la bisqueda de estos
elementos y, sobre todo, iniciarlos a los gestos basicos del cuestionamiento didactico: ;Qué es C? ;De
dénde viene? (En qué ambitos matematicos y no matematicos se utiliza o utilizaba? ¢Por qué hay que
ensefiarlo? ;Cuales son sus razones de ser en la matematica escolar (las establecidas explicita o
implicitamente y las potenciales)? ;Qué propuestas de ensefianza existen? ¢;Qué se dice o sabe de ellas?,
etc. (RUIZ-OLARRIA, 2015, p. 137-138).

vi ;Como llevar a cabo la tarea de disefiar un REI para los alumnos de cierta etapa educativa, analogo al
vivido, y analizado en las fases anteriores? Esta cuestion da origen a otras mas concretas tales como: ;Qué
elementos componen el disefio de un REI? ¢ Cuél es el orden més razonable para disefiar cada uno de dichos
elementos? (Como deben expresarse materialmente dichos elementos del REI? Los criterios basicos para
dar respuesta a estas cuestiones y explicitar un disefio didéctico a priori de un REI anélogo al vivido surgen
directamente de las respuestas aportadas en los dos mddulos anteriores, si bien hay que tener en cuenta que
la aplicacion de los criterios matematico-didacticos obtenidos no es inmediata. (RUIZ-OLARRIA, 2015,
p. 141).

Vil X est le collectif des étudiants (ce mot est employé ici de fagon générique), Y est I’équipe des aides et
directeurs d’étude et Q désigne la question étudiée (par X sous la direction de Y ou avec son aide), question
qui peut consister a se demander ce qu’est, comment « fonctionne », a quelles fins, etc., telle oeuvre O, par
exemple, disons, le « calcul tensoriel ». La question Q, quelle qu’elle soit, est I’enjeu didactique du systéme
considéré. (CHEVALLARD, 2009a, p. 2, grifos do autor).

vili Ce qu’il importe de souligner avant tout est ce fait pluriséculaire que le métier qu’exerce Y est regardé
comme un petit métier, qui ne nécessite quasiment aucune formation. A Rome comme en Gréce, note
I’historien Henri-Irénée Marrou (dans son Histoire de 1’éducation dans 1’ Antiquité, Le Seuil, Paris, 1948,
pp. 66-67), le maitre d’école est « un pauvre hére », dont le métier est « le dernier des métiers, rem
indignissimam », « fatigant et pénible, mal payé », « bon pour des esclaves, des affranchis ou de petites
gens : obscura initia dit Tacite d’un parvenu qui avait commencé par la ». Métier qu’on exerce faute de
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mieux, en attendant mieux. C’est de 1a que nous venons ; et cette « indignité » originelle pese toujours.
(CHEVALLARD, 2009a, p. 3 — 4, grifo do autor).

* Dans ’actuel paradigme scolaire, celui de I’inventaire des oeuvres, ce qui compte est A, non Q ; et le
professeur est jugé sur les ceuvres — les savoirs — dont il aura impulsé 1’étude dans sa classe.
(CHEVALLARD, 2009c, p. 27 — 28).

* Le mot de pédagogue a désigné d’abord — dans I’antiquité gréco-latine — I’esclave qui conduisait 1’enfant
al’école et qui, peu a peu, vit s’étendre son champ d’action au point de se faire parfois le précepteur de son
protégé. Généralisons : la fonction de Y a de tout temps été occupée par des aides a 1’étude occasionnels,
parfois réguliers, pour qui cela pouvait, a la longue, devenir un métier, dont on tire une rémunération.
(CHEVALLARD, 20093, p. 3).

X |_e développement de la pédagogie de régent conduit au X1Xe siécle a ce que je nommerai une pédagogie
de I’étude, expression ou le mot d’étude désigne « le travail en étude ». L’historienne Frangoise Mayeur
(1933-2006) a donné jadis cette bréve description de ce que y fait alors en classe. Tout en parcourant et en
signant les cahiers de correspondance, il fait réciter les lecons. Puis un éléve lit les legons du lendemain. Le
professeur distribue ensuite les copies corrigées des jours précédents. Arrive la correction des devoirs : ¢’est
I’exercice principal, qui réclame le temps le plus long. Cette correction terminée, le professeur dicte un
devoir a faire ; la derniére demi-heure est employée a traduire la page de latin ou de grec que les éléves ont
dd préparer d’avance. (CHEVALLARD, 2009c, p. 2).

Xi Dans tous les cas — pédagogie de régent, pédagogie de 1’étude, pédagogie de professeur —, ce que y doit
faire est en vérité limité, méme si, par contraste avec le régent d’autrefois, le professeur, lauréat de
I’agrégation ou titulaire de la licence, est réputé « savant » et se regarde comme tel. Au lieu d’aller chercher
dans « le livre » (du maitre) les réponses aux questions qu’il propose a X d’étudier, le professeur y est censé
les tirer de son propre fonds : ¢’est elles qu’il expose dans son « cours ». (CHEVALLARD, 2009c, p. 3).
Xii Une bonne part de activité des éléves doit étre consacrée a 1’étude et a la recherche de la solution de «
problémes », depuis le simple exercice d’application proposé pour illustrer un théoréme, pour rendre
vivante une formule, jusqu’au « devoir », exigeant un effort plus personnel, rédigé hors de la classe et
donnant lieu ensuite a un compte rendu précis et détaillé. (CHEVALLARD, 2009c, p. 5).

XV Intégre des dispositifs propres a la pédagogie de régent — le manuel — et d’autres issus de la pédagogie
de professeur — le cours — pour les corriger afin de ménager en chacun d’eux une place « active » a X. [...]
Le « métier » se complique : Y n’est plus un régent (sauf par moments), et il n’est vraiment un professeur
que par intermittences, ce qui choque certains. On pourrait dire qu’il est devenu un « impulseur d’étude »,
qui doit avoir plusieurs cordes & son arc — un peu régent, un peu professeur, un peu aide a 1’étude.
(CHEVALLARD, 2009c, p. 7).

* Que asigna a la Escuela la misién de proporcionar a los estudiantes las competencias necesarias para
resolver los problemas de todo tipo: académicos, profesionales, personales y sociales. Dado que esta
“pedagogia” no propone una organizacion detallada del proceso de estudio que permita desarrollar
efectivamente dichas competencias, el problema de la génesis y justificacién del modelo didactico vuelve
a quedar abierto, apareciendo, a lo sumo, formulado en términos asombrosamente simplistas. (BOSCH,;
GASCON, 2010, p. 57).

xi En efecto, dado que las AEI se sitian en el nivel local (del “tema”), no constituye una herramienta eficaz
para cuestionar aquellos aspectos de la epistemologia escolar monumentalista que opera, al menos, a nivel
de la disciplinay més alla. En particular, no permiten superar el “autismo tematico” del profesor que es, en
realidad, un “autismo tematico” del sistema de ensefianza de las matematicas (Chevallard, 2001). Esto es
debido a que muchas veces las cuestiones que constituyen la razén de ser de una OM local se hallan no sélo
mas alla del nivel local, sino incluso més all4 del nivel regional, sectorial y hasta disciplinar. Ademas, el
paso de una AEI a otra AEIl no puede estar “motivado” funcionalmente por la propia AEI. (BOSCH;
GASCON, 2010, p. 81).

xil Haciéndola aparecer como un medio y no como el Jin mismo del estudio. En la medida en que un
programa de estudios esté definido o determinado por un conjunto de “contenidos” o saberes a ensefiar y
aprender, es dificil que las cuestiones Q que podrian motivar y justificar la reconstruccion de estos saberes
puedan actuar como motor principal del proceso didactico. Se acabara siempre imponiendo la l6gica de una
ensefianza secular mas dedicada a hacer un inventario de los saberes que se deben estudiar
(“monumentalismo™) que a cuestionar el mundo e intentar aportar nuevas respuestas a los problemas
planteados. GASCON, 2010, p. 82, grifo do autor).

il nor el casi-postulado que, una vez terminada la escuela y la universidad, si uno no sabe de antemano la
respuesta a una pregunta, entonces es mejor renunciar a toda pretension de conseguir una respuesta sensata.
Esto, por supuesto, se correlaciona con la propension a esquivar preguntas nunca planteadas de la que
hablabamos antes. (CHEVALLARD, 2013, p. 169-170).
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XX The dialectical character of the questions and answers is related to the notions of study and research: to

approach a question Q, one usually searches for available answers A; and has to study them: that is, to
deconstruct and reconstruct to adapt them to Q. This study generates new questions about the validity and

limitations of A, its adequacy to Q, the adaptations required, etc. The question-answer dialectic is the one
that provides visible proof of the progress of the inquiry and contributes to what is called the chronogenesis
of the process. (BOSCH, 2018b, p. 4040).
* Any message from the media has to be confronted with the milieu to test its validity and to collect critical
elements providing new information. In a sense, the answers supplied by the media have to be integrated
in the milieu—turning into “sure” knowledge—and the elements of the milieu have to be worked out in
order to make it send new messages—to become a media. The evolution of the milieu by the incorporation
of new objects and partial answers constitutes the mesogenesis of the inquiry (the generation of the milieu).
(BOSCH, 2018b, p. 4040 — 4041).
¥ Chronogenése. Genése du temps didactique c’est-a-dire du temps de la construction praxéologique.
(CHEVALLARD, 2009d, p. 2)
Mésogenése. Genese du milieu didactique, c’est-a-dire du systéme des ressources utilisées dans le
processus de construction praxéologique. (CHEVALLARD, 2009d, p. 3)
Topogenése. Genese des équipements praxéologiques (et des rapports institutionnels associés) selon les
positions d’¢éléve et de professeur au cours de la construction praxéologique. Le topos (le lieu, en grec
ancien) de I’éléve (respectivement du professeur) est cette partie de la position d’éleve (resp. de professeur)
qui a trait aux entités praxéologiques construites ou en cours de construction dans la classe.
(CHEVALLARD, 2009d, p. 5).
xii Esto nos introduce en una nueva organizacion matematica, M2, que es una ampliacion de M1,
caracterizada por problemas que se resuelven mediante una igualdad entre programas de célculo, lo que
conduce a un nuevo significado del signo = como indicador de una equivalencia condicionada y al
desarrollo de técnicas ecuacionales como, por ejemplo, la de cancelacion. (CID, 2015, p. 260).
i - muestra la razén de ser de los nimeros positivos y negativos,

- el punto de partida son los problemas aritméticos, lo que permite relacionar la estructura de
sumandos y sustraendos con la estructura de las operaciones aritméticas ya conocida por los alumnos, y

- presenta un algebra que no se reduce a una aritmética generalizada, lo que pone de manifiesto la
ruptura epistemolégica que supone el paso de la aritmética al algebra. (CID, 2015. p. 260 — 261).
XV En este contexto, la expresion algebraica cumple la funcion de conservar una memoria de los datos y
calculos, mostrar la estructura del problema y construir programas de calculo (Bolea, 2003). Es mas, desde
el momento en que la expresion algebraica indica las operaciones a realizar entre los datos, hay que
entenderla como un modelo algebraico de un programa de célculo aritmético. Esto tiene como consecuencia
que, mientras en aritmética la actividad matematica consiste en efectuar calculos, en algebra, los programas
de célculo se convierten en un objeto de estudio, y el medio para estudiarlos es el calculo algebraico. (CID,
2015, p. 261).
*XV la pertinencia de una introduccion de los nimeros enteros por medio de modelos concretos por dos
razones. La primera es que en la ensefianza de la aritmética elemental el proceso de modelizacion
matematica se invierte: mientras en el ambito cientifico lo habitual es que el objeto de estudio sea un cierto
sistema o fendmeno del mundo sensible modelizado por medio de un sistema matematico, en el &mbito de
la ensefianza el objeto de estudio es una nocién aritmética que se modeliza por medio de un sistema fisico
o0 social con el que los alumnos se supone que estan familiarizados. Ademas, el modelo funciona por
analogia, es decir, permite obtener conocimiento sobre la nocion matematica porque “se parece a ella” o
“funciona como ella”. Pero, en realidad, la estructura algebraica que mas se asemeja a un modelo de
neutralizacion es la estructura de espacio vectorial unidimensional (o, méas precisamente, la restriccién a Z
del espacio vectorial RY), y la mas cercana a un modelo de desplazamiento es el espacio afin unidimensional
(o mejor, la restriccion a Z de la recta real). En cambio, la estructura de anillo totalmente ordenado
conmutativo y con unidad, propia de los nimeros enteros, dificilmente podremos mostrarla por medio un
modelo concreto, de ahi las dificultades did4cticas que plantea su utilizacion. (CID, 2003, p. 12).
X |_es négatifs -ne sont donc pas d'abord motivés par I'étude de systémes a variables prenant des valeurs
entieres positives et négatives, ainsi qu'on s'obstine a vouloir le faire croire en présentant de rares systemes
de ce type altitude, ascenseur, pertes et gains, etc. lls naissent d'exigences internes au travail mathématique
(exactement : algébrique). Sans doute leur introduction, qui étend le domaine du numérique, soulévera-t-
elle, historiquement, bien des interrogations, qui trouvent nécessairement un écho dans le curriculum du
College. (CHEVALLARD, 1990, p.18).
xit El comportamiento del modelo concreto “se parece” al de los nimeros enteros y, por eso, su
conocimiento permite deducir las propiedades de dichos nimeros. Para ello, se interpretan 10s objetos del
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modelo concreto como y se postula que es necesario expresar la medida de esas cantidades de magnitud
con un ndamero natural precedido del signo “+” o del signo “-”, lo que justifica la consideracion de ndmero
gue se le adjudica a este nuevo objeto matematico. (CID, BOLEA, 2010, p. 576).

xviil Signos “predicativos’ cuando indican la “positividad” o “negatividad” del numero, ‘operativos
binarios’ cuando representan las operaciones binarias de suma o resta, y ‘operativos unarios’ cuando indica
la operacién unaria que afecta al sentido —positivo o negativo— del ndmero, manteniéndolo o
transformandolo en el sentido opuesto. (CID, 2003, p. 5 — 6, grifos do autor).

¥ En resumen, la ensefianza escolar de la ciencia se plantea a partir de un paradigma inamovible (que es
bastante transparente) y donde no sélo las respuestas sino también las preguntas, las técnicas permitidas
para abordar dichas cuestiones y los elementos tecnoldgico-tedricos que permiten justificar e interpretar
dichas técnicas estan completamente predeterminados. (BARQUERO, BOSCH, GASCON, 2007, p. 531 —
532).

X Le principal déficit qu’engendre I’état de choses qui prévaut aujourd’hui au collége et au lycée concerne
d’abord les organisations mathématiques effectivement mises en place dans les classes : ce déficit s’y fait
sentir dans ’absence de motivation des types de tdches T étudiés. Trés généralement, les tiches «
motivantes » 3 manquent, et, a la limite, nul ne sait plus méme ou les chercher ! Or le travail de synthése
que I’on vient d’évoquer en suivant Bouligand fait que, trés généralement, les types des tdches motivantes
se trouvent dans les niveaux supérieurs de détermination des organisations mathématiques — secteurs et
domaines. (CHEVALLARD, 200243, p. 4).

»xi |3 matematica escolar se caracteriza porque el discurso matematico que explica, justifica e interpreta las
técnicas, sean estas algoritmicas o no, no esta integrado en la practica matematica de los alumnos con el
objetivo de hacerla mas eficaz. A lo sumo, pueden aparecer (en determinados niveles educativos)
justificaciones mé&s o menos formales de las técnicas matemaéticas, pero las cuestiones relativas a la
interpretacion de los resultados obtenidos, a las limitaciones de las técnicas, al alcance o &mbito de
aplicabilidad de las mismas, y a su fiabilidad y economia estan practicamente ausentes en la matemaética
escolar. (SIERRA DELGADO, BOSCH CASABO, 2013, p. 809).

xxit por tanto, preguntas sobre la “comparacion” del grado de adecuacion de dos o mas modelos de un
mismo sistema, ni sobre la necesidad de modificar progresivamente un modelo determinado para dar
respuesta a las nuevas cuestiones problematicas porque el sistema se supone construido de una vez por
todas (no aparecen cuestiones “nuevas” no previstas de antemano), ni sobre la necesidad de elaborar
modelos de los modelos (la recursividad de la modelizacion matematica es completamente ignorada en la
préctica escolar). (BARQUERO, BOSCH, GASCON, 2007, p. 535, grifos do autor).

il saqin el papel que juegan en cada modelo concreto los signos predicativos y operativos. En los modelos
de neutralizacion los objetos que se manejan son cantidades de magnitud que pueden tener el mismo sentido
0 sentidos opuestos. Cuando dos cantidades de magnitud son iguales en valor absoluto, pero de sentidos
opuestos, se neutralizan entre si. En este caso, los signos predicativos indican el sentido de la cantidad de
magnitud y los signos operativos se relacionan con las acciones de afiadir, quitar, reunir o separar. [...] En
un modelo de desplazamiento los nimeros enteros indican desplazamientos o posiciones y los signos
predicativos el sentido del desplazamiento o la situacion de la posicién a uno u otro lado de la posicién
origen. En cuanto a los signos operativos, pueden significar composicion de desplazamientos o aplicacién
de un desplazamiento a una posicion para obtener otra posicion. (CID, 2002, p. 531).

XV yn alumno podria pensar que (+70) — (—10) = +70 porque «si tengo 70 pesetas y me perdonan una
deuda de 10 pesetas sigo teniendo 70 pesetas». Naturalmente, el profesor utiliza otro razonamiento dentro
de ese mismo modelo, pero hay que reconocer que el primero es perfectamente valido desde el punto de
vista del «sentido comun», que es a lo que se apela cuando se trabaja con modelos muy familiares a los
nifios. De la misma manera, podriamos deducir que (-6) — (-2) = +4, diciendo que «entre 6 grados bajo
cero y 2 grados bajo cero hay 4 grados de diferencia y 4 es lo mismo que +4». (CID, 2002, p. 534).

*xv modelos concretos no reflejan la estructura de cuerpo conmutativo totalmente ordenado que caracteriza
a los nimeros reales (o, mas en particular, la de anillo totalmente ordenado conmutativo y con unidad de
los nameros enteros), sino la de espacio vectorial unidimensional, en el caso de los modelos de
neutralizacion, o la de espacio afin unidimensional, en el caso de los modelos de desplazamiento. (CID,
BOLEA, 2010, p. 578).

xvi En la formulacion de cualquier problema didactico, el didacta siempre utiliza, aunque sélo sea
implicitamente, una descripcion y una interpretacion —es decir, un modelo epistemologico— del ambito
matematico que esta en juego. La TAD ha subrayado desde el principio la necesidad de explicitar dicho
modelo y utilizarlo como referencia para analizar los hechos didactico-matematicos (Gascén, 1993, 1994,
1998, 1999a, 2001a). Actualmente se le llama modelo epistemolégico de referencia (MER) y tiene un
caracter siempre provisional. (GASCON, 2011, p. 208, grifos do autor).
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xovit Toda organizacion o praxeologia didactica (en adelante, OD) que vive en una institucion determinada
esta sustentada y fuertemente condicionada por el modelo epistemolégico de las matematicas dominante
en dicha institucion. Esta hip6tesis puede considerarse como una reformulacion de la afirmacion de Guy
Brousseau segun la cual los modelos docentes espontaneos son simplistas porque estan sustentados por un
modelo epistemoldgico ingenuo que se refleja en la “epistemologia espontanea del profesor” (Brousseau,
1998). De ahi la necesidad, para la didactica de las matematicas, de elaborar un modelo epistemolégico que
le sirve de referencia tanto para el analisis de las “epistemologias espontaneas” presentes en las instituciones
observadas como para la elaboracion de nuevas propuestas de OD. (BOSCH, GASCON, 2010, p. 60, grifos
do autor).

xoviit - efecto, para tomar los procesos de transposicion didactica como objeto de estudio, el didacta
necesita analizar de manera critica los modelos epistemoldgicos de las matematicas dominantes en las
instituciones involucradas y liberarse asi de la asuncion acritica de dichos modelos. (GASCON, 2014,
p.100).

XX 3 emancipacion epistemoldgica constituye un aspecto particular, un primer paso esencial, de la
emancipacion institucional que podria definirse, en general, como la liberacion de la sujecion a la ideologia
dominante en las instituciones que forman parte de su objeto de estudio, esto es, la emancipacion no sdlo
del provincianismo epistemoldgico, sino también de todo provincianismo didactico, pedagégico y cultural.
(GASCON, 2014, p. 100).

X! Ces problémes, choisis de fagon a ce que I'éléve puisse les accepter doivent le faire agir, parler, réfléchir,
évoluer de son propre mouvement. Entre le moment ot I'éléve accepte le probléme comme sien et celui ol
il produit sa réponse, le maitre se refuse a intervenir comme proposeur des connaissances qu'il veut voir
apparaitre. L'éléve sait bien que le probléme a été choisi pour lui faire acquérir une connaissance nouvelle
mais il doit savoir aussi que cette connaissance est entierement justifiée par la logique interne de la situation
et qu'il peut la construire sans faire appel a des raisons didactiques. (BROUSSEAU, 1986, p. 49).

Xl |_a razon de ser de los nlimeros negativos no puede encontrarse en un ambito, como el aritmético, donde
la permanente contextualizacién numérica y la fragmentacion de la secuencia de operaciones a realizar hace
innecesario todo simbolismo mas alla de la representacion de los nimeros y de sus algoritmos de calculo.
(CID, 2015, p. 255).

xlii | a constituyen problemas aritméticos aditivos, directos y parametrizados en los que un cardinal inicial
sufre distintos aumentos o disminuciones que conducen a un cardinal final que es la solucion pedida. La
falta del dato inicial o de uno de los datos intermedios impide llevar a cabo el programa de calculo aritmético
necesario para obtener la solucion. La exigencia de “dar una solucion” al problema fuerza a la utilizacion
de la letra y permite la aparicion de expresiones algebraicas (la “férmula” que soluciona el

problema) aditivas donde la letra asume un papel de pardmetro o variable. El conocimiento posterior del
dato desconocido inicialmente abre la posibilidad de utilizar la férmula para encontrar la solucién, dando
valores numéricos a las letras, lo que lleva a la simplificacion de las expresiones algebraicas para permitir
un uso més eficaz de las mismas. Por “ultimo, las técnicas de simplificacion dan carta de naturaleza al
significado operativo binario generalizado de los signos + y — y a la suma de nUmeros enteros entendida
como composicion de traslaciones. (CID, 2015, p. 271).

xliii Esto responderia a la creencia de que el modelo, el representante, se tiene que parecer a lo representado,
creencia que la ensefianza fomenta debido al uso analdgico que hace de los modelos concretos, pero que
hay que poner en entredicho. Generalmente, las ecuaciones matematicas que modelizan un sistema del
mundo sensible no se «parecen fisicamente» al sistema que representan, pero eso no impide que su estudio
permita obtener mucha informacién sobre dicho sistema. La principal funcion de un modelo no es la de
«parecerse» al sistema que modeliza, sino la de aportar conocimiento sobre él y hacerlo de la manera méas
econdmica y eficaz posible. (CID, 2002, p. 537).

xliv o] “algebra escolar cuando atin no se dispone de las reglas de los signos, lo que dificulta, si es que no
impide, el célculo algebraico. Esto nos sitia en el paso de la aritmética al “algebra, es decir, en los
comienzos del “algebra escolar, y obliga a una introduccién simulténea de los nimeros negativos y del
“algebra en la que se presenten los distintos objetos algebraicos, pero se posponga el desarrollo y
consolidacion de las técnicas que les afectan hasta tanto no se establezcan las técnicas de calculo con
nUmeros positivos y negativos. (CID, 2015, p.256).

X « Pour obtenir une quantité négative isolée, il faudrait retirer une quantité effective de zéro, quelque
chose de rien : opération impossible. Comment donc concevoir une quantité négative isolée ? » et il conclut
: « L’usage des nombres négatifs conduit a des conclusions erronées. » (CARNOT apud BERTE et al.,
2008, p. 60, grifo do autor).

XVi Al Khwarizmi (780-850) accepte les termes négatifs dans les équations mais il s ‘en débarrasse au plus
vite. Les nombres négatifs apparaissent en Occident par la résolution d’équations. Chuquet (1445-1500) est
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le premier a isoler une quantité négative dans 1’un des membres d’une équation. Cardan (1501-1576) est
un des premiers a admettre ’existence de solutions négatives. En 1591, Viete (1540-1630) pose les bases
du calcul littéral, mais les lettres ne représentent que des quantités positives et les solutions négatives des
équations ne sont pas admises. (BERTE et al., 2008, p. 60).
*XMi Nous avons observé un éléve incapable de faire une addition car il avait pour seule image mentale des
relatifs un repére sur une graduation. Il allait chercher mentalement tour a tour le premier terme puis le
deuxiéme terme de la somme sans pouvoir faire aucune opération avec ces repéres inertes. Pour introduire
I’addition, n’est-il pas préférable de travailler seulement avec des variations afin de privilégier les situations
dans lesquelles les significations des deux nombres sont les mémes ? Ainsi il n’y a pas de confusions
possibles pour les éléves. (BERTE et al., 2008, p. 62).
xiii | e signe + traduit une succession de déplacements ou un bilan. Pourquoi ces situations se traduisent-
elles par une addition ? Pourquoi cette opération ? Pour effectuer cette addition, il faut faire parfois une
addition arithmétique et parfois une soustraction arithmétique. Pourquoi parle-t-on dans les deux cas de
I’addition des nombres relatifs ? (BERTE et al., 2008, p. 63).
Xlix Dans une introduction plus conforme au cheminement historique, donc axée sur des problémes de
résolution d’équations, les négatifs vont apparaitre seuls comme nouveaux nombres, au détriment d’une
cohérence de notation dans 1’ensemble des nombres. Dans tous les cas, il y aura des difficultés
incontournables de notation et d’écriture, notamment signe opératoire et signe prédicatoire notés de la
méme fagon avec passage de I’'un a I’autre. (BERTE et al., 2008, p. 63).
' De prendre de la distance par rapport aux contextes concrets de fagon a donner un statut de nombres aux
négatifs. De veiller lors de I’introduction des négatifs a ne pas créer inutilement des obstacles didactiques
qui se réveleraient lors de la mise en place des régles de 1’addition et surtout de la multiplication. (BERTE
et al., 2008).
i 3) Pour donner aux négatifs un statut de nombre, nous introduisons trés vite dans cet ensemble des
opérations connues déja avec les positifs. Nous donnons aux éléves les propriétés de ces opérations que
I’on voudrait conserver dans un nouvel ensemble qui contiendra aussi les nombres positifs qu’ils
connaissent.
b) En conséquence nous avons prévu une introduction des nombres négatifs par la résolution d’équations,
de sorte que I’addition arrive en méme temps, tout en restant dans un contexte interne aux mathématiques
et en justifiant les résultats sur des exemples. Le lien entre des résultats que 1’on aura justifiés et des
situations concrétes de gain et de perte sera fait en fin de séquence.
¢) Pour bien faire comprendre pourquoi on prolonge la structure de I’ensemble des nombres positifs et pour
éviter une coupure entre les nombres positifs déja connus et ces nouveaux nombres, les négatifs, le
professeur n’introduit pas d’écriture du type (+3). Cette écriture est proposee par les éléves eux-mémes
pour le nombre 3 par opposition avec (-3). Les écritures (+3) et 3 sont ainsi présentées dés le départ comme
deux écritures d’un méme nombre. Le signe “ + ” garde le seul statut opératoire. Cela évite des exercices
de « simplification d’écriture », qui font que les éléves ne savent plus reconnaitre que (+2) + (+3) ..... ¢’est
tout simplement 2 + 3 ! Certains manuels et professeurs expliquent aux éléves qu’une écriture comme (—2)
+ (+4) se remplace par —2 + 4, obtenue en enlevant les parenthéses et le signe opératoire “ + ”, ce qui apporte
des confusions abyssales car il n’y a plus le signe opératoire de 1’addition ! Limiter la difficulté a savoir
manipuler les trois statuts du signe “ — , nous semble raisonnable. (BERTE et al., 2008, p. 64).
i |_o que nos permite caracterizar esta situacion como situacion a-didactica es el hecho de que los alumnos
tienen un conocimiento antiguo, el calculo aritmético, que les ofrece una estrategia de base para afrontar la
situacion, pero la presencia de las letras va a obligarles a modificar dichas estrategias, pasando en varias
etapas de un célculo entre nimeros sin determinacion a un célculo entre nimeros positivos y negativos. Por
ejemplo, en el problema

Laura se llevd sus tazos al colegio para jugar varias partidas. En la primera perdid 9 tazos y en

la segunda gané 7. ¢ Cuéntos tazos le quedaron después de jugar?
los alumnos no tienen dificultad en dar como respuestas a — 9 + 7 o0 a — 2, pero establecer la equivalencia
entre estas dos respuestas exige asumir que “restar 9 y sumar 7 equivale a restar 2”, lo que implica pasar de
las sumas y restas entre nimeros sin determinacion a la composicion de traslaciones. (CID, 2015, p. 269).

253



