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Resumo

Vivemos uma triste realidade no pais, a saber, milhdes de brasileiros tém seus
nomes inscritos em 6rgaos de protecao ao crédito, como SCPC e SERASA. Isso ndo
ocorre apenas porgue estas pessoas sao mas pagadoras, mas sim pela falta de uma
educacdo financeira quando estdo entrando na idade adulta. Outro ponto que
merece destaque diz respeito ao fato que, muitas vezes, por ignorar as armadilhas
financeiras embutidas em operacdes de empréstimos, muitas pessoas ficam nas
maos de agentes emprestadores de crédito, sejam eles oficiais ou ndo. Outro
agravante é o consumo inadequado, seja de bens ou servicos, sendo que o
consumo sem necessidade prejudica o poder de compra.

Esse trabalho foi voltado para o ensino médio, buscando a melhora da educacéo
dos jovens através da matematica financeira. Procuramos descrever casos reais na
gual uma decisao errada pode prejudicar uma pessoa por um longo periodo de sua
vida. Adicionalmente, destacamos neste trabalho exemplos préaticos envolvidos em
situacOes financeiras como: juros, tabelas de amortizacéo, formas de pagamentos e
principalmente a equivaléncia de capitais, que é como se comporta o dinheiro no

decorrer do tempo.

Palavras-chave: Juros, taxa, financiamento, amortizacdo, matematica financeira,

tomada de decisoes.



Abstract

We live in a sad reality in the country, namely, millions of Brazilians have their names
registered in credit protection agencies, such as SCPC and SERASA. This is not just
because these people are poor payers, but because they lack a financial education
as they enter adulthood. Another point that must be highlighted concerns the fact
that, many times, by ignoring the financial traps embedded in loan operations, many
people are in the hands of credit lending agents, whether officials or not. Another
aggravating factor is the inadequate consumption, whether of goods or services, and
consumption without need harms purchasing power.

This work was aimed at high school, seeking to improve the education of young
people through financial mathematics. We try to describe real cases in which a wrong
decision can harm a person for a long period of life. Additionally, we highlight in this
work practical examples involved in financial situations such as: interest, amortization
tables, forms of payments and especially equivalence of capital, which is how money

behaves over time.

Keywords: Interest, rate, financing, amortization, financial mathematics, decision-

making.
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INTRODUCAO

Historia da Matematica Financeira
A origem do dinheiro

Conforme texto publicado no site da Casa da Moeda do Brasil em 2015 [16], o
homem primitivo se abrigava em cavernas e se alimentava de frutos silvestres, ou do
gue conseguisse obter da caca e da pesca. Ao longo dos seéeculos, com o
desenvolvimento de sua inteligéncia, a espécie humana passou a sentir a
necessidade de maior conforto e a reparar o seu semelhante, como decorréncia
desta necessidade, surgiram as trocas e para que estas acontecessem, se fizeram
necessarias as moedas de trocas.

As primeiras moedas, pecas representando valores, geralmente em metal,
surgiram na Lidia (atual Turquia), no século VIl a. C.. As caracteristicas que se
desejava ressaltar eram transportadas para as pecas através da pancada de um
objeto pesado (martelo), em primitivos cunhos. Foi 0 surgimento da cunhagem a
martelo, onde os signos monetarios eram valorizados também pela nobreza dos
metais empregados, como 0 ouro e a prata [16].

A necessidade de guardar as moedas em seguranca deu surgimento aos
bancos. Os negociantes de ouro e prata, por terem cofres e guardas a seu servico,
passaram a aceitar a responsabilidade de cuidar do dinheiro de seus clientes e a dar
recibos escritos das quantias guardadas. Esses recibos (entdo conhecidos como
“goldsmith’s notes”) passaram, com o tempo, a servir como meio de pagamento por
seus possuidores, por serem mais seguros de portar do que o dinheiro vivo. Assim
surgiram as primeiras cédulas de “papel moeda”, ou cédulas de banco, ao mesmo
tempo em que a guarda dos valores em espécie dava origem a instituicdes
bancarias.

Os primeiros bancos reconhecidos oficialmente surgiram, respectivamente, na

Suécia, em 1656; na Inglaterra, em 1694; na Franca, em 1700 e no Brasil, em 1808
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e a palavra “bank” veio da italiana “banco”, peca de madeira que os comerciantes de
valores oriundos da Itdlia e estabelecidos em Londres usavam para operar seus

negoécios no mercado publico londrino [16].

O surgimento de empréstimos de mercadorias

As antigas civilizacBes ja se utilizavam da matematica para as atividades
comerciais da época. Os sumérios emprestavam as sementes e pagavam com parte
da colheita, sendo assim, uma forma de pagamento com juros, suprindo uma
auséncia de outro tipo de moeda de troca. Estes contratos eram escritos em tabuas
como uma forma de notas promissorias [16].

Muitos anos depois, muitos livros sobre o assunto produzidos no século XVII
foram redescobertos no periodo do Renascimento. A aritmética de Treviso foi
considerado o primeiro registro impresso de matematica financeira em 1478, quando
apresentou aplicacfes e praticas do escambo.

Pierro Borghi publicou em 1484 a “Aritmética Comercial’, na Itélia,
fundamental para o desenvolvimento da matematica financeira por tratar de
guestdes relacionadas ao comércio da época. As 17 edi¢cbes da publicacao, a dltima
em 1557, mostram a importancia desse legado. Outro destaque da época foi Filippo
Calandri, que desenvolveu uma forma aritmética reconhecida como a primeira com
problemas ilustrados.

Com o desenvolvimento do comércio e a comercializacdo de ouro e prata,
muitos paises criaram suas proprias moedas. Porém, as diferentes moedas entre 0s
paises causou problemas comerciais que foram solucionados com o surgimento dos
cambistas.

Os cambistas eram responsaveis pela troca e comercializacdo entre as
diferentes moedas e com o tempo passaram a emprestar e guardar dinheiro. O
termo “banco” das instituicdes financeiras atuais faz referéncia aos cambistas que
ficavam em bancos de madeira.

A evolucdo da economia e, consequentemente, da matematica financeira,
permitiu que muitas situacdes consideradas impossiveis de serem resolvidas, hoje

podem ser solucionadas por meio de técnicas e ferramentas especificas.
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A matematica financeira foi muito importante para o processo de
desenvolvimento da economia. Atualmente, ela é utilizada tanto por empresas como
por pessoas nas mais diversas situagoes.

Com o desejo de produtos e mercadorias e na falta de poder de compra em
determinado momento, leva ao pagamento financiado.

A matematica financeira permite a escolha entre o pagamento a vista ou
financiado, esta escolha é feita de acordo com o que € mais vantajoso para o
comprador.

Nesse sentido, compreender os calculos basicos da matematica e sua
aplicabilidade pode facilitar a vida financeira em muitos aspectos, desde agdes

simples, como comprar um bem ou como avaliar o lucro de uma empresa.

A necessidade da educacao financeira no ensino médio

Nosso objetivo com este trabalho € o ensino da educacao financeira para
jovens e adultos, no intuito que no futuro possam tomar decisdes mais inteligentes,
evitando principalmente, que sejam ludibriados por alguma instituicdo financeira;
bem como néao fagam endividamentos desnecessarios.

Os professores do ensino médio tem um papel importante, pois de acordo
com a lei de Diretrizes e Bases da Educacao [9] o professor tem autonomia para
preparar com responsabilidade as aulas que serdo ministradas. Segundo o guia
curricular do ensino na rede estadual de Sdo Paulo [2] este assunto € abordado
desde o primeiro ano do ensino médio, na qual esta disciplina trabalha com tépicos
como, por exemplo: progressdes aritméticas e progressées geométricas, fungdes,
juros. Sendo assim, acreditamos ser possivel que o docente aborde tais assuntos
interligando-os com situacdes financeiras do dia a dia, para isso deixamos em Nosso
trabalho, planos de aulas, exemplos e exercicios, trabalhos em midias digitais,
utilizando principalmente Excel.

Dentre outros pontos, um estimulo para escrever este trabalho foi a realidade
brasileira, com 62 milhGes de pessoas, com o0 nome negativado em 6rgados de
protecdo ao crédito, segundo site Correio Brasiliense [8], no ano de 2018. Além

disso, por trabalhar atualmente em uma instituicAo bancéaria, pudemos vivenciar
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algumas situag@es financeiras com alguns jovens, acreditando que através de uma
educacédo financeira poderemos melhorar suas vidas. Um dia, em meu trabalho
ocorreu um fato interessante. Um jovem de aproximadamente 20 anos de idade,
tinha contraido uma divida em seu cartdo de crédito ao comprar um celular, algo em
torno de R$ 3.500,00, o que para um jovem, com salario em torno de R$ 1.300,00,
era um valor muito além do seu poder aquisitivo. O mesmo parcelou a divida em dez
vezes pela loja virtual, porém com 0s gastos mensais, relatado pelo jovem, como:
energia, parcela de sua motocicleta, comida etc., estas parcelas ficaram altas. O
jovem precisou pagar o chamado “valor minimo do cartdo”, o restante entra no
chamado crédito rotativo, cerca de 9,8% de taxa ao més. Quando nao teve mais
condi¢des de pagar o cliente usou o “cheque especial”’, que € um valor pré-liberado
pelo Banco. Assim sua divida s6 foi aumentando, até 0 momento em que 0 mesmo
procurou nossa agéncia. Orientamos o jovem a fazer um parcelamento de divida,
gue pode ser feito até em quarenta e oito vezes, a uma taxa de 2,9%, porém seu
cartdo e outras formas de crédito ficaram bloqueadas até o pagamento da ultima
parcela. O mesmo fez a operacdo em menos vezes e assim conseguiu colocar sua
vida em ordem. Acreditamos que, através do conhecimento de algumas situacdes
financeiras, antes dos alunos completarem sua idade adulta, os mesmos possam
evitar este tipo de situacdo, até melhor, mostrar a estes alunos a importancia de
poupar desde cedo.

Conforme informacé&o do site Educa Mais Brasil [15], cerca de 46% dos jovens
brasileiros, entre 25 a 29 anos, estdo endividados. Na faixa de 18 a 24 anos, a
porcentagem é de 19%. Se somados os dois grupos, 12,5 milhdes de pessoas estédo
com as contas no vermelho, de acordo com dados revelados pela Confederacéo
Nacional de Dirigentes Lojistas (CNDL) e do Servico de Protecdo ao Crédito (SPC
Brasil).

O cartdo de crédito € o principal vildo, representando 45% das dividas entre
os jovens. Compras no comeércio, principalmente com cartdes de lojas,
correspondem a 30%. Ja os débitos com telefonia celular aparecem no terceiro
lugar, sendo 15% dos gastos. Educacdo, moradia, agua e luz representam 10% dos

fatores de endividamentos da juventude brasileira.
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Ainda do site Educa Mais Brasil [15], “Cada semestre que passa na faculdade
h& um aumento nas mensalidades que gera um aperto financeiro maior. Esse é um
dos principais fatores para minhas dividas”, reclama a estudante do curso de
Psicologia, Lais A., de 21 anos. Por ndo ter conseguido nenhum beneficio estudantil
(como financiamento, bolsa de estudos parciais ou integrais), a estudante, que
recebe um salario minimo trabalhando como auxiliar administrativa, conta que é
cada vez mais complicado conciliar os custos pessoais com os educacionais. “O
valor que eu recebo pelo meu trabalho ndo cobre todas as dividas que eu tenho e
isso acaba me complicando bastante”, afirma.

Em 2016, um mapeamento organizado também pela CNDL e SPC mostrou
gue trés em cada 10 jovens brasileiros ndo fazem um controle financeiro. A
economista-chefe do SPC Brasil, Marcela Kawauti, ressalta que os jovens precisam
aprender a economizar. “Conseguir poupar pequenos valores ja € melhor do que
nada. Para isso, € preciso resistir ao consumo impulsivo e estar ciente que os efeitos
positivos virao no longo prazo”, comenta Kawauti.

Nos gastos com Educacéo, por exemplo, 0s jovens estudantes podem buscar
junto as instituicbes descontos nas mensalidades, ficar atento as regras do Fundo de
Financiamento Estudantil (Fies) ou até mesmo se cadastrar em programas que
oferecem bolsas de estudos [15].

Uma pesquisa feita por um aluno de Mestrado da UFMS, Campus Trés
Lagoas [10], realizada com alunos do primeiro ao terceiro ano do ensino médio, nas
seguintes proporcodes: 27% do primeiro ano, 38,5% do segundo ano e 34,5% do
terceiro ano (faixa etaria entre 15 e 18 anos), nos mostrou dados importantes
referentes a necessidade da educacdo financeira entre estes alunos:

e 75% dizem saber o que € educacéo financeira, 25% nao;

e Apresentaram diversas definicbes para o tema, dentre elas “Gerir o seu
dinheiro, evitar dividas, saber investir, criar um perfil financeiro, saber pensar
no que precisa no longo prazo e o que precisa no momento” e “Educacao
financeira ajuda vocé a entender melhor suas necessidades de compra, ajuda
a administrar seu dinheiro, de forma que gaste apenas 0 necessario e saiba

como usar’;
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Observamos que todos alunos julgaram importante o tema, conforme a
pesquisa: 63,46% muito importante, 36,54% importante, 0% pouco importante
e 0% desnecessaria;

Segundo os mesmos, 0 objetivo de ter uma educacdo financeira seria:
32,69% evitar gastos desnecessérios, 30,77% aprender a investir, 1,92%
garantir uma reserva financeira para a aposentadoria, 23,08% equilibrio
financeiro (gastar menos do que se ganha), 5,77% ficar rico e por fim 5,77%
outros. Com isso notamos que poucos alunos se preocupam em garantir a
aposentadoria;

Menos da metade dos alunos tém alguma renumeracdo mensal, cerca de
7,69% trabalham ou estagiam, 19,23% recebem pensao, 19,23% recebem
uma “mesada’ e 53,85% nao possuem renumeracao;

Uma pequena parte dos alunos conseguem economizar: apenas 34,62%
economizam, 44,23% as vezes e 21,15% nunca economizam;

A pesquisa fez ainda um levantamento dos gastos dos alunos: 35,58%
alimentacéo, 2,88% nao tem nenhum gasto, guardam integralmente, 6,73%
ajudam a complementar a renda de casa, 11,54% vestuario: roupas e
sapatos, 14,42% produtos eletronicos, 14,42% atividades culturais, 9,62%
viagens/passeios e 4,81% outros. Percebemos que, com 0s jovens envolvidos
nesta pesquisa, 0s maiores gastos sdo com a alimentacao;

Apenas 34,62% notam um planejamento financeiro em suas casas.

Percebemos que, ou os alunos ndo se interessam pelo assunto, ou suas

familias precisam fazer melhor este planejamento.

Por fim, vale a pena destacar que, segundo Golveia [06], a matematica

financeira é a area da matematica que estuda a equivaléncia de capitais ho tempo,

ou seja, como se comporta o valor do dinheiro no decorrer do tempo. Sendo uma

area aplicada da Matematica, ela estuda diversas situacdes financeiras ligadas ao

dia a dia das pessoas. Por esse motivo, conhecer suas aplicacdes é fundamental.

Dividimos nosso trabalho em quatro capitulos e finalizamos com as

consideracdes finais, no primeiro capitulo abordamos alguns conceitos tedricos

sobre progressdes aritméticas e progressdes geométricas, pré-requisitos para o

estudo da matematica financeira.

19



No segundo capitulo foram abordados assuntos lecionados no primeiro ano
do ensino médio como: juros simples e compostos, uso de PA e PG para célculo de
juros. Além destes, abordamos assuntos que ndo estdo no guia curricular [2], mas
que tem muita importadncia no ensino da matematica financeira para jovens e
adultos, e podem ser introduzidos em aulas, como por exemplo: sistemas de
amortizacgdes, custo efetivo total, equivaléncia de capitais entre outros.

No terceiro capitulo apresentamos um exemplo de uma jovem que financiou
seu primeiro imovel e tinha muitas duvidas, explicamos a diferenca entre os sistemas
de amortizagdes.

Por fim no quarto capitulo deixamos alguns planos de aulas, bem como
exemplos de uso de planilhas de Excel para calculo de juros e resolucdo de
exercicios, fizemos algumas atividades ligadas a casos reais acontecidos em
instituicdes bancarias.

Finalizamos o trabalho com as consideracdes finais em relagédo aos objetivos
alcancados.

Comecamos nosso trabalho com uma abordagem tedrica sobre progressoes.
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Capitulo 1. Progressdes Aritméticas e Progressdes
Geomeétricas

Neste primeiro capitulo faremos uma abordagem tedrica nos assuntos
relacionados a progressfes aritméticas e progressdes geométricas, pois sdo pre-
requisitos para o estudo da matematica financeira e séo ferramentas muito utilizadas

para resolucao de problemas envolvendo juros.

1.1. Progressdes Aritméticas

O embasamento tedrico deste capitulo vem da referéncia [13] desta
dissertacao.

Uma Progressédo Aritmética, conhecida como “PA”, é uma sequéncia de
nameros, na qual cada termo € gerado pela soma de uma constante, chamada de
razao da PA, ao seu antecessor. Esta razéo é obtida pela diferenca entre um termo
e 0 seu antecessor, por exemplo, o termo a, € obtido pela soma do termo a, com a

razao da PA.

1.1.1 Termo Geral de uma PA

Em uma progresséao aritmética (a1,: a,, as, ... ) para avancar um termo, basta
somar a razao, para avancar dois termos, basta somar duas vezes a razéo, e assim
por diante. Assim, por exemplo, (a,3 = as + 8r), pois, ao passar de as para a,s,
avancamos 8 termos, da mesma forma, (a,, = a; + 5r ), pois avangamos 5 termos
ao passar de a, para a,,, € ainda, a, = a,; — 13r , pois retrocedemos 13 termos ao
passar de a,; para a, e, de modo geral, a, = a,_; +r , pois, ao passar de a; para
a, , avancamos n — 1 termos [13].

Podemos calcular entdo o Termo Geral de uma PA chamado de a,, da
seguinte forma:

Sabemos que,

a, = ag+r
a, = a, +r

a3: a2+T'
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A, = Qu_q +T.

Somando os termos desta igualdade temos,
o+ a+az+ o +a,ta,=at+ta+a+az+ ..+ a, +(n)r.=>
(a4 + ay+azs+ ... +a,1)—(ag+ a1+ a,+az++ ap,_1)+ a,=ay+

(n).r > a, = ag + (n).r (quando consideramos o termo inicial a,).

Exemplo 1.1.1. Em uma progresséo aritmética, o quinto termo vale 30 e o
vigésimo termo vale 50. Quanto vale o oitavo termo dessa progressao?
Solucdo: a,, = as + 15r, pois ao passar do quinto termo para o vigésimo,

avangamos 15 termos.
4

Logo, 50=30+15rer = 3 Analogamente, ag = as +3r =30 + 3.% = 34, portanto o

oitavo termo vale 34.

Exemplo 1.1.2. Qual é o centésimo primeiro termo de uma PA cujo primeiro
termo é 107 e a razéo é 67?

a) 507.
b) 607.
c) 701.
d) 707.
e) 807.

Solucdo: Temos que, pelo enunciado, o primeiro termo a, = 107 e razéo r =
6, precisamos encontrar a,, , paran = 100.

Logo, a, = ag+ (n).r
Portanto, a,p = @, + (100 ).7 = 107 + (100).6 = 107 + 600 = 707.

Concluimos assim, que o centésimo termo ( a,q, ) €quivale a 707, alternativa D.

Exemplo 1.1.3. O cometa Halley visita a Terra a cada 76 anos. Sua ultima
passagem por aqui foi em 1986. Quantas vezes ele visitou a Terra desde o
nascimento de Cristo? Em que ano foi sua primeira passagem na era crista [13]?

Solugéo: Os anos de passagem do cometa foram 1986, 1910, 1834,... e
formam uma progressao aritmética de razao -76 .
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O termo de ordem n dessa progresséo é a, = ay + (n).r , ou também, a, =
a;+(n—1).r , isto é, a,=1986—-76(n—1)=2062—76n . Temos a, >0

guando n < % =27,13....

Portanto, os termos positivos dessa progressdo sao 0s 27 primeiros,
a;, a,, as, ...,a,7. Logo, ele nos visitou 27 vezes na era cristd e sua primeira
passagem na era crista foi no ano a,; = 2062 — 76.27 = 10.

Poderiamos também ter resolvido o problema aproveitando o fato dos termos
dessa progresséao serem inteiros. Em uma progressao aritmética de termos inteiros e
razdo nao-nula, todos os termos ddo o mesmo resto quando divididos pelo médulo
da razdo. Como 1986 dividido por 76 da resto 10, todos 0s anos em que o0 cometa
passou por aqui dao resto 10 quando divididos por 76.

A primeira visita ocorreu entre os anos 1 e 76, inclusive. Entre esses anos, o
unico que dividido por 76 da resto 10 é o ano 10. Para descobrir a ordem desse

7

termo, usamos a, = a; +(n—1).r , isto é, 10=1986—-76.(n—1) . Dai, n=

2052
— =127.
76

1.1.2 Equidistancia entre os termos de uma PA

Numa PA finita, a soma de dois termos equidistantes dos extremos € igual a
soma dos extremos.

De fato, seja a PA finita (a4, a,, as, .., a,_1, a,), temos que:
a, = a, +r

as = aq +2r

an_, = a; +(n—3)r

an_, = a; +(n—2)r

a,=a;+(n—1)r
aut+a,=a+a+(n—1)r=2a;,+(n—-1)r

a,+ ap1=a,+r+a+(n—-2)r=2a,+r+nr—-2r=a,; + a,
=2a;,+(n—1)r

as+ apn,=a,+2r+ a;+(n—-3)r=2a,+2r+nr—3r=a, + a, = 2a, +
(n—1)r.

E assim por diante.
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Exemplo 1.1.4. Seja a PA finita, (3,5,7,9,11,13,15,17), temos que:
a1+ a8= a2+ a7= a3+ a6= a4+ a5

3+17=5+15=7+13 =9+ 11 = 20.

Em uma progressao aritmética, o termo geral € dado por um polinbmio em n, a, =
a,+(n—=1)r=r.n+(a;—7r) . Se r # 0 , ou seja, se a progressao nao for
estacionaria (constante), esse polinébmio € de grau 1. Se r = 0, isto é, se a
progressao for estacionéria, esse polindmio é de grau menor que 1 [13].

Por esse motivo, as progressdes aritméticas de razdo r # 0 sdo chamadas
de progressdes aritméticas de primeira ordem.

Como em uma progressao aritmética a,, = a, + n.r , a funcédo que associa a
cada natural n o valor de a,, é simplesmente a restricdo aos naturais da funcdo afim
a(x) =a(0) +rx.

Portanto, pensando em uma progressao aritmética como uma funcédo que
associa a cada numero natural n o valor a,,, 0 grafico dessa funcédo é formado por
uma sequéncia de pontos colineares no plano.

Em outras palavras, (a,) é uma progressao aritmética se, e somente se, 0s
pontos do plano que tém coordenadas (1; a;) , (2; a,) , (3; a3) , etc. estdo em
linha reta [13].

Grafico 1. 1: Gréafico de uma PA

Fonte: Figura extraida da citacéo [13]
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1.1.3 Somados Termos de uma PA

Baseado na ideia de Gauss, usada para calcular a soma 1 + 2 + ... + 100,
podemos calcular a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética
qualquer.

A soma dos n primeiros termos da progressao aritmética ( a,,a,, as,...) €S, =
( a, + an)% .
Consideremos S,, a soma dos n primeiros termos de uma PAderazdor, S, =
a,+ a,+ a3+ ... +a,4 + a,
STL= a1+ a2+ a3+ e + an_1 + an= a1+ an+ a2+ an_l + a3+ an_z + ..
n
Sp =+ a,+a;+a,+a+a,+ .. +a+a,+a+ a,=Ca; + an)z.

Portanto, para uma PA finita, com n termos:

n
Sn =(a1+ an)i-

Exemplo 1.1.5. Qual a soma dos 200 primeiros numeros pares?

Solucéo: Sabemos que os numeros pares sao 2, 4, 6 ... e que eles formam
uma PA de razdo 2. Concluimos que a, =2 , e n =200, pois queremos os 200
primeiros niumeros pares.

Para utilizarmos a férmula S,, = (a, + an)% , ainda precisamos descobrir 0
termo de indice “n”:
Ay = Qo= a3 +(n—=1).r=2+(200—-1).2=2+4(199.2) = 2 + 398 = 400

Substituindo os valores na formula da soma dos termos da PA finita: S, =
(al + an)% ’
200
S200 = (2 +400).—— = 402.100 = 40200.

Conclusdo: Assim a soma dos 200 primeiros numeros pares equivale a
40200.

Exemplo 1.1.6. (Questédo retirada da primeira avaliacdo do ano de 2015 da
matéria “Matematica Discreta” do curso de Mestrado Profissional PROFMAT).

Mostrar que (a,) € uma progressao aritmética se, e somente se, existirem niimeros
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reais A e B tais que S, = a;+ a,+ .. + a, = An? + Bn , para todon inteiro
positivo.

Solucdo: Suponhamos que ( a,,) seja uma progressao aritmética de razaor e
primeiro termo a,. Mostraremos entdo que existem numeros reais A e B tais que
S, = An? + Bn.

Sabemos que S,=a;+a,+ ..+ a,= [(al;—an)]n com a,=a;+

(n—1).7r.

a,+a+(n-1)r

2

].n => S, = %.nz +(a1—£).n.

Logo, S, = |
Tomando 4= > e B = a;-7 , temos que S, = An* + Bn , como queriamos

demonstrar.

Reciprocamente, suponhamos que S, = a;+ a,+ .. + a, = An? + Bn.
Notemos que a, = S,- S,—; , paran > 1, e a; = S; . Assim, a, = S,- Sp,—1 =
An?> +Bn—[An—-1)>+B(n—-1)]=(24)n—A+B=(A+B)+24(n—-1).

Tomando a;, = A+ B er =24, temos que (a,) € uma progressao aritmética
de razdo 2A e primeiro termo A + B.

Concluimos assim que ( a,,) € uma progressao aritmética e sua soma é S, =

An? + Bn , para todo n inteiro positivo.

Exemplo 1.1.7. (Questdo extraida da terceira avaliacdo de Matematica
Discreta (MA12) do ano de 2012) A soma dos n primeiros termos de uma
progressao aritmética é dada por S,, = 2n? — 15n.

(a) Determinar o décimo termo da progressao.

(b) Encontrar o primeiro termo positivo da progressao.

Solucéo:

(a) O décimo termo é S;,- S, , isto €,

(2.102 —15.10) — (2.92-159) =23,

(b) Queremos saber para quais valores de n o n-ésimo termo, isto €, a

expressao S,- S,,_; , € maior do que zero. Temos:
(2n?2-15n) - (2(n—1)?-15(n—-1)) =4n—17,
logo o primeiro termo positivo ocorre para o primeiro ntal que 4n — 17 > 0, isto &,

paran = 5.
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Exemplo 1.1.8. (Questdo retirada da primeira avaliacdo de Matematica
Discreta (MA12) do ano de 2011) Considerar a sequéncia (a,),n = 1 , definida

como indicado abaixo:

a1=1
a2=2+3
a3=4‘+5+6

a,=7+8+9+10

(a) O termo a,, € a soma de 10 inteiros consecutivos. Qual é o menor e qual é
0 maior desses inteiros?

(b) Calcular a, .

(c) Fornecer uma expressao geral para o termo a,,.

Solucéo:

(a) O primeiro inteiro da soma que define a, € igual ao numero de inteiros

utilizados nos termos ay, ... ,a,_, ,iSt0€,1 + 2 +...+n — 1 mais um, isto &, € igual
1 ”las . . . . .
a- (n—1)n+1. O Ultimo inteiro & esse numero mais n — 1. Portanto, paran =

10, o primeiro inteiro é 46 e o Ultimo € 55.

(b) a,, € a soma de uma progressao aritmética de 10 termos, sendo o
primeiro igual a 46 e o ultimo igual a 55. Entéo:
ayo = 520 = 1015 = 505

(c) No caso de a,, temos a soma de uma progressao aritmeética de n termos,
sendo o primeiro igual a %n(n —1) + 1 e odultimo igual a %n(n —1)+1+n—-1,0u
seja, %n( n—1) +n, como visto em (a). Entdo:

_ [% n( n—1)+1]+[%n( n-1 )+n]

a =
n 2
(n-1)n?+(n+1)n
a, =
2
n3-n24+n2+n n34+n
a, = = :

2 2

~ .. n3+n
Portanto a expressdo geral para o termo é: a,, =

Exemplo 1.1.9. (Questdo extraida da terceira avaliacdo de Matematica
Discreta (MA12) do ano de 2011) A sequéncia 0,3,7,10,14,17,21, ... é formada a
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partir do namero 0 somando alternadamente 3 ou 4 ao termo anterior, isto é: o
primeiro termo € 0, o segundo € 3 a mais que o primeiro, o terceiro é 4 a mais que o
segundo, o quarto € 3 a mais que o terceiro, 0 quinto é 4 a mais que o quarto e
assim sucessivamente.

(a) Qual é o centésimo termo dessa sequéncia?

(b) Qual é a soma dos 100 primeiros termos dessa sequéncia?

(c) Algum termo desta sequéncia € igual a 2000? Por qué?

Solucéo:

(a) Chamemos de a4, a,, as, ... 0S termos dessa sequéncia. A sequéncia dos
termos com indices impares a,,as, as, ... € uma progressao aritmética com termo
inicial O e passo (ou razdo) 7. A sequéncia dos termos com indices pares a,, a, a, ...
€ uma progressao aritmética com termo inicial 3 e passo 7. O centésimo termo é o
50° da sequéncia dos pares. Entdo:

Ajgo =3+ (50 —1).7 = 3+ 343 = 346.

Portanto o centésimo termo desta sequéncia € 346.

(b) H& maneiras diferentes de se fazer isso. Podemos agrupar a soma assim:
(a;+ ago0) + (az + aqe) + (as + agg) + ... + (asg + as;) . Vejamos que de a, para
a, ha um acréscimo de 3 e de aqy para a,q, também. Entdo os dois primeiros termos
séo iguais.

Do segundo para o terceiro ha um aumento e um decréscimo de 4, logo o
terceiro termo é igual ao segundo. E assim por diante. Entdo todos os termos entre
parénteses sao iguais ao primeiro, que vale 0 + 346 = 346. Como sao 50 termos,
asomada 50 - 346 = 17300.

Outro jeito de fazer é somar separadamente as sequéncias com indices
impares e pares. No segundo caso (pares), sdo 50 termos da progressao aritmética
de razédo 7 comecando em 3 e terminando em 346. A soma dessa progressao da:

(3+343).50
2

No primeiro caso (impares), sdo 50 termos, mas todos 3 unidades menores

= 25-349 = 8725.

do que os termos da série par. Entdo a soma desses é 8725 subtraido de 50 - 3 =

150, isto é, da 8575. Juntando as duas, ficamos com 17300.
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Obs. Essa segunda soma também sairia da mesma forma como a outra, pois
a PA tem primeiro termo igual a 0, ultimo termo igual a 343, totalizando 50 termos,
logo soma:

(0+343).50
2

(c) Observar primeiro que se n é impar entdo a,, € multiplo de 7, e se n é par

= 25-343 = 8575.

entdo a,, — 3 é multiplo de 7 (de fato, valem as reciprocas, mas ndo precisaremos
disso).
Como nem 2000 = 7.285 + 5 nem 1997 = 7.285 + 2 sdo multiplos de 7, entao

2000 ndo pode ser um a,, nem para n par nem para n impar.

Exemplo 1.1.10. O preco de um carro novo é R$ 60.000,00, sabemos que ele
desvaloriza R$ 2.000,00 ao ano, qual sera o valor do veiculo com 5 anos de uso?
Solucéo: Podemos facilmente adaptar uma PA para solucdo deste exercicio,
consideremos entao:
a, = 60000
r =-2000
Deveremos encontrar ag, que seria o valor do carro apds 5 anos de uso.
a, = as = ag + (N)r
as = 60000 + (5).(—2000)=60000-10000=50000.
Assim concluimos que apos 5 anos de uso o valor deste veiculo sera de R$
50.000,00.

Exemplo 1.1.11. Um adolescente deseja comprar um computador e para isso
comecou a poupar, se ele comecar com uma quantia de R$ 200,00 e mensalmente
depositar R$ 50,00, quanto tera apds 2 anos.

Solucédo: Podemos facilmente adaptar uma PA para solucdo deste exercicio,
consideremos entéo:

a, = 200
r = 50.
Deveremos encontrar a,,, pois em 2 anos teremos 24 depdsitos.

a, = ay, = ay+ (n)r
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as = 200 + (24).(50)=200+1200=1400.

Assim, concluimos que ap06s 2 anos o adolescente ter4 poupado R$ 1.400,00.

1.2. Progressdes Geométricas

Uma progressdo geométrica, conhecida como “PG” € uma sequéncia de
nameros, na qual cada termo é gerado pela multiplicacdo do seu antecessor por
uma constante, chamada de razdo da PG. Por exemplo: o termo a; é obtido pela
multiplicacdo do termo a, pela razéo da PG [14].

As progressdes geométricas podem ser comparadas com a ideia de juros
compostos e taxa relativa de aumentos constantes, se considerarmos a, =
CAPITAL, e a razdo como 1 + i (taxa), termos que serdo explicados no préximo
capitulo.

1.2.1 Termo Geral de uma PG.

Chamamos de a,, o Termo Geral de uma PG que pode ser calculado da
seguinte forma:

Sabemos que,

a; = ap.q
a, = a,.9q
as = a,.q

a, = an_1-4.
Multiplicando os termos desta igualdade temos,
A;.05.03. . Ap_q.0y = Ag.A1.05.03. . Ap_q.q" =

n
a1.a3.43....0n—-1 .An __ A1.02.43....0n—-1 .00.q

- a, = ay,.q".
ai.az.a3z....an—-1 a;.az.asz.... aAn-1 n 0 q
Exemplo 1.2.1. O oitavo termo de uma PG é 256 e o quarto termo dessa
mesma PG € 16. Calcular seu primeiro termo.
Solucéo:

a, = a;.q> =16
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= 20216 5q=2.

g = A;.q = A¢.q> = as.q> = a,.q* = 16.q* = 256 = q =

Comoa,.q3> =16 »a,.q3 =16 - a; = % = 2.

Logo o primeiro termo a; = 2.

Em uma progressao geométrica ( a,, a,, as, ... ) , para avangar um termo basta
multiplicar pela razéo, para avancgar dois termos, basta multiplicar duas vezes pela
razdo, e assim por diante. Por exemplo, a;; = as.q® , pois avancamos 8 termos ao
passar de as para a3 , a;; = a,.q° , pois avancamos 5 termos ao passar de a, para
a,, ; a, = a;7;.q~ '3 , pois ao passar de a,, para a, , retrocedemos 13 termos; de
modo geral, a, = a,.q""! , pois, ao passar de a, para a, , avancamos (n—1)
termos. Em muitos casos € mais natural numerar os termos a partir de zero, nesse

caso, a, = ay.q" , pois avangcamos n termos ao passar de a, para a, [13].

Exemplo 1.2.2. Em uma progressdo geometrica, o quinto termo vale 5 e o
oitavo termo vale 135. Quanto vale o sétimo termo dessa progressao?

Solugdo: Temos ag = as.q> , pois ao passar do quinto termo para o oitavo,
avancamos 3 termos. Logo, 135 = 5.q3%e q = 3 . Analogamente, a, = as.q? =5.3% =
45 .

Concluimos assim que o sétimo termo vale 45.

Exemplo 1.2.3. Como em uma progressao geometrica a,, = a,.q" , a funcao
gue associa a cada natural n o valor de a,, € simplesmente a restricdo aos naturais
da funcao exponencial a( x ) = a(0).q* . Portanto, pensando em uma progressao
geométrica como uma funcdo que associa a cada numero natural n o valor a,, , 0
grafico dessa funcdo é formado por uma sequéncia de pontos pertencentes ao

grafico de uma funcéo exponencial.
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Gréfico 1. 2: Gréfico de uma PG

Fonte: figura extraida da citagao [9]

Exemplo 1.2.4. Qual é a razdo da progressdo geométrica que obtemos
inserindo 3 termos entre os numeros 30 e 480 [13]?

Solucéo: Temos a; = 30 e as = 480. Como as = a,.q* , 480 = 30.q* , q* =
l6eg= +2.

Concluimos assim, que a razéo vale 2 por ser uma PG crescente.

Exemplo 1.2.5 Aumentos sucessivos de 10% e 20% equivale a um unico
aumento de quanto [14]?

Solucédo: Consideremos a, = x, temos entao:
a, =ay.q;,q9; = (1 +10%) =1,1
a, =1,1x
a, =a;.qy, g, = (1 +20%) = 1,2
a, =1,1.x.1,2 = 1,32x.

a

Se quisermos achar g; tal que g3 = —,
0

_ 132x

s = =132 = (1+32%).

Portanto o aumento Unico equivale a 32%.
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Exemplo 1.2.6 O preco de certo produto aumentou, durante os quatro
primeiros meses do ano, respectivamente 1%, 22%, 12% e 23%. Determinar [14]:
a) A taxa quadrimestral de aumento do preco do produto.
b) A taxa média de aumento mensal durante esse quadrimestre.
Solucgéo: a)Temos os seguintes termos da PG:
Ay = X
a, =ag.q, = x.1,01
a, = a;.q, = 1,01x.1,22 = 1,2322x
as; = a,.qz = 1,2322x.1,12 = 1,380064x
a, = as.q, = 1,380064x.1,23 = 1,6975x.
Para encontrarmos a taxa quadrimestral faremos = = ¢

QAo

g =222 = 16975 = (1 +0,6975).

Concluimos que a taxa quadrimestral é 69,75%.
b) Temos que encontrar q, tal que, a, = a,.q*

a, 1,6975x
qt=—=———=1,6975
a, X

q=1/1,6975=1,1414 = 1 + 0,1414.

Portanto a taxa média de aumento mensal é 14,14%.

1.2.2 Soma dos termos de uma PG

Consideremos §,, a soma dos n primeiros termos de uma PG de razdo q # 1,
Ss=at+ta,+az+ ..+ a4 + a,

Multiplicando por g obtemos:
Sp-q= a;.q+ a,.q+ az.q+ .. + ap_1.q9+ a,.q
Sp.q=a,+az+ .. + a1 + a, + a,.q

Subtraindo essas duas igualdades temos:
Sp-Sp.q=(a;+ a,+ as+ ... + a1 + a,)

—(ay+az+ ...+ a1 +a,+ a,.q)

Sp-S,.q= a;- a,.q = a,- a;.q"

(1-g™ (q"-1)

Sp.(1—=q)=0a,.(1—qg") = S, = a,. izg) = Sn:a1-(qT) =,qg 1.
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Exemplo 1.2.7. Determinar a soma dos doze primeiros elementos da

progressdo geométrica (2, 8, 32, 128, ...).

Solugéo: Temos que:a; =2; q = 2 = % = 132—28 =4 5q=4,n=12;
e (q"-1) _2(42-1) _  (16777216-1) _
Sabendo que: S, = a1~y Sy = Gy = 2 - =

16777215

2. = 11184810.

Concluimos assim que a soma dos doze primeiros termos desta progressao
equivale a 11184810.

Exemplo 1.2.8. (Questdo extraida da primeira avaliacdo de Matematica
Discreta (MA12) do ano de 2013):

a) Para que valores de b existe uma progressao geometrica para a qual a
soma dos n primeiros termos € igual a 3**! + b , para todo n natural?

b) Quais sédo o primeiro termo e a razdo dessa progressao?

Solucdo: A soma dos n primeiros termos da progressdao geomeétrica de

(1-q™ _ (q"-1) _ aq" a;

primeiro termo a, e razdo q é S,, = a,.

1-q T (g-1) q-1 q-1'
Esta expresséo deve ser idéntica a 3.3" + b . Devemos ter, portanto, g =3 e
ay

—L =3.Da|',a1=6eova|ordebéanl1 = -3.

Exemplo 1.2.9. Diz a lenda que o inventor do xadrez pediu como recompensa
1 grao de trigo pela primeira casa, 2 graos pela segunda, 4 pela terceira e assim por
diante, sempre dobrando a quantidade a cada casa nova. Como o tabuleiro de
xadrez tem 64 casas, 0 humero de grdos pedidos pelo inventor do jogo é a soma

dos 64 primeiros termos da progressao geométrica 1,2,4, ... [13].

‘. (q"-1) 1-264 64
O valor dessa soma €é: S, = a;. o S L= 1=

18446744073709551615 .
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1.2.3 Soma de infinitos termos de uma PG

Nas progressfes geométricas em que |q| <1, a soma dos n primeiros

termos tem um limite finito quando n — co. Como nesse caso lim q"™ = 0 temos:

n— oo

_ 1-0
nll_I)nooSn = a1.1 — q
a,

nli—l;nooSn - 1 —_ q

Exemplo 1.2.10. O limite da soma 0,3 + 0,03 + 0,003 + ... quando o0 numero

P , . 0,3 1 L. . .
de parcelas tende ao infinito € igual a ol T 3 - O resultado € intuitivo, pois

somando um numero muito grande de termos da progressdao encontraremos

aproximadamente a dizima periddica 0,33333 = § [13].

Exemplo 1.2.11. (Questdo extraida da primeira avaliacdo de Matematica
Discreta (MA12) do ano de 2015)

(a) Os lados de um triangulo retangulo formam uma progressao geométrica
crescente. Determinar a razao dessa progressao.

(b) Os lados de um triangulo estdo em progressao geométrica. Entre que
valores pode variar a razao?

Solucéo:

(a) Sejam a, aq e aq?, com g > 1 os comprimentos dos lados do triangulo
retangulo.

Solucgéo: Entédo segue que a? + (aq)? = (aq?)?,ouseja, 1+ g% = q*.

Fazendo t = g% obtemos a equacéo t?-t — 1 = 0, cuja Unica solugdo positiva

1+5 145

ét= ——e, portanto, g = |—

(b) Podemos supor que os comprimentos dos lados séo a, aq e aq?, com q >
0. Pelas condi¢bes de existéncia de um triangulo devemos ter:

a<aq+aq?,aq <a+aq’*eaq®<a+aq.
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Dividindo todas as inequacdes por a e levando em conta que g > 0, temos
que:
-1++5 |

2 )

—1< q+ g? vale desde que g >

—q <1+ g? vale sempre; e
1++/5

> .

—g? <1+ q vale desde que g <

Portanto, os comprimentos dos lados de um tridngulo sdo termos de uma

_lzﬁ <q< “f.

progressdo geométrica de razdo g se, e somente se,

Neste capitulo foram analisadas as progressfes: PA e PG. Estas sequéncias
sdo ferramentas fundamentais para a resolucdo de problemas envolvidos com a
Matematica Financeira. Foram apresentadas algumas atividades, em forma de

exemplos, que estéo relacionadas ao assunto.
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Capitulo 2. Capital, juros e sistemas de amortizacao

Neste capitulo abordaremos assuntos utilizados na mateméatica financeira,
como por exemplo: juros simples e compostos, faremos comparacgdes entre eles,
taxa e sistema de amortizacdo que é um assunto relevante, principalmente quando
precisamos fazer um financiamento de valor alto e em prazos longos, pois o valor
final pago pode sofrer muita alteracéo.

O termo Capital (C), ou principal, € usado para o primeiro valor investido,
também para o valor emprestado. A este valor emprestado é cobrado uma taxa de
juros (i), o valor pago por tal empréstimo, em um determinado prazo (t), é chamado
de Juros (J).

Assim, por exemplo, se o capital (C) emprestado for R$ 1.000,00, este
emprestado por um més, ou seja, o tempo t = 1, e a taxa (i), 1,0% ao més, 0s juros
(J) pagos no més serao iguais a 1,0% sobre R$ 1.000,00, que equivale a 0,01 x
1000 e, portanto, igual a R$ 10,00. De modo geral, os juros no periodo sdo iguais ao
produto do capital pela taxa, isto €: | = C - i. O pagamento do empréstimo pago
em uma Unica parcela, sera ao final do prazo do empréstimo, o montante (M) R$

1.010,00. De modo geral, teremos: M = C +J.

2.1 Juros simples

Quando os juros incidem apenas no valor principal, este que é o valor
inicialmente emprestado ou aplicado, chamamos de regime de juros simples, e este
juros pode ser calculado da seguinte forma: ] = P.i.t ; Sendo J = juros, P = principal
(também pode ser chamado de capital (C)), i = taxa e t = prazo ou periodo de

capitalizacao.

Exemplo 2.1.1. Uma pessoa aplicou o capital de R$ 1.000,00 a uma taxa de
2% ao més durante 12 meses. Determinar os juros e o0 montante dessa aplicacao.

Solucéo:

Capital (€) = R$ 1.000,00

Tempo (t) = 12 meses

Taxa (i) = 2% ao més = 2/100 = 0,02
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Usando a férmula dos juros simples: ] = P.i.t = ] =1000.0,02.12 = 240

Montante: M = C +] = 1000 + 240 = 1240

O valor dos juros da aplicacdo € de R$ 240,00 e o0 montante a ser resgatado é
de R$ 1.240,00.

2.2 Juros compostos

Segundo Marcio de Menezes, juros compostos consiste em calcular o
montante baseado no saldo do periodo anterior, diferentemente dos juros simples,
onde o0s juros incidiam somente sobre o saldo original. Juros compostos incidem
também sobre os juros acumulados [12]. Neste regime de juros, temos juros sobre
juros, isso ocorre porque 0s juros nado incidem apenas sobre o valor original, mas
também sobre os juros que ja estdo acumulados.

Vamos considerar o mesmo capital de R$ 1.000,00, considerar agora que ele
seja aplicado a um periodo de 10 meses a mesma taxa de 2% e assim, calcular o
valor futuro da aplicacéo neste periodo:

Chamaremos aqui o valor futuro de “F” e seu indice indicara a quantidade de
perddos aplicados. Temos que:

F,=C.(1+i)=R$1000,00.(1+40,02) =R$1020,00.

Observemos que o valor presente é o valor futuro do periodo anterior. No
periodo dois, temos:

F,= F,.(14+i)=R$1020,00.(1+0,02) = R$1040,40.

Da mesma forma, temos no periodo trés:
F;=F,.(1+i)=R$1040,40.(1+ 0,02) = R$1061,21.

Agora, ao invés de continuarmos escrevendo esta equacao para todos 0s
periodos, vamos tentar generaliza-la:
FF=C(14+i)=C.(1+i)t
FLb=F.(1+i)=C.(1+i)L(1+i)=Cc(1+i)?
FF=F.(1+i)=C.(1+i)%(1+i)=Cc+1i)3.

Podemos ver que todos os membros sdo escritos como o produto do valor
presente do investimento pelo fator de capitalizagcdo (1 + i) elevado ao periodo.
Dessa forma, podemos generalizar essa expressao escrevendo assim:
E,=C.(1+i)™
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Agora que conseguimos generalizar a expresséo, podemos responder quanto
sera o valor futuro apés 10 meses:
F;0 = R$1000,00.(1 + 0,02 )1° = R$1000,00.1,21899 = R$1218,99.

2.3 Comparando juros simples e compostos

Em algumas situagdes (prazos pequenos, juros de mora) sdo usados juros
simples e néo juros compostos [14]. No regime de juros simples, os juros em cada
periodo sdo calculados sobre o principal e ndo sobre 0 montante da época anterior.
Por exemplo, um principal igual a 100, a juros simples de 10% ao més, evolui de
acordo com a tabela a seguir:

n 0 1 2 3 4
Cn 100 110 120 130 140

Tabela 2. 1: Juros simples

Fonte: proprio autor

N&o ha dificuldade em calcular juros simples, pois a taxa incide sempre sobre
o capital inicial. No nosso exemplo, os juros sao sempre de 10% de 100, ou seja, 10.

E claro entdo que, C, = C, +n.i.C, , 0 que faz com que os valores de C,
formem uma progressao aritmética. Olhando para os graficos de evolucdo de um
mesmo valor principal C, a juros de taxa i, a juros simples e a juros compostos,
observamos que o montante a juros compostos é superior a0 montante a juros
simples, exceto se o prazo for menor que 1. E por isso que juros simples s&o
geralmente utilizados em cobrancas de juros em prazos menores que a unidade

contratada [14].

39



montante

A

/ff_fjums simples
—

» tempo

Gréfico 2. 1: Comparando juros
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Fonte: Figura extraida do livro citado em [14]

Continuando com o mesmo exemplo que estavamos tratando, C = R$1.000,00,

vamos ressaltar o que ocorre com este capital quando consideramos juros simples e

juros compostos, considerando a mesma taxa de 2% e um prazo de 10 meses.

JURQOS SIMPLES JUROS COMPOSTOS

Periodo |juro Valor Futuro [Juro Valor Futuro
o O RS0,00: R$1.000,008  R$0,00f R$1.000,00
i 1 RS__2_-(_],00 R$1.020,99_ RS?_(LOO _8__5_3::020,00
.2 R$20,00: RS1.040,000 RS520,40: RS1.040,40
. 3i RS20,00; RS1060,00: RS520,81i RS1.061,21
B R$20000 RS1080,00; RS521,22 RS51.082,43
o2} 320,00f R31.100,00i R$21,65; R$1.104,08
.. B R$2000: R$1120,00 R52208! R51.126,16
o 7. _R$2000i R$114000i R$22,52i R$1.148,69
B R20,00! R51160,00; R$522,97 RS1.171,66
I 9i _R$20,00{ R$1180,00; R$2343] RS$1.195,09

10§ R$20,00i RS1.200,00 R$23,90: RS$1.218,99

Tabela 2. 2: Comparando juros simples e composto

Fonte: proprio autor
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2.4 Comparando uma PA e juros simples

Podemos fazer uma associagao de operacdes envolvendo juros simples com
uma sequéncia de numeros que formam uma progressdo aritmética. Vamos
considerar uma aplicacéo de valor inicial C, supondo que esta tenha um rendimento
fixo por més a uma taxa i, a cada més o montante € acrescido de i.C ( chamamos
de "J" juros), sendo assim teremos apOs o primeiro més M; = C + ] , no segundo
més M, = C + 2] e assim por diante.

Temos assim uma P.A. na qual a, =C,a; = My,a, = M,,..,a, = M, e a

razdo (r) da P.A. equivale a | .

Exemplo 2.4.1. Jodo aplicou R$ 1.000,00 a juros simples de 5% ao més.
a) Quanto Joéo tera ao final de trés meses?

b) Quanto Joao tera ao final de dez meses?

¢) Quanto Jodo tera ao final de t meses?

Resolvendo a)
Temos que: € = R$1.000,00,n=3,] =5%.1000 = % .1000 = R$ 50,00.

Logo precisamos encontrar o valor de as.

a; = C + 3] =R$1.000,00 + 3 x R$50,00 = R$ 1.150,00.

Assim, ao final de trés meses Jodo terd R$ 1.150,00.
Resolvendo b)

Da mesma forma devemos encontrar a, .

a0 =C+ 10/ = R$1.000,00 + 10 X R$ 50,00 = R$ 1.500,00.

Assim ao final de dez meses Jodo tera R$ 1.500,00.
Resolvendo c)

Precisamos encontrar a,.

a; = R$1.000,00 + t x R$ 50,00.

2.5 Comparando uma PG e juros compostos

De forma parecida com a analogia de PA com juros simples, podemos fazer
uma associacao de operacdes envolvendo juros compostos com uma sequéncia de

nameros que formam uma progressado geomeétrica. Vamos considerar uma aplicacéo
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de valor inicial C, supondo que esta tenha um rendimento fixo por més a uma taxa i,

a cada més o montante € multiplicado por (1 + i), sendo assim teremos apos o

primeiro més M; = C.(1+ i), no segundo més M, = C.(1 + i )?, e assim por diante.
Temos assim uma PG na qual ay=C,a, = My,a, = M,,...,a, = M, e a

razéo (q) daPAequivalea (1+1i).

Exemplo 2.5.1. Vamos usar o exemplo anterior, em que Jodo aplicou R$
1.000,00, porém agora a juros compostos de 5% ao més.
a) Quanto Joao terd ao final de trés meses?
b) Quanto Joao tera ao final de dez meses?
¢) Quanto Jodo tera ao final de t meses?
Resolvendo a)
Temos que: € = a, = R$1.000,00,n =3,q =1+ 0,05 = 1,05.
Logo precisamos encontrar o valor de as.
as; = C.(1,05)% = R$1.000,00 x 1,053 = R$ 1.000,00 x 1,157625 = R$ 1.157,63.
Assim, ao final de trés meses Jodo tera R$ 1.157,63 aproximadamente.
Resolvendo b)
Da mesma forma, devemos encontrar a,.
a,, = C.(1,05)* = R$1.000,00 x 1,62895 = R$ 1.628,95.
Assim ao final de dez meses Jodo tera R$ 1.628,95.
Resolvendo c)
Precisamos encontrar a,.
a, = R$1.000,00 x (1,05 )t .

2.6 Séries uniformes

Um conjunto de quantias (chamadas usualmente de pagamentos ou termos),
referidas a épocas diversas, é chamada de série, ou de anuidade (apesar do nhome,
nada tem a ver com ano), ou ainda, renda. Se esses pagamentos forem iguais e
igualmente espacados no tempo, a série € dita uniforme [13].

OBSERVACAOQO: (Férmula Fundamental de Equivaléncia de Capitais): No item
2.8 definiremos a equivaléncia de capitais, mas antes vale a pena observar a ideia

basica deste sistema, ou seja,
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Para obter o valor futuro, basta multiplicar o atual por (1 + i)™.
Para obter o valor atual, basta dividir o futuro por (1 + i)".

(i)
(1)
Teorema 2.1 O valor de uma série uniforme de n pagamentos iguais a P, um

7

tempo antes do primeiro pagamento, é, sendo i a taxa de juros, igual a A =

1-(1+i)™"

P
L
Demonstracgéo:
P P P P
& & I &
0 1 2 3 !

Figura 2. 1: Séries uniformes

Fonte: Figura extraida da citagdo [13]

O valor da série na época 0 e

P P P P
4= m+(1+i)2+(1+i)3 T s

gue é a soma de n termos de uma progressao geométrica. Temos:

1-(1+)™™
. ; .

poi-() _
1+ 1= P
Exemplo 2.6.1: Um bem, cujo preco &€ R$ 120,00, é vendido em 8 prestacdes

mensais iguais, a primeira sendo paga um més ap0s a compra. Se 0s juros sdo de

8% ao més, determinar o valor das prestacoes.
Solucdo: Um pequeno comentario: essas prestacfes sdo ditas postecipadas,

pois a primeira prestacao s é paga um tempo depois da compra.

120

It
oo T

Figura 2. 2: Serie de oito prestacdes
Fonte: Figura extraida da citagdo [13]
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lgualando os valores na época O (essa € a escolha natural da data de

comparacao: um tempo antes do primeiro termo da série), obtemos:

1-(1+0,08)"8
0,08

= 20,88.

120 = P.

p=120—2%

1-1,0878

Portanto as prestacfes sdo de R$ 20,88.

2.7 Compras de bens avista ou a prazo

Em nosso cotidiano podemos nos deparar com diversas situacfes de
compras de bens e suas formas de pagamento, resumidamente devemos nos
guestionar a respeito se devemos comprar parcelado e aplicar o dinheiro ou pagar a
vista, comprar com entrada ou sem entrada. A seguir, vamos explicar melhor e

exemplificar estas formas de pagamento.

Exemplo 2.7.1. Usando o sistema de juros compostos, uma pessoa aplica a
quantia de R$ 5.000,00, a taxa de juros mensais de 2,5% durante 7 meses. Ao final
do periodo da aplicacgéo, ele retira a quantia de R$ 5.000,00 para a compra de uma
televisdo LCD numa oferta “relampago”, que fora da promogao custa R$ 6.000,00. O
restante do dinheiro é aplicado a uma nova taxa de juros de 1,5% ao més durante 3
meses em regime de juros compostos. Analisando as operacfes financeiras
ocorridas, seria melhor reaplicar todo dinheiro comprando a televisdo fora da
promocao ou a pessoa optou pela melhor opgéo?

Solucéo: Aplicacéo relativa ao capital de R$ 5.000,00 apés sete meses:
ValorFuturo = F, = C.(1+ i)™ =5000.(1 + 0,025 )7 = 5000.(1,025)7

= 5000.1,1887 = 5943,43.

Apds sete meses teremos, aproximadamente, um montante de R$ 5.943,43.

Faremos uma retirada no valor de R$ 5.000,00 para a compra da TV na
promocao, restando assim para reaplicacdo R$ 943,43.

Nova aplicacéo:

Montante = F;=C.(1+i)" =943,43.(1+ 0,015)3 = 943,43.(1,015 )3
= 943,43.1,0457 = 986,52.
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Observemos que a pessoa retirou a quantia de R$ 5.000,00 para a compra da
televisdo e o restante no valor de R$ 943,43, aplicou a uma nova taxa de juros e
teve como montante final a quantia de R$ 986,52.

Verificaremos no caso dela reaplicar o montante gerado pela 1° aplicagcdo no
intuito de comprar a televiséo fora da promocéao:

Montante = F;, = F,.(1+0,015)3 =5943,43.(1 + 0,015 )3 = 5943,43.(1,015)3
= 5943,43.1,0457 = 6214,92.

Montante da reaplicacdo = R$ 6.214,92.

Dessa forma, podemos verificar que a pessoa agiu de forma correta, pois
retirou o dinheiro para a compra a vista, aplicando o restante, que gerou um crédito
de R$ 986,52. Caso ela optasse pela outra situacao, teria um crédito menor no valor
de R$ 214,92.

2.8 Equivaléncia de capitais

2.8.1 Data focal

Data focal ou data de avaliacdo, pode ser definida como qualquer data para

gual se calculam os diferentes capitais de periodos diferentes.

Capital ] |Mnn1a ntel
Multiplicar =
|
Dividir
! limha do
i] |1| tempo
(ata focal Data focal
2810 n

Figura 2. 3: Data focal

Fonte:< https://profes.com.br/milton.araujo/blog/pilulas-de-matematica-financeira-1>,acesso em 10
jan 2021

Se um capital esta disponivel antes da data focal, entdo devemos capitaliza-lo

para que tenhamos o seu valor corrigido para a data de avaliagcdo. Por outro lado, se
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um capital estara disponivel em uma data posterior a data focal, entdo devemos

descapitaliza-lo para que tenhamos seu valor corrigido para a data focal [3].

2.8.2 Valor presente de um conjunto de capitais

Valor presente de um conjunto de capitais corresponde a soma de os valores
de um fluxo de caixa corrigidos para uma data focal, que € definida como a data
presente. Desta forma, se todos os valores estardo disponiveis em diferentes datas
futuras, o valor presente ser4 obtido por meio da soma de todos os valores

descapitalizados. Assim temos:

G, 6, G
(14+i)r  (1+41i)2 T (140)m

=

K
Vp:z A
k=0(1+1)

Considere V}, o valor presente e C; 0s capitais.

I/pz Co+

Exemplo 2.8.1. Um investidor recebe uma oferta de investimento e resolve
realizar dois depositos de R$ 1.000,00, sendo o primeiro depdsito depois de um
més, e o segundo, apos cinco meses da oferta. Considerar uma taxa de juros
compostos de 10% ao més, e encontrar o capital equivalente aos dois depdsitos
realizados na data focal (2), ou seja, apés dois meses da oferta de investimento.

Solucéo: Para realizar a equivaléncia de capitais ho segundo més, devemos
capitalizar um periodo do primeiro depdsito e descapitalizar trés periodos do

segundo depadsito.
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D1 D5

Figura 2. 4: Data focal

Fonte: Préprio Autor

D, na data focal (2):
M=C.(1+i)"-> VPp, =1000.(1,10)* =1100
D: na data focal (2):

1000
“(+on VPos = 1,103

Valor presente na data focal (2):
VP = VPp, + VPps = 1100 + 751,31 = 1851,31.

Assim, apos dois meses, 0 capital equivalente aos dois depédsitos € de R$
1.851,31.

M = 751,31

2.9 Taxa de juros equivalente

A partir do que foi estudado no item 2.2 (Juros Compostos) obtemos um
importante resultado que € a Formula das taxas equivalentes. Se a taxa de juros
relativamente a um determinado periodo é igual a i, a taxa de juros relativamente a n

periodos detempo é I talque 1 +1 = (1 + i)™ [14].

Exemplo 2.9.1. A taxa anual de juros equivalente a 4% ao més € ] tal que 1 +
[=(1+04)? . Dail = 0,60 = 60% ao ano.
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2.10 Custo Efetivo Total - CET

Segundo Lucas R. Duarte, o custo efetivo total foi incorporado no sistema
financeiro brasileiro apos a resolucdo CMN 3.517, de 2007 do Conselho Monetario
Nacional do Banco Central. Desta forma, toda operacdo de crédito deve constar o
valor CET envolvida [3].

Segundo o Banco Central, CET é a taxa que corresponde a todos encargos e
despesas incidentes nas operacdes de crédito e de arrendamento mercantil
financeiro, contratadas ou ofertadas a pessoas fisicas, microempresas ou empresas

de pequeno porte.

Exemplo 2.10.1. Suponhamos que um cliente va tomar um empréstimo de R$
1.000,00, a taxa de 12% ao ano (ou 0,95% ao més), e efetuara um unico pagamento
apos 5 meses . Porém, como ha o pagamento de duas taxas a vista (sem incluséo
no valor do financiamento) uma taxa de cadastro de R$ 50,00 e IOF de R$ 10,00, as
despesas incidentes sédo alteradas, fazendo com que o custo efetivo também seja
alterado. Determinar:

a) O valor final de quitacédo apds 5 meses;

Solucdo: M =C.(1+i)"

M =1000.(1,0095)> = 1048,11

Logo o valor de quitacao sera R$ 1.048,11.

b) O custo efetivo total (CET);

Solucédo: Apos 5 meses o devedor devera pagar R$ 1.048,11, porém como ha
0 pagamento de duas taxas a vista o valor emprestando (capital) sera de R$ 940,00.

M=C.(1+i)"= 1048,11=940.(1+ CET)°®
1

CET — ( 1048,11 )3
N 940
CET = 0,02201.

Logo, o valor CET é de 2,2% ao més ou 29,86% ao ano.

2.11 Taxa real e taxa aparente

Quando trabalhamos com taxas de juros, uma componente importante desta

taxa € a inflacdo do periodo de aplicacdo. Assim, qualquer taxa efetiva de juros na
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verdade é uma taxa aparente, pois parte da taxa € composta pela componente
inflacionaria e a outra parte seria a taxa real de juros [3].

Para calcular a taxa real de juros basta pegar o valor da taxa efetiva (ou
aparente) e descontar (deflacionar) a inflagdo do periodo.

] _(1+ie 1)
=T+

Sendo,
i = taxa real
i, = taxa efetiva (aparente)

j = taxa de inflacao

Exemplo 2.11.1. Uma aplicagdo rendeu 26% em um periodo em que a taxa
de inflacdo acumulada foi de 5%. Qual o valor da taxa real dessa aplicagdo?

Solucéo:
) (1+ie 1) ) (1+0,26 1)
= _— - = —_—
=14 '‘® =\1+0,05

ir=(12-1)=0.2=20%.

Logo, a taxa real desta aplicacéo é 20% no periodo.

2.12 Sistemas de amortizacao

Vamos a algumas definicoes:

=> PRESTACAO: E a soma da amortizacio acrescida dos juros.

=> AMORTIZAR: E saldar uma divida de forma parcelada e de acordo com o
sistema definido.

=> SITUACAO DA DIVIDA: E valor atualizado do saldo devedor em
determinado momento.

Focaremos nosso estudo em trés sistemas de amortizacdo: Sistema de
Amortizacdo Constante (SAC), Sistema de Amortizacdo Francés (PRICE) e Sistema

de Amortizacdo Americano (SAA).
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2.12.1 Sistema de Amortizacdo Constante (SAC)

Este sistema consiste em uma forma de amortizagdo constante, ou seja, a
cada prestacao paga, € amortizada uma parte igual do valor do empréstimo desde o
inicio do financiamento. Desta forma, as prestacdes se tornam decrescentes, ja que
0s juros diminuem a cada prestacédo paga e o saldo devedor cai mais rapidamente
do que em outros mecanismos [4].

O SAC é o sistema mais utilizado em financiamentos imobiliarios.

Como o saldo é amortizado de forma igual em cada prestacao, este sistema
se torna uma melhor opcdo para quem tem a possibilidade de quitar a divida
antecipadamente, porém demanda de um capital maior para iniciar o financiamento.
Suas prestacdes e juros diminuem ao longo do tempo formando uma progressao
aritmetica.

Teorema 2.2 No SAC, sendo n o niumero de pagamentos e i a taxa de juros,
temos [13]:

=D , Dy = ”n;k .Do,Jx =i.Dx_q,P, = Ay + ], em que A, corresponde a

amortizacdo no tempo k, P, corresponde ao valor da prestacdo no tempo k, D, O
saldo devedor inicial, i a taxa de juro e n 0 numero de prestacoes.

Demonstracéo: Se a divida D, é amortizada em n quotas iguais, cada quota é

igual a:

D
Ak:_o.

n
O estado da divida, apds k amortizacoes é:
—D. —J Do _nZk
Dy = Do — k.—> = == Dy.

As duas ultimas formulas séo Obvias [13].
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M Prestagdo

N Amortizagcgo

Gréfico 2. 2: Gréfico referente as prestacdes tabela SAC

Fonte: Préprio Autor

Exemplo 2.12.1. Uma divida de 100 u.m., ou seja, 100 unidades monetarias é
paga, com juros de 15% ao més, em 5 meses, pelo SAC. Fazer a planilha de
amortizacao.

~ . ~ ~ s . . ~ 2 1
Solucédo: Como as amortizagdes sao iguais, cada amortizacdo sera de p da

divida inicial. A planilha é portanto:

k Ak Dy Jk Py
0 - 100 - -

1 20 80 15 35
2 20 60 12 32
3 20 40 9 29
4 20 20 6 26
5 20 - 3 23

Tabela 2. 3: Tabela de amortizagcdo SAC

Fonte: proprio autor

Exemplo 2.12.2. Uma pessoa financia parte do valor de seu apartamento
com um banco e recebe R$ 200.000,00 de empréstimo a serem pagos em 5 anos,

com um regime de amortizacdo pela tabela SAC, o valor a ser amortizado da divida
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anualmente sera fixo e pode ser calculado dividindo o valor total pelo prazo. Nesse
caso, o valor anual a ser amortizado € de R$ 40.000,00 (R$ 200.000,00 divido por 5

anos). Dessa forma, os juros serao calculados anualmente sobre o valor do principal

em aberto (valor ainda devido). Para uma taxa de juros de 10% a.a. temos (valores

em milhares):

Saldo Devedor

Principal
R$200.000,00

Taxa de Juros (i)
10% ao ano

Periodo |Juros

Amortizacdo

Pag:amento

R$ 200.000,00

RS 20.000,00

RS 40.000,00

RS 60.000,00

RS 160.000,00

R$ 16.000,00

R$ 40.000,00

RS 56.000,00

R$ 120.000,00

RS 12.000,00

RS 40.000,00

R$ 52.000,00

RS 80.000,00

R$ 8.000,00

R$ 40.000,00

RS 48.000,00

R$ 40.000,00

W [ (| |

R$ 4.000,00

RS 40.000,00

RS 44.000,00

R$ 0,00

Tabela 2. 4: Sistema de Amortiza¢éo Constante (SAC)

Fonte: préprio autor

SISTEMA DE AMORTIZACAO CONSTANTE (SAC)

5000
RS2

u.olu

R$200.000

R$150.000

R$100.000

(RERE R

R$50.000

RSO
ini

Ial

io Primeroano

Segundo ano

Terceiro ano

W Principal ®WJuros ®Amortizacdo

Quarto ano CGuinto ano

Grafico 2. 3: Sistema de Amortiza¢do Constante (SAC)

Fonte: proprio autor
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2.12.2 Sistema de Amortizacao Francés (PRICE)

Este sistema tem como principal caracteristica manter suas prestacoes fixas,
e as amortizagbes crescentes. Embora este tipo de amortizacdo demande de um
capital menor para iniciar o financiamento, ndo € considerado uma boa opcao para
guem tem a possibilidade de quitar a divida antecipadamente.

Teorema 2.3 O valor de cada amortizacéo pode ser calculado através de uma
progressdo geométrica, conforme a expressdo: 4, = A;.(1+ i)™, sendo i a taxa

de rendimento. As parcelas podem ser calculadas através da férmula Parcela =

(1+i)™i
"(1+i)m-1

, onde Parcela equivale a prestacdo paga, mensal, anual, ou qualquer

outra ordem temporal, e P equivale ao valor presente [13].

Demonstragdo: A primeira formula é o teorema 2.2 ja demonstrado
anteriormente.

Na segunda formula, observemos que D, é a divida que sera liquidada,
postecipadamente, por n —k pagamentos sucessivos a P. Portanto, novamente

pelo teorema 2.2, temos:

Substituindo o valor de P, obtemos a segunda formula.

As duas ultimas formulas séo obvias [13].

Exemplo 2.12.3. Vamos analisar o0 mesmo exemplo na qual uma pessoa
financia parte do valor de seu apartamento com um banco e recebe R$ 200.000,00
de empréstimo a serem pagos em 5 anos, porém agora com um regime de
amortizacdo pela tabela PRICE, ou seja, as prestacfes serdo fixas, para uma taxa
de juros de 10% a.a.. Assim temos (valores em milhares):

Vamos calcular o valor da prestacéao:

P.(1+i)™i (1+0,1)%0,1 1,61051.0,1
Parcela = m = 200000(1 n 0'1 )5 1 = ZOOOOOW
0,161051
= ZOOOOO.W = 200000.0,2638 = 52760.
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Neste caso, teremos uma parcela anual no valor de R$ 52.760,00. Podemos

calcular agora as amortizacdes e 0s juros:

Rszgg.c(;ggfoo Taxa de Juros (i) 10% ao ano | Saldo Devedor
Periodo | Juros Amortizacdo | Pagamento

0 - - - R$ 200.000,00
1 R$ 20.000,00 | R$32.760,00 | R$52.760,00 | RS 167.240,00
2 R$ 16.724,00 | R$36.036,00 | R$52.760,00 | RS 131.204,00
3 R$ 13.120,40 | R$39.639,60 | R$52.760,00 | RS 91.564,40
4 R$9.156,44 | R$43.603,56 | R$52.760,00 | RS 47.960,84
5 R$4.796,08 | RS 47.960,84 | R$52.760,00 R$ 0,00

Tabela 2. 5: Sistema de Amortiza¢do Francés (PRICE)

Fonte: proprio autor

2.12.3 Sistema de Amortizacdo Americano (SAA)

O SAA tem como principal caracteristica a incidéncia de juros simples sobre o
valor original da divida, podendo assim, o devedor quitar divida quando desejar. E
indicado quando o devedor prevé o recebimento de uma quantia suficiente para
quitar a divida.

O pagamento de juros pode ser perpétuo mesmo quando ja se pagou o
equivalente a divida. A divida pode ser paga parcialmente reduzindo o valor dos
juros proporcionalmente [3].

O Sistema de Amortizacdo Americano (SAA) possui duas variantes: Padrao,
que a divida é liquidada em parcelas periddicas chamadas de “cupons” e Bullet, que
tem por caracteristica a quitacdo dos juros apenas no vencimento do principal.

No Sistema Americano Padrdo ocorre menos pagamento de juros que no
Sistema Americano Bullet por conta da quitacdo dos juros em cada periodo, nédo

sendo assim necessario sua incorporacao no principal.

Exemplo 2.12.4. Uma pessoa financia parte do valor de seu apartamento

com um banco e recebe R$ 200.000,00 de empréstimo a serem pagos em 5 anos a
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uma taxa de juros de 10% a.a., com um regime de amortizacdo pela tabela SAA,

vamos analisar as prestacdes na variante Padréo e Bullet:

2.12.3.1 Sistema Americano Padrao

Neste sistema, teriamos pagamentos anuais no valor de R$ 20.000,00 e um
pagamento referente ao valor principal no final dos cinco anos de R$ 200.000,00.

Principal Taxa de Juros (i)
R$200.000,00 10% ao ano
Periodo Amortizag Pagamento

Saldo Devedor

Juros

RS 200.000,00

R$ 20.000,00

RS 0,00

RS 20.000,00

R$ 200.000,00

RS 20.000,00

R$ 0,00

RS 20.000,00

RS 200.000,00

R$ 20.000,00

RS 0,00

RS 20.000,00

R$ 200.000,00

RS 20.000,00

R$ 0,00

RS 20.000,00

RS 200.000,00

LAl I L ST =]

R$ 20.000,00

RS 0,00

R$ 220.000,00

R$ 220.000,00

Tabela 2. 6: Sistema de Amortizagcdo Americano — Padréo

Fonte: proprio autor

2.12.3.2 Sistema Americano Bullet

Neste sistema, teriamos um Unico pagamento no valor de R$ 322.102,00, na
gual R$ 200.000,00 é o valor referente ao principal e R$ 122.102,00 sao incidéncias

de juros.
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Principal Taxa de Juros (i) saldo Devedor
R$200.000,00 10% ao ano
Periodo |luros Amortizagdo |Pagamento

0 - - - RS 200.000,00
1 R% 20.000,00 R% 0,00 R% 0,00 RS 220.000,00
2 RS 22.000,00 RS 0,00 R$ 0,00 RS 242.000,00
3 RS 24.200,00 RS 0,00 RS 0,00 RS 266.200,00
4 RS 26.620,00 R5 0,00 R% 0,00 RS 292.820,00
T RS 29.282,00 RS 0,00 RS 322.102,00| RS 322.102,00

Tabela 2. 7: Sistema de Amortizagdo Americano — Bullet

Fonte: Proprio autor

Neste capitulo estudamos capital, juros, sistemas de amortizacao,
equivaléncia de capitais. Tais conceitos sao relevantes para o estudo do

comportamento do valor do dinheiro no decorrer do tempo.
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Capitulo 3. A educacao financeira no atendimento em uma
instituicao bancaria

E de extrema importancia abordar este assunto junto aos jovens brasileiros
buscando uma melhor educagéo financeira, pois quando chegam na idade adulta,
estes devem estar preparados para tomar decisdes, para que nao sejam for¢cados
muitas vezes a adquirirem produtos financeiros desnecessarios ou até mesmo mais
caros, € muito importante que possam aprender a poupar desde cedo. Conforme
comentado na introducdo deste trabalho, hoje temos um numero muito alto de
inadimplentes, e precisamos mudar iSso junto aos jovens.

Neste capitulo descreveremos um caso real na qual a escolha de uma cliente
fez com que ela pagasse muito menos em um financiamento imobiliario.

Por trabalhar em uma instituicdo financeira, pudemos verificar algumas
situacbes de alguns jovens, que por ndo terem conhecimento sobre matematica
financeira tinham muitas duvidas ao adquirir algum produto bancario, ocorrendo
assim a aquisicdo de algo desnecessario ou até mesmo a compra errada de algum
produto ou servico, entre eles podemos citar o financiamento imobiliario, que pode
ser feito em diversas linhas de financiamento e em diferentes tabelas de
amortizacdo, as principais usadas sdo a tabela PRICE e SAC. A decisao certa é
muito importante, pois sédo financiamentos contratados em até 35 anos, ou seja, um
jovem de 20 anos de idade vai continuar pagando muitas vezes até seus 55 anos de
idade. A seguir faremos uma analise mais critica sobre esta linha de aquisicdo de
imoveis.

Vamos analisar o caso de uma cliente, K.C.S., que comprou um imovel no
valor de R$ 115.000,00. A mesma pagou, como entrada, o valor de R$ 23.000,00.
Financiou R$ 92.000,00 num prazo de trinta e cinco anos (420 meses) a uma taxa
anual de 6,69%. Vale a pena destacar que, na linha de financiamento “PF - SFH”
com funding SBPE, que € uma linha de crédito destinada a compra de imoéveis ou
terrenos, oferecida por varias instituicées financeiras, tanto publicas quanto privadas
e essa modalidade possui uma categoria de crédito em que os bancos recebem

recursos pela poupanca, ambas as tabelas de amortizagdo possuem a mesma taxa.
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Ressaltamos que nesses contratos outras coisas sdo cobradas, como por

exemplo, seguro por danos fisicos e morte ou invalidez permanente e taxa de

administracao, o que faz a taxa anual ser diferente da taxa efetiva anual.

Detalharemos a seguir as duas propostas.

3.1 Tabela de amortizagcdo SAC

Aquisigao PF - SFH

or do Imidve RS 115.000,00
-} Entrada RS 23.000,00
+) Dufras despesas RE 0,00
=) Financiamento RS 92.000,00
Parcelas
Prazo (meses 420
Sistemna de Amortizagdo SAC
Primeira parcel RE 73996
Ultima parcela RS 223 46
Juros
Taxa de juros efetiva 6,690 % a.a.
Taxa de juras nomina 5.493 % 3.a.

axa Referendal - TR 0% ar
CET - Custo Efetivo To 7.79 a
CESH - Custo Efetive Seg. Hab 5.9398 % a.a

Figura 3. 1: Detalhamento financiamento imobiliario - Tabela SAC

Fonte: Préprio autor

Valor do imével: R$ 115.000,00.
Entrada: R$ 23.000,00.

Valor financiado: R$ 92.000,00.
Prazo: 420 meses.

Valor da parcela 01: R$ 739,96.
Valor da parcela 60: R$ 689,20.
Valor da parcela 120: R$ 620,97.

Detalhar
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Valor da parcela 180: R$ 557,69.
Valor da parcela 240: R$ 508,00.
Valor da parcela 300: R$ 447,31.
Valor da parcela 360: R$ 348,20.
Valor da parcela 420: R$ 223,46.
Valor total pago: R$ 220.543,46.
A seguir o detalhamento das parcelas:

= . Segure |[Segurc |[Saldo

N° Prestagdo |Capital Juros MIP DFI Devedor

1 R$ 739,96 |R$ 219,04 |R$490,98 |R$ 20,97 |[R$8,97 |R$91.78096
60 R$ 689,20 |R$ 219,04 |R§ 436,11 |[R$ 25,08 |[R$8,97 |R$ 78.857.60
120 R$ 620,97 |R$ 219,04 |R§ 363,63 |[R$ 2933 |[R$897 |R$65.71520
180 R$ 557,69 |R$ 219,04 |R$ 290,35 |R$ 39,33 |[R$8,97 |R$52.572,80
240 R$ 508,00 |R$ 219,04 |R§ 218,67 |[R$61,32 |[R$8.97 |R$ 39.43040
300 R$ 447,31 |R$ 219,04 |R§ 146,19 [R$ 73,11 |[R$ 8,97 |RS$ 26.288,00
360 R$ 34829 |R$21904 |[R§7371 |R$4657 |[R$897 |RS$ 1314560
420 R$ 223 46 |R$ 22224 |R$ 1,22 0 0 0

Tabela 3. 1: Detalhamento das parcelas — SAC

Fonte: proprio autor

A seguir detalhamento do Custo Efetivo Total:

Detalhes - CET

Componentes do Fluxo da Operagdo no Ato da Contratagdo

a) Valor total devido no ato da contratagao (b+c)

b) Valor liberado ao cliente e vendedor

c) Despesas vinculadas a concessdo de crédito (c1+c2+cn)

c1) IOF (sobre seguros
c2) MIP

c3) DFI

c4) Avaliacdo do Bem Recebido em Gar

RS 93.230,64

RS 92.000,00

RS 1.230,64

RS 0,70

RS 20,97

RS 8,97

RS 1.200.00

0,00 %

0,02 %

0,01%

129%

Figura 3. 2: Detalhamento do custo efetivo total (CET) tabela SAC

Fonte: Préprio Autor
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3.2 Tabela de amortizagdo PRICE

Aquisigdo PF - SFH

do Imdwe RS 115.000,00
RS 23.000,00
+) Outras despe RS 0,00
= Financiam RS 92.000,00
Parcelas
esa 42

Sistema de Amortizacio PRICE

S — RS 585,36
Ultima parcela R3 554,15
Juros
Taxa de juro 5 5,690 % a.a
Taxa de jurc: 6,43 4.4

xa Referencial - TR 03 ar

ET Efedive To 78T a

Figura 3. 3: Detalhamento financiamento imobiliario - Tabela PRICE

Fonte: Préprio Autor

Valor do imével: R$ 115.000,00.
Entrada: R$ 23.000,00.

Valor financiado: R$ 92.000,00.
Prazo: 420 meses.

Valor da parcela 01: R$ 585,36.
Valor da parcela 60: R$ 592,36.
Valor da parcela 120: R$ 601,10.
Valor da parcela 180: R$ 620,12.
Valor da parcela 240: R$ 663,56.
Valor da parcela 300: R$ 700,44.
Valor da parcela 360: R$ 664,95.
Valor da parcela 420: R$ 554,15.
Valor total pago: R$ 270.152,37.
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A seguir detalhamento das parcelas:

- . Seguro |Seguro |Saldo

N° Prestagdo |Capital Juros MIP DFI Devedor

1 R$ 585,36 |R$ 57,58 |R$497.81 [R5 21,00 |R$ 8,97 |RS91.942 42
G0 R$ 59233 |[R$ 79,17 |R$ 476,23 |R$ 27,96 |R$8,97 |R$87.931,24
120 R$ 601,10 |R$ 109 44 |RF 44596 |R3 36,73 |R$ 8,97 |RS 82.306,82
180 R$ 62012 |R$ 151,28 |R$ 404,11 |R$ 55,76 |R$ 8,97 |RS 7453186
240 R$ 663,56 |R$ 209,13 |R$ 346,27 [R5 99,19 |R$8,97 |R$63.784.15
300 R$ 700,44 |R$ 289,09 |RS 266,31 |RS 136,07|R% 8,97 |RS 48.926,99
360 R$ 664,95 |R$ 39962 |R$ 155,78 |RS 100,58|R% 8,97 |R$ 28.389,23
420 R% 554 15 |R$ 551,17 |R$ 2,98 0 0 0

Tabela 3. 2: Detalhamento das parcelas — PRICE

Fonte: proprio autor

A seguir detalhamento do Custo Efetivo Total:

Detalhes - CET

Componentes do Fluxo da Operagdo no Ato da Contratagdo

a) Valor total devido no ato da contratagao (b+c) RE 93.230,67 100,00 %
b) Valor liberado ao cliente e vendedor RE 92.000,00 93,63 %
c) Despesas vinculadas a concessio de crédito (c1+c2+cn) RE 1.230,67 1,32 %
c1) IOF (sobre seguros) RE 0,70 0,00 %
c2) MIP RE 21,00 0,02 %
c3) DFI RS 8,97 0,01 %
c4) Avaliacdo do Bem Recebido em Gar RE 1.200,00 1,29 %

Figura 3. 4: Detalhamento do custo efetivo total (CET) tabela PRICE

Fonte: Préprio autor
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3.3 PRICE x SAC

Fazendo uma simples andlise, conseguimos orientar este cliente em relacao
aos beneficios da tabela SAC em relagdo a PRICE, pois vemos uma diferenca
gigantesca no valor final pago de R$ 49.608,91, além disso, por volta da parcela de
namero 120, o valor mensal pago se iguala.

Graficamente temos:

Tabela SAC x Tabela PRICE

&00 \

Parcelall Parcelatl Parcelal20 Parcelal80 Parcela 240 Parcela300 Parcela360 Parcelad420

T abela SAC Tabela PRICE

Grafico 3. 1: Fin. Imob. Tabela SAC x PRICE

Fonte: proprio autor

A area abaixo das linhas do grafico nos da o valor pago, facilmente podemos
visualizar as vantagens da tabela SAC.

Esta cliente, também tinha uma duvida, apés um determinado tempo, caso a
mesma desejasse usar cerca de R$ 10.000,00 para amortizar a divida, o que
aconteceria em ambos sistemas de amortizacdes. A seguir os calculos.

Na tabela SAC temos um célculo simples, pois temos amortizacdes
constantes no valor de R$ 219,04, com este valor poderiamos quitar
aproximadamente 45,6 parcelas ja pela tabela PRICE poderiamos quitar
aproximadamente 20 parcelas, conforme calculo informado pela empresa financeira,
ilustrado na tabela a seguir:
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- . Seguro |Seguro |Prestagao (saldo

N Prestagdo |Capital |Juros |\yp DFI Liquida |devedor

399 R$ 63527 |R$49323|R$6217 |[RET7090 [R$897 |RS 55540 |R$10.939,48
400 R$ 63207 |R$49590|R$5950 |[RE67.70 [R$897 |RS 55540 |RS10.443,27
401 R$62886 |R$49858|R$5682 |[RE6449 [R$897 |R$55540 | RS9.944,37
402 R$ 62563 |R$501,28|R554,12 |R$61,26 [R§807 |R$ 555,40 | R$9.442,77
403 R$62238 |R$50399|R$51 41 [RE5801 [R$897 |R$ 55540 | RS8.938,46
404 R$ 61911 |R$50672|R$4868 |R$54 74 |R§E897 |R$ 55540 | R$8.431,43
405 R$ 61583 |R$50946|R$4594 |[R$5146 [R$897 |R$ 55540 | R57.921,64
406 R$ 61252 |R$51222|R$4318 |R$4815 |[R$897 |RS 55540 | RS7.409,10
407 R$ 60920 |R$51499|R$4041 |R$4483 |[R$E897 |R$ 55540 | RS6.893,79
408 R$ 60585 |R$51777T|R$3762 |[RE4149 [R$897 |R$55539 | RS6.375,70
409 R$ 60251 |[R$52058|R$3482 |[R$3814 [R$897 |R$55540 | RS5.854,80
410 R$59912 |R$52339|R$3200 |[RE3476 [R$897 |R$55539 | RS5.331,08
411 R$ 59573 |R$52622|R$2917 |[R$3137 |[R$897 |R$55539 | R54.804,54
412 R$ 58232 |R$52907|R$2632 |[R$2796 [R$897 |R$55539 | Rs4.27514
413 R$ 58889 |R$53193|R$2346 [R$2453 [R$897 |R$ 555,39 | R$3.742,88
414 R$ 58544 |R$53481|R52058 [R$52108 [R§58067 |R$55530 | RS3.207,74
415 R$ 58198 |R$53771|R$1769 [R$1761 |[R$897 |R$ 55540 | RS2.669,70
416 R$ 57850 |R$54062|R$1478 |R$1413 |[R$§897 |R$ 55540 | R52.128,74
417 R$ 57498 |R$54354|R$1185 |[R§1062 |[R$897 |R$ 55539 | R51.584,87
418 R$ 57146 |R$54648|RE891 |R§T710 |R$897 |R$ 55539 | RS51.038,06
419 R$ 56792 |[R$5H4944|RE596 |RE355 |R$897 |RE 55540 RS 488,27
420 R$ 55415 |R$E55117T|IRE298 |0 0 R$ 554 15 -R5 63,24

Tabela 3. 3: Calculo saldo devedor

Fonte: proprio autor

Podemos verificar pelo célculo que com R$ 9.944,37 conseguiriamos quitar
as parcelas de 401 a 420.

Neste capitulo fizemos um estudo de um caso real que aconteceu em uma
agéncia bancéria, em que uma cliente estava em davida a respeito de qual sistema
de amortizacdo usar. Com o nosso conhecimento adquirido na matéria MA12,
Matematica Discreta, do curso de Mestrado Profissional campus Trés Lagoas,
pudemos orientar esta cliente a respeito da melhor maneira de qual produto
contratar. Explicamos a ela, como fizemos nesta dissertacdo, os sistemas de
amortizacdo SAC e PRICE, com suas respectivas vantagens e/ou desvantagens. A
mesma optou pelo sistema SAC devido o valor pago no final do financiamento ser
menor, amortizagcdes antecipadas serem mais vantajosas e a parcela ainda ir

diminuindo gradualmente ao longo do tempo. As instituicdes bancarias preferem
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este sistema, pois partem da premissa que se o cliente consegue pagar as primeiras
parcelas que sdo maiores, 0S mMesmMOS conseguem pagar as proximas que vao
diminuindo, evitando assim a inadimpléncia. Porém muitas vezes, o sistema PRICE
€ usado para que o cliente possa financiar um valor maior, pois 0s bancos aprovam
financiamentos que comprometam apenas trinta por cento da renda.

Outros sistemas de amortizagdes sdo usados também em outras linhas de
financiamentos, como o sistema de amortizacdo americano Padrdo. Tal sistema €&
utiizado nos anos iniciais do FIES (Fundo de Financiamento Estudantil), um
programa criado pelo Ministério da Educacdo (MEC) que oferece financiamento
estudantil aos estudantes de cursos de graduacdo de instituicOes privadas
cadastrados no sistema. O objetivo é facilitar o acesso de jovens de baixa renda a
educacdo superior. JA o sistema de amortizacdo americano Bullet, 0 mesmo é
utilizado em alguns financiamentos rurais.

No proximo capitulos deixamos alguns planos de aulas com diversas

atividades abordando o tema matematica financeira.
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Capitulo 4. Planos de aulas e atividades voltadas para o
ensino

Como este trabalho foi escrito durante os anos de 2020 e 2021, anos
marcados pela grave pandemia, deixamos alguns planos de aulas e atividades,
sobre PA, PG e matematica financeira, para que este assunto seja abordado

juntamente com alunos do ensino médio em um futuro proximo.

4.1 Plano de aula sobre sequéncias e PA

4.1.1 Objetivos

e Fazer com que os alunos conhegcam os conceitos de sequéncia numérica e
progressao aritmeética;

e Trabalhar com progressdes aritméticas.

4.1.2 Contetdos

e Sequéncia Numérica;

e Progressao Aritmética.

4.1.3 Etapas e atividades

Para estas atividades utilizaremos computadores com o programa Excel
instalado, sala com retroprojetor, calculadora que pode ser usada para conferir
resultados; além de lousa, caneta ou giz.

Como forma de avaliar o aluno, poderemos verificar a aprendizagem atraves

da correcéo das atividades propostas.

4.1.3.1 Primeira etapa
12 Etapa: Sequéncias Numéricas
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Trabalhar com os alunos os conceitos de sequéncias numeéricas, que servirao
de base para o conteudo de Progressao Aritmeética. Sequéncia é um conjunto na
gual seus elementos estdo dispostos em determinada ordem. Trabalharemos aqui
com sequéncias numéricas, ou seja, seus elementos sdo numeros. Observemos 0s

exemplos de sequéncias numéricas:

e 0,1,2,3,4,5,6, ... — sequéncia de nimeros naturais;
e 0,2,4,6,8, 10, ... — sequéncia de niUmeros naturais pares;
e 2,3,5,7,11, 13, ... — sequéncia de numeros primos.

O conteudo de sequéncias numéricas € uma oportunidade para trabalhar
junto aos alunos a capacidade de identificar l6gicas e padrées. Apresentar algumas
sequéncias e colocar como desafio a tarefa de descobrir qual é o elemento seguinte.

Seguem alguns exemplos que podem inicialmente serem resolvidos em
conjunto com a turma:

e 11,17, 23, 29,35,... (somar 6 unidades de um termo para outro);

e 3,12,48, 192, 768,... (multiplicar por 4 de um termo para outro);

e 28,25, 21, 16,... (subtrair 3, no proximo termo 4, no préximo termo 5 e assim
por diante).

Em seguida, fazer uma sequéncia de exercicios para que os estudantes
resolvam em duplas. A atividade € a mesma, deverdo descobrir qual o elemento
seguinte de cada sequéncia numérica. Seguem algumas possibilidades:

1. 18, 25, 32, 39 (somar 7 a cada termo);

2. 22, 26, 31, 37 (somar 4 no primeiro termo, no segundo 5, no terceiro 6 e
assim sucessivamente);

3. 40, 36, 32, 28 (subtrair 4 a cada termo);

4. 40,35,31,28 (subtrair 5 no primeiro termo, 4 no segundo, 3 no terceiro e assim
sucessivamente);

5. 15, 10, 5, 0, -5 (subtrair 5 a cada termo).

Realizar uma outra atividade, solicitando a cada dupla criar duas sequéncias
numéricas. Este tipo de atividade contribui para que alunos utilizem o raciocinio para
criar novas logicas. ApGs terem terminado, discutir as respostas encontradas.
Comentar, como curiosidade, sobre a sequéncia de Fibonacci. Cada elemento dela

€ formado pela soma dos dois elementos anteriores: 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, ... . Por estar
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relacionado com diversos fendmenos da natureza, obras de arte e outros conteddos

matematicos, possui grande importancia na Matematica.

4.1.3.2 Segunda etapa: Progressédo Aritmética — Calculo de um termo qualquer

Nesta etapa, os alunos irdo conhecer o conceito de Progressdo Aritmética
(PA), que é uma sequéncia numérica na qual a diferenca de elementos (ou termos)
consecutivos é sempre a mesma. Essa diferenca € chamada de razdo da
progressao aritmética. Observemos os exemplos que seguem:

a) (5, 8, 11,14,17,20) A razéo desta PA é 3 e ela possui 6 termos. Pelo fato da
razao ser positiva, dizemos que € uma progressao crescente.

b) (12, 6, 0, -6, ...) A razdo desta PA é -6 e as reticéncias ao fim indicam que é
uma progressao de infinitos termos. Pelo fato da razdo ser negativa, dizemos que é
uma progresséao decrescente.

Passados 0s conceitos iniciais, € interessante seguir o conteudo a partir de
problemas praticos.

O exercicio a seguir foi feito a partir de uma questao do ENEM de 2011

1) O nimero mensal de passagens de uma determinada empresa aérea
aumentou no ano passado nas seguintes condi¢fes: em janeiro foram vendidas
33.000 passagens; em fevereiro, 34.500; em marco, 36.000. Esse padrdo de
crescimento se mantém para 0os meses subsequentes. Quantas passagens foram
vendidas por essa empresa em julho do ano passado?

No exemplo, notamos que o0 numero de passagens vendidas aumenta na
forma de PA. De um més para o outro aumenta em 1500 passagens. O primeiro més
vendeu 33.000; para encontrar a quantidade do segundo més somamos 1.500; para
encontrar a quantidade de passagens vendidas no terceiro més somamos 1.500
novamente, e assim por diante. A partir desse raciocinio podemos entender a
férmula geral para encontrar um termo qualquer de uma PA.

Para encontrar um termo qualquer a,,, basta somar ao valor do primeiro termo
a, ovalorr darazdaon- 1vezes:a, = a; +(n—1).r.

Voltando ao exemplo, temos que o primeiro termo desta PA, a, = 33000 , a
razdo r = 1500 e o nimero de termo n = 7 e procuramos 0 sétimo termo a, , que

equivale numericamente a quantidade de passagens vendidas em julho.
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Usaremos assim a férmula do termo geral da PA, a, = a; + (n—1).7.
a;=a,+(n—1).r=33000+ (7 —1).1500
a; = 33000 + 6.1500
a, = 33000+ 9000 = 42000.

Portanto, em julho, foram vendidas 42 mil passagens.

Acreditamos que nesta etapa, vale a pena recomendar alguns exercicios para

fixagdo e contextualizagcdo do assunto. Seguem algumas possibilidades:

Exercicio 01. (Enem) O gréfico, obtido a partir de dados do Ministério do
Meio Ambiente, mostra o crescimento do niumero de espécies da fauna brasileira
ameacadas de extingdo. Se mantida, pelos préximos anos, a tendéncia de
crescimento mostrada no grafico, o nimero de espécies ameacadas de extingdo em

2011 seraigual a:

L Y

239

nimero de espécies ameacgadas de extingao

1983 1987 1991 1995 1999 2003 2007 5,0

Figura 4. 1: Questdo Enem 2011

Fonte: < http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos > acesso em 10 jan 2021

a) 465.
b) 493.
c) 498.
d) 538.
e) 699.
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Exercicio 02. Qual & o centésimo primeiro termo de uma PA cujo primeiro
termo é 107 e a razéo € 67

a) 507.

b) 607.

c) 701.

d) 707.

e) 807.

Exercicio 03. Camila, para praticar algum exercicio fisico, deu 7 voltas na
praca na segunda-feira. Na terga, deu 13 voltas e na quarta deu 17 voltas. Se ela
continuar aumentando o nimero de voltas no mesmo ritmo, quantas voltas dara no

domingo?

4.1.3.3 Terceira etapa: progressao aritmeética — soma dos termos

Para atrair a atencdo dos alunos para este assunto, podemos contar um
pouco da vida de Gauss. Johann Carl Friedrich Gauss é considerado um dos
maiores matematicos de todos os tempos [1], tendo contribuido em diversas areas
desta e de outras Ciéncias. Quando tinha dez anos, na escola, um professor passou
um desafio para os alunos: deveriam encontrar a soma de todos 0os numeros de 1 a
100. O professor ficou muito surpreso, pois Gauss encontrou o resultado muito
rapidamente, que é 5050. Ele encontrou a resposta de forma rapida porque
percebeu que se somasse 0 primeiro com o ultimo nimero (1+100); o segundo com
0 penultimo (2+99); o terceiro com o antepenultimo (3+98); sempre encontra o
mesmo valor, no caso 101. Com isso, multiplicamos 101 pela metade da quantidade
de termos, nesse caso 50, assim, 101x50 = 5050 [1]. Esta é a base do raciocinio da
férmula que usamos para calcular a soma dos n primeiros termos de uma PA.

A soma S dos n primeiros termos de uma PA é a soma do primeiro termo com

o0 Ultimo, multiplicada pela metade do ndmero de termos: S,, = (a; + a,) g

Seguem algumas possibilidades de exercicios para que os alunos pratiquem:
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Exercicio 04. Qual a soma dos 200 primeiros niameros pares?
a) 40200.
b) 80400.
c) 60300.
d) 50500.
e) 70700.

Exercicio 05. (PUC/RJ — 2009) Temos uma progressdo aritmética de 20
termos onde o primeiro termo € igual a 5. A soma de todos os termos dessa
progressao aritmética é 480. O décimo termo é igual a:

a) 20.

b) 21.

C) 22.

d) 23.

e) 24.

4.1.3.4 Quarta etapa: ensinar os alunos o célculo dos termos de uma PA e suas
somas através de Excel

Primeiro Passo: criar uma planilha com os campos a serem digitados, e 0s

campos a serem calculados.

H - = Pastal - Excel
LUolVliel  PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAD EXIBIQE\O
X — [==] =1
Calibri -1 <A A === ®- B¢ Quebrar Teto Automaticamente | Geral - " 4 J  Em EX @
Bg - o - = = = H H
" N I §- - M A. . E == &eEs= Me:clareCantrahzar - 2 . gg 000 (-ﬁg _,)03 Furmatagéu Formatar como E:tiluz de Inserir Excluir Formatar
Condicional = Tabela~ Célula~ - -
Area de Transf., & Fonte £} Alinhamento F] Numerg ] Estilo Células
E4 - fe Primeiro termo
A B C D E F G H J K L [ N 9] P Q R

PA - Ciculo do enésimo termo e soma dos termos
4 Primeiro termo
5 numero de termos
6 razdo
8
] |Termodesejado | |

|Soma dos termos | |

Figura 4. 2: Célculo enésimo termo da PA usando Excel — passo 1

Fonte: Préprio autor

70



Segundo Passo: Clicar no campo escolhido para o enésimo termo a,, dar

inicio a criacdo da formula, a,, = a; + (n—1).r . Na barra de descri¢cao da férmula,

colocar o simbolo “=” e clicar no campo escolhido para o termo a;.

H - - Pastal - Excel
LUIUIeY  PAGIMNA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAQ EX\B\Q;O
%
Ey -
Area de Transf.. 1 Fonte Alinhamento Nimerg Estila Células
4 - xX ¥ Kk =
A B C D E F G H 1 J K L M N o] P Q R

PA - Ciculo do enésimo termo e soma dos termos
4 Primeiro termo
5 numero de termos
6 razdo
8
9 |Termodesejado |=F4 |
10 |Soma dos termos | [

Figura 4. 3: Célculo enésimo termo da PA usando Excel — passo 2

Fonte: Proprio autor

Terceiro Passo: Abrir parénteses e clicar no campo escolhido para o nimero

de termos e deste subtrair “1”, para obtermos (n—1).

H ©- = Pastal - Excel
PNOUTeY  PAGINAINICIAL  INSERR  LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS  DADOS  REVISAO  EXIBIGAD
%
Fgy -
Area de Transf... & Fonte Alinhamento Niamero Estilo Células
Fo - X o £ || =F{Fs1)
A B C D E F G H J K L M N o] P Q R
2
3 PA - Cdculo do enésimo termo e soma dos termos
4 Primeiro termo
5 numero de termos
6 razdo
8
9 |Termodesejado I:F4+{F5-11
10 |Soma dos termos | [

Figura 4. 4: Calculo enésimo termo da PA usando Excel — passo 3

Fonte: Préprio autor
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Quarto Passo: Escrever o simbolo “* (multiplicagdo) e clicar no campo

escolhido para razéo r.

H &- = Pastal - Excel
P PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAO EXIE\I;E\O
%
Ey -
Area de Transf.. Fonte Alinhamento Numero Estilo Células
F6 - X v K || =rax(rs-1)*Fg
A B C D E F G H | J K L M N [e] P Q R
2
3 PA - Ciculo do enésimo termo e soma dos termos
4 Primeiro termo
5 numero de termos
6 razdo
8
9 |Termodesejado |5-1}‘F6 |
10 |50ma dos termos | l

Figura 4. 5: Célculo enésimo termo da PA usando Excel — passo 4

Fonte: Proprio autor

Quinto Passo: Clicar em “enter”, assim teremos a formula pronta para calculo
do enésimo termo da PA.

H 9~ = Pastal - Excel
LMY PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAO EXIBICAO
By M e | = M . e
D E@ ) Calibri M KN == & ¢ Quebrar Texto Automaticamente | Geral - '-': i«" [‘-j‘ EEED EE El
Colar < NI 5~ E - e A - =S == &= = Mesclar e Centralizar = [l 9% 000 (33 _,)?g Formatagdo Formatar como Estilos de  Inserir Excluir Farmatar
- Candicional ~ Tabela ~ Célula~ - -
Area de Transf... Fonte ~ Alinhamenta K] Nimero ) Estilo Células
10 - f
A B C D E F G H J K L M N o P Q R
2
3 PA - Caculo do enésimo termo e soma dos termos
4 Primeiro termo
5 numero de termos
6 razdo
8
9 |Termodesejado | 0]
10 |Soma dos termos |

Figura 4. 6: Célculo enésimo termo da PA usando Excel — passo 5

Fonte: Préprio autor

Sexto Passo: A partir desta passagem, criaremos a formula para calculo da

soma dos “n” termos da PA, S, = (a; + an)g. Clicar no campo escolhido para esta
soma, e na barra de descricdo da formula, digitar “=”, abrir parénteses e clicar no
campo escolhido para o primeiro termo a, .
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H - Pastal - Excel
PXOITOY  PAGINAINICIAL | INSERR  LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS — DADOS  REVISAO EXIBICAO

a

E
E=
Area de Transf.. Fonte Alinhamento Mamero Estilo Células
Fa - x v £ | =F)
A B C D E F G H | J K L M N o P Q
2
3 PA - Cdculo do enésimo termo e soma dos termos
4 Primeiro termo
5 namero de termos
6 razdo
7
8
s [Termodesejado | df
10 Soma dos termos  |=(F4)
Figura 4. 7: Célculo da soma dos termos da PA usando Excel — passo 6
Fonte: Proprio autor
Sétimo Passo: Clicar no campo escolhido para o enésimo termo a,,.
H - B Pastal - Excel
PAGIMA INICIAL INSERIR. LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAD EX|B|§fAO
%
Eg -
Area de Transf... Fonte Alinhamento Nimero Estilo Células
F9 - x [V =(Fa+F9)
A B C D E F G H | J K L M N [0} P Q
2
3 PA - Caculo do enésimo termo e soma dos termos
4 Primeiro termo
5 numero de termos
[ razdo
7
8
g |Termodesejado ] ol
|somadostermos [4+F3) |

L
]

ra

Figura 4. 8: Célculo da soma dos termos da PA usando Excel — passo 7

Fonte: Proprio autor

Oitavo Passo: Escrever o simbolo da multiplicagao “*” abrir parénteses.
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BH S

PRI PAGINA INICIAL

INSERIR
%
By -
Area de Transf... & Fonte
10 - x Lv4 fi
A B C
2
5
6
8
g
10

Pastal - Excel

LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS ~ DADOS  REVISAO  EXIBIGAQ
Alinhamento Namero Estilo
={ra459) (]
E F G H o J K L M N a

PA - Caculo do enésimo termo e soma dos termos

Primeiro termo

numero de termos

razéo

|Termo desejado 0]
|50ma dos termas  |4+F9)%()

Figura 4. 9: Célculo da soma dos termos da PA usando Excel — passo 8

Fonte: Proprio autor

escrever o simbolo da divisao “/” e escrever 2.

E - £
UMY  PAGINAINICIAL  INSERIR
&%
Eg -

Area de Transf... & Fonte
10 - x v I
A B C
2
5
6
8
9

Pastal - Excel

LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS  REVISAO EXIBIGAD
Alinhamento Namero Estilo
=(F4+79)*(F5/2)
E F G H | J K L M N o]

PA - Cdculo do enésimo termo & soma dos termos

Primeiro termo

numero de termos

razéo

|Termodesejado 0

8)*(F5/2)

|Soma dos termos.

Figura 4. 10: Célculo da soma dos termos da PA usando Excel — passo 9

Fonte: Prdprio autor

Células

Células

Passo: Clicar no campo escolhido para o nimero de termos n e

Exemplo 4.1.1. Calcular, com o uso do Excel, o trigésimo termo de uma PA, a

soma de todos os termos, sabendo que a razao equivale a 4, e o primeiro termo

equivale a 2.

Primeiro Passo: Digitar o valor equivalente ao primeiro termo no campo

correspondente.
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H - = Pastal - Excel
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Figura 4. 11: Exemplo de PA — passo 1
Fonte: Proprio autor
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Segundo Passo: Digitar 30, que € o numero de termos, no campo escolhido.
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Figura 4. 12: Exemplo de PA — passo 2

Fonte: Proprio autor

Terceiro Passo: Digitar o nUmero equivalente a razdo no campo escolhido,

clicar em “enter”, assim teremos a soma e o termo desejado.
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Figura 4. 13: Exemplo de PA — passo 3

Fonte: Préprio autor

4.2 Plano de aula sobre PG

4.2.1 Objetivos

e [Fazer com que os alunos conhecam o0s conceitos de sequéncia numérica e
progressao geometrica;

e Trabalhar com progressdes geomeétricas.

4.2.2 Etapas e atividades

Para estas atividades utilizaremos computadores com o programa Excel
instalado, sala com retroprojetor, calculadora que pode ser usada para conferir

resultados; além de lousa, caneta ou giz.

Como forma de avaliar o aluno, poderemos verificar a aprendizagem atraves
da correcéo das atividades propostas.

Primeira etapa: progressao geomeétrica.
Explicar aos alunos o que € uma progressdo geométrica com exemplos do
cotidiano, ou exemplos praticos aos alunos como, por exemplo, a multiplicacdo de

uma bactéria, que a cada determinada unidade de tempo dobra sua quantidade,
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assim teremos inicialmente uma bactéria, depois duas, depois quatro, e assim, uma

PG de razao 2.

Segunda etapa: progressdo geométrica — célculo de um termo qualquer.

Nesta etapa, os alunos irdo conhecer o conceito de progressdo geométrica
(PG), que é uma sequéncia numérica na qual, a divisdo do termo atual pelo anterior
€ sempre a mesma. Essa constante é chamada de razdo da progressao geométrica.
Observemos os exemplos que seguem:

a) (5, 10, 20, 40,80) A razao desta PG é 2 e ela possui 5 termos. Pelo fato da
razdo ser maior que 1, dizemos que € uma progressao crescente.

b) (48, 24, 12, 6, ...) A razédo desta PG é 0,5 e as reticéncias ao fim indicam
gue é uma progressao de infinitos termos. Pelo fato da razdo ser menor que 1,
dizemos que € uma progressao decrescente.

Passados 0s conceitos iniciais, € interessante seguir o conteudo a partir de

problemas praticos, seguem algumas possibilidades:

Exercicio 01. (UFMG) Uma criacao de coelhos foi iniciada ha exatamente um
ano e, durante esse periodo, o numero de coelhos duplicou a cada quatro meses.
Hoje, parte dessa criacdo devera ser vendida para se ficar com a quantidade inicial
de coelhos. Para que isso ocorra, a porcentagem da populacao atual dessa criacao
de coelhos a ser vendida é:

a) 75%.

b) 80%.

c) 83,33%.

d) 87,5%.

Exercicio 02. (UFPE) Suponhamos que o preco de um automoével se
desvaloriza 10% ao ano nos seus 5 primeiros anos de uso. Se este automével novo
custou R$ 10.000,00, qual sera o seu valor em reais ap0os 0s 5 anos de uso?

a) 5.550,00.

b) 5.804,00.

c) 6.204,30.
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d) 5.904,90.
e) 5.745,20.

Exercicio 03. A sequéncia seguinte é uma progressao geomeétrica,

observemos: (2, 6, 18, 54...). Determinar o 8° termo dessa progressao.

Terceira etapa: progressdo geométrica — soma dos termos.
Fazer uma breve demonstracdo da férmula da soma dos termos da PG e
aplicar algumas atividades de fixacao, a seguir temos algumas possibilidades:

Exercicio 04. Determinar a soma dos oito primeiros termos da PG: (1, 2, 4...).

Exercicio 05. Uma fabrica de chocolates inaugurada em 2010 produziu 1000
ovos de pascoa nesse mesmo ano. Considerando que sua produgcdo aumentou em
50% a cada ano, em 2015, o dono da fabrica podera dizer que em toda a historia da

fabrica foram produzidos quantos ovos?

Exercicio 06. (PM PE — IAUPE). Uma fabrica inaugurou sua producao com 4
itens. Sabendo que a quantidade de itens produzidos pela fabrica em cada ano
consecutivo obedece a uma progressao geométrica e que, no quinto ano, foram
produzidos 324 itens, qual a soma total de itens fabricados nesses cinco primeiros
anos?

A) 434.

B) 844.

C) 448.

D) 848.

E) 484.

Quarta etapa: Ensinar os alunos a calcular termos de uma PG e suas somas

através do Excel.

Primeiro Passo: criar uma planilha com os campos a serem digitados, e o0s

campos a serem calculados.
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Figura 4. 14: Calculo enésimo termo da PG usando Excel — passo 1

Fonte: Préprio autor

Segundo Passo: Clicar no campo escolhido para o enésimo termo a,, dar

inicio a criacéo da férmula, a,, = a;.q™ ' . Na barra de descri¢do da férmula, colocar
o simbolo “=".
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Figura 4. 15: Célculo enésimo termo da PG usando Excel — passo 2

Fonte: Proprio autor

Terceiro Passo: Clicar no campo escolhido para o primeiro termo, escrever o
simbolo da multiplicagao “*”.
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Figura 4. 16: Célculo enésimo termo da PG usando Excel — passo 3

Fonte: Proprio autor

Quarto Passo: Clicar no campo escolhido para razdo q, escrever o simbolo de
poténcia “V".

H - = planilha PG.xlsx - Excel
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Figura 4. 17: Célculo enésimo termo da PG usando Excel — passo 4

Fonte: Proprio autor
Quinto Passo: Clicar no campo escolhido para o nUmero de termos e subtrair

1, para criarmos o termo (g-1). Concluimos assim a formula para calcular o enésimo
termo da PG.
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Figura 4. 18: Calculo enésimo termo da PG usando Excel — passo 5

Fonte: Préprio autor

Sexto Passo: A partir desta passagem criaremos a foérmula para calculo da

n_ . .
soma dos “n” termos da PG, S, = % Clicar no campo escolhido para esta

soma, e na barra de descrigéo da formula, digitar “=".

H ©- s planilha PGaxlsx - Excel
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Figura 4. 19: Célculo da soma dos termos da PG usando Excel — passo 6

Fonte: Proprio autor

Sétimo Passo: Clicar no campo escolhido para o primeiro termo a,.
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Figura 4. 20: Célculo da soma dos termos da PG usando Excel — passo 7

Fonte: Préprio autor

Oitavo Passo: Escrever o simbolo da multiplicacédo

criar o divisor e o dividendo.

H ©- B planilha PG xlsx - Excel
UMY PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAQ EXIBICAD
%
Fgy -
Area de Transf... T Fonte Alinhamento Numero
a - x v £ | =Far0/0)
A B C D E F G H | J K
2
3 PG - Caculo do enésimo termo e soma dos termos
4 Primeiro termo
5 numero de termos
6 razio
8
] ITermodesejado r#DIV/O‘.
10 IScma dos termos |=F4‘((}/(}
12

M

, em seguida vamos

Estilo Células

Figura 4. 21: Célculo da soma dos termos da PG usando Excel — passo 8

Fonte: Préprio autor

Nono Passo: Clicar no campo escolhido para a razdo da PG e colocar como

poténcia o campo escolhido para o nimero de termos.
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Figura 4. 22: Calculo da soma dos termos da PG usando Excel — passo 9
Fonte: Proprio autor
Décimo Passo: subtrair 1, do dividendo.
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Figura 4. 23: Célculo da soma dos termos da PG usando Excel — passo 10

Fonte: Proprio autor

Décimo primeiro Passo: Preencher o campo do divisor, clicando no campo da

razao e subtraindo 1. Clicar em “enter”, assim teremos a formula desejada.
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Figura 4. 24: Calculo da soma dos termos da PG usando Excel — passo 11

Fonte: Proprio autor

Exemplo 4.1.2. Encontrar o sétimo termo, a somas destes sete termos de

uma PG com o uso da planilha do Excel, sabendo que o primeiro termo equivale a 3

e sua razao 2.

Primeiro Passo: Digitar o valor equivalente ao primeiro termo no campo
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Figura 4. 25: Célculo enésimo termo da PG usando Excel — passo 1

Fonte: Préprio autor

Segundo Passo: digitar o valor equivalente a razdo no campo correspondente.
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Figura 4. 26: Calculo enésimo termo da PG usando Excel — passo 2

Fonte: Préprio autor

Terceiro Passo: digitar o valor equivalente ao niumero de termos no campo

correspondente, clicar em “enter”, assim teremos as informagdes que precisamos.
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Figura 4. 27: Célculo enésimo termo da PG usando Excel — passo 3

Fonte: Préprio autor

4.3 Plano de aula sobre Matematica Financeira

« Tema: Matemética Financeira;

e Objetivo: Ensinar o calculo de juros simples e compostos e a criacdo destas
férmulas no Excel. Fazer com que o aluno consiga entender diferentes
métodos de pagamentos, suas vantagens e desvantagens.

4.3.1 Dados da aula
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O que o aluno podera aprender com esta aula:

Relacionar juros compostos com sequéncias numéricas;

Interpretar Progressdes Geomeétricas buscando construir o conceito de Juros
Compostos;

Calcular Juros Compostos.

Notacéo decimal.

Juros simples.

Progressao geométrica.

Reconhecimento de taxas.

Periodos de aplicacao.

4.3.2 Duracéao das atividades

Duracéo das atividades 6 aulas de 50 minutos cada.

4.3.3 Conhecimentos preévios trabalhados pelo professor com o aluno

FracOes e Porcentagem.
Notacédo decimal.
Progresséo aritmética.
Progressdo Geomeétrica.
Reconhecimento de taxas.
Periodos de aplicacéao.
Juros simples.

Juros compostos.

4.3.4 Estratégias e recursos da aula

Para estas atividades utilizaremos computadores com o programa Excel
instalado, sala com retroprojetor, calculadora que pode ser usada para conferir
resultados; além de lousa, caneta ou giz.

Faremos atividades focadas em mostrar a importancia das tomada de
decisdes quando contratamos alguns produtos bancarios, a importancia em poupar
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valores desde cedo e, além disso, 0 que o consumo desnecessario pode ocasionar
na vida destes jovens.

Através destas aulas estes alunos poderdo verificar como algumas decisfes
corretas podem diminuir muito os gastos, mesmo que seja um novo parcelamento
desde que mais barato. A seguir, veremos 0 caso em que um jovem fez uma compra
muito além do seu poder aquisitivo. Sem nenhuma instrucdo, poderia ficar um longo
tempo com sua vida financeira desarrumada, com seu nome em érgaos de protecao

ao crédito, realidade de muitas pessoas no Brasil.
4.3.5 Atividades

4.3.5.1 Atividade 1

Fazer uma atividade na qual o aluno possa questionar em relacdo ao método

de pagamento, a vista ou a prazo.

Exercicio 01. Uma mercadoria no valor de R$ 850,00 é vendida na forma de
pagamento a vista. Caso o cliente deseje comprar a mercadoria em 4 prestacoes, a
loja aplicara sobre o valor do produto uma taxa de juros de 12%. Dessa forma, a
mercadoria passa a custar R$ 952,00 que, dividida em quatro vezes, proporciona
parcelas de R$ 238,00 mensais. Verificar a situagéo caso o cliente deseje aplicar o
dinheiro em uma conta poupanca a juros mensais de 2% ao més, realizando
retiradas mensais para quitar as prestacoes.

Caso o cliente ndo procure uma aplicacdo para compensar o valor dos juros,
ele desembolsara a quantia de R$ 102,00.

Mas, aplicando o dinheiro, ele diminui esse valor gerado pela taxa de juros da
compra a prazo, desembolsando o valor de R$ 60,88. Dessa forma, ele realiza uma
economia de R$ 41,12.

Exercicio 02. (FUC-MT) Um lojista, na tentativa de iludir sua freguesia, deu
aumento de 25% nas suas mercadorias e depois anunciou 20% de desconto.
Podemos concluir que:

a) a mercadoria subiu 5%.

b) a mercadoria diminuiu 5%.
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c) aumento em média 2,5%.
d) diminuiu em média 2,5%.

e) a mercadoria manteve o prego.

Se aumentarmos em 25% o pre¢co de uma mercadoria que custa R$ 100,00,
seu novo valor sera de R$ 125,00.

Se aplicarmos um desconto de 20% sobre R$ 125,00, a mercadoria volta a
custar R$ 100,00.

25% de 100 = 25

100 + 25 = R$ 125,00

20% de 125,00 = 25

125 - 25 R$ 100,00.

Dessa forma, concluimos que o comerciante esta iludindo os clientes com um
desconto irreal. Essa pratica € muito realizada por comerciantes em geral, pois
dessa forma, eles conquistam o interesse do consumidor e mantém sua faixa de
lucro liquido sem alterar a receita da empresa.

Portanto, a resposta € o item (e).

4.3.5.2 Atividade 2

Fazer uma atividade destacando a importancia de poupar dinheiro desde

cedo.

Exercicio 03. Um aluno do primeiro ano do ensino médio, com 15 anos de
idade, resolve guardar uma quantia de R$ 100,00 todo més, pretende poupar este
valor até os 18 anos quando pretende comprar uma motocicleta, sendo assim,
hipoteticamente, qual o valor que este aluno terd guardado, se ele depositar este
valor mensalmente na poupanca com um rendimento de 0,5% ao més? (Supor o
prazo de 3 anos completos).

No primeiro més teremos o valor inicial de R$ 100,00.

No segundo més, teremos o valor do primeiro més, reajustado, mais a
aplicagcdo de R$ 100,00:
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(100.1,005) +100=100,50+100=200,50.

No terceiro, teremos o valor do segundo més reajustado adicionado a
aplicacdo mensal de R$ 100,00:

(200,50.1,005 ) +100=201,50+100=301,50.

Calculamos assim até o trigésimo sexto més:

Quarto més:

(301,50.1,005 ) +100=303+100=403,00.

Quinto més:

(403.1,005) +100=405,02+100=505,02.

Sexto més:

(505,02.1,005 ) +100=507,55+100=607,55.

Sétimo més:

(607,55.1,005 ) +100=610,59+100=710,59.

Oitavo més:

(710,59.1,005) +100=714,14+100=814,14.

Nono més:

(814,14.1,005) +100=818,21+100=918,21.

Décimo més:

(918,21.1,005) +100=922,80+100=1022,80.

Décimo primeiro més:

(1022,80.1,005 ) +100=1027,92+100=1127,92.

Décimo segundo més:

(1127,92.1,005) +100=1133,56+100=1233,56.

Décimo terceiro més:

(1233,56.1,005 ) +100=1239,73+100=1339,73.

Décimo quarto més:

(1339,73.1,005 ) +100=1346,42+100=1446,42.

Décimo quinto més:

(1446,42.1,005 ) +100=1453,66+100=1553,66.

Décimo sexto més:

(1553,66.1,005 ) +100=1561,42+100=1661,42.

Décimo sétimo més:
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(1661,42.1,005 ) +100=1669,73+100=1769,73.
Décimo oitavo més:

(1769,73.1,005 ) +100=1778,58+100=1878,58.
Décimo nono més:

(1878,58.1,005 ) +100=1887,97+100=1987,97.
Vigésimo més:

(1987,97.1,005 ) +100=1997,91+100=2097,91.
Vigésimo primeiro més:

(2097,91.1,005 ) +100=2108,40+100=2208,40.
Vigésimo segundo més:

(2208,40.1,005 ) +100=2219,44+100=2319,44.
Vigésimo terceiro més:

(2319,44.1,005 ) +100=2331,04+100=2431,04.
Vigésimo quarto més:

(2431,04.1,005 ) +100=2443,20+100=2543,20.
Vigésimo quinto més:

(2543,20.1,005 ) +100=2555,91+100=2655,91.
Vigésimo sexto més:

(2655,91.1,005 ) +100=2669,19+100=2769,19.
Vigésimo sétimo més:

(2769,19.1,005 ) +100=2783,04+100=2883,04.
Vigésimo oitavo més:

(2883,04.1,005 ) +100=2897,45+100=2997,45.
Vigésimo nono més:

(2997,45.1,005 ) +100=3012,44+100=3112,44.
Trigésimo més:

(3112,44.1,005) +100=3128,00+100=3228,00.
Trigésimo primeiro més:

(3228,00.1,005 ) +100=3244,14+100=3344,14.
Trigésimo segundo més:

(3344,14.1,005 ) +100=3360,86+100=3460,86.

Trigésimo terceiro més:



(3460,86.1,005 ) +100=3478,17+100=3578,17.

Trigésimo quarto més:

(3578,17.1,005 ) +100=3596,06+100=3696,06.

Trigésimo quinto més:

(3696,06.1,005 ) +100=3714,54+100=3814,54.

Trigésimo sexto més:

(3814,54.1,005 ) +100=3833,61+100=3933,61.

Portanto este aluno tera poupado o valor de aproximadamente R$ 3.933,61.

Outro modo de resolugdo: Embora este método ainda seja usado por algumas
pessoas, existem ferramentas mais praticas para resolucdo destes tipos de
problemas, que além de diminuir o calculo para poucas linhas, abrangem a
possibilidade de alterar valores e prazos. Para isso devemos fazer uma pequena

manipulacédo da formula do Teorema 2.1, pagina 43 e obter a equacao:

P((1+D)™-1)
—i .

F =

36 _
Dessa forma, para o exercicio 03 temos, F = 100((1205(;055) U 3933,61.

Logo F = 3933,61.

Devemos frisar aqui a importancia de poupar desde jovem, aqui neste
exemplo, o aluno conseguiu guardar 36 parcelas de R$ 100,00 e ainda obteve R$
333,61 de rendimentos.

Exercicio 04. Considerando o exemplo anterior, suponhamos que o aluno
resolva ndo comprar a motocicleta e resolva deixar este dinheiro na poupanca.
Calcular o valor que ele ter4 quando for aposentar (suponhamos 47 anos para a
aposentadoria).

Como o valor futuro € calculado pela formula: E, = C.(1 +i )", temos:

Capital € = 3933,61

i =0,5% = 0,005

n=47.12 = 564

Logo, o valor futuro Fs¢, = 3933,61.(1 + 0,005 )°%* = 65531,50.

Assim, com um pequeno valor poupado dos 15 aos 18 anos, o aluno tera uma

reserva de aproximadamente R$ 65.531,50.
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4.3.5.3 Atividade 3

Fazer uma atividade focada no uso do Excel para célculo de juros simples e
juros compostos. Esta atividade consiste em criar uma planilha no Excel na qual
podemos realizar de forma simples o célculo de um determinado valor futuro.

Primeiro Passo: Criar os campos a serem preenchidos posteriormente.

H ©- B - Pastal - Fxcel (Falha na Ativacio do Produto)
JUGIWIeY PAGINAINICIAL | INSERR ~ LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS  DADOS  REVISAD  EXIBIGAO
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Colar NT S = 5= [ Mesclar e Centralizar - . g4 o 8 gy Formatagio Formatar como Estilosde  Inserir Excluir Formatar
Condicional - Tabela - Célula~ - - -
Area de Transf... & Fonte = Alinhamento = Niimero [ Estilo Célul
F12 - F
A B C D E F G H J K L M N [e] P Q
4 Planilha para célculo de juros compostos
3
4
5
6 capital
7 taxa
8 prazo
g

2 vaerfuro [ ]

Figura 4. 28: Passo a passo Excel — passo 1

Fonte: Proprio autor

Segundo Passo: clicar no espaco onde queremos o valor referente a
resposta, caso aqui (F12) linha 12 coluna F, e na descricdo, digitar “=" clicar em

bloco “F6”, colocando 0 mesmo entre parénteses.

H - = Pastal - Excel (Falha na Ativagdo do Produto)
PUGUI%Y  PAGINAINICIAL | INSERIR  LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS — DADOS  REVISAO  EXIBIGAO
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Area de Transf... & Fonte Alinhamento Nimero Estilo Células
F12 - X K| =g
A B C D E F G H J K L M N [¢] P Q
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3
4
5
6 Capital
7 taxa
8 prazo
9
10

12 = |

Figura 4. 29: Passo a passo Excel — passo 2
Fonte: Proprio autor
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Terceiro Passo: Colocar o simbolo asterisco “ * ” usado no Excel para

simbolizar a multiplicacéo.

H - s Pastal - Excel (Falha na Ativagso do Produta)
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Figura 4. 30: Passo a passo Excel — passo 3

Fonte: Préprio autor

Quarto Passo: Abrir um parénteses digitar “1” depois “+”, abrir parénteses
novamente, clicar no bloco F7 (taxa), digitar “/” que significa dividir, digitar “ 100 ”

para o calculo da taxa usado na férmula, por fim, fechar os dois parénteses.

H ©- B Pastal - Excel (Falha na Ativagdo do Produta)
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Figura 4. 31: Passo a passo Excel — passo 4

Fonte: Préprio autor
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Quinto Passo: Digitar “ * 7, que tem como fungao, elevar a, clicar no bloco F8
(prazo).
g ©- - I T e
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Figura 4. 32: Passo a passo Excel — passo 5

Fonte: Préprio autor

Sexto Passo: Agora vamos formatar a célula onde teremos o “valor futuro”.
Primeiramente clicar com o botdo direito do mouse, depois em “formatar células”

conforme a imagem.

H ©- 5= Pastal - Excel (Falha na Ativagdo do Produto)
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Figura 4. 33: Passo a passo Excel — passo 6

Fonte: Proprio autor

Sétimo Passo: Clicar em “Numero” conforme a imagem.
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Pastal - Excel (Falha na Ativag,

do Produto)
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Figura 4. 34: Passo a passo Excel — pas

Fonte: Proprio autor

so 7

Oitavo Passo: clicar em “numero”, depois em “OK”.

H ©- == Pastal - Excel (Falha na Ativagdo do Produto)
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Figura 4. 35: Passo a passo Excel — passo 8

Fonte: Proprio autor
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Podemos concluir que temos uma forma prética de calcular o Valor Futuro de
um capital, podendo usar qualquer taxa e prazo.
Vamos fazer a mesma atividade para juros simples.

Primeiro Passo: Criar os campos a serem preenchidos posteriormente.

H ©- =R Pastal.xlsx - Excel (Falha na Ativagdo do Produto)
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Figura 4. 36: Passo a passo Excel — passo 1

Fonte: Préprio autor

Segundo Passo: Clicar no espaco onde queremos o valor referente a

resposta, caso aqui (F12) linha 12 coluna F. Na descricdo, digitar “=” clicar em bloco

“F6”, colocando o mesmo entre parénteses.

H - = Pastalxlsx - Excel (Falha na Ativagao do Produto)
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Figura 4. 37: Passo a passo Excel — passo 2

Fonte: Préprio autor
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Terceiro Passo: Colocar o simbolo asterisco “ * ” usado no Excel para

simbolizar a multiplicacéo.
H - el beBhenAedbodo |
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Figura 4. 38: Passo a passo Excel — passo 3

Fonte: Préprio autor

Quarto Passo: Abrir um parénteses digitar “1” depois “+”, abrir parénteses
novamente, clicar no bloco F7 (taxa), digitar “/” que significa dividir, digitar “ 100 ”

para o calculo da taxa usado na férmula. Por fim, fechar os dois parénteses.
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Figura 4. 39: Passo a passo Excel — passo 4

Fonte: Préprio autor
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Quinto Passo: Digitar “ * 7 (asterisco), clicar no bloco F8 (prazo) e fechar

parenteses.
5 o o o -
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Figura 4. 40: Passo a passo Excel — passo 5

Fonte: Proprio autor

Sexto Passo: Agora, vamos formatar a célula onde teremos o “valor futuro”.
Primeiramente clicar com o botdo direito do mouse, depois em “formatar células”

conforme a imagem.
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Figura 4. 41: Passo a passo Excel — passo 6

Fonte: Proprio autor

Sétimo Passo: Clicar em “Numero” conforme a imagem.
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Figura 4. 42: Passo a passo Excel — passo 7

Fonte: Préprio autor

Oitavo Passo: Clicar em “numero”.
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14 especializada para valores monetarios,
15
16
17
19

Nono Passo: Clicar

Figura 4. 43: Passo a passo Excel — passo 8

Fonte: Préprio autor

em “OK”.
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- Condicional = Tabela~ Célula~ - -
Area de Transf... & Fonte |Formatar Células 7 X Estilo Células
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7 Especial 123410
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. A categoria ‘MUmero’ & usada para exibir nameros em geral. 'Moeda’ e ‘Contabil’ oferecem formatacdo
4 especializada para valores monetarios.
15
16
17
19 -
Figura 4. 44: Passo a passo Excel — passo 9
Fonte: Proprio autor

Realizar junto aos alunos uma atividade na qual expomos nitidamente a
importancia em ter uma educacéao financeira na hora de uma escolha em contratar
algum produto bancério.

Exercicio 05. Uma cliente foi até um banco, e contratou um empréstimo de
R$ 20.000,00 em 12 meses, a uma taxa de 5% ao més, porém seu esposo
descobriu que por ser funcionario publico, possuia uma linha de crédito consignado
em folha de pagamento, com a possibilidade de contratar a uma taxa de 2%. Eles ja
haviam pago 3 parcelas. Sendo assim, solicitamos:

a) Calculo de quanto ficou as parcelas do primeiro empréstimo.

b) O saldo devedor apds o pagamento da terceira parcela.

c) Um célculo da parcela, deste valor a amortizar na nova taxa.

d) Analisar as parcelas e informe se é viavel a contratacdo de crédito

consignado para quitacao do primeiro empréstimo.
Solucgéo:
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a) Para o primeiro empréstimo temos:

P.(1+D™i 20000.(1+0,05)*2.0,05 20000.1,796.0,05 1796
1+idm—-1 (1+0,05)12 -1 - 0,796 "~ 0,796

Parcela = 2256,28.
Portanto, a parcela € de R$ 2.256,28.

Parcela =

b) Para verificar o saldo devedor devemos trazer todas parcelas para data

focal 3.
Py P P, Pg Py Pio
Saldo = 4
ado= it A+ A+  Ta+ T A+ A+ T ati)y
P P

+ 11. + 12.

A+’ (@A+1i0)°
Sald 2256,28 2256,28 2256,28 2256,28 2256,28 2256,28 2256,28
altao =

1,05 T (L,05)2 T (1,05 T (L,05)* T (1,055  (L,05)6 T (1,05)
2256,28 2256,28
+ +
(1,05)8 ° (1,05)°

Saldo = 2148,84 + 2046,51 + 1949,06 + 1856,25 + 1767,85 + 1683,67 + 1603,50
+ 1527,14 + 1454,42
Saldo = 16037,24.

Logo, o saldo para quitacdo apO6s o pagamento da terceira parcela seria R$
16037,24.
c) Para calcularmos a nova parcela usaremos a formula:

P.(1+i)™i 16037,24.(1+0,02)°.0,02 16037,24.1,195.0,02 _ 383,29
1+d)r—1 (140,02)°-1 N 1,195 -1 ~ 0,195

= 1965,59

Logo a parcela com a nova taxa sera de R$ 1.965,59.

Parcela =

d) Caso o cliente opte por “trocar” um empréstimo pelo outro, a parcela
passaria de R$ 2.256,28 para R$ 1.965,59 gerando assim uma economia de R$
290,69 por parcela e no final economizara R$ 2616,21.

Vemos aqui um caso que: se o cliente tiver conhecimento em matematica

financeira pode economizar valores apenas com algumas decisfes corretas.

Exercicio 06. Jodo deseja comprar um notebook, verificou em determinada loja o

anuncio a seguir [19]:
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. g‘l-‘s
(intel.

» inside’
CELERON

Meméria
RAM2GB

SSD 32 GB
- - .

B8 Windows10

ESCOLHA UM COMPUTADOR COM INTEL®
WINDOWS 10. FACA COISAS INCRIVEIS.
POSITIVO
NOTEBOOK STILO XR3500
SPROCESSADORINTEL" GCELERON"
DUAL-CORE**, TELA 14" LED.
E 0+18 no carné
NO CAR R 119,00

9,00

Android 5.1 Total a

Figura 4. 45: Anlncio de notebook

Fonte:< https://economia.estadao.com.br/noticias/seu-dinheiro,juros-da-compra-a-prazo-superam-o0s-115-
ao-ano,10000067743>

Jodo nao tem condic@es financeiras de efetuar o pagamento a vista, mas tem
a possibilidade de realizar um empréstimo consignado com taxa de juros de 2% ao
més. Com base nas informacfes do texto apresentado e utilizando a planilha do
Excel, responda as questdes:

a) Qual a taxa de juros cobrada pela loja no parcelamento em 18 vezes?

b) Se Jodo tomar o empréstimo consignado também em 18 vezes, qual o
valor da parcela mensal?

¢) Qual a melhor opcéao de financiamento para Joao?

Solucéo:

a) Na planilha do Excel clicar em formulas, em seguida na tecla do menu f,,

com esta operacdo aparecera a tela:
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Inserir fungdo ? x

Procure por uma funcéo:

igite uma breve descricdo do que deseja fazer e dique em 'Tr'

Ou seledione uma categoria: | Mais Recentemente Usada e

Seledione uma funcio:

HIPERLINK
CONT,NUM

MAXIMO v
PGTO(taxa;nper;vp;vf;tipo}

Calcula o pagamento de um empréstimo com base em pagamentos e em uma taxa
de juros constantes.

Ajuda sobre esta funcio oK Cancelar

Figura 4. 46: Planilha de Excel - Calculo de taxa

Fonte: Préprio autor

Clicar na seta a direita de “Mais Recentes Usadas” e clicar em Financeira,

como ilustrado na tela a seguir.

Inserir fungdo ? Ed

Procure por uma funcio:

Digite uma breve descricdo do gue deseja fazer e digue em 'Tr' Ir
QOu selecione uma categoria: |Financeira e

leci funciio: Mais Recentemente Usada ~

Selecione uma fungdo: Tudo

AMORDEGRC Financeira o
AMORLINC Data e Hora

ED Matematica e Trigonométrica

BOD Estatistica

BOV Pesquisa e Referénda

CUPDATAANT Banco de Dados

CUPDATAPROX I‘?"_’I‘ Y

dgico =

AMORDEGRC(custozdata |17 aches Eracao;..)
Retorna a depredagdo linear |Engenharia * bdo contabil.

Ajuda sobre esta funcio Cancelar

Figura 4. 47: Planilha de Excel - Célculo de taxa

Fonte: Préprio autor
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Em seguida, selecionar a funcdo TAXA e clicar em OK.

Aparecera a seguinte caixa de didlogo e serd necessario preencher com os

dados do problema.

Argumentos da fungdo
TAXA
Nper ||
Pgto
vp
vf

Tipo

Retorna a taxa de juros por periodo em um empréstimo ou investimento. Por exemplo, use 6%/4 para pagamentos

trimestrais a uma taxa de 6% TPA.

Mper & onumero total de periodos de pagamento em um empréstimo ou um

investimento.

Resultado da farmula =

Ajuda sobre esta funcio

Figura 4. 48: Planilha de Excel - Célculo de taxa

Fonte: Préprio autor

Nper: numero total de pagamentos;

Pgto: valor das prestacoes;

e
=5
=5
e

Rz

Vp: valor presente, com sinal contrario ao do pagamento. Se Vp é preenchido

Vf deve ficar em branco.

Vf: valor futuro, com sinal contrario ao pagamento. Se Vf é preenchido Vp

deve ficar em branco.

Tipo: € o numero 0 ou 1, conforme pagamentos sejam postecipados ou

antecipados. Se for deixado em branco, o Excel assumird 0, considerando

pagamentos postecipados.

Observacado: O Excel trabalha com a “légica do contador’, na qual os

pagamentos e 0s recebimentos devem ter sinais contrérios, logo se o valor das

prestacdes € positivo, o valor presente obrigatoriamente deve ser negativo [10].
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Argumentos da funcic ? bt

TAXA
Hper |13 FRz| = 18 ”
Pgto | 119 Rz = 119
Vp | -1299| ER: = -1299
vf el =
Tipo | = v

0,058919934

Retorna a taxa de juros por periodo em um empréstimo ou investimento, Por exemplo, use 6%:/4 para pagamentos
trimestrais a uma taxa de 6% TPA.

Vp € ovalor presente: a quantia total atual de uma série de pagamentos

futuros,
Resultado da farmula = 6%
Ajuda sobre esta funcdo Cancelar

Figura 4. 49: Planilha de Excel - Célculo de taxa

Fonte: Préprio autor

Portanto a taxa de juros cobrada pela loja é de 6%.

b) Na planilha do Excel clicar em férmulas e em seguida na tecla do menu f,.
Clicar na seta a direita de “mais Recente Usada” e clicar em Financeira. Em seguida,
selecionar a fungcdo PGTO e clicar em OK (Lembrar que o valor presente Vp deve
ser negativo).

Aparecera a caixa de dialogos e sera necessario preencher com os dados do

financiamento consignado.

Argumentos da fungdo ? b4
PGTO
Taxa [2% | = 0,02
Nper |13 M = 18
vp |-1299| s = -1299
Vf e =
Tipo e =
= 86,64003069

Calcula o pagamento de um empréstimo com base em pagamentos & em uma taxa de juros constantes.

Taxa ¢ ataxa de juros por periodo de um empréstimo, Por exemplo, use 6%/4
para pagamentos trimestrais a uma taxa de 6% TPA.

Resultade da formula = 86,64603069

Ajuda sobre esta funco Cancelar

Figura 4. 50: Planilha de Excel - Célculo de parcela

Fonte: Préprio autor
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Portanto, se Jodo tomar o empréstimo consignado para pagar a vista o
notebook, sua parcela mensal ser4 de aproximadamente R$ 86,64.

c) Para Jodo a proposta de contratar o empréstimo consignado e pagar o
produto a vista € mais vantajosa, pois tera uma economia mensal de R$ 119,00 — R$
86,64 = R$ 39,36.

Podemos verificar aqui uma jogada de marketing de uma empresa, muito
comum neste tipo de comércio, por falta de uma educacédo financeira, conforme ja
comentamos, 0s brasileiros se preocupam apenas com o valor da parcela e acham
um valor justo, mas vemos aqui um caso em que a loja esconde o valor dos juros
mensais cobrados, divide em muitos meses para que a parcela nédo fique alta,
facilitando assim a venda, porém se o consumidor calcular o valor cobrado, o

mesmo podera verificar op¢cdes mais baratas.

4.3.5.5 Atividade 5

Podemos também fazer junto aos alunos uma andlise do caso citado na
introducdo deste trabalho, o caso do jovem que comprou um celular no valor de R$
3.500,00, parcelado em 10 vezes iguais.

Problema: Calcular o valor gasto total por um cliente que comprou um celular
no valor de R$3.500,00 parcelado em dez vezes no seu cartédo de créedito, sendo que
das dez parcelas o cliente pagou regularmente apenas trés prestacoes, a quarta e a
guinta parcelas ndo foram pagas, porém como o cartdo € vinculado a sua conta
corrente, estas duas parcelas foram debitadas de sua conta o valor minimo de
pagamento, ou seja, 30% do seu valor no cheque especial, que é um valor que o
banco disponibiliza para o cliente diretamente na conta com a cobranca de uma taxa
de 7% ao més, os outros 70% que faltaram ficou como crédito rotativo, que é uma
cobranca do proprio cartdo de crédito quando ha o pagamento de apenas o valor
minimo (30%); sua taxa de juros € de 9,8% ao més. Ja na data de pagamento da
sexta parcela o cliente procurou o banco e foi orientado a fazer um parcelamento
desta divida em parcelas fixas e a uma taxa de 2,9% ao més. Usando estes dados,
calcular o valor total gasto pelo cliente no final do pagamento total da divida.

Solucgéo:
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Vamos calcular a divida do cartdo:

No primeiro més de atraso, na quarta parcela, foi para o crédito rotativo 70%
de R$ 350,00, totalizando R$ 245,00.

No segundo més de atraso, na quinta parcela, temos 9,8% de juros sobre o0s
R$ 245,00, totalizando R$ 269,01 acrescidos dos R$ 245,00 ndo pagos nesta
parcela, portanto a divida ficou neste més em R$ 514,01.

Na sexta parcela, quando o cliente fez o parcelamento, ele devia a sexta
parcela e as restantes, ou seja, 7x R$ 350,00 = R$ 2.450,00, além disso, de rotativo,
acréscimo de juros de 9,8 da divida do més anterior, ficando em R$ 564,38, assim
sendo o total é:

Total = R$ 2.450,00 + R$ 564,38 = R$ 3.014,38, somente no cartao.

Ja no cheque especial temos:

No primeiro més de atraso: 30% de R$ 350,00 = 0,3.350 = R$ 105,00.

No segundo més de atraso, temos os acréscimos de juros, R$ 105,00. 1,07 =
R$ 112,35, mais R$ 105,00, totalizando R$ 217,35.

No sexto més, quando renegociou a divida, temos o acréscimos de juros do
“cheque especial”’, 1,07.R$ 217,35 = R$ 232,56.

Somando todas as dividas, chegamos a um total de R$ 3.014,38 + R$ 232,56
= R$ 3.246,94.

Vamos calcular a parcela deste novo empréstimo a uma taxa de 2,9% ao més

em 36 vezes.
parcote = (L DMi 324694, (14 0,029)%.0,029  3246,94.2,799.0,029
et =T ron—1- (1+0,029)% — 1 - 2799 — 1
263,557
1,799

Parcela = 146,50.

Agora vamos verificar o total gasto pelo cliente:

Total = 36xR$ 146,50 (renegociacdo) + 3xR$ 350,00 (parcelas pagas no
prazo normal).

Total = R$ 5.272,92 + R$ 1.050,00 = R$ 6.322,92.

Verificamos aqui um caso em que uma pessoa, por ndo ter uma boa

educacdo financeira, acabou gastando quase 4,9 vezes seu salario em um celular.
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4.3.6 Avaliacao

Devemos propor algumas atividades aos alunos usando estas planilhas de
Excel, sempre verificando sua aprendizagem, tanto no assunto abordado, juros
simples e compostos como também no uso das planilhas de Excel. Em seguida
podemos propor alguns exercicios.

Adicionalmente podemos propor atividades nas quais os alunos possam fazer
uma comparagao entre uma cobranca com juros simples e composto, por exemplo,
solicitar aos mesmos que calculem o valor final cobrado por uma divida de R$
1.000,00, cobrada em 24 parcelas a uma taxa de 2% ao més, questiona-los em
relacéo ao resultado, porque um é maior do que o outro.

Da mesma forma, propor atividades que estimulem os alunos a poupar. Por
exemplo, solicitar a comparacdo de um depdsito de R$ 2.000,00 por 60 meses
através dos juros simples e compostos, para que os alunos também possam verificar
os beneficios de poupar.

Neste capitulo final, procuramos apresentar alguns casos objetivando mostrar
a importancia de se ter uma educacao financeira, visando obter tomada de decisbes
sensatas em financas. Tal objetivo pode ser alcancado, utilizando a estratégia de
criar situacdes praticas em forma de exercicios propostos e/ou resolvidos, assim
como, atividades praticas utilizando programas que lidam com planilhas financeiras

como o Excel.
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Capitulo 5. Consideracdes Finais

Trabalho em uma instituicdo financeira, na qual fornecemos produtos
bancarios como, por exemplo: financiamento de casas, empréstimos, cartdes de
crédito, seguros, previdéncias, titulos de capitalizacdo. Ao longo de quase quinze
anos de carreira notamos a falta de conhecimento da populagcdo em mateméatica
financeira, fazendo com que essas pessoas tomassem decisdes erradas e fizessem
o consumo de produtos bancarios de forma errbnea. Notamos também que o
consumo acelerado e desnecessario prejudicam a vida de muitos brasileiros,
fazendo com que desde cedo figuem com seus nomes negativados em 6rgaos de
protecdo ao crédito, impossibilitando muitas vezes que esses jovens comprem uma
casa financiada, por exemplo, um bem na qual é muito dificil juntar dinheiro e
comprar a vista. Além disto, um outro agravante € o fato das instituicbes bancarias
nao deixarem explicitos todas caracteristicas, dificultando assim as decisdes dos
clientes que acabam fazendo a compra de algum produto desnecessario ou de
forma errada, uma taxa mais cara, um prazo maior ou algo assim.

A populacdo em geral, quando vai consumir algum bem ou produto, se
preocupa com o valor da parcela, ndo se preocupa com o valor final a ser pago, se
estd sendo embutido algum custo a mais, um seguro ou algo do tipo, ndo se
preocupa se existe alguma forma mais barata de adquirir, seja um financiamento
consignado, consorcio por exemplo. Nao se preocupam também em poupar pelo
menos alguma parte para a compra de algum bem no futuro, ou guardar para fazer
uma faculdade.

Nossa intencdo neste trabalho, foi mostrar a importancia na tomada de
decisdes em situacdes financeiras, como por exemplo, evitar a compra de produtos
bancérios de forma incorreta, para isso mostramos casos reais de financiamentos
onde uma escolha entre um sistema de amortizacéo faz muita diferenca. Além disso,
foi apresentado neste trabalho a equivaléncia de capitais, que consiste em
movimentacdes financeiras ao longo do tempo, como também, preparamos algumas
atividades e planos de aula que acreditamos que possam ser (teis para trabalhos

futuros de colegas professores no ensino médio. Outro ponto a destacar, foi a
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utilizacdo de célculos financeiros com o auxilio de planilhas no Excel, visando atrair

a atencao das pessoas interessadas no assunto.
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