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Resumo

Neste trabalho, estudamos resultados de existéncia e regularidade de solugao para problemas
de fronteira livre parabdlicos com absor¢ao forte e com nao-linearidade do tipo logaritmica.
Além disso, na primeira parte, para o problema de absorcao forte, obtemos estimativas étimas
em pontos préoximo da fronteira livre. Finalizamos com o estudo de estimativas para a medida
de Hausdorff da fronteira livre. A respeito da segunda parte, no estudo do problema singular
logaritmico, demonstramos que a regularidade 6tima da solucao é log-Lipschitz.

Palavras-chave: problemas de fronteira livre parabdlico, regularidade 6tima, estimativas
para a medida de Hausdorff.



Abstract

In this work, we study existence and regularity results of solution for parabolic free boundary
problems with strong absorption and logarithmic nonlinearity. In addiction, in the first part, for
the strong absorption problem, we obtain optimal estimates near at free boundary. We conclude
with the study of estimates for the Hausdorff measure of the free boundary. Concerning the
second part, on the study of the singular logarithmic problem, we show that the optimal
regularity of the solution is log-Lipschitz.

Keywords: parabolic free boundary problems, optimal regularity, Hausdorff measure esti-
madtes.
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Tanto para os espagos de Lebesgue (L) e Sobolev (W) parabdlicos a seguir, usamos [1§]
como principal referéncia.
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Quando p = g, L(@r) = Lyp(@1) e |-l = |- 1,@e), p = 1. Além disso, para ¢ fixado o
espago serda denotado por LP(2), p > 1, com norma

Bl = (] |uxt|de)

Seja X um espago de Holder ou Sobolev. As notacgoes Xg, X e X, denotam respecti-

vamente o conjunto das fungdes com suporte compacto, que sao infinitamente diferenciaveis e
estao localmente definidas em €' CC Q.
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Introducao

Problemas de fronteira livre envolvem, particularmente, equagoes elipticas e parabdlicas que
apresentam aplicagoes em diversas areas cientificas como Fisica, Quimica, Biologia, Astronomia,
Engenharia, entre outras. Aparecem em teoria da elasticidade, design 6timo, problemas de
supercondutividade, etc. Em esséncia, um problema de fronteira livre é traduzido por uma
equagao diferencial parcial dependendo de uma ou mais varidveis, espacial e temporal por
exemplo, em que o objetivo é obter um modelo matematico para fendomenos governados por
estas equagoes, nas quais a priori, ndo se tém informagoes a respeito da geometria/regularidade
da fronteira do dominio envolvido, surgindo assim a nomenclatura “fronteira livre”. Estes
problemas também surgem no estudo de fendomenos que ocorrem transicao de fase. Exemplos
classicos destas situacoes sao: fusao entre agua e gelo, processo de combustdo de um gas,
problema de obstaculo, problema de cavidade, etc.

Dentre os problemas acima citados, destacamos os dois tltimos, iniciando com o problema
de obstaculo. Um exemplo deste problema é o de minimizar a energia de uma membrana fixada
na fronteira de um conjunto e apoiada sobre um “objeto”. Em outras palavras, estabelecer
a melhor posicao, em acordo com o surgimento de forcas externas, que uma membrana esta
acima de um “objeto” fixado.

Matematicamente, considere o problema

Au = f, Q,
u = g, 08,

onde © ¢ um subconjunto limitado do R", g € H*(Q) e f € L>(f). Nesta situacio, ¢ possivel
encontrar uma fungao (uma membrana) prescrita na fronteira de 2 de modo que sua energia
seja a menor possivel, ou seja, é possivel minimizar a energia de todas as membranas fixadas
sobre 0f). Para fixar ideias, lembremos que o minimizante para o funcional

J(u) = /Q (IVuf? +2fu)

onde
Ky ={ue H'(Q)u—g e H)(Q)}

¢ solucao da equagao de Poisson acima no sentido das distribuigoes, isto é,

| (a4 fn) =0,

para todas as fungoes testes n € C§°(2).
Agora, suponha que exista um obstéculo ¢ € C?*() tal que ¢ < g em 99 no sentido que
(o —g) € H}(2). O problema de obstdculo consiste em minimizar J na classe

/ngz{u:Hl(Q) —R:u—g€H)Q), u>pqtpem Q}
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Extremamente importante para o desenvolvimento da teoria de regularidade em equagoes
elipticas, este problema tem sido estudado extensivamente nas tultimas trés décadas. Uma
excelente referéncia ¢ [23] e, para resultados mais bésicos, sugerimos [28].

Outra importante classe de problemas de fronteira livre é o chamado problema de cavidade.
Considere uma fungao suave e positiva F' e o funcional

I = [ (1Yl + F(@)x ) dr,

onde a integral do gradiente é a energia e a segunda integral representa a massa do conjunto
de positividade. Como no problema de obstaculo, o objetivo é minimizar o funcional J acima,
mas agora em

K= {ueHl(Q);ueC(Q)ﬂHl(Q), u—g=0em 89}.

Este modelo é utilizado para estudar o comportamento de fluxos cavitacionais para fluidos
estacionarios. Um tratamento completo deste problema pode ser encontrado em [13].
Mais geralmente, poderiamos considerar o funcional

Jy(u) = /Q (\Vu|2 + (u*)y) dzx,

onde vt = max{u,0} e 0 < v < 2 esta fixado. Os casos v = 0 e v = 1 correspondem aos
problemas de cavidade e de obstaculo, respectivamente. Novamente minimizamos .J, na classe
KC definida acima. Além de ser uma classe de problemas que, de certa maneira, interpolam dois
casos extremamente importantes, minimos para J, satisfazem, pelo menos formalmente, para
0 < v <2, a seguinte equacgao:

Au = 29 (@) T(|Vul)xpusoy, 2, (1)
u = g, o00).

O problema também surge em modelos de fendomenos quimicos envolvendo catélise.
Note que o lado direito de ¢ singular quando 0 < v < 1, o que nos diz que uma solugao
fraca ndo pode ser de classe C? ao longo de {u > 0}, o que chamamos de fronteira livre. No
caso 1 < v < 2, a pesar de podermos esperar que a solucdo seja de classe C?, ainda teremos
dificuldades para realizar uma andlise fina do conjunto d{u > 0}, que é um dos principais
objetivos da teoria de regularidade para problemas de fronteira livre elipticos e parabdlicos.

Nesta tese, focamos no estudo de problemas parabdlicos cujas solugoes exibem fronteira
livre, isto é, d{u > 0} # 0 e que o lado direito da equagao apresenta uma singularidade nao
tdo forte como a da funcao u— v (™)™, 0 < v < 1.

Passamos a descrever com mais detalhes os problemas considerados. No primeiro capitulo
estudamos o problema

du—Au = —yu"'T(|Vul)xsoy,  Qr,
u o= 1, o0 x (0,7, (2)
u = U, Q2 x {0}7

onde 2 C R" é um dominio limitado suave, Q7 = Q x (0,7] e 1 < v < 2. O caso em que
[' = 1 foi estudado em [7]. A presenga do termo nao-isotrépico I', além de ter importancia
fisica, apresenta dificuldades considerédveis ao tentarmos generalizar os resultados de [7] e novas
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estimativas e ferramentas se fizeram necessarias. Ressaltamos que, em problemas de fronteira
livre. estimativas 6timas sao essenciais para obter informacoes geométricas e analiticas do
conjunto d{u > 0}. Sendo assim, acreditamos que nossos resultados do Capitulo 1 fornece
uma contribuicao interessante tendo em vista que as técnicas utilizadas sao essencialmente nao
variacionais.

Apos a obtencao de estimativas no tempo e no espago para solugoes de , obtemos um
resultado de regularidade 6tima sob certas hipéteses de crescimento e nao-degenerecéncia em
.

Em seguida, um resultado de nao-degenerecéncia é demonstrado, o que implica que obtemos
a taxa exata com que uma solucao pode ser anular. Algumas informacoes adicionais como
velocidade de propagacao finita e densidade positiva da fronteira livre também sao obtidas.
Finalmente, apds o obtencao de estimativas finas com controle de contantes préximo da fronteira
livre, obtemos uma estimativa de Hausdorff para o conjunto 0{u > 0}.

O segundo capitulo é fruto de publicagao ([15]) o qual envolve uma equagdo parabdlica
singular com termo logaritmico. Especificamente, consideremos o problema

atu —Au = X{u>0} IOgU, QT7
u = g, o0 x (0,77, (3)
u = up, Q x {0}7

onde Q e Qr satisfazem as mesmas condi¢oes acima, uy € C1(Q) e g € Wy (Qr) N L®(Qr).

Notemos inicialmente que, apesar da fungao s +— log s ser singular, esta é mais fraca que
a funcdo s — vs771, 0 < v < 1. Assim, uma questdo importante é saber qual a regularidade
6tima neste caso. O problema eliptico associado a foi considerado em [27]. Outro aspecto
que dificulta a obtencao de estimativas basicas é o fato do lado direito de mudar de sinal, o
que nos impossibilita usar o Principio do Maximo. Entretanto, frisamos que técnicas de scaling
sdo essenciais em problemas que necessitamos obter estimativas finas de crescimento de uma
solucao.

Como a fungao s — logs nao apresenta scaling, o problema gera desafios do ponto
de vista da teoria da regularidade em problemas de fronteira livre. Problemas desse tipo
sdo considerandos instaveis no sentido que a fronteira livre d{u > 0} pode apresentar um
comportamento muito diferente do que ocorre, por exemplo, no problema de obstaculo.

Apesar destas dificuldades técnicas, com a introducao de um scaling intrinseco, conseguimos
demonstrar que, proximo de um ponto da fronteira livre, para um tempo ¢t > 0 fixado, uma
solucdo cresce a uma taxa 6tima do tipo r?log r, chamado de crescimento supercaracteristico.

Resumidamente, para o problema estudamos resultados de regularidade o6tima para
certas solucoes deste problema. E importante observar que ndo é esperado que tenhamos
unicidade de solugoes para este caso. Obtemos uma soluc¢ao via um método de perturbacao
apos a obtencao de certas estimativas a priori no tempo e no espago. Estudamos entao a
regularidade fina da solucao limite.



Capitulo 1

Um problema de fronteira livre
parabdlico nao-isotrépico com absorcao
forte

1.1 Introducao

Neste capitulo estudamos o problema de fronteira livre parabdlico com dependéncia do
gradiente,

du—Au = —yu"'T(|Vul)xgusoy,  Qr,
u o= 1 a0 x (0,7, (1.1.1)
u = U, Q x {0},

onde Q7 = Q x (0,7] e @ C R™ é um dominio limitado suave. A dependéncia do gradiente
torna o problema nao-isotrépico. Além disso, é um problema de absorcao forte, ou seja, nao
existe singularidade visto que vamos assumir o caso em que 7y € (1,2). Para simplificar nossas
estimativas, vamos também assumir ug € C'(Q). Entretanto, as condi¢des para os dados de
fronteira poderiam ser mais gerais como por exemplo em W2(Qr).

Vamos assumir I": [0,00) — R definida por

Lt)y=14t", t>0, 0<m<2—r. (1.1.2)
A funcdo acima poderia ser mais geral. De fato, basta escolher I' satisfazendo as seguintes
propriedades:
I e C'(0,00), T(0) >0, I'"(t) >0 (1.1.3)
e
tr"(t) <T'(t), 0<t<ty, (1.1.4)

com ty fixado.
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Por uma solugdo de ([L.1.1) definimos como uma funcéo u € W, °(Qr) satisfazendo para
qualquer fungao teste n € C%*(Q) com n = 0 em 9 x (0, T] e para todo 7 € (0,7 a identidade
integral

= [ [ Am T DVl sy dede

= /QU(T)U(T)CZ$—AUDU(O)dﬂf—F/OT/Q(—uaﬂ?—F<VU, Vn)) dxdt. (1.1.5)

Problemas de fronteira livre do tipo absorcao forte tem sido objeto de estudos nas tltimas
décadas. Por exemplo, nos trabalhos [24] e [26], Phillips estudou a equagao

Au=~u""" 1<y<2, (1.1.6)

com condi¢ao de Dirichlet nao homogénea obtendo resultados de regularidade para solucoes
que apresentam fronteira livre e também estimativas para a medida de Hausdorff.

Propriedades de regularidade para o problema também foram estudadas trés anos
mais tarde por Alt e Phillips em [2] para equagdes elipticas semilineares. Diaz, Morel e Oswald
em [9] trabalharam com o mesmo problema com um termo forcante f(z) € L*(Q).

Observe que quando fazemos v — 1, é um problema do tipo obstaculo, por Caffarelli
em [5].

Além do trabalho de Choe e Weiss (|7]), destacamos outra importante referéncia que norteou
o estudo deste capitulo, um artigo recentemente publicado por Montenegro, Queiroz e Teixeira
(122]), no qual é tratado propriedades de existéncia e regularidade para o problema

Au = (="' T(|Vul) + Af(2,u)) Xusop,
u = 0, 01,

onde QCR" n>1,A>0,0<vy<1el e f satisfazendo propriedades apropriadas.
Para motivar, considere o problema unidimensional

U// = ’qu71X{u>0}7 (_1’]‘)7
{IL: i i), (1.1.7)

onde a fungao ¢ satisfaz certos dados de fronteira e 1 < v < 2.
Observe que ([1.1.7)) possui uma solugao explicita. A saber, a fungao

9 1/(v=2) -

wz) = —— (zH)E) | 2t = max{z,0}
(@—7V>

cujo expoente 2/(2 — ) > 1. Observe também que sua derivada

"(x) = (2 ) < 2 >;:;( +)'y/(2—v)

u(x)=2—-7v) | ——— x
(2-7)°

ainda possui expoente maior que 1. Entretanto, a derivada segunda

~y—1

W) =7 (@—2w> T
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possui expoente 2(y —1)/(2 — ) que pertence ao intervalo (0, 1). Portanto, a deriva de terceira
ordem da solugao de possui descontinuidade na origem. Isto significa que o problema
apresenta condicao de fronteira livre.

Diante deste exemplo, uma pergunta natural é: em dimensdes maiores, por exemplo, ao
considerar um problema cuja equagao seja

Au=~yu"""' 1<vy<2,

é possivel encontrar uma solucao que se anule num dado conjunto e que proximo aos pontos deste
conjunto seu comportamento local seja como a solugdo do problema motivacional? Além disso,
se incluirmos a variavel temporal, ainda encontraremos solucao satisfazendo tais propriedades?

Neste sentido, nos motivamos a estudar o problema e dentre outros objetivos, de-
monstrar heuristicamente que, localmente proximo dos pontos onde a solugao se anula, ou seja,
proximo dos pontos da fronteira livre, ela se comporta como a solucao explicita do problema

([T1.7).

1.2 Existéncia e estimativa basica
Seja v solugdo do problema

atU —Av = 17 QT7
vo= 1, 99 x(0,T], (1.2.1)
v o= wuy, x{0}.

Entao, vemos que 7 = v é supersolugao de “1.2.1 ). Como v = 0 é subsolucao, temos que
existe uma solugao u de (|1.1.1)) no sentido (|1.1.5)) satisfazendo v < u < v. Isto, demonstra o
Nnosso primeiro teorema.

Teorema 1.2.1. O problema (1.1.1) possui uma solucao no sentido (|1.1.5).
O préximo resultado nos dd uma estimativa a priori para (qualquer) solucao de (|1.1.1)).

Teorema 1.2.2. Se u € qualquer solugio de (L.1.1) e I' satisfaz (1.1.3), entdo existe uma
constante nao negativa M tal que ||u||oc < M < 0.

Demonstragio. Seja M’ = max{1, M}. Como I'(0) > 0 e I" > 0 entdo I > 0. Defina v :=
u— M’. Temos que

Portanto, pelo Principio do Méximo, v < 0 em @Q, ou seja, u < M’. O

Observacao 1.2.3. Pela teoria parabidlica nos espagos de Schauder e LP, pode-se demonstrar
que u é suave em {u > 0}.
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1.3 Estimativas otimas

Nesta se¢ao apresentamos estimativas que nos permitira investigar a regularidade 6tima da
solugao u de (|1.1.1]).
Iniciamos com a estimativa em tempo demonstrando que 9;(u*~7) é localmente limitada.

Lema 1.3.1. Se u € uma solugio de (1.1.1)), entdo

sup |9, (u*77)| < (2 =) M,
Qr

para alguma constante M dependendo apenas de v, ug,§2 e T.

Demonstrag¢io. Note que nao ha o que demonstrar no conjunto {Jdyu = 0}. Se u(z,t) = 0, entao
por propriedades de suavidade de u temos que dyu(z,t) = 0. Resta analisar o dltimo caso, para

isso, defina
ola,1) = |Oule, )]0 — u(z, 1)

e assuma
sup v(z,t) >0
Qr

com (x,t) pertencente ao interior de Q7. Entao, obtemos um ponto

(20, t0) € {u>0}N{0u #0}NQr

tal que
(A - 8t)v(x0,t0) S 0. (131)
Vamos calcular explicitamente a equagao para v em (xg, o). Temos,
1 3-2
8t (\@u\l/(wfl)) = ﬁ]&u\ 7—17(9tu3ttu (132)
¢ 2 1
(-1)) _ 477 2 2 A

Segue de ((1.3.2)) e (1.3.3)) que

2 — 3-2y
0= (A-d)v= W_Y)thuw\atwﬁ + 72T (1Vul) ([l — u)
3—2v ,
S Oyl 0|Vl T (| Va (13.4)

2—7 3-2y vy _ 3-2y ,
> Gl OV + O 0ud (V)T (V).

Como (z,%y) é um ponto de maximo de v, obtemos
1 3-2y
71‘8{1,6‘ y—1 (9tu3tVu = Vu.
f}/ N

Um simples calculo nos permite concluir que

Vuo,Vu

O (|Vul) = B
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Estas identidades juntas implicam,

2(2—v)
g

7o |0, VulPTY (|Vul|) > 0. (1.3.5)

y % / — #
Y- 1|at“| Orudy(|Vu I (IVul) (v — 1)2|Vu|u

No caso em que |Vu(xg,ty)| # 0, (1.3.5) em (1.3.4) nos dé a contradigdo 0 > 0. Por outro
lado, temos 0;|Vu(z,tp)| = 0 pela suavidade de u e isto também gera a mesma contradi¢ao
em (T.3.4).

Portanto, a fun¢ao v(z,t) nao atinge supremo positivo no interior de Qr. A continuidade
de dyu e Au em Q7 implica que

sup (10| —w ") < sup (|0l —u™t) <0,

T pT

visto que |Qyu| = 0 ao longo da fronteira parabdlica.
Fagamos agora os célculos de 9;(u?*~7) no sentido distribucional. Fixando uma funcio teste
© € C3°(Qr) e integrando por partes, obtemos a identidade

/OT/Q(U + ), = —/OT/Q@ ((u + 6)2_7) ©
=-2=7) /oT /{u>0} (u+ €)' Tup

e como (u + £)*779,p ¢ limitado, segue do Teorema da Convergéncia Dominada para ¢ — 0T

ane T T
/0 /Q(u+€)2_78tg0—>/0 /§2u2_78t90.

T T
/ / (u+¢e)'" " dup — / / u' e,
0 J{u>0} 0 J{u>0}

O (“2_7) = (2 — 7)u' "X us0}-

Obtemos a estimativa com a tultima identidade junto com a primeira parte. O]

Analogamente,

o que demonstra

Devido a existéncia do termo nao-isotropico I', precisamos demonstrar uma estimativa au-
xiliar para o gradiente.

Lema 1.3.2. Seja u uma solugdo de (1.1.1]) com condicdo inicial ug € C*(Q2) e ) CC . Ewiste
uma constante C' > 0 dependendo apenas de n,~, T, ug, dist(2,09Q) e ||u]|« tal que

|Vu(z,t)| < C para todo x € ', t € [0,T). (1.3.6)

Demonstrag¢io. Seguindo as ideias de [8] vamos considerar uma funcao 1 satisfazendo as se-
guintes propriedades:

Y e C*Q), v >0em Q, ¥ =0 em I e tal que

2
’V;M ¢ limitado em Q. (1.3.7)
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Um exemplo de uma funcao ¢ que satisfaz as condi¢bes acima é a primeira autofuncao do
problema de Laplace com condi¢do de Dirichlet (Apéndice — Lema|A.16)). Note que existe uma
constante ¢’ > 0 tal que 1 > 0’ em €. Defina a funcao

v 1= | Vul?

e suponha por contradi¢ao que

sup v > C (1.3.8)
Qr

mesmo que a constante C' seja tomada suficientemente grande.
Observe que v é continua em () e entdo existe um ponto (xg,ty) € Qp em que v atinje

maximo. Assim,
U(l’(),to) > (. (139)

Uma vez que v = 0 em 052, visto que 1 o é, vemos que o é um ponto interior de Q e por
(1.3.9) temos que ty > 0. Consequentemente,

V’U(l’o,tg> =0 (1310)

Av(xo, to) - atv(flfo,to> S 0. (1311)

Vamos mostrar que para uma constante C' > 0 suficientemente grande obtemos o absurdo
Av(zg, to) — Opv(zo, to) > 0. A partir de agora, todos os célculos relacionados a fungao v e suas
derivadas serao avaliados em (g, t). Além disso, vamos omitir o simbolo do somatoério quando
necessario. Temos,

A ([Vul?) = 2(0;u)? + 20:u0;(Au) e 8, (|Vul?) = 20:ud; (duu). 1.3.12
J J J J J

Como consequéncia de (1.3.10)),

V (IVul?) Vi = =|Vu

2 [VY[°
| s (1.3.13)

Portanto, escrevendo 3(u) = yu?~! e usando ([1.3.10), (1.3.12) e (1.3.13)) segue que

Ao — 0w = (A (1Vul’) = 0 (IVul?)) + [Vl (A — 2Vl /1)
= 20 ((9i5u)? + | Vul?B' ()T (|Vul) + B(w)dud;udsu/|Vul) + | Vul* (A — 2|V [2/4).

Assumindo sem perda de generalidade que Vu(xg,ty) é paralelo ao eixo da primeira coor-
denada e usando novamente ([1.3.10f), obtemos a expressao

_ Lo 0 O
@HU = §|VU| walu
Como (dy;u)” > (811u)” , usamos a tltima expressdo para concluir que
2
Av g > |Vu|2((a;j) 20 (V) — [Vl () ([ Tul) 2
1

(1.3.14)

+A¢_2'W"2>.

(8
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Vamos estimar os termos que aparecem acima. Primeiramente, observe que de ([1.3.7)) vemos
que em ' CC €,

O Vi
—]Vu|$ > —wl/ng/p |1/11/2” (1.3.15)
e
Aty — 2 Vol —sup <’A¢ _oIVOF > . (1.3.16)
(8 o (0

Por outro lado, pelas hipéteses ((1.1.3) sobre a funcao I' e definigao de 8 temos que
Ao = 0 > [Val™ (K, — Ky ($72|Va] ™ — [Vul-2))

onde K; e K5 sao constantes positivas. Agora, se tomarmos C' > 0 suficientemente grande em
(1.3.8) obtemos a contradigao. O

A estimativa do Lema nao é 6tima (Lema [1.3.4). Contudo, nos permite demonstrar o
proximo resultado, que é uma desigualdade do tipo Harnack.

Proposicao 1.3.3. Sejam u solugao de (1.1.1), (xg,t0) € Qr € 19 > 0 tais que B, (z) C .

Existe uma constante C' > 0 dependendo apenas de n,vy,rq e I' tal que

sup u < C ( inf —1—7’2/(27)) ,
Br(z0) Br(z0)

para qualquer 0 < r < ro. Em particular, se xg € 0{u > 0}, entdio
u(x) < Clz — 2o/ para todo = € B,(xy).
Demonstra¢io. Como em [7], defina a fungéo
up(z,t) = Y Du(zg + ra,to +r%t), 0 <71 <71

e note que u, satisfaz
Au, = O, +yul 'T(|Vul), Bi(0).

Pela Desigualdade de Harnack (Apéndice — Teorema [A.14) para equagoes lineares e pelos
Lemas e obtemos,

sup u, < C ( inf u, + H7F(|Vu|)u;?_1 + Ou,
B1/2(0) B1/2(0)

v—1
<C| inf wu,+ (sup ur> : (1.3.17)
By1/2(0) B1(0)

Agora, defina r; ;= 27'c com ¢ € [ro/2, ro]. Pela estimativa (1.3.17)) acima

L%(Bmo»)

y—1
7“0_2/(2_7) sup u<C 7"52/(2_7) inf w4+ 7“0_2/(2_7) sup u
By, /2(w0) By /2(z0) Brg (20)
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e como r < rg, existe n € N tal que r, = r, implicando que

v—1
2n( 1)
sup u < C inf u+ Cr¥@=272 = ( sup u)

B (xo) Br(wo) Bro (o) (1.3.18)
<C ( inf u +r2/(27)> ,
B (z0)
como queriamos. =

Vamos concluir esta secao mostrando que ‘V (u@”)/ 2)‘ é localmente limitado em Q7.

Lema 1.3.4. Se u é uma solugio de (1.1.1)), entdo existe uma constante C' > 0 dependendo
apenas de n,vy,T ery € (0,1) tal que

v ()] 0.

X (ro,T—ro0)) —
Demonstragdo. Suponha que exista uma sequéncia de solugoes (ug)s de ((1.1.1)) e uma sequéncia
((xs,ts))s tal que
(x5, ts) € {us >0} N (Qyy X (10, T —19))

(Y (u72) (24, 1) = 00 (1.3.19)

quando s — co. Usando o mesmo argumento de Choe e Weiss em [7], defina a sequéncia

vs(,t) = 1 C (w4 rw by + 12t), @ € By(0),

onde 7, := roug(zs, ts)(2*7)/ 2. Observe que, como ug é limitada podemos sem perda de genera-
lidade assumir r, < ry. Assim, pela Proposicao temos que

sup s <C< “2/Q=) nf u8+1>
B1(0)

(1.3.20)
<C( —-2/(2— 7)+1).
Portanto,
Us(xat) S C; Bl<0) X (_170)7

ou seja, vy € L®(Q7(0)). Assim, pela teoria de regularidade parabdlica, vy é uma sequéncia
limitada em C%?(By2(0) x [~1/2,0]) para algum /3 € (0, 1) e por imersdo compacta, temos que
a menos de uma subsequéncia,

vy = vy em C(By/2(0) x [—1/2,0]).

Agora, v,(0) > 0, entdao v, > C; > 0 em Q; (z0) para s suficientemente grande. Entao, v}/2

é uniformemente positiva e novamente pela teoria de regularidade é limitada em C*(Q, /g(xo)).
Isso contradiz (|1.3.19]) observado que

’Vvlﬂ (zs,t

‘V (2— 7/2)(%7,5)

— Q.
Em particular existe uma constante 0 < C; = C;() tal que
|Vul? < Cu. (1.3.21)

Finalmente, usando ([1.3.21)) e a sequéncia (u + e)(2_7)/ 2 basta proceder como no Lema m
para concluir a demonstracgao. O]
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De posse dos resultados anteriores, podemos obter a regularidade 6tima da solucao u de

(1.1.1)) através do corolario abaixo.
Corolario 1.3.5. Se u ¢ uma solugio de (1.1.1), entdo u®>=/2 € CYY2(Q,, x (1o, T —10)).

Observagao 1.3.6. A demostracao do coroldrio acima seque diretamente do Lema e do
Lema .31 combinado com o Lema [A. 13

1.4 Estimativas finas proximo da fronteira livre

1.4.1 Nao-degenerescéncia

Iremos agora demonstrar que uma solucao u de (|1.1.1]) satisfaz a propriedade chamada de
nao-degenerescéncia, mais precisamente, em nosso caso, obtemos uma limitacao inferior para
solucao do tipo Cr® com a > 2 e 0 < r < ry. A ideia da demonstragao deste fato foi extraida
de [7].

Lema 1.4.1. Seja u solugao de (1.1.1)). Eziste uma constante C' > 0 dependendo apenas de n
ey tal que
sup u > Cr¥@),
Qr (zo,to)

para todo (o, to) € {u > 0}, Q.(wo,t) C Q x (0,00) e qualquer 0 < r < rq.
Demonstragcio. Como antes, defina a fungao
up(,t) == Y Dy(xg + ra, to + r2t)
e observe que pela hipdtese e pelo Lema obtemos uma constante C' tal que
Oy — Auy > —Cryu) L, (1.4.1)

Agora, defina a funcao

1/(2—7)
v(z,t) = (5@4;7) (Ib* - 2nb2t)> , B1(0) x [—1,0].

onde b*> = Cy e C' é a mesma constante de (1.4.1) e 3 =n(2 —~)/(v +n(2 —7)).
Iremos mostrar que v também satisfaz uma inequagao do tipo ((1.4.1) e em seguida usar o
principio da comparacao. Para isso, facamos os cdlculos necessarios das derivadas de v. Temos,

~y—1

O = —62[)2 (5(24;7) (|b:(:|2 — 2nbzt)>M

2v—3

© (B2 — BRIy — 1) (B2 — =
Avp — 52 (5( = 7) (|bx|2 _ 2n62t>> i B0 Z’ng’Y ) <B( " 7) (|bm|2 _ 2nb2t>>
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Note que |bz|?/(|bx|* — 2nb*t) < 1, entdo

[bx*(y — 1) o 0-1
([ox* = 2nb%t) (v +n(2 =) — v +n(2 =)

e consequentemente,

Bloxl*(y — 1) -1 v
n(2 = y)(Jbz> = 2nb%t) ~ y+n(2-7) T v+ n2-7)
ou seja,
Blbz*(y — 1)
<1-p. 1.4.2
n(2 — ) (|bx|> — 2nb%t) — p ( )
Nomeando
B2 =) (bel? — 20%)
B 4n
e reescrevendo ((1.4.2) temos como consequéncia,
20102 (~
4n?

—1
e esta por sua vez multiplicada por b*>X 7 nos d4

) 21207 12(m - L
_ppxi P |bi‘ 0=y > pxis,
n

isto é,
O — Av > —Cy 1 (1.4.3)

Pode-se verificar que v é positiva nos conjuntos Q7 (0) e 9,Q7 (0). Como w,(0) > 0, obtemos
pelo Principio da Comparacao Parabdlico aplicado a junto com a contradicao
v(0) > 0 se assumirmos u, < v em toda fronteira parabdlica de @7 (0) uma vez que v(0) = 0.
Logo, existe um ponto (7, ) € 9,Q7 (0) tal que v(Z, %) < u,(T,t). A demonstragao fica completa
ao retornarmos para funcao wu. O]

Observagao 1.4.2. Como consequéncia imediata da Proposi¢io[1.3.5 e do Lema(I.4.1 obtemos
controle inferior e superior de u.
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1.4.2 Densidade positiva de Lebesgue

A nao-degenerecéncia demonstrada acima é suficiente para obtermos o proximo resultado,
densidade positiva de Lebesgue. Este resultado além de ser crucial para estudarmos a medida
de Hausdorff da fronteira livre, nos diz que este conjunto nao possui um nimero expressivo de
blow-ups triviais, ou pontos de cispides ou ainda que a fronteira nao é tao irregular. Esse é um
indicativo de que tal conjunto possa ser localmente uma hiper-superficie.

Lema 1.4.3. Seja u solugio de (1.1.1). Existe uma constante C' > 0 suficientemente pequena
dependendo apenas de n,vy, T, M ery € (0,1) tal que,

Qcr(T, 1) C {u > 0} N Qr (o, to) (1.4.4)

para algum ponto (T,t) € Q. (xo,to) e para qualquer (xg,tg) € {u > 0} satisfazendo a inclusdo
Qr(ftm to) C Qro X (TQ, T — 7“0).

Demonstracio. Pelo Lema existe (y,) € Q, (70, to) tal que

r ) 2/(2—)

u(y,s) > C (2

Suponha que para uma escolha apropriada, d > 0, e para todo (z,1t),

(y,8) € Qa(z,t) C Qr(wo, o) e u(z,t) = 0. (1.4.6)

Como u é limitada e d,§ > 0, entdo existe um nimero natural k satisfazendo,

(1.4.5)

sup w2 < kdM,
Qd(mvt)

ou seja,
sup u < Cd*/=) (1.4.7)
Qd(xvt)

onde C' = (kM)* =), Agora, usando (1.4.5) junto com (I.4.7) segue que a desigualdade

(e (2—w>/2<d
“=o\o =

é verdadeira, mas isto é uma contradicao se d < e. Assim, escolhendo
~ N (2-7)/2

d := min {(C’/C’)( v : 1} r/4
nao existe ponto (z,t) satisfazendo (1.4.6)). Portanto,

Qa(y, s) C {u > 0} N Q (o, to)
onde d = Cr e (y,s) = (z,1). O
Observacao 1.4.4. De maneira mais elucidativa, veja que como consequéncia de (1.4.4)),

E"H({u > O} N QT(IO,tO)) > ﬁn—H(QCT(T, f)) > Crnt?

e consequentemente,

L ({u > 0} N Qy (0, to))

> .
En—i—l(QT) - ¢>0
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1.4.3 Velocidade de propagacao finita

A difusao do calor pode ser instantanea ou nao com a variagdo do tempo. Iremos demons-
trar que a equacao modelo deste trabalho nao possui esta propriedade, ou seja, a difusao ou
transferéncia de energia térmica nao é instantanea, em outras palavras, a velocidade de propa-
gacao ¢é finita. Isso é percebido pelo fato de que se a solucao é nula em um instante ¢y, a mesma
continua nula no instante ¢y + ¢, € > 0.

Lema 1.4.5. Seja u solugdo de (1.1.1)). Eziste uma constante 1 < S < oo dependendo apenas
de n ey tal que a implicagao,

Se u(-,tg) =0 em B,.(xo) entdo u (-,to + 52) =0 em Buax{o,r—ss}(%0)

¢ verdadeira para qualquer Q (xo,to) C Q x (1,00) e 0 <1 < rq.

Demonstrag¢io. Suponha que existam um nimero real 0 < s; <r/S e x; € B,_gs, (7o) tais que
u(xy,to + s?) > 0. Entao, pelo Lema existe (x2,1) € Q5 (21,t9 + s7) de maneira que

u(xe,t) > Cs2/ 7.

Pelo Lema temos que u > 0 em Qr para dyu # 0. Logo, existem 0 = 0(rq) € (0,1) e

um ponto (zq, o + s3) tais que
u (Z‘Q,to + s%) >0, 0< 8y <(1—0)sy, 13 € By, (21).

Por um processo de iteragdo obtemos um ponto (zy,ty + s2) satisfazendo

1—(1— )1
1-(1-9)

w(zp,to+52) >0, 0< s, < (1 —=0)ts1e |z — 2| < S1.

Note que
(1—0)sy <sye |z < ((1/0) — S)sy + |wo| + 7.

Assim, a menos de subsequéncia em k, segue que
(:Ena to + 5721) — (fa tO)
onde (T,tg) € {u >0} e |T — 21| < (1/6)s;. Finalmente, se escolhermos S > 2/,

|T—$0| < |f—l'1| + |£E1 — $0|
< ((1/0) — S)sy +r
<,

contradizendo que u(-,ty) = 0 em B, (). O
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1.5 Estimativas para a medida de Hausdorff

O objetivo central nesta secdo é demonstrar que a medida de Hausdorff da fronteira livre,
0{u > 0}, é localmente finita. Este resultado é importante tendo vista que possibilita o estudo
da regularidade da fronteira livre por meio da teoria geométrica da medida.

Iniciamos com a seguinte estimativa gradiente.

Lema 1.5.1. Seja u uma solugio de (1.1.1)) e assuma que a fungio T satisfaz (1.1.2) e (1.1.3).
Dado n > 0, existe uma constante 0 > 0 dependendo apenas n,m e rqg € (0,1) tal que

(Vul? <2(1+n)u" em Qg(xo,to),
para qualquer (o, to) € Qg X (1o, T — 1r9) N O{u > 0}.
Demonstragao. Pelo Lema ([1.3.4) existe uma constante C' > 0 tal que para 0 < r < rq,
(Vul? < Cu?, B.(xo) x {to}. (1.5.1)

Defina a funcao

o) = sp

{u>0}NBy (o) {to} U~

r <.

Uma simples verificagdo permite concluir que ¢ é nao-decrescente e por (1.5.1) é limitada.
Assim, podemos definir

[ :=lim ¢(r).

r—0

Nosso objetivo agora serd encontrar o valor 6timo de [ e para este fim vamos assumir sem
perda de generalidade xy = 0. Escolha uma sequéncia (x,,ty) C {u > 0} tal que

|Vu(x,, to)]?

o) L. (1.5.2)

z, —0 e

Defina p,, 1= u(zp, )" onde o = 2/(2 — ) e

(P + T, Pt + to)
P

o Bux ((6—ta)/pns (T =8 —1a)/},)

wy(x,t) ==

Temos que u € CL#(B;) paraalgum 0 < p < le |[tn|gan g,y < C, para todo n € N. Assim,
0 mesmo ocorre com wy(-,t) e consequentemente, por imersao entre os espagos de Holder, a
menos de subsequéncia temos que

wy(+,0) = w(-,0) e Vw,(+,0) = Vw(-,0) uniformemente em By x {0}.
Além disso, como w,(0,0) = 1 para todo n € N, existe B,, C By, r; < r tal que

[Vwn (-, 0)]*  [Vw(,0)?

W 0) — w0 uniformemente em B,, x {0}.

Note que, pela defini¢ao de [ e (1.5.2)), obtemos que

IVw(0,0)|* = lw(0,0) e |Vw(x,0)|* < lw(z,0)”, B, x {0}. (1.5.3)
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Assim, (0,0) é ponto de maximo da fungao
v(z,t) i= |Vw(z, t)]* — lw(x,t)?
que satisfaz v < 0, o que implica,
Av(0,0) — v,(0,0) <0. (1.5.4)

Vamos demonstrar que (|1.5.4]) é falsa se [ > 2I'(0), fornecendo assim o valor 6timo para .
Uma vez que u é solugao de (1.1.1)),

Opwn(z,t) — Awy(z,t) = —yw, (2, )7 'T (pff_1|an(x,t)|)
e em particular,
Opwy (,0) — Awy (w,0) = —ywy(w,0)7'T (05~} [Vwn (2, 0)]) (1.5.5)

Temos que « —1 >0 e p, = 0, Vw,(z,0) — Vw(z,0) e duw,(x,0) = dyw(x,0) quando n — 0.
Portanto, passando o limite em (|1.5.5)) e avaliando w em (0, 0) obtemos,

ouw(zx,0) — Aw(z,0) = —yw(z,0)"! e w(0,0) =1 (1.5.6)

no sentido das distribuigoes.
Como ||wy|g1u(p,) < C, entdo [Vw,| < oo e por convergéncia uniforme [Vw| ¢ limitada em
x

By x {0}. Logo, pela teoria de regularidade parabdlica podemos escolher uma vizinhanga V' de
(0,0) tal que w € C3(V).
Podemos assumir sem perda de generalidade que |Vw(0,0)| é paralelo a eq, ou seja,

IVw(0,0)| = [01w(0,0)]. (1.5.7)
Lembrando que (0,0) é um ponto de maximo de v, temos 9;v(0,0) = 0 e isto implica que
l
Onw(0,0) = i»yw(o,o)’H (1.5.8)

visto que dyw(0,0) # 0. Agora, omitindo o somatdério no calculo de Av — d;v e usando (|1.5.3)),
(L.5.6), (1.5.7) e (1.5.8)), todos avaliados em (0, 0), obtemos,

Av — 9w = 2(9;w)* + 20;w0;(Aw) — Iy(y — Vw2 Vw|? — lyw’ ' Aw
— 2Vwo,Vuw + lyw' ' o,w
> 2(81110)2 + 20,w0; (Aw — dyw) — lvuﬂ_l(Aw — Jyw)
—ly(y = D'Vl

l2
> 57w 4 200wd (yw ) = lyw? T (yu ™)

— Iy = D[ Vuw|*
=1(1/2 = 1)(2y — ¥)w? 2

Portanto, se [ > 2 temos a contradi¢ao com (|1.5.4)), isto é, Av(0,0) — v;(0,0) > 0. ]
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A proxima estimativa nos fornece a constante 6tima para o gradiente proximo da fronteira
livre.

Lema 1.5.2. Sejam u e I' como no Lema e assuma adicionalmente que exista I'y satis-
fazendo 0 < Ty < T'(|Vu|) em Q,(xo,t) ey —1 < s <min{p,v/2}. Entdo existem constantes
r=r(ro) >0 ell =1I(r,s,I',,) tais que

IVul> < 2u"T(|Vau|) + H(270) v em Q,(z0,t0)
para todo (xg,tg) € (Qopy X (219, T — 219)) NO{u > 0} onde f = -2(s+1—7)/(2—"7).

Demonstragio. Utilizando o scaling ugy, (z,t) = (2r9) =2/ C=Du(x + 2rox, to + (279)?t), podemos
assumir ro = 1/2. Defina para r < 1/3 a fungio

20, 0<t<r,
0= { Co(t —7)3+2C,, r<t<3n (1.5.9)

onde C, é a mesma constante do Lema (1.3.4)).
Afim de aplicar o Principio do Méaximo, defina

w(x,t) = |Vu(z,t)|* — 2u(z, t)T(|Vu(z,t)]) — Tu(z, )" — &(|o — 0| /3)u(z, )

para todo (x,t) € {u > 0} N Q3. (zo, to).
Note que w € C?*({u > 0} N Q3,(z0, %)) €

w(x,t) < |Vu(z,t)|* — &(|z — z0|/3)u(w, 1) (1.5.10)

Queremos w < 0 em Q,(zo,to). Para obter isto, vamos mostrar que w < 0 em @3, (g, t)
(obtendo assim o desejado) e para este fim a fungao £ é essencial. Usando podemos
ver que w < 0 em 0,Qs, (o, to).

Seja (y1,t1) um ponto de maximo de w. Se (yi,t1) é ponto de fronteira, entdo w < 0 em
Qs (x0,to) visto que w é negativa na fronteira parabdlica. Logo, ¢é suficiente analisar (y;,t;)
como ponto interior e nesse caso, Aw(y,t1) — dw(yi, t1) < 0. Nosso objetivo a partir de agora
serd obter a contradi¢do Aw(y,t1) — dyw(y1,t1) > 0 se assumirmos w(y;, 1) > 0 com escolhas
de r e Il adequadas.

Como antes, ao proceder com os calculos, iremos omitir o simbolo do somatério e também
os argumentos (z,t) e |x — xo|. Temos,

Oiw = 20;udu — 20 O;T(|Vul) — 2yu" ' dul (|Vul) — II(s + 1)u’du
— U106 — vEu " Dy,

Oiw = 2(0;u)? + 20;ud; (Oyu) — 2u" 0T (|Vul) — 29u" ™ 9ud, T (| Vul)
—29(y — D" 2(0;u)’T(|Vu|) — 2yu" 0yul’ (|Vul|) — 2yu” 1 0;ud, T (|Vul)
—s(s + Du* 1 (0u)? — (s + Du*Oyu — 2yu" L 0jud;é — u'0y€
— (v = D& (0u)® — v By,

Aw = 2(0;u)* + 2VuV (Au) — 20" AT(|Vu|) — 4yu? ' VuVT(|Vul) — 2y(y — D 2| Vul*T(|Vul)
— 29w AUl (|Vau|) — TIs(s + 1)u [ Vul? — TI(s + Du*Au — 2yu" ' VuVE — uV A¢
—(y = D& |Vul* — & Au
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e

dw = 2Vudy(Vu) — 2yu" ' oul (|Vul) — 2u70,T(|Vul) — T (s + 1udu — w0, — véu " .

Logo,

Aw — dyw = 2(0i;u)? + 2VuV(Au) — 2 (W*r(\vu\)f — 2v(y — D' 2| Vul*T(|Vul)

Y T([Vul)
— 270 IV UVE — WAL — 2Vudy (V) + 2070, (|Vu|) + w0,

11s + Dyt (vl (14— ) _gar(va)
K Y T([Vul)

. 2
— Y2 T (|Vul) <1 - MW) — 4y VuVT(|Vul)

(1.5.11)
Usando , obtemos que
ar(vu) = @ (St - SO ) B (0,02 + dwoyan)
|Vul |Vul |Vul (15.12)
I'(|Vu o

Agora, defina £ = 2u"'T’(|Vu|)/|Vu| e observe que podemos usar o Lema para concluir
que ku — 0 se u — 0. Por ([1.5.12]) obtemos,

2u"AL(|Vul) < ku ((9h0)® + Oudi(Au)) . (1.5.13)

Usando (9;;u)? > (911u)? e (1.5.13)) em (1.5.11]) segue que

Aw — dyw > (2 — ku)(911u)* + 2VuV(Au) — 2 (vu'yle(|Vu|))2 — kud;ud;(Au)

Y T([Vul)
— 29U I VuVE — w7 AE — 2Vudy(Vu) + 207 0,1 (|Vu|) + u79,€.

— (s + DyusT(|Vul) (1 + W) — 4y VUV (|Vul)
yurl(|Vul) (1.5.14)
2
=gl (1= UZIEH o - 2 vapr(v)

Lembrando que w(y;,t;) > 0, temos |Vu(yi,t1)| > 0. Portando, podemos mudar as coorde-
nadas tal que |Vu(yy,t1)| seja paralelo a e;. Assim,

= 2y(y — D" | Vul’T(|Vul) + £9|Vul* i,

v L' (Vul)

— 4y VuVT(|Vu|) = —4yu Yl

|VU|2811U = —2I$’7|VU|2811U

2
20 O,T(|Vu|) — CrOud;(Au) = —ky(y — D HVul*T(|Vu|) — %fyu]VuF@nu.
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Substituindo as identidades acima em ({1.5.14]),
Aw — dyw > (2 — ku)(d1u)? — 2 (Mﬂ_lf(|Vu|))2 —TI(s + 1)yu*T" 0 (|Vul)
s|Vul? ) 24 2y—2 (1 =) Vul?
X1+ —e— | =7 I(|Vu|) |1 - —==—
< Yu T'(|Vul) YurT(|Vul) (1.5.15)
2
— |Vul? (/ﬂ(v — Du"'T(|Vul) + v </<; + F;u> 811u>
— 29I VuVE — W AE + w0,
Vamos agora, estimar o termo renomeado abaixo,
(2
0 = |Vul? (/w(fy — D 'T(|Vul) + v (H + 2u> 811u> : (1.5.16)
Temos que Vw(y,t1) = 0. Logo,
! s+1— 815
Onu = 29T (|Vu|) + (s + D)7 + ——u+~E ). (1.5.17)
2 — Ku O1u
De w(y1,t1) > 0, temos que
20T (|Vu|) < |[Vul?
e pelo Lema obtemos a estimativa,
[Vul?
290(|Vu]) <~ <29(1+47n) <o (1.5.18)

ur

com 1 pequeno tanto quanto se queira. Pela definicao de £ temos que 0;& = 0. Além disso, v —
1 < s, assim, usando que u é limitada e a estimativa (|1.5.18) podemos tomar x suficientemente

pequeno para concluir que

urt
Onu < Cy

2 — Ku

(1.5.19)

onde Cy = C(1+n), C = C(y,s, 1L ||ul|e, Cy) € n é a constante do Lema a qual serd

tomada arbitrariamente pequena.

Voltemos a analise de (1.5.16)). Por ((1.5.19)) segue que

2

Note que pelo Teorema [[.2.2] e pelo Lema [1.5.],

2y—1 |VU|2
v

W Vul? =u <2C(1 +n)u> .

Logo, © < nu®~! com n; — 0" quando r — 07, ou seja,

2
—mu* Tt < —|Vu]? (/-vy(’y — D" ' (|Vul) + v (/—i + ,;u) 811u> < 0.

(1.5.20)
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Novamente, usando a definicao de £, temos que suas derivadas nao nulas, com isso e (|1.5.20)

reescrevemos (|1.5.15)) como segue,

Aw — dyw > (2 — ku)(O1u)? — 2 <7u”’_1F(|Vu|)>2 —TI(s + 1)yu* " 'T(|Vul)

SIVUP 2¢ 2y—2 (1— ’Y)|VU|2 2y—1 (1.5.21)

De (|1.5.17)) temos,

(2~ ) (@)? 2 5 (0 T(ul)) 4 TT(s + 1y ([T

— Ku (1.5.22)
+726u® T (|[Vul) ).
Pelo Lema [1.5.1] e do fato que I' > 1,
[Vl
1+ —— <2
T (v =T
e como 4/(2 — ku) > 2, podemos escolher n suficientemente pequeno de forma que
2u T (|Vul) 2 — Kku
Assim, existe uma constante positiva dg satisfazendo,
|Vul 4
1+ ————F g < ———.
* 20T (|Vul) Ths5T R
Por hipétese, s < /2 e a ultima desigualdade acima nos da,
4 s|Vul?
>14+————+ 0. 1.5.23
2—Ku * yu T (|Vul) % ( )
Agora, da hipdtese, v — 1 < s e de ((1.5.23) segue que
(v = DIVul? 4 4
< — 0 < . 1.5.24
o D(Vu)| — 2—ku 02— ku ( )

Usando ([1.5.17)), (1.5.23)) e (1.5.24]) em (|1.5.21]) concluimos que

s+v—1 4’72Fm —1-s —s
Aw — Oyw > v [ T6g(s + 1)y, + 5 u’ —mu’
u

Portanto, tomando IT = I1(r, s,T",,) > 0 grande o suficiente, obtemos a contradigao. O
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No préximo resultado, iremos demonstrar que u™? € L'(Q,(xg,to) N {u > 0}) para todo
0 < p < (2—7)/2. Esse resultado, nos diz que num certo sentido temos nao-degenerescéncia da
solucao. Além disso, é parte crucial na demonstracao da finitude local da medida de Hausdorff
da fronteira livre mencionada acima.

Lema 1.5.3. Se u e I' sao funcgoes satisfazendo as mesmas condicoes do Lema e, além
disso, p € (0, (2 —)/2), entao

/ uP < Cpnt2=2p/(2-7)
Qr(xo,to)ﬁ{’u>0} -

para qualquer r < 19/2 e para todo (xg,ty) € Qpy X (10,7 —19) N O{u > 0}.
Demonstragio. Defina a fun¢ao w = u?>~7"? em {u > 0}. Temos,
Ow — Aw = —y(2 =7 = p)u™"T(|Vul) = 2=y =p)(1 =y = pu”"7|Vul”.
Pelo Lema [I.5.0]
wi—Aw < —2—-7—p)(14+2(1 =y —=p)(1+n)u? < —ku™ <0, (1.5.25)

em Q,(zo,to) N {u > 0} desde que n > C onde C' = (3+2(y+p))/2(v+p—1)).
Pela Proposicao e pelo Lema (|1.3.4) obtemos,

2(2—vy—p)

w< Cr- = | Qq(xo,to) (1.5.26)
e
|Vw| < Cri=2/C=7 Q. (0, to). (1.5.27)
Agora, integrando por partes com ¢ > 0,
1 ) 1
0< - VwV min{u, e} = ——/ uAw —/ Aw
g Qr($0,t0) € Qr(xo,to)ﬂ{0<u§€} Qr(mo,to)ﬂ{u>6} 1 5 28
1 rtotr? ( e )
+ - / min{u, e}0,wdH" .
€ Jto—r?2 JOQr(x0,t0)

Assim, usando (|1.5.25)), (1.5.27)) e ((1.5.26]) em (1.5.28) segue que

L wP < O t2-20/(2=7) _ 1 / 2-7— pat min{ug_v_p, 53—7—27}
Qr(z0,t0)N{u>e} € JQr(zot)) 3—7 — D

+ /Qr(mo,to) rnax{w, 52—7—19}(150 - r2) — /QT(mO,tO) max{w, gz_y_p}(to n 7’2).

Para o caso em que {u = 0}, segue como no Lema 2.5 de [26] e fazendo ¢ — 0, obtemos que

/ uP < Crn+2*2p/(2*7)’
Qr(mo,to)ﬂ{u>0} -

como queriamos. O

No que segue, utilizamos as estimativas gradiente e de nao-degenerecéncia fraca para obter-
mos as estimativas de Hausdorff da fronteira livre.
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Lema 1.5.4. Seja u solugio de (L.1.1)) e tome (z,ty) como no Lema[1.5.1 Eriste uma cons-
tante C' < oo dependendo apenas de n,~y,T ery € (0,1) tal que para qualquer e > 0 a estimativa

icnﬂ (Qr(moato) N {0 <u< 52/(2—@}) < Cptl

¢ verdadeira para todo r < ro/2.

Demonstragio. A demonstracao seguirda como em [7]. Observemos inicialmente que em {u > 0},

2 2
-2\ _ (2= [Vl
’V (u K )’ = ( 5 ) o (1.5.29)
) — [Vul®
_ _ 2—9 _ Vu
(2=)/2) _ (2=/2) = (v=2)/2 _
O (u K ) A (u v ) =—5 7 ( 5 F(]Vu|)> . (1.5.30)

Logo, segue do Lema que, por um lado,
( A (u/2) = 0, (uC2) 4|V (u>012) ‘2)

2=7 |Vuf?
— (T 1 —
€ /Qr(woato)ﬂ{0<u<52/(2’7)} 2 (fy (| ’LL|) + ( 7) w

1 2—v

c — (v +2(1 —y)(1 +
€ /Qr(wo,to)ﬂ{0<u<52/<27)} 2 (7 ( 7)( 77))

= 2;7 (v+2(1 =)(L+n)) i£n+1 (Qr(xo,to) N {0 cu< 52/(2_7)}) '

/QT (107t0)ﬂ{0<u<52/(2*7) }
1

Portanto,
1 N - —
€ /Qr(3307t0)ﬂ{0<u<52/<27)} (A (u®7%) — gy (/) 4 ’v (w72 ’2>
> Aot @manfocus )20 s
onde usamos que
2—7

para r < 0ry/2 e n suficientemente pequeno e ainda que

£ (QT(JZO,tO) N {0 <u< 52/(2’7)}> > 0.
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Por outro lado,

1 - - —
€ /Qr(a:o,to)m{o<u<52/<zw} (A <u(2 7)/2) — 0 (“(2 7)/2) + ’V (u(2 v)/2) ’2>

1 mjn{g,u(z‘V)/Q}(A(u(Q‘V)/Q) _ at(u(z—q)m) n ’v(u(Q_W)m)’Q)

B /Qr(xo,tO)O{UZEQ/(Q_’Y)} (A (u<277)/2> — 0 (U(in)/z)) : (1'5'32)

g /ér(mo,to)ﬂ{u>0}
Vamos agora estimar o lado direito da identidade acima. Note que

1

€ /Qr-(afo,to)ﬁ{u>0} v <u(2_7)/2> V min {57 u(2—w)/2} _

1 2
/ ‘V min {€,U(2_7)/2H :
€ JQr(zo,to)N{u>0}
Assim, por integracao por partes,
1 1 2
7/ min {6, U(Q_V)/Z} A (u(2_7)/2> = —f/ ‘V min {8, u(2_7)/2}‘
€ JQr(zo,to)N{u>0} € JQr(zo,to)N{u>0}

to+r?
’ j/ min {e, u® 72} 8,0 2q3n 1, (1.5.33)
to—r2 aBr(wo)ﬂ{’u>0}

Novamente por integracao por partes, obtemos que
1
min {E’ u(2—7)/2} 0, (u(2—v)/2)

€ /Qr(xo,to)ﬂ{u>0}
1

€ /Br(xo,to)ﬂ{u>0}

}u=2) (i
g (min ) (1 r2)
O N 3 ERG |

)(

(mln{g w21y,

1 .
B %/Br(xo,to)ﬂ{u>0} (mm{g W’ 7}

Temos também de (|1.5.30) que

_ /QT(zo,tO)m{uzsz/(Q_v)} (A (U(Q—’Y)/2> — 9, (u(2—»y)/2)>

2—7 (4= |Vul?
— T g T 1.5.35
/Qr(xo,to)ﬁ{u>52/(2v)} 2 Y < QuY (|VU|) ( )

to—1%). (1.5.34)
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Substituindo ([1.5.33)), (1.5.34) e (1.5.35]) em (1.5.32)),
@012 _ g, (u/2) 4|9 (u 7)/2)’>

1

€ /QT(xOvtO)m{O<u<52/(2’y)} (

/to+7" / min {5, u(2_7)/2} d,u=V 2 a1
to—r?2 JOBy(zo ﬁ{u>0}
@2-7)/21 ,,2-)/2 2
mln £, ul to — 1
/Br (wo,to) ﬁ{u>0} { } ) ( 0 )

/Br ot {as0} mln {5 u® 7)/2} w7 /2) (to + r2)

1
€
1
+ —
€
1
€

1
+ % /Br(zo,to)ﬁ{u>0} (mm {5 u?” V}) (to —1—7"2)
1
- o /Br(:cO,to)m{u>0} (mln {5 u?” ”’}) (to -r )
2 — _ |Vul|?
/Cgr(xo,to)m{uzg/@_w} P (257 - F(]Vu])) . (1.5.36)

Resta agora estimar o lado direito de (|1.5.36)) acima. Para isso, note que pelo Lema m
obtemos a estimativa,

to+r2
’ / min {5, u(Z_V)/Q} O uF N2 < Oyt (1.5.37)
to—r2 BBT(I())Q{U>0}

Assumindo min {5, u(Q*V)/Q} = &, segue que

1 . _
% /Br(xo,to)m{u>0} (mln {52, u? 7}) (to + 7’2)

1 ‘ -
275 /Br(xo,to)ﬂ{u>0} (mln {82’ w? 7}) (to o T’2> =0, (1'5'38)
e pelo Lema[1.3.1
! (min {5, u(2—7)/2} u(2—7)/2> (to . TQ)

g /Br (zo,to)N{u>0}
1

- /B T (min {5,u(2—v)/2}u(2—v)/2) (to +r2) —o (15.30)

Por outro lado, se min {5, w2/ 2} = u(>M/2 concluimos de modo andlogo que

! (min {5, u(2_7)/2} U(Q_V)/Q) (to _ 7"2)

€ /Br (zo,to)N{u>0}
1

c /Br(:ro,to)m{wo} (min {g’ U(Q—“/)/Q} u(?—’y)/Q) (to n rz)
1 ‘ B
275 /Br(ﬂﬁo7to)ﬂ{u>0} (mln {52’ u ’y}) (to + TQ)

- 215/Br($0,to)ﬂ{u>0} (min {82’ U277}) (to o 7,2) <0. (1540)
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Portanto, segue dos Lemas e que

2 — Vul?
/ 777“(7—2)/2 ﬂ —T(|Vul|) | < Cyrfte (1.5.41)
Qr(u’voio)ﬁ{uzﬁ/@*w} 2 2uY

onde f = —2(s+1—7)/2—=v)eoc=n+2-2/2—-7)((2—-7v)/2+~v—1—s). Portando,
usando as estimativas (|1.5.37))-(1.5.41)) em ({1.5.36)) obtemos,

1 2
L NI (2—)/2 (2—9)/2 ) < omHly oB+o
9 /Qr(xo,to)ﬂ{0<u<62/(27)} ( (U ) at (U >+’v (U )’ - Cl + 02
S Cg?“n+1.
A demonstragao segue de (|1.5.31]) e da ultima desigualdade acima. O]

Finalmente, o resultado abaixo nos permite concluir que de fato a medida de Hausdorff
da fronteira livre é finita. Embora a demonstragao segue essencialmente como em [7], iremos
demonstra-la para facilitar a leitura.

Teorema 1.5.5. Sejam u como no Lema e F(s) = 0{u > 0} n{t = s}. Existe uma cons-
tante C' < oo dependendo apenas den,v, T erg € (0,1) tal que, a fungiot — H" ! (F(t) N ﬁro)
¢ mensurdvel a Borel em (ro, T — o). Além disso, sio verdadeiras as estimativas:

(1) Hpir (g X (ro, T —19)) N 0{u > 0}) < C;

T—r
(i) / "H(F(s) N Q) ds < C.
0

Demonstragio. Para (i), tome uma cobertura UNs Q. (z;, ;) D 0{u > 0} N (QTO X [ro, T — TO])
tal que (7,t;) € O{u > 0} e 0% X Q. (ar.i) (7, 1) < K para todo (z,t) € Q, x [ro, T — 19]. Logo,
segue do Lema que

NE 1 ]\7E 1 1
anZE < Z i
=1 i=1
K 1
<
knt2e Uﬁ1(Qa($i,ti)ﬂ{u>0})
Kk 1 |/~ ) )
< WE,C +1 <(Qro/2 X [ro/2,T — TO/Q]) N {0 < w2 < k’s})
<.

/ dEnJrl
QE ((El ,ti)ﬂ{u>0}

para € > 0 suficientemente pequeno.

A respeito de (i), observamos que, se A é um aberto qualquer contendo F'(ty) N K onde
K C © é um conjunto compacto, entdo F(t) N K C A para |t — to| pequeno o suficiente. Caso
contrario, existe uma sequéncia (xy,t;) € F(tx) N (K — A) tal que, podemos a menos de uma
subsequéncia obter (zg,t;) — (xo,to) € d{u > 0} N (K — A), o que contradiz F(ty) C A. Assim,

H2 (Fto) N Q) > limsup HZ ™ (F(t) MDY, )

t—to

e as fungoes t — HI ! (F(t) N ﬁm) et H" ! (F(t) N ﬁro) sdo mensurdveis a Borel.
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Agora, tomando a cobertura de (i), obtemos que

Cl Z 1/ N d£n+1
6 U'Lzsl

—T0 Ne
= 1/TT L (U Qc(xi ti) N {t = s}) ds

€
wn T—TO N5
Z -

K Jro i=1

wn T—T‘() n—1 _
> o / He (F(s)N Q) ds,

gnilx{Qs (Cci,ti)ﬂ{t:s};é@}ds

e a estimativa segue do Teorema da Convergéncia Monétona.



Capitulo 2

Um problema de fronteira livre
parabdlico com nao-linearidade
logaritmica

2.1 Introducao

Neste capitulo, como citado anteriormente, apresentamos resultados do artigo [15] onde
foram estudados existéncia local e questoes de regularidade de solugao para o seguinte problema
parabdlico singular de fronteira livre:

atu —Au = X{u>0} IOgU, QT7
u = g, o0 x (0,77, (2.1.1)
u = u, Q2 x {0},

onde Qr e Q sdo como antes. Vamos supor que ug € C1(Q) e que g € Wy (Qr) N L=(Q7).
A equagao ¢é singular ao longo do conjunto d{u > 0} e a nao-linearidade logaritmica nao tem
propriedades de scaling. Quando comparada com a equagao , estudada no Capitulo
1, vemos que nao podemos esperar regularidade acima de C*!' para solugoes de (2.1.1). Na
verdade, solugoes deste problema nao podem possuir esta regularidade uma vez que, quando
u — 0, vemos que o lado direito de se torna ilimitado. Demonstraremos que, préximo
da fronteira livre, temos um crescimento da forma r72logr, o que, levando-se em consideracao os
comentarios anteriores, é o crescimento 6timo esperado.

A falta de scaling dificulta a adaptagdo da teoria existente para problemas singulares com
nao-linearidades do tipo poténcia.

Equagoes parabdlicas com nao-linearidade singular tém sido estudadas em muitos trabalhos.
Uma versao simplificada é o modelo

atu — Au = _U”y_IX{u>0}7 QT7 (212)

onde 0 < 7 < 2. Este problema surge como modelo de equacoes tanto para fenomenos de
extingdo ou fendomenos de reagoes quimicas ([3] e [10]). O problema quando 7 € [1,2)
(absorcao forte) foi estudado em [7], onde os autores demonstraram regularidade 6tima e esti-
mativas de ndo-degenerecéncia para a solucao tinica sob algumas hipdéteses sobre dados iniciais
e de fronteira. Além disso, eles mostraram que a medida (n+1)-dimensional de Hausdorff (com
respeito a métrica parabodlica) da fronteira livre 0{u > 0} é localmente limitada ([6] e [29)]).
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Nos trabalhos [§] e [25] os autores consideraram (2.1.2) com v € (0,1). Em ambos os casos,
encontraram solu¢ao usando um processo de limite. De fato, eles trataram a equacao

O — Au = f(e,u), Qr, (2.1.3)

onde, para € > 0, a funcio f(g,u) é suave e f(g,u) — —u?~! pontualmente quando ¢ — 0
para u > 0.

A existéncia de singularidade nestes tipos de equacoes nos fornece solucoes de fronteira livre
e neste contexto, uma importante tarefa é demonstrar regularidade 6tima da solugdao préximo
da fronteira livre 0{u > 0}. No caso de nao-linearidade do tipo poténcia, a solugao limite em
[8] satisfaz

we Chm(Qr) N O (Qr), 0<y <1, ay = ~ e By=

x,loc loc 2 _ 2 _ ~ .
Isso significa que, localmente, u é (1 + 3,)/2-Holder continua em ¢ e Vu é a.,-Holder continua
em z (seguindo a notagao como em [16]).

A nao-linearidade singular do tipo poténcia —u?~! é mais forte do que logu para qualquer
v € (0,1). Assim, é natural pensar que a regularidade 6tima para solugoes de E[) seja melhor
que CH* para qualquer 0 < o < 1. Sabemos que tal regularidade nao ¢ C'?! visto que o lado
direito em ([2.1.1)) explode ao longo da fronteira livre. Vamos mostrar que uma solucao limite
u de (2.1.1]) satisfaz

u € CpoE™(Qr) N Ciiof™™(Qr).

Comparando com os resultados para o problema com nao-linearidade do tipo poténcia e
observando que o lado direito em se torna ilimitado, vemos que esta regularidade é
6tima.

Para o resultado de existéncia iremos utilizar um processo de aproximacao que sera explicado
em detalhes posteriormente. No momento, cabe mencionar que a nao-linearidade logaritmica
pode mudar de sinal e este fato gera novos desafios, especialmente em relagdo a estimativas a
priori para solugao u.

Equacoes Elipticas e Parabdlicas com nao-linearidade logaritmica surgem quando conside-
ramos equagoes de modelagem da dindmica de filmes finos de fluidos viscosos ([4] e referéncias).
Com relacao aos aspectos tedricos na teoria de fronteira livre, a nao aplicabilidade de scaling
em nao-linearidade do tipo log ¢ a principal diferenga entre (2.1.1)) e (2.1.2)). Lembremos que
argumentos de scaling sdo essenciais para o estudo da teoria de regularidade dos problemas de
fronteira livre.

Vamos mostrar que para t € (0,7") fixado, as solugbes aproximadas, préximo da fronteira
livre exibem um crescimento supercaracteristico como 2 log r. Fendmeno deste tipo foi estudado
pela primeira vez por Monneau e Weiss em [20] onde os autores investigaram um problema de
obstéaculo instavel:

—Au = X{u>0}5 QCR"™ (2.1.4)

Solucoes de (2.1.4]) tem crescimento supercaracteristico préximo a alguns pontos da fronteira
livre. Além disso, a segunda variagdo da energia associada a uma solucao de (2.1.4)) assume
o valor —oo e as solugdes com esta caracteristica sao chamadas de completamente instaveis.
Assim, a equagao (2.1.1) torna-se um exemplo interessante de um problema de fronteira livre
altamente instdvel, no sentido que toda solucdo cresce como r?logr em pontos da fronteira
livre.
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Finalmente, mencionamos que a teoria de regularidade para minimos do problema eliptico
associado a ({2.1.1]) foi recentemente considerado por Queiroz e Shagholian em [27] no qual seus
resultados sao generalizados neste capitulo para o contexto parabdlico.

2.2 Definicao de solucao

Uma solucio de (2.1.1)) é uma funcio u € Wy'*(Qr) satisfazendo para qualquer funcéo teste
n € C*Qr) com n=0em I x (0,7] e para todo 7 € (0,T) a identidade integral

/ u(T)n(T)dx — / uon(0)dx + / / (—udm + (Vu, Vn)) dedt = / / NX {u>0} log udzdt,
Q Q 0 Ja 0 Jo
B (2.2.1)
com ug € C*(Q).
O resultado de existéncia depende de um processo de aproximacao o qual iremos descrever
agora. Para cada 0 < ¢ < 1 definimos a perturbacao

2
log (SHSH) 530,

Be(s) = s+e (2.2.2)
0, s <0
e o problema de aproximagao
o — Auws = B.(v?), Qr,
u = g, o0 x (0,77, (2.2.3)
u = u, Q2 x {0}.

A formulagao variacional de uma solucgao de ¢é analoga a do problema nao perturbado
([2.2.1)), a saber: para uy € C1(Q2), com qualquer n e CQ(QT), n=0em 0N x (0,T] e para todo
€ (0,7),

/Q’lf(T)?](T)diC /uon d96+/ / u“om + (Vu®, Vn)) dedt = / /7755 Ydxdt. (2.2.4)

Observagao 2.2.1. Usando resultados de densidade, podemos tomar como funcao teste a fun-
¢ion € Wy (Qr) identicamente nula em quase todo ponto de dQ x (0,T) e satisfazendo n =0
em Q2 x {T'} no sentido dos tragos.
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2.3 Limitacao — L* uniforme em ¢

A estimativa — L*° uniforme em e é essencial para obter compacidade. Como a nao-
linearidade logaritmica muda de sinal, esta ndo é uma aplicagdo do Principio do Maximo (como
no caso da nao-linearidade do tipo poténcia). No nosso caso, usamos o crescimento lento da
fungao s — log s e resultados gerais que podem ser encontrados em [18|. Entretanto, precisamos
primeiro demonstrar uma estimativa—L?. Iniciamos com o

Lema 2.3.1. Sejam ug € CY(Q) e g € Wy (Qr) fungdes nio negativas e suponha que u® > 0
seja solugao fraca de (2.2.3) com 0 < e < &g, para algum gy > 0 fizado. Entdo

sup wCo Dl < sup o, Bllaz) + [1Vellzen < €
0<t<T

onde C =C (n, 0T, Hg||W21,1(QT), |2ol| 22(0), 80) independe de €.

Demonstrag¢io. Para simplificar, vamos denotar u = u®. Fixando 7 € (0,7) e usandon =u — g
como funcao teste, obtemos por integragao por partes a seguinte identidade:

;/ﬂuz(T)dx—l—/T/ |Vu|2dxdt:/7/ Ba U)(u—g)dxdt—/(:/guatgdxdt
/ 7)dx + 2/ /Quog(o)dﬂf%-/{)T/Q(Vu,Vg)dxdt.

Sejam a € (0, 1) fixado e C7 > 0 uma constante dependendo apenas de a e € tais que, para
cada s > 0, |B-(s)| < Cys*. Aplicando a Desigualdade de Poincaré,

| s —gydadt < € [ (ullzagoy (I V0l o) + Vgl d.

onde a constante Cy > 0 depende apenas de a e (). Pela Desigualdade de Young,

//55 (u — )dxdt<0251/ ||Vu||L2(Q)dt+Cg/ ]| 22 Q)dt+0251/ IV g2 dt,

(2.3.1)

(2.3.2)
com (5 dependendo apenas de 9; e Cs.
Novamente pela Desigualdade de Young,
T T 1 T
/ / (Vu, Vg)dwdt < 52/ / V|2 dadt + —/ / Vg[2dwdt, (2.3.3)
0o Ja 0
/QU(T)Q(T)dZL‘ < 53/0 T)dx + 453/ g°(7)dx, (2.34)

/()T/Qucf)tgdxdt < /OT (54/ ud + 4(54/ 8t92dx) dt. (2.3.5)

Agora, escolhendo §; = 1/2C5, 6y = 03 = 1/4 e substituindo (2.3.2)—(2.3.5) em (2.3.1)) obtemos

que
/uQ(T)dx—i-/ /|Vu|2dxdt§C'4T sup ||u(-,t)|]%‘§(9)+54T sup ||u(',t)||%2(m
Q 0o Ja 0<t<T 0<t<T

+ C5 /Q UZ(O)CZZE + CG||gH12/V21,1(QT),
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em que todas as constantes acima sao universais. Tomamos entao o supremo no intervalo (0,7
e d4 = 1/2T para obter,

1
- s llk + |[Vul? < C4T s L 1)]1%4
20§1tl£T||U( Wiz + 1IVullizg. < Ca OS‘ngHU( )2

+0 (Il + 9l 0,

Considerando a equagao quadrética em sup ||u(-,t)||%2(9) com 0 < ¢t < T e recordando que
a € (0,1), implicando que 2a < 2, concluimos que

sup |lu(-,t)||? + || Vu||? <,
ogth” ( )||L2(Q) | ||L2(QT)_

para uma constante C' como descrita no lema. O
Estamos agora em condigoes de demonstrar a estimativa L°°.

Lema 2.3.2. Assuma as mesmas hipdteses do Lema e adicionalmente que g € L (Qr).
Baiste uma constante M = M (1,2, T, lglhyas.0py 1ol 20y, 191 2 @y 0 llz(@y) > 0 (g
independe de € > 0, 0 < e < gy) tal que

|uf || Lo (@r) < M,

para cada solugao fraca u® > 0 de (2.2.3).

Demonstragio. Como antes, vamos denotar u = u®. Fixemos ky € N tal que
ko > max {|Juo| (0. 19| 2 (@r) }
e, para qualquer k£ € N com k > kg, defina os conjuntos

uF(z,t) = max {u(x,t) — k,0}, (2,t) € Qr,

Ap(t) ={z € Q| u(z,t) >k}, 0<t<T.
Por resultados do Capftulo II (Lemas 4.1 —4.5, Secdo 4 de [18]) podemos usar u* como uma

funcao teste na definigao de solugao para (2.2.3)). Isto nos dé a seguinte identidade:

1 k)2 T k2
- u de+// Vit 2 dadt
2 Ak(f)( ) ( ) 0 Ak(t)’ |

T 1 2
= _(w)uFdzdt + = )7 0)d 2.3.6
/O/Ak(t)ﬂ(uw wt 5 [, (6) 0z, (2.3.6)

em todo intervalo (0,7) C (0,7].
Para 0 < a < 1 existe uma constante C' > 0 dependendo apenas de a tal que f.(u) < Cu®.
Aplicando esta estimativa e usando a Desigualdade de Holder obtemos,

/O/A(t)ﬁs(u)ukda:dtgcl/o HuH%Q(Ak(t))|Ak(t)‘(ka)/z”uk”LQ(Ak(t))dt_ (23.7)
k
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Por outro lado, pela Desigualdade de Holder com expoentes 2* e 2*/(2* — 2) e a Desigualdade
de Sobolev,
—oF

¥ 22 0ar ) < Coll VU™ || 12(ap ) [Ax(2)] , (2.3.8)

para uma constante Cy = C5(2) > 0. Usando (2.3.8) em (2.3.7) e a Desigualdade de Young,
segue que

NI

T T 03 - . s
/0 /A (t) Be(w)udedt < 035/0 IVt 122, oyt + @/0 ul| 75, o [ AR(®)]? 9727 dt. (2.3.9)
k

Aplicando ([2.3.9)) em (22.3.6]) vale que 6 = 1/(2C}3) e consequentemente,

1

1 r7 T " a2
kT k

Agora, tomando o supremo para 7 € [0,7] em (2.3.10) e aplicando o Lema obtemos que

T 1/2
sup [[u* (-, )| 2 + VU 1205 < Cs </0 |Ak(t)|2‘“‘22*> . (2.3.11)

0<t<T

Escolhendo g =2 e

2
r=2a=—k=0 sen > 2,

n

1 1
r=3a=—-,K=—= sen=2,

2 2

1 3
r:5,a:§,/£:§ sen =1,

podemos reescrever a integral do lado direito de (2.3.11]) obtendo a estimativa

T (14+r) /7
sup 10 ey + 19 any < G ([ 1ancor)

0<t<T

Finalmente, a dltima estimativa, os valores de ¢, r, k e a hipdtese de u ser limitada na fronteira
parabélica 0,821 coloca-nos em posicao de aplicar o Teorema 6.1 (pg. 102) de [1§] (Apéndice
— Teorema [A.8]) e obter a estimativa L. O
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2.4 Existéncia de solucao classica para o problema per-
turbado

Nesta se¢ao iremos demonstrar que o problema (2.2.3)) tem solugdo para cada ¢ € (0, 1) via
método de subsolucao e supersolucao.

Lema 2.4.1. Seja T > 0 fizado e suponha ug € C1(Q), g € Wy (Qr) N L™(Qr) com ug, g > 0.
Entdo, para cada € € (0,1), o problema (2.2.3) tem uma solugio u® > 0 tal que u® € C3(Qr).

Demonstracio. Podemos ver sem dificuldade que © = 0 é uma subsolugao. A fim de obter uma
supersolugao, seja Y uma solucao da equacgao

}/;f - AY = 1a QTa
Y g, 002 x (0,71,
Y = U, QO x {O}

Para k > 0 fixado definimos ©w = kY. Entao,
W — At — B.(0) > k—log(a+1) = k — log(k||Y |1 + 1).

Pelo crescimento da fungao log podemos escolher & > 0 grande o suficiente tal que @ seja uma
supersolugao.

Agora, podemos proceder como no caso eliptico, (Lema 2.3 em |21]) usando o Principio da
Comparagao para equagoes parabdlicas (Corolario 2.2.6 em [16] — Apéndice — Corolério
para obter uma solucao u satisfazendo 0 < u < u. A regularidade de u segue da teoria geral
encontrada em [18]. O

Com os Lemas 2.3.2] e 2.4.1] acima demonstramos a

Proposicao 2.4.2. Seja T > 0 fizado e assuma ug € C1(Q), g € W21’1(QT) N L>®(Qr) com
ug,g > 0. Entdo, para cada ¢ € (0,1), o problema (2.2.3) tem uma solu¢io u® > 0 tal que
u € C3(Qr). Além disso, existe uma constante M > 0, M = M (S, g,uo, T), tal que

|u¥|| Lo (@) < M para todo € € (0,1).
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2.5 Estimativas uniformes e pontuais para Vu® e 0u°

Nesta secao demonstramos estimativas pontuais para Vu® e d,u® que sao uniforme em € > 0.
Estas estimativas terao papel importante no estudo da regularidade da solucao fraca de .
Iniciamos com a estimativa gradiente de uma solucao de a qual usamos uma técnica do
tipo Bernstein inspirada em [§].

Lema 2.5.1. Sejam ug € C1(Q) com ug >0 e Q' CC Q. Suponha que u¢ € C3(Q) N C([0,T))
satisfaz (2.2.3)). Entdao existem constantes C; A > 0 dependendo apenas de dist(§Y,Q), N, ug e
[0l 2o (@) tais que

\Vus(z,t)]* < Cus(x,t) (A + log ) para todo x € Q', t € [0,T]. (2.5.1)

1
us(z,t)
Demonstragdo. Primeiro, fixe uma fungao ¢ como no Lema[1.3.2l Denote u = u® e defina

Z(u) = —ulogu+ Au, Z(0) = 0. (2.5.2)

Fixamos A > max{1,2M} onde M é a constante do Lema[2.3.2 Entdo Z'(u) > 0 e Z"(u) <0,
isto é, Z é nao decrescente e concava. Definimos também as fungoes
| Vu?
- Z(u)

= w. (2.5.3)

Por um lado, a fungio v é continua em Q\{0} e como antes, v herda a propriedade da fungao ¢
de se anular em 95). Por outro lado, para pontos onde u = 0, usamos que u € C?(Q), e assim

Vul? <u < —ulogu + Au,

mostrando que w é limitada.
A demonstragao é feita por contradi¢do. Assumindo falsa a estimativa (2.5.1]), temos que

supv > (1, (2.5.4)
Qr

onde C > 0 serd fixada posteriormente (independentemente de €) a fim de obtermos a contra-
dicao desejada.

A proépria definicio de v implica que, se (zg,%y) € Q7 ¢ um ponto de maximo, entdo por
(2.5.4), necessariamente xy € € e ty > 0. Além disso,

V’U(l’o,tg> =0 (255)

AU(ZE(), to) - 8tv(x0,t0) S 0. (256)

A partir de agora o objetivo é demonstrar que para uma escolha suficientemente grande
de C obtemos uma contradicdo de (2.5.6). Calculos similares foram feitos em [8]. Todos os
célculos a seguir serao avaliados em (z,ty) e por simplificagdo o simbolo do somatério sera
omitido. Primeiramente observe que por ([2.5.5))

[Vo?
(0

VwVi = —w
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Assim,

Av — 9w = Pp(Aw — dyw) + w(AY — 2|V|* /). (2.5.7)

Calculando as derivadas de w obtemos,

_ 20;udyuZ(u) — |VulPo;uZ' (u)

B Z(u) ’

9 — 2(0;u)?Z (u) + 20;ud;0;uZ (u) — |Vul*0uuZ’ (u) — |Vul?(Ou)?Z" (u)

Z Z(u)?
B Z(u)?0;wd; Z (u)?
Z(u)*

@Z‘w

20;u0;(ut) Z (u) — |Vul|*Z' (u)Opu
Z(u)? '

atw =

Logo,

Av — 80 = ¢(2(aiju)2Z(U) + 2|Vul2Z (u) B (u)D(|Vul) — |Vul*Z" (u)

Z(u)?
27 (u) B (w)T (| Vu|)0;ud;udiju/ |Vu| — [Vul?Z' (u) B (w)T (|Vul) (25.8)
Z(u)? o

_l_

Z'(u)

27

@u@iw) +w (Aw - Q\VM?/w) :

Sem perda de generalidade podemos assumir que |Vu(xg, to)| é paralelo ao eixo Ox;. Entao
por (2.5.5)) obtemos a identidade abaixo,

_1 / _ alw
Opu = W (Z (u) waﬂZ(u)) :
Usando que (9;;u)? > (011u)? e a identidade acima em (2.5.8) segue que
e (Owy)? oy
> | = 2 122 2 _ /
Av — vy > Z() [zww (Z (u)” + w2(61u)22(u) QwaluZ(u)Z(u)

+YpwZ' (u) B (v) — 29w Z (u)BL(u) — Ypw?Z(u) Z" (u)
— QwZ’(u)aluﬁlw] + w<A¢ - 2|w|2/¢>.

Por (1.3.7)), (2.5.2)) e (2.5.3) as seguintes estimativas sao verdadeiras:

O 1 et T
—ngﬁZ(u)Zl(“) > 2(u) Z(u) V26 20 sup ‘Zf/@,

—2 7" (W) udiw > =27 (u) Z (u) > w2 sup |¢Vlz/ﬁ2| | (2.5.9)
w <A¢ _ 2|vw|2> N 2|v$|2
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e por conseguinte, (2.5.9)) pode ser reescrita como segue,

1 1
Av — 0w >——|vw?® ( =Z'(u)* — Z(u) Z" (u) ) + w(Z' (u)Be(u)
Z(w) [ <2 ) (2.5.10)

— 2 Z(u)BL(u) — KZ(u)) — K¢1/2w3/22(u)1/22'(u)],

onde K é uma constante positiva dependendo apenas de . As estimativas abaixo sao indepen-
dentes de 0 < € < 1 e a constante C' > 0 depende apenas de M. Temos,

Z(w)? 7' (u) < C(;Z’(U)Z - Z(u)Z”(u)), (2.5.11)
Z(w)|BL(w)] < c@Z/(u)? - Z(u)Z"(u)), (25.12)
~ 7 (w)Bo(u) < C(;Z’(u)Q - Z(u)Z”(u)), (2.5.13)
Z(u) < C(;Z’(u)z - Z(u)Z”(u)>. (2.5.14)

Assumindo (2.5.11)—(2.5.14]) verdadeiras e usando-as em (12.5.10)), o lado direito da desigual-
dade abaixo é estritamente positivo se v(xg,ty) > C} para alguma constante C suficientemente
grande independentemente de ¢, isso contradiz (2.5.6]), ou seja,

32/ (w)* = Z(u)Z" (u)
Av — O > DZ()

Agora, a fim de demonstrar as estimativas (2.5.11))—(2.5.14) precisamos escolher A apropri-
ado e usar o crescimento da nao-linearidade logaritmica.

Consideremos primeiro (2.5.11]). Note que
Z(u)Y2 7' (u)

(v2 -C (v —l—v?’/2)) > 0.

(—ulogu+ Au+1)(—logu+ A —1) (2.5.15)

<
< Mlog*u — (Cou + C3) logu + Cy.

Se logu < 0, uma vez que Chu + C5 < C5A para alguma constante C5 > 0, vale que,

Z(w)?Z'(u) < Mlog®u — CsAlogu + C,

1 A2 41
< C’<210g2u—Alogu+ 2+ )

C (;qu)? - Z(u)Z”(u)) |

Observe que Alog M < AM e A > max{2M, 1}, entao

A2+1 A2+1

> —ANlog M + > 0.

—Alogu +
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Agora, se logu > 0 podemos ver,

M log?u — (Cou+ C3)logu + Cy < Mlogu+ C,4

A2 +1
2

A2 +1

< MlogQU—AlogM+C5

< MlogQU—Alogu+C’5

1 A2+ 1
SC’(QlogQu—Alogu—i- ; >

Demonstremos agora ([2.5.12). Como

(ute)?—e¢
Bilu) = — )
(u2+cu+e)(u+e)
se assumirmos que u < /¢ — &, obtemos,
_ 2
1 (u)] = e—(u+e) < £ < 1 Sl-
(W2+eu+te)(ut+e) = (WB+eute)(ute) " ute " u

Caso contrario, se u > /e — ¢,

()| = (ute)*—e o ute
c w+eu+e)(ute) " urteute T
( )(u+¢)
Portanto,
Z(u)|BL(u)| < —logu + A.

Analisando novamente o sinal, se logu < 0, entdo —logu < —Alogu e assim,

2
Z(uw)|fl(u)] < —Alogu+C (;10g2u+ A 2+1>

A2+1>

1
<C (210g2u—Alogu+

para alguma constante C' > 0. No conjunto onde logu > 0 temos que

Z(w)|Bi(w)| < C (—AlogM+ AQ; 1)

A2+1>

1
<C (210g2u—/\10gu+

Para ([2.5.13)), o fato, 8:(u) < —logu nos da
—7'(u)B:(u) < log*(u) — (A —1)logu.
Entretanto, —(A — 1) logu < —Alogu se logu < 0. Portanto,

—Z'(u)B(u) < log*(u) — Alogu

1 A2+1
§C<210g2u—/\10gu+ + )
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No caso logu > 0,

2
_Z/(u)ﬁs<u) <(C (;logZU—AIOgM—|— A 2—|—1>

1 A?+1
SC(QIOgQU—AIOgU+ 2+ )

Finalmente, ao considerar (2.5.14)) observe que

e se por um lado logu < 0,
Lo 5
—ulogu < —Alogu < —Alogu + §log u,

implicando que

1 A2 +1
Z(u)§0<2log2u—/\logu—|— i )
Por outro lado, se logu > 0, basta observar que
A2 +1
Zuw)y< 0
2
o que conclui a demonstracao. 0

Iremos demonstrar a estimativa pontual em tempo. No caso da nao-linearidade do tipo
poténcia, o préximo lema pode ser visto como uma consequéncia do principio do maximo ([7]).
No nosso caso, enfrentamos dificuldades significativas para aplicar a técnica devido ao fato de
nao existir homogeneidade. Aqui, necessitamos introduzir um novo tipo de scaling intrinseco
que nos permitira aplicar a teoria parabdlica geral.

Lema 2.5.2. Sejam uy € L>®(Q2), ug > 0, o dado inicial e u® solugio de (2.2.3). Entdo, para
cada ¥ CC Q et € (0,T] existe C > 0 tal que

1
|Oyus (z,t)] < C’logm para todo v € Q) t € (1,T)]
onde C = C (7,dist(Q,09Q), ||t ) -
Demonstragio. Novamente, denote u = u®. Como |[|u®||o, é limitada por uma constante inde-

pendentemente de ¢, ndo hé perda de generalidade se supormos que ||u||.c < M < 1.
Dado (xg,ty) € Q' x (1,T], defina a funcao reescalonada e transladada

u(x,t) = e_%u(m + 0, 7%t + to),

onde A > max{1,2M} é a constante do Lema m Fixe ro = min{1, dist(Q',00Q), /7} e seja
r > 0 dado por

—2 A —p 24
r~“er = Lrg=em logu(xg,ty),
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onde L = 4(log M)~! < 0. Temos 0 < r < ry/2 e pela escolha de ry a funcgio @ estd definida em
By x [—1,0], é de classe C' e satisfaz

A
T

Oyt — At = r2e 7 B.(e7 @), By x (—1,0]. (2.5.16)

Observe que podemos encontrar uma constante C' > 0 satisfazendo
A
|0su(xo, to)| = r2er|a:(0,0)] )
2
= 4(log M)"try2en
< (Clog

1(0,0)|log u(xo, to)

U(.Z‘(), to)

desde que exista uma constante C7 > 0 tal que
|0,w(0,0)] < Cy. (2.5.17)

Assim, o que precisamos fazer é demonstrar (2.5.17)). Para isso, recordemos que pelo Lema

251
[Vul? < Cy(—ulogu+ Au), Byy(xo) x (to — 12, 1).

Além disso, pela definicao de 4,
IVai[? = r2e 5 |Vul%

Logo,
Va2 < Cor2e > (—ulogu + Au)
< Cyr?e 7 (—tilog @4 Ai(1 — 1/r)) (2.5.18)
< Culog —,
a

sempre que 0 < r < 1. A desigualdade acima é vilida em B; x (—1,0] com 4 < 1. Entao, usando
que @ < 1/log ! segue de (2.5.18) que

9
\Vit/?)? < 11T <O Bix(=1,0). (2.5.19)

Agora, tome ¢ € C§°(By x (0,1]). Multiplicando a equagao (2.5.16)) por 0,u e integrando

sobre By obtemos,
~\2 ~ A~ 9 _A ~ A
/ (Oyu)“pdx = YoyuAudr + rée” v / YOS, (eru) dx
B1 B1 B
e ao integrarmos por partes a primeira integral do lado direito acima obtemos a identidade,

Yoilids = — / Y ($8,7) Vads — / (BaV AV — PV (8:8) Vi) da
B B By
- . 1d »
= /s, ouVuViydxr — 23t I, |Va|“dx,

1

onde

1d
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Logo,
1d A
/ () vdz = —3 = [ |Vl wda:—/ 8,aVav s + r2e 7/ VB (¢%il) du,
Bi 2dt
onde u
= / Be(s)ds
0
Pela Desigualdade de Young,
VYl
_/31 DAV aVidr < / DY20,8||Va |W2
1 _ o[ VY[
< - [ (9a)vds + - / va g
-2 B1<tu>wx+2 Bl‘ g (0 !
1
< f/ (8tﬁ)2wdx+0/ \Va|tdz,
2 Bl Bl
implicando que
1
2/ (01)*pda < —fd—/ |Va| d)dx+C’/ \Vi|2dz + r?e -5 —/ ¢B % )d
B1
Integrando de t; € (—1,0) a 0,
0 0
/ / (0a)*vdadt < / V(- ) [2dz + 20 / / Vii|2dzdt
t1 /B ty JB1
+2rZe / B (e%a(-,0)) du (2.5.20)
— 2% wB<%( 1))dm.
Assumindo 0 < € < 1 — M, vemos por um lado que
u? +eu+e
(u) = log = TE g <,
Be(u) =log ———— < 0<u
o que implica,
1 2
Bg(e%ﬂ) < ieTAff.
Por outro lado, —f.(u) < u~'/? e consequentemente
_B. (e%a) < e ql/?,
Usando a desigualdade anterior e (2.5.18]) em ([2.5.20]) concluimos,
/ / (O 2pdrdt < 0/ (- t1) log @(-, t1)dz — 0/ / ilog fidzdt
t1 /By t /B (2521)
+r / a(-, 0)2dz + 4r e—%/ (- ) "2dz.
Bl Bl
Como 0 < r < ry/2 e —tilog@ < @'/?, existe uma constante C' > 0 tal que
0
/ (i) 2dadt < O( / [ et + / 1/2da7) (2.5.22)
t1 J/B1 t1 /B
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Iremos obter uma estimativa para # em termos do lado esquerdo de (2.5.22)). Para isso,
tome ¢t € (—1/2,0), 1 € By e observe que

(e, 0) — e, 1) = [ " dyii(w, s)ds — H(z).

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais existe Z € B,, com 7, = [t|'/*" tal que

/ / Oyti(x, s)dxds.
rl B,

Desta forma, segue da Desigualdade de Schwarz que

(a(z,t) — a(z,0))? CM// (011)*(x, s)dxds.

Uma vez que r; = |t|1/3", vemos que

C'|t| C|t|2/3
Ty
o que nos da,
0 1/2
iz, t) — a(z, 0)| < C[t|V? </ JRCTEE s)¢dxds> , (2.5.23)
t B1

onde usamos que ¢ > 0 em B,, para r; < (1/2)'/3" < 1. Por (2.5.19) e pelo Teorema do Valor
Médio temos que para todo y € By et € (—1/2,0),

[@*(y,t) — @**(z,0)| < [Va*2 (2, 0)ll(y, 1) — (,1)]
onde ¥ € B,,. Entao,

a(?/? t) < Cdlam(?l) + ’I](T’ t)3/2)2/3

< C(1 +a(z, 1)).

(2.5.24)

Logo, segue de (2.5.23)) e (2.5.24) que

i (y,t) < <C (1 -+ [t? (/: /Bl(ata)zl/)dIdt) 1/2>>1/2
<C (1 + [t]/® (/tO/B (8ta)2¢dxdt> 1/4> .

Para |t| < |t1] e usando a Desigualdade de Young temos,

a(y,t)? < C <1 + |t1] M6 </t0 /Bl(ata)%dxdt» .
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Portanto, (2.5.22]) implica que
0 0
| [ @appduit < c (1 [t V6 ( Iy (8tﬂ)2¢dxdt>).
t1 /By t1 JB1

Entao, escolhendo > 0 suficientemente pequeno, vemos que, para t; € (—d,0] existe uma
constante C' (que independe de t1) tal que

/: /Bl(atfb)2¢da:dt <C.

Por (2.5.19)) existe p > 0 pequeno e C; > 0 com C; = C}(p) — 0 quando p — 0 tal que
ﬂ(m, t)3/2 2 ﬂ(an t)3/2 - Ola BP(O) X (_p7 O]

A continuidade de @ implica a existéncia de uma constante Cy > 0, Cy = Cy(p) — 0 quando
p — 0 tal que
u(xo,t) > u(0,0) — Cy, B,(0) x (—p,0].

Lembrando que @(0,0) > 0 nao depende de p,

i(w,t) > C >0, B,(0) x (—p,0]

e como
|ata - Aﬂ’l < Ca BP(O) X <_p7 0]7
a teoria de regularidade parabodlica implica (2.5.17)). O

Como consequéncia dos resultados anteriores obtemos o lema abaixo.

Lema 2.5.3. Sejam uy € CH(Q), ug, g > 0 e suponha que u® > 0 satisfaz (2.2.3). Entdo, para
todo QO CC Q e qualquer T € (0,T)] existem constantes Cy,Co, A > 0 tais que

|Vus(z,t)]* < Cy (us(:c,t)| log u®(z,t)| + Aus(x,t)) para todo x € ', t € [0,T] (2.5.25)

[ug (z,t)| < Cy|logus(z,t)| para todo x € 't € (7,T). (2.5.26)

As constantes Cy e A dependem apenas de dist(€Y,09), N, g, ug, e ||[u®||z=y) € além da de-
pendéncia destas constantes, Cy depende também de 1. E'm particular, estas constantes ndo
dependem de 0 < & < 1.

2.6 Existéncia de solucao fraca

O objetivo nesta se¢ao é demonstrar existéncia de solugao para o problema (2.1.1)) no sentido
de (2.2.1). Para isso é necessdrio justificar a passagem ao limite ¢ — 07 no Teorema [2.6.1| a
seguir. Mais precisamente, iremos demonstrar o teorema com a seguinte redagao.

Teorema 2.6.1. Seja ug € CYQ), uy > 0, e suponha que (u¥)occc1 seja uma familia de
solugoes de (2.2.3)) para cada € € (0,1). Entdo existe uma subsequéncia €; — 0% tal que u® — u
uniformemente em subconjuntos compactos de Qr para alguma fungao u € C(2x [0,T]). Além

disso, a fung¢do u é uma solugdo fraca de (2.1.1) no sentido de (2.2.1)).
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O objetivo do préximo resultado é duplo: nos permite obter estimativa uniforme em & nos

. 1 0 e .
espacos de Holder C, .. e C, .. para uma familia (u)o<.<1 €, por compacidade, encontrar um

candidato para a solucao que é o limite de u® quando ¢ — 0. Além disso, fornece regularidade
6tima para a solucao limite.

Proposicao 2.6.2. Seja u® uma solugao de (2.2.3)), 0 < € < gy com dado inicial uy € L>®(),
up > 0. Entdo, se ¥ CC Q et € (0,T) estao fizados, para todo o € (0,1) existe uma constante
C' > 0 dependendo apenas de Q' ;n,7,T,a e ||ug|| tal que

|uf(z,t) —u(z,s)| < C|t — s|* (2.6.1)

|Vu(z,t) — Vu(y,t)| < Cle —y|® (2.6.2)

para todo x,y € Y et,s € (1,7). Em particular, existe u: 0 x (0,T) — R tal que, a menos de
subsequéncia,

u® — u quando € — 07 localmente uniformemente em Q.

Além disso, u € CI . N C’g’a e satisfaz

Jloc loc

|0vu(z, t)| < Cy|logu(x,t)| para todo x € ', t € [0,T] (2.6.3)

|Vu(z,t))* < Cru(x,t) (A + |logu(z,t)|) para todo x € ', t €[0,T), (2.6.4)

onde a constante Cy depende apenas de N,Q' 7, T e |[ug|/r=) ¢ A é a mesma constante do

Lema 251

Demonstragdo. Iniciemos com a estimativa em t. Defina as fungoes
v(z,t) = uf(x, 1) e w(t) =t/ 2,

Pela Proposigao [2.4.2, Lema m, Teorema do Valor Médio e usando o fato que | log s| < e®s™,
obtemos,
[o(@, 1) —v(z,5)] < C1(2+ a)u(z, )" log u(w, ||t — 5|

2.6.5
< C|t—s]. ( )

Como w é 1/(a + 2)-Holder continua, entdo a composta w o v é Holder continua com mesmo

expoente (Apéndice — Lema |A.15) e de (2.6.5)) temos a estimativa (2.6.1).

Agora, como v € C}(Qy) segue de (2.6.5) e pela imersao compacta

C*(Qr) = C*(Qr)
onde0<zeZel<vy <1 <1que

. 0,00 /5
limu = u € CP, ().

Para a estimativa (2.6.2]) suponha

lyo — xo| < Omax{u(wo, to)"*, u(yo, to)/*} (2.6.6)
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e defina 1, r e & como no Lema [2.5.2|com 7 fixado. Podemos assumir sem perda de generalidade
que
|y0 - .CL’Q| S Gu(xo, to)l/a. (267)

Procedendo exatamente como em [8] (Coroldrio 3.2) obtemos que Vi € C%* em x para algum
0<a<lem B, x (—p/2,0] com p suficientemente pequeno.

Fixe 6 = 1pro(log(1/M))"/? onde |ug||c < M < 1. Supondo que ocorra (2.6.7)) e lembrando
que

A_A

ro = refo > (Llogu(wo, to))"/?

com r <19/2 e L=4/log M, obtemos que

’Z/o —$0|

P
ol p (265)

ou seja, (Yo — xo)/r € Byja.
Um céalculo simples nos permite concluir a partir da definicdo de % que

v (250,0) - via©,0)] < O o - wol)”

e voltando para u,

al
|Vu(yo, to) — Vu(xg, to)| < Cr—>%e™ |yo — x0|*

! (2.6.9)
< Clyo — xo|®.

Por outro lado, se (2.6.6) ndo ocorrer, como consequéncia do Lema segue que

\Vu(yo, to) — Vu(zo, to)| < [Vu(yo, to)| + [Vu(zg, to)]
1

< Clulyo, to) + ulzo, o)) + Culyo, o) log 27—

C to)1
+ Cu(xg, to) log (o 1o)

e sendo u limitada, u7~!log(1/u) é limitada e assim

|Vu(yo, to) — Vu(zo, to)| < C(ulyo, to) + u(xo, to)) + C (u(yo, 150)2_7 + u(xo, t0)2_7>

< C(u(yo, to) + u(wo, to))
< Clyo — wo|™.
Portanto, como u € C?(Q), concluimos de modo andlogo ao feito acima o limite
: La (A
limu® = u € O (Qr)

Joc

para algum 0 < o < 1. [



Capitulo 2 2.6 Ezisténcia de solugdo fraca 57

Com a proposicao [2.6.2, demonstramos a primeira parte do Teorema [2.6.1] Resta mostrar
que o candidato a solucao fraca satisfaz a defini¢ao no sentido (2.2.1]). Para isso, faz-se necessério
termos um resultado de integrabilidade o qual segue abaixo.

Lema 2.6.3. Se u € a fungdo limite da Proposigdo entao

X{u>0} logu € Llloc(QT)'

Demonstragio. Para 0 < € < g, fixemos 0 < ay < 1 satisfazendo f.,(ag) = 0. Sejam ' CC 2
en € CP(Q) taisque 0 <np < 1len=1em . No conjunto Q' x {u® > ap}, B:(u®) é nado
negativa, entdao pelo Lema [2.3.2] temos que

T
/ / 1B ()| dwdt < C.
0 JON{ut>ap}

Logo, ¢ suficiente demonstrar que

T
/ / 1B ()| dwdt < C.
0 JUN{ut<ap}

Para tanto, note que existem constantes M , M > 0 tais que

/0 ' /Q v 130wt < /0 ' /Q B(u)dadt + MT
T ~
_ _/0 /Q nBe(uf)dadt + NT
< —/()T/Qnﬁe(ue)dxdthMT
T I
__ /0 /Q (Ot + (Vus, V) dwdt + MT
_ _/Qn(ue(T) — up) dx—/OT/Q<W,vn>d:cdt+MT

e pelo Lema [2.3.2]
—/Qn(ue(T) —up)dr < C

e ainda usando a Desigualdade Schwarz junto com o Lema [2.3.1] obtemos que

T
- / / (Ve Vi)dedt < C.
0 Q

A conclusao segue do Lema Fatou. O
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Finalmente demonstramos a existéncia - Teorema (2.6.1)).

Demonstracao. Vamos demonstrar que a funcao v da Proposi¢ao|2.6.2é uma solucao no sentido
de (2.2.1)). Para este fim, seja £ : R — R uma fungao suave satisfazendo 0 < {(s) < 1e

1, s>1,
§(s) :{ 0, s<1/2.

Para m > 0 usamos a funcao teste n&(u®/m), n € Cg°(2 x [0, T)) como na definigao ([2.2.4)).
Temos,

[ B et fm)dadt = [ f (r)n()EE (R fm)da — [ uon(0)€(uo/m)da
b s A
- /0 ’ /Q W, (1wl /m)) dwdt (2.6.10)
+/OT/Q(VUE,V(nf(ue/m)»dxdt.

Observemos que a partir de agora toda convergéncia respeita a seguinte ordem: Primeiro
e — 0 e em seguida m — 0. Pelo Lema [2.3.2| e pela Proposicao [2.6.2 segue do Teorema da
Convergéncia Dominada que

lim lim UE(T)T](T)f(UE(T)/m)dJI:/QU(T)T](T)dI (2.6.11)

m—0e—0 JQ

lim lim uon((])f(uo/m)dx:/Quon(O)dx. (2.6.12)

m—0e—=0 /O

Quanto a terceira integral do lado direito de ([2.6.10)),

/{)T/Qusﬁt (né(u®/m)) dedt = /()T/Qusamé(us/m)da:dt—l—;/OT/ngﬁtuenf’(us/m)d:cdt

e com raciocinio andlogo ao usando acima,

lim lim/ /—u Oné(u /m)dxdt = / /u@mdazdt

m—0e—0

Por outro lado, seja Q' CC Q tal que n =0 em (2 \ ') x [0,7]. Entdo o Lema implica
que

1 T
; ueatu€n§'(u5/m)dxdt’ S% sup || sup |¢'| /0 /Q/ X{1/2<us /m<1) U | Opu® |dxdl

T uc
<(J// o<t | log uf|dzdt
< A Q/)({1/23 / gl}m| og u®|dx

= O/o /Q X{1/2<us ym<1}| log u®|dzdt.

Consequentemente,

ufOuné (u s/m)dxdt‘ < C’/ / X{1/2<u/m<1}| log u|dzdt.

hm —
e—=0Mm
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O Lema [2.6.3] e 0 Teorema da Convergéncia Dominada implica que o lado direito da desi-
gualdade acima tende a zero quando m — 0. Portanto,

lim lim /T/Qu‘fat (n&(u®/m)) dedt = /T/Quamdmdt. (2.6.13)
0 0

m—0e—0

Voltando para ,
T T 1 T
/O /Q (Ve V(e (uf /m))) dadt = /0 /Q E(u* fm)(Vu, Vi) dudt-+— /0 /Q Ve 26 (uf fm) dadt.

Com raciocinio analogo ao usado acima, podemos verificar que

lim lim /0 ' /Q £(u Jm) (Vs Vi) dadt = /0 ' /Q (Vu, Vi)dzdt.

m—0e—0

Agora, aplicando o Lema [2.5.1], temos que

1 " 21 ‘ T Ut

— € € dxdt <O/ / we /<1y — (A 1 Nddt

m‘/o /977|Vu & /m)dzdt) < C | | X(/2<uemery (A + [logut|)dz
= C/O /Q, X{l/ZSuE/mgl}(A + | log u®|)dzdt.

Portanto, como consequéncia do Lema [2.6.3| obtemos,

1 T
lim lim — ‘/ / U\Vu5|2§’(u5/m)dxdt’ =0,
0 Jo

m—0e—0 M

o que nos permite concluir o limite abaixo,

lim lim /0 ’ /Q (VY (ne (uf /m)))dadt = /0 ’ /Q (Vu, Vi)dxdt. (2.6.14)

m—0e—0

Agora, usando a convergéncia pontual da fungao S.(u®)né(u®/m) quando € — 0 e o Lema

[2.6.3] vemos que

gllglolli%/o /Qﬁe(u )né(u® /m)dxdt :/0 /Qx{u>0}7710gud:cdt. (2.6.15)
A demonstracao termina usando (2.6.11)-(2.6.15)) em (2.6.10)). O

2.7 Regularidade 6tima

Nesta ultima se¢ao apresentamos nosso resultado de regularidade.

Teorema 2.7.1. Seja ug € C*(Q), ug > 0, e suponha que u seja a solugio limite do Teorema

[2.6.1 Entao,
(i) u(-,t) € CL5 " (Q) para todo t € (0,T);

loc

(i) u(x,-) € CLY0,T) para todo x € Q e para todo o € (0,1). Além disso, se ' CC Q e

loc

7€ (0,7), entao
|0su(z, t)| < Cllogu(x,t)| para todo (x,t) € Q' x (r,T],

onde C =C (7’, dist (€', 0Q), HU||L°°(QT)) :
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Observacao 2.7.2. Recordemos que uma fungdo u € dita log — lipschitz se existir uma cons-
tante C' tal que

[u(z) —u(y)| < Clr —y|log

) ’$_y’<1
|z —y|

Uma vez demonstrada a Proposicao [2.6.2] completamos a regularidade mostrando que o
gradiente da solucao limite é log-lipschitz na variavel espacial. Sintetizamos esse resultado no
teorema abaixo.

Teorema 2.7.3. Seja ug € CH(Q), up > 0 e suponha que u seja o solugio limite de (2.1.1)) do
Teorema [2.6.1. Entdo existem constantes positivas C' e Ry tais que

[Vu(y, to) = Vu(z, to)| < Cly — z[[log |y — x|,
para todo x,y € Q' N Bg,(zg) onde Q' CC Qe <ty <T.

Demonstragio. Fixe zg,y0 € ' N {u(-,t9) > 0} e assuma verdadeira a desigualdade
|z — x0|*|log |z — x0|| < max {u(zo,to), u(vo,to)} - (2.7.1)

Note que, sendo u limitada, podemos assumir u < 1. Além disso, sem perda de generalidade
podemos também assumir u(xg,to) > u(yo, to).
Defina a funcao

(. t) = e T u(re + zo, 1% + to), (2,t) € B, x (—p,0],

onde A, r e rg sdo como no Lema e p > 0 sera fixado posteriormente. Procedendo como
neste lema, existem C, p > 0 tais que

0yt — Au| < C em B, x (—p,0];
0a] < C em B, x (—p,0];
[u| <C em B, x{—p} e 0B, x (—p,0].

Além disso, u(-, to) satisfaz Atu(-,ty) = h em B,, com h satisfazendo todas as exigéncias da teoria
de regularidade do problema de obstaculo desenvolvida em detalhes em [23] (Teorema 2.14 —
Apéndice — Teorema. Assim, deduzimos que V@ é C%! em x com (z,t) € B,jax(—p/2,0].
Dados 19 > 0 (fixado) suficientemente pequeno e yq tais que yo € Q' CC Q e |yg — zo| < 70,
escolha p > 0 tal que
Yo — Zo
r

6 Bp/Q(O)

Entao,

‘va (y“ - xo,o) - va(o,())‘ < CrYyo — |-

r
Voltando para u,

Vulyo, to) — Vu(zo, to)| < Cr=2e7 [yo — ol (2.7.2)

L, 2
= Cry e |L||log u(zo, to)||z — xo|.

Observe que
‘log (|x — x0|?|log |z — IOH)‘ < Cllog |x — ]|
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Usando ([2.7.1]) obtemos,
1 1

u(zo,to) ~ |x — zo|?|log |z — x|

e consequentemente
[log u(wo, to)| < |log (| — zo[?|log |z — ao[)|.
Assim,
| log u(xg, to)| < ’10g (|x — x0]?| log | — x0||)’ < C|log |z — 0|

e de (2.7.2)),
|Vu(z,ty) — Vu(zo, to)| < Clx — x| log |z — x|,

onde C' é uma constante dependendo apenas de rg e p.
Assuma agora que ([2.7.1) nao ocorre. Pela estimativa gradiente (2.6.4) e usando que a

fungdo s — —slog s é crescente para 0 < s < sg, Sg pequeno, obtemos que

IVu(yo, to) — Vu(zo, to)| < |Vu(yo, to)| + |Vu(zg, to)|
<C ((—u(yo, to) log u(yo, to))1/2 + (—u(wo, to) log u(xo, to))1/2>

1 1/2 1 1/2
<C (Iyo — a¢|* log ) (— log <|Z/0 — 20| log ))
|yo—$0| |yo—I0‘

log (= log |yo — l’o|)>1/2

1
< C‘yo — QJ0| logi (2 —+
1Yo — 2o log |yo — 0|

1

< Clyo —$0|10gm

)

como queriamos. O
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Apéndice A

Reunimos neste apéndice os principais resultados utilizados com suas respectivas referéncias
caso o leitor tenha interesse em realizar uma leitura mais detalhada. Além disso, algumas
desigualdades cruciais durante todo o texto.

Teorema A.l. (Desigualdade de Young)([32]) Se a,b,c > 0,p,q >1el/p+1/q=1,

entao
ab? b
ab < — + —.
p q

Quando p = q = 2 a desigualdade acima é chamada de Desigualdade de Cauchy.

Substituindo a e b por e/Pa e e~1/9%h com € > 0 no teorema acima, obtemos o

Teorema A.2. (Desigualdade de Young com c)([32]) Suponha que a,b,c > 0, p,q > 1,
I/p+1/g=1eec >0, entao

caP  e-9/Ppe
ab < — +
p

< eaP + &P,
Em particular, quando p = q = 2, temos

€ 1
<2 2
ab < 2& + 256 ,
chamada de Desigualdade de Cauchy com .

Teorema A.3. (Lema de Fatou) ([12]) Se (uy)nen € uma sucessio de fungoes mensurdveis
ev e w sao fungoes integraveis, entdo:

(1) Seu, <v q.t.p., entdo [ limsupu, > limsup [ u,;
n—o0 n—oo

(13) Se u, > w q.t.p., entdo /li%r_lggf Uy, < lirgr_l}iogf/un.

Teorema A.4. (Teorema da Convergéncia Dominada) ([12]) Sejam (up)nen uma su-
cessao de funcoes mensurdveis e v uma fung¢do integrdvel.

Se lim u, =u e lun| < |g| em q.t.p. para todo n € N, entdo/u = lim [ u,.



Apéndice 65

Teorema A.5. (Principio do Mdxzimo Parabdlico)([16/) Considere uma fung¢io continua
e limitada v : Qr — R tal que O existe em todo ponto de Qr e Du e D?*u existem e sdo
continuas em Qr. Se

atu_Au < 07 QT?
U S O) 8pQT:

entdo u < 0 em Q.

Corolario A.6. (Principio da Comparacdo Parabdlico)([16]) Sejam u e v duas fungoes
continuas, limitadas e diferencidveis com relagio ao tempo e tal que a primeira e sequnda
derivadas com relacao ao espaco sejam continuas. Se

ou—Au < w, Qr,
Qtv—Av Z w, QT7

eu<vem 0,Qr, entio u < v em Qr.

Teorema A.7. (Desigualdade de Hélder)([30]) Sejam w € L, ev € L,. Se 1l <p<oo e
1/p+1/q=1, entao

(i) /|uvy < </|u|p)l/p+ (/|v|q>l/q, (1< p<o0);

(ii) [ el < supessful [ Igl.  (p = o0).

Em (i) quando p = q = 2 a desigualdade é nomeada por Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema A.8. (Teorema 6.1) ([18]) Suponha que exista uma constante ko > 0 tal que

supess u < kg
8pQT

e que
1+k

(k)

|u(k)|QT < ’yku

onde r > ko, v e k sdo constantes positivas e

ulk) = [ 1440t

Além disso, r e q sao numeros reais satisfazendo

r € [2,00], q €12,2,] sen > 2,
r € (2,00], ¢ €[2,00) sen=2,
re€l4,00], g €200 sen=1,

onde 2, = 2n/(n — 2). Entao

supess u < C'
OpQr

onde C' = C(vy,k,7,q,n,T,Q) e

[u® o, = supess |[u(-, )| r2@) + || Vul|12(0p)-
0<t<T
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Teorema A.9. (Teorema do Valor Médio para Integrais) ([19]) Dadas as seguintes
fungoes u,v : [a,b] — R com u continua, temos:

b
(i) Eziste c € (a,b) tal que / u(z)dr = u(c) - (b— a);

a

(ii) Se v € integravel e ndio muda de sinal, existe ¢ € [a,b] tal que
b b
/ u(x)v(x)dx:u(c)/ v(x)dx;
(iii) Se v € positiva, decrescente e com derivada integrdvel, existe ¢ € [a, b] tal que

/a wl)o(@)dz = v(a) / " u(z)da.

Teorema A.10. (Desigualdade de Poincaré) ([14]) Sejam @ C R* e 1 < p < n. Para
todo q € [1,p*] onde p* = np/(n — p) existe uma constante C' = C(n,p,q,|2|) tal que

[u||La) < C||Vul|r) para todo u € Wy ().
Em particular, quando p = q, a estimativa acima é chamada de Desigualdade de Poincaré.

Teorema A.11. (Desigualdade de Sobolev) ([1]) Se 1 < p < n, entao existe uma constante
C' = C(n,p) tal que
[lul| Lo @y < CllDul | oy,

para todo u € Wy* ().

Teorema A.12. (Teorema 2.14 — Regularidade—C"') ([23]) Seja u € L2.(Q) satisfa-
zendo:

Au = f(l'?u)XA(u)a Qa
[Vul = 0, O\A(u),

onde A(u) € um subconjunto aberto de Q e f : Q x R — R satisfaz as sequintes condigoes:
existem constantes C,Cy > 0 tais que

(i) |f(z,t) — f(y,t)| < Cilz — y| para todo x,y € ), t € R;

(i7) f(z,s)— f(y,t) > —Ca(s —t) para todo x € Q, s,t € R, s>1.

Entio u € CoH(Q) e

G < OM (1 + ull @) + [0l =)

para qualquer ' CC Q onde C = C (n,dist(Q,00)) e M = max{1,C}, Cy}.
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Teorema A.13. (Desigualdade de Harnack) (/11]) Seja v uma fungao harmonica nao
negativa. Entdo para todo Y CC §Q, ewxiste uma constante C dependendo apenas de n,§) e Q
tal que

sup u < Cinf wu.
Q7 194

Em particular,

Suly) < ula) < Culy)

para quaisquer x,y € .

Teorema A.14. (Desigualdade de Harnack — Poisson) ([31]) Sejaw > 0 tal que Au = f
em B1(0) e suponha que f € L*(B1(0)). Ezxiste uma constante C = C(n) > 0 tal que

sup u < C( inf U+||f||Loc<Bl<o>>>-
By 5(0) By/2(0)

Demonstragio. Defina a fungao

v(z) = /n f(y)pc—(;rﬁdy

onde C/ (|z — y|"?) é solugdo fundamental da equaciao de Laplace e

: | f(z), xe B(0),
F= { 0, zeRN\B0).

Temos que Av = f em B;(0) e

1
p@) <l [, ety "
< Ol f Lo (B1(0))-
Agora, como v é limitada, a funcao w := u — v satisfaz
w>—C e Aw=0, B0).
Logo, podemos aplicar o Teorema aw+C em B /2(0) para concluir que

supw < C inf w.
B1(0) B1(0)

Portanto, usando propriedades do supremo e do infimo junto com (A.1]), segue que

supu < C'( inf u—+ o ,
supu< € inf ut o

onde usamos que w < u. UJ
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Lema A.15. Para quaiquer r,s € R e um numero real 0 > 1,
’7‘1/9 . 81/0‘ < C|7” . S|1/9
onde C' € uma constante positiva.

Demonstragdo. Defina a funcao
f(r,s) = |rt/? —s9° — Clr — s|.
Sem perda de generalidade podemos supor que s < r. Temos,
0—1
O, f(r,s) = pl/0-1 (rl/e o 51/9) _C.
Observe que

0—1
rl/0 _ 31/9)
1

o
SCONN

1/6-1 (Tl/e _ 31/9)0_1 <1

e assim, a fungdo g(r) = f(r, s) tem derivada negativa ao escolhermos C' > 1, mostrando que g
¢ decrescente, ou seja, g(r) < g(s). O

p1/0-1 (Tl/e B 31/9)9_1 _ (

Logo,

Lema A.16. Se u > 0 € a primeira autofun¢do associada ao problema de autovalor com
condicao de Dirichlet,

(A.2)

—Au = Adu,
u = 0, 011,

entao u satisfaz (|1.3.7)).

Demonstragio. Pela teoria de regularidade para equacoes elipticas, temos que u € C?(Q2) uma
vez que 2 é um dominio limitado suave. Resta demonstrar que o quociente |Vu|?/u é limitado.
Para este fim, suponha que

[Vul?
u

> A1, (A.3)

onde \; > 0 ¢é o primeiro autovalor associado a u. Por hipétese, u é a primeira autofungao do

problema (A.2). Assim,
/ |Vul? :)\1/ u. (A4)
Q Q

Agora, de (A.3)) e (A.4) obtemos o absurdo

Al/UZC/u>)\1/u,
Q Q Q

como queriamos. O
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