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Resumo

Neste trabalho, fazendo uso da representacio matricial para particbes com diferentes restrigoes,
construimos tabelas que nos fornecem varias conjecturas. As demonstragoes destas conjecturas

correspondem a grande parte desta tese. Apresentamos, também, a solugdo de duas conjecturas
dadas por Andrews.

Palavras-chave: particoes de inteiros; representacdo matricial para parti¢coes; fungoes mock

theta; indice de paridade para particoes.



Abstract

In this work, using the matrix representation for partitions with different restrictions, we have
built tables that provided us with several conjectures. The main results of this thesis are the

proofs for those conjectures. We also present the solution to two conjectures given by Andrews.

Keywords: integer partitions; matrix representation for partitions; mock theta functions; parity

index for partitions.
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Introducao

Os fundamentos da Teoria de Parti¢gdes tiveram inicio com Euler no século XVIII, quando
provou alguns refinados e significativos teoremas sobre partigoes. Outros matematicos como
Hardy, Jacobi, Lengendre, Ramanujan, Schur e Sylvester colaboraram com o desenvolvimento da
teoria. Dentre estes destacamos Srinivasa Ramanujan, matemético nascido num vilarejo da India.
Ele passava o dia todo fazendo contas e férmulas que anotava em seus cadernos. Em uma carta
enviada a Hardy, apresentou a descri¢do sobre sua demonstracao de 120 teoremas que muitos
almejavam resolver. Com a presenca de Ramanujan em Londres, ele e Hardy conseguiram varios

resultados de grande importancia na Teoria de Ntumeros.

Trés meses antes de sua morte precoce, que ocorreu pouco depois de sua volta para
a India, Ramanujan enviou outra carta para Hardy que continha as chamadas fungdes Mock
Theta. Nesta carta, Ramanujan nao apresentou uma defini¢do formal para tais fungoes, mas
afirmou algumas identidades e propriedades assintéticas. Andrews [2], Gordon [13], Selberg [17]
e Watson [19], entre outros, provaram as afirmagoes feitas por Ramanujan, dando férmulas de

transformagoes que as unem e interpretacées combinatérias de seus coeficientes.

No ano de 2011, em [15], Santos, Mondek e Ribeiro apresentam uma nova maneira de
caracterizar particoes, a partir de matrizes de duas linhas, exibindo duas diferentes representagoes
matriciais para parti¢des irrestritas, uma delas fornecendo uma descri¢do para a particdo conju-
gada. No ano de 2014, em [7], Brietzke, Santos e Silva, usando matrizes de duas linhas, apresentam

interpretagoes combinatérias para as fungdes mock theta estabelecidas por Ramanujan.

Neste trabalho, no primeiro capitulo, apresentamos os conceitos de particdo, funcao
geradora, representagdo matricial e enunciamos as identidades de Rogers-Ramanujan que serao

utilizados ao longo do texto.

No segundo capitulo, dispondo das parti¢oes com partes congruentes a +1 e a +2 (mod 5)
construimos representaciao matricial para estes dois tipos. Os resultados das somas, definidas
utilizando as entradas da segunda linha destas matrizes, organizamos em tabelas e pela observagao

destas encontramos relagdes interessantes.

No terceiro capitulo, baseado na representagao matricial das versoes sem sinais das fungoes
mock theta ¢ e 1, [7], construimos as tabelas para cada uma destas fungoes, através de somas

definidas a partir da segunda linha das matrizes, obtendo alguns resultados.

No quarto capitulo, apresentamos solugoes para os Problemas 5 e 6 conjecturados por
Andrews em [3]. Ressaltamos que para a solugdo do segundo problema utilizamos o conceito de
representacdo matricial para particoes. Parte dos resultados apresentados neste capitulo estao
contidos no artigo Parity indices and two-line matrix representation for partitions, [9], publicado

na Trends in Applied and Computacional Mathematics.
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1 Preliminares

Neste capitulo apresentamos os conceitos de particio, funcdo geradora e representagao
matricial. Além disso, enunciamos as identidades de Rogers-Ramanujan muito conhecidas na
Teoria de Parti¢oes. Todos os assuntos aqui abordados, encontram-se em [1], [16] e [15], e serdo

necessarios para o entendimento do nosso trabalho.

1.1 Particao

Nesta secdo apresentamos o conceito de particdo, sua representagdo grafica e alguns

resultados da Teoria de Partigoes.

Definicao 1.1. Uma particio \ de um inteiro positivo n é wma sequéncia finita ndo crescente
T

de inteiros positivos X\ = (A1, Aa, -+, \p), tal que Z A = n. Cada )\ € chamado de parte da
I=1

particao.
Exemplo 1.1. Para n =5 as suas respectivas particoes sao: (5), (4,1), (3,2), (3,1,1), (2,2,1),
(2,1,1,1) e (1,1,1,1,1).

Denotamos por p(n) o nimero de partigdes de n. Assim, do Exemplo 1.1 temos que
p(5) = 7. Dada uma partigdo A do inteiro positivo n podemos representd-la por um conjunto
de pontos (ou quadrados), colocados em linhas, tal que cada linha de pontos (ou quadrados)
representa uma parte da particdo, em ordem nao crescente. Esta representacdo recebe o nome de

Grdfico de Ferrers (ou Diagrama de Young).

Exemplo 1.2. Consideramos a particao A = (5,4,4,3,2) de 18 entao seu grdfico de Ferrers é

representado abaixo

Figura 1 — Gréafico de Ferrers de (5,4,4,3,2).

Dada uma particdo denominamos de Quadrado de Durfee o maior quadrado que podemos
encaixar no seu grafico de Ferrers. Do exemplo acima, o quadrado de Durfee tem lado de tamanho

3, como na figura abaixo
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Figura 2 — Quadrado de Durfee de (5,4,4,3,2).

Se na representacao grafica de uma particio A de n trocamos as linhas pelas colunas,
obtemos uma particdo chamada de conjugada da particio considerada, a qual denotamos por \.
Do Exemplo 1.2 temos que X' = (5,5,4, 3,1). Dizemos que uma partigdo A é autoconjugada se
A=)\,

Nas proposicoes abaixo ilustramos resultados envolvendo o conceito de conjugada de uma

particao.

Proposigao 1.1 ([16]). O nidmero, pi(n), de particies de n tendo k como a maior parte € igual

ao numero, qi(n), de particoes de n com exatamente k partes, isto €, pr(n) = qx(n).

Demonstragdo. Usando o conceito de conjugada, temos que toda particdo que possui k como
maior parte é associada a uma particdo que possui exatamente k partes. Da mesma forma, toda
particdo que possui k partes é associada a uma particdo que possui k como maior parte. Portanto,

pr(n) = qi(n). O

Proposigao 1.2 ([16]). O nidmero de parti¢ées autoconjugadas de n € igual ao nimero de

particées de n em partes impares distintas.

Demonstragdo. Provamos o resultado utilizando uma transformacido. Para ilustrarmos tal trans-
formacao consideramos a particdo autoconjugada (6,5,5,4,3,1) de 24. Abaixo temos seu grafico

de Ferrers.

Figura 3 — Gréfico de Ferrers de (6,5,5,4,3,1).

Notemos que o nimero de pontos dentro de cada uma das areas limitadas é impar e estes
nimeros sdo necessariamente distintos. Neste caso, temos (11,7,5,1). Reciprocamente, dada a
partigao (11,7,5,1) em partes impares distintas, podemos colocar cada parte numa disposi¢ao

semelhante a da Figura 3, obtendo o gréafico da particao autoconjugada (6,5, 5,4, 3,1). ]
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1.2 Funcao Geradora

Nesta secdo exibimos uma das principais ferramentas para a solucdo de problemas
de contagem, fungdo geradora. Esta ferramenta teve origem nos trabalhos de A. De Moivre
(1667 — 1754), sendo aplicada por L. Euler (1707 — 1783) em problemas de Teoria Aditiva de
Numeros, especialmente na Teoria de Partigoes.

Definigao 1.2. Uma série de poténcias é uma série infinita da forma Z anqg", com a; numeros
n=0
reais, para t = 0,1,2,3,---, e q varidvel.
Definigao 1.3. Sea;, parat = 0,1,2,3,---, é o numero de solugées de um problema combinatorio,
a funcao geradora para tal problema € a série de poténcias Z anq".
n=0
No exemplo abaixo apresentamos algumas funcbes geradoras e os tipos de partigoes

geradas.

Exemplo 1.3. Na tabela abaixo temos algumas fungoes geradoras.

Fungoes Geradoras Particoes de n em partes
S|
Z p(n)q" = H 1= ) irrestritas
n>0 i (14
o0
Z pa(n)q" = H(l +q") distintas
n=0 k=1
- 1
Z Po(n)q" = H 7<1 — ) impares
n=0 k=0 q
= 1
Z pe(n)q" = H T on pares
n=0 k=1 (1-¢*)

As seguintes notacoes serdo usadas ao longo do texto.

(a;q)n = {1’ "

(1-a) (1-ag)--(1—ag"™"), n>1

(@;9) = lim (a;q)n = [ [(1 —ag").

n—0o0
n=0

As fungoes geradoras apresentadas no Exemplo 1.3 podem ser reescritas como:

L1
Eop(”)q (69w
Yipan)g" = (~¢:0)w
n=0

.1
;()po(n)q ()

1

> peln)g”

- 2. 2
= (% 4%
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A seguir apresentamos um resultado em cuja prova usamos o conceito de funcéo geradora.

Proposicao 1.3 ([16]). O ndmero de particoes de n em partes distintas é igual ao nimero de

particoes de n em partes impares.

Demonstracdo. Pelo Exemplo 1.3 temos que a fungao geradora para partigoes em partes distintas

é dada por
e¢]
[+ (1.1)
k=1

e que a funcao geradora para partigoes em partes impares é

- 1
I =y (12)

Vamos provar que essas duas expressoes sdo iguais. De fato,

- no 17 A+d)A—db)
k=1(1+Q) - IE (1_qk)

(1-¢)A-¢"H1-¢") 1 =g
(1= —=¢*)1—-¢*(1—g"(1—¢*)(1—¢b)---
1

—~
—_
|

)
~—
—~
—_
|
Q
w
~—
—~
=
|
S
ot
~—
—~
=
|
Q
P}
~—

1.3 Representacao Matricial

Nesta se¢ao introduzimos uma nova maneira de representar as partigoes, na forma de
matrizes de duas linhas, que foi introduzida em [15]. Os autores apresentam duas interpretagoes

para particdes irrestritas como matrizes de duas linhas, enunciadas nos dois préximos teoremas.

Teorema 1.1 (Teorema 4.1, [15]). O nidmero de partigoes irrestritas de n é igual ao nimero de

Cc1 Co Cg (13)
di dy - dy ’ '

comcs =0, ¢, = g1 + dir1, € a soma de todas as entradas igual a n.

matrizes de duas linhas da forma

Teorema 1.2 (Teorema 4.3, [15]). O nidmero de partigoes irrestritas de n € igual ao nimero de

Cc1 Co Cg (14)
di dy - dy ’ '

matrizes de duas linhas da forma
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sendo dy # 0, ¢t =2 1+ ¢i11 + dii1, € a soma de todas as entradas igual a n.

As provas sao apresentadas a partir de outros resultados. Em [6] encontramos provas
bijetivas destes teoremas. Para o primeiro teorema a bijecdo é construida de tal maneira que
a soma das entradas de cada coluna da matriz é uma parte da particdo. Abaixo ilustramos tal

resultado através de um exemplo.

Exemplo 1.4. Consideramos a parti¢io (7,6,6,4,3,3,2,1) de 32 sua matriz associada é

6 6 433210
. (1.5)
1 0 210111

Notamos que o elemento d;, da sequnda linha da matriz, nos fornece a multiplicidade
da parte t, com 1 <t < 8, na conjugada da parti¢io associada, ou seja, (8,7,6,4,3,3,1) € a

conjugada da particao (7,6,6,4,3,3,2,1).

Para o segundo teorema, no exemplo abaixo, apresentamos a particdo e sua matriz
associada. Notamos que a matriz é apresentada como soma de outras matrizes onde a primeira
representa a quantidade de pontos no quadrado de Durfee e as outras representam as quantidades

das partes 1, 2, 3 e 4 abaixo do quadrado de Durfee na particdo e na sua conjugada.

Exemplo 1.5. Abaizo temos a particao (6,5,5,4,3,3,1) de 27 e sua matriz relacionada pelo

Teorema 1.2.

11 8 4 1
(6,5,5,4,3,3,1) «
1020
753 1 000 0 000 0 2 2 0
= + + +
<00 00) (10 00> (oo 00) (00 2
000 1000 0000 111
+ - - -
(oo 00) <00 00) (00 00) (00 0
000 0
+ .
000

Figura 4 — Gréfico de Ferrers de (6,5,5,4,3,3,1).
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Uma representacao similar também foi usada para descrever os coeficientes das fungoes
Mock Theta ou de suas versoes sem sinal. Em [7], os autores apresentam caracterizagoes destas
matrizes, auxiliando na andlise dos coeficientes de cada uma destas fungoes. No teorema abaixo

ilustramos uma destas representagoes.

Definicao 1.4. A fungao mock theta de ordem 5, p(q) é definida por

n(n+1)

i q,qnq 2

n—0 q; 94 n+1

Teorema 1.3 ([7]). O coeficiente de q" na expansio da versao sem sinal de p(q) é igual ao

numero de elementos do conjunto de matrizes da forma
C C DY C
b ], (1.6)
di dy - dy
com entradas inteiras ndo-negativas somando n e satisfazendo
cs = 0
¢t = Gt + 1+ 2dipq, comize{l,2} el <t <s—1.

1.4 Identidades de Rogers-Ramanujan

As mais conhecidas identidades em Teoria de Particdo sdo as identidades de Rogers-

Ramanujan enunciadas abaixo.

—(asq (¢:6°)(q" 0°)0

€
A 1 (18)
= (a5n (@®56°)0(4® 1 4°)0

A primeira nos diz que o niimero de parti¢oes de n em partes 2-distintas é igual ao niimero
de partigoes com partes congruentes a +1 (mod 5). E a segunda que o ntimero de partigdes de n
em partes 2-distintas maiores do que ou iguais a 2 é igual ao nimero de particbes com partes
congruentes a +2 (mod 5). Tais formulas foram descobertas, inicialmente, por Rogers em 1894,

anos depois Ramanujan as conjectura (de maneira independente).
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2 Particoes com partes congruentes a
+ 1(mod 5) e + 2(mod 5)

Em [15], os autores estabelecem uma nova maneira de representar alguns tipos de partigoes,
por meio de matrizes de duas linhas. Neste capitulo, tendo como base as partigdes com partes
congruentes a +1 (mod 5) e a +2 (mod 5) construimos uma representagdo matricial para cada
um destes tipos de particoes. A partir destas matrizes conseguimos definir somas utilizando as
entradas da segunda linha. Tais resultados organizamos em tabelas e pela observagao encontramos

novos resultados. Em todos as secoes deste trabalho consideramos n € N.

2.1 Particdes com partes congruentes a +1 (mod 5)

Considerando a primeira identidade de Rogers-Ramanujan

n

o0 2

q 1
2~ ), LT A2 3
n=0 ) n ) 09 ) o]

que nos diz que o numero de particbes de n em partes 2-distintas é igual ao niimero
de partigdes com partes congruentes a +1 (mod 5), construimos uma representagido matricial
para as parti¢oes com partes congruentes a +1 (mod 5). Salientamos que em [15], 0s autores

apresentam uma representacdo matricial para as particoes de n em partes 2-distintas.

2.1.1 Representacdo matricial para particdes com partes congruentes a +1 (mod 5)

Nesta subsecao construimos a representacao por meio de matrizes de duas linhas, para as
parti¢oes cujas partes sdo congruentes a +1 (mod 5). No teorema abaixo exibimos tal represen-

tacao.

Teorema 2.1. O numero de particoes de n em partes congruentes a +£1 (mod 5) € igual ao

numero de matrizes de duas linhas
A= ¢t €2 -+ Cs—1 Cs ’ (21)
dl d2 e ds—l ds

em que suas entradas inteiras ndo negativas somam n e satisfazem as sequintes relacoes:

cs = ¢c.1=0,ses=22eccs=0ses=1 (2.2)

Cc2i—1 = b-dojy1+5-doiz+...; (2.3)
do; do;

Coi = 5-M+5' 22_44-...; (2.4)

4 | d, se té par.
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Demonstragdo. Primeiramente, consideramos R; o t-ésimo nimero natural congruente a +1

(mod 5), isto é, para todo t = 1 temos que t = 2i — 1 ou t = 24, com i > 1, ou seja,

Rt=R2171=5'(i—1)+1 ou Rt=R2i=5'(i—1)+4.

Dada uma parti¢ao de n em partes congruentes a +1 (mod 5), suponhamos que Ry seja

sua maior parte, com s um ndimero par (o caso em que s é impar é andlogo), entao,

n = j1-Ri+jo- Ro+---+js-Rs, comj =20, paral <t <s
j1(5-0+1)+j2(5-0+4)+j3(5-1+1)+j4(5-1+4)+~--+js(5~(8—
s—2

2
. . . S
#5(0 - jo+ 1o ja+ 2o+ o+

>+4)

= 5(0-j1+1~j3+2-j5+---+( )'jsfl)*’(jl‘|‘j3+j5+“'+js—1)

257 ) AU e+ o e+ ).
Facilmente, vemos que podemos associar a particdo acima a uma tnica matriz do tipo
(2.1), satisfazendo as condigoes (2.2) a (2.4), com d; = j; se t é impar e d; = 4j; se t é par.
Reciprocamente, a partir da entrada d;, com 1 < t < s, de qualquer matriz do tipo (2.1)
satisfazendo as mesmas condigoes, consideramos j; = d; se t é impar e j; = Zt se t é par. Entao,
n=yj1 R+ +js- Rs é uma particio de n em partes congruentes a +1 (mod 5).
O

Exemplo 2.1. Consideramos a parti¢io (14,14,11,11,11,6,6,6,1,1,1,1) de 83. Vamos cons-
truir a matriz associada. Notamos que Rg = 14 é a maior parte congruente a +£1 (mod 5), logo

a matriz associada terd 6 colunas. Entao,

R U U U IR e TS

Ji Ry J2 R J3 R3 J4 Ry Js Rs Je Rs
Assim,

e di=j1=4 e c;=5-d3+5-ds=15+15=30

e do=4-j5=0 002=5-%+5-%=0+10=10

o dy=j3=3 o c3="5-ds =15

e di=4-j4=0 .C4=5-%:10

o ds=j5=3 e c5=0

o ds=4-js=8 o 5= 0.

Portanto, a matriz é dada por
c1 Cy €3 C4 C5 Cg B 30 10 15 10 0 O (2.5)
dy dy d3 dy ds dg 4 0 3 0 3 8) '

Agora, dada a matriz (2.5) para obtermos a parti¢io associada olhamos para a sequnda

linha da matriz, ou seja, para cada di, com 1 <t < 6. Assim, a maior parte congruente a
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+1 (mod 5) da particio desejada é Rg = 14. Entao,

30 10 15 10 0 0

4 0 3 0 3 8
N~ Y~ Y~ Y~ Y~ =

Ji 4-j2 J3 4-j4 Js 4-je

Logo, obtemos
Ji-Ri+jo-Ro+j3-R3+js-Ri+J5-Rs+jo-Re=4-1+0-4+3-64+0-9+3-11+2-14.
Portanto, a parti¢io associada é (14,14,11,11,11,6,6,6,1,1,1,1).

Exemplo 2.2. Na tabela abaizo, para n = 10 apresentamos as particoes com partes congruentes

a +1 (mod 5) e suas respectivas matrizes associadas pelo Teorema 2.1.

Particoes de 10 com partes = +1 (mod 5) Matrizes

6. oot

(6,4)

(6,1,1,1,1)

)
0
)
4
(4,4,1,1) (

(4,1,1,1,1,1,1)

0
(1L,1,1,1,1,1,1,1,1,1)

2.1.2 Construcdo da tabela referente a representacao matricial do Teorema 2.1

De acordo com a representacao matricial da subsecao anterior, para um n fixo, classificamos
suas parti¢oes em partes congruentes a +1 (mod 5) conforme a soma de cada entrada d;, para
t impar e Zt para t par, da segunda linha da matriz associada a cada parti¢do. Por meio da
ocorréncia de cada nimero nestas somas descritas, organizamos os dados na tabela abaixo. A
entrada na linha n e coluna n — k é o nimero de vezes que k aparece como resultado de tais

somas.
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Exemplo 2.3. Do Exemplo 2.2, temos que

Partigoes de 10 com partes = +1 (mod 5) Matrizes Z(d%H + %)
0 5 00
(9,1) 2
1 0 0 4
5 0 O
(6,4) 2
0 4 1
5 0 0
(6,1,1,1,1) g
4 0 1
0 0
(4,4,1,1) 4
2 8
0 O
(4,1,1,1,1,1,1) ( > 7
6 4
0
(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) ( ) 10
10

Para uma melhor compreensao dos dados da Tabela 1 temos a seguinte definigao.

Definigao 2.1. Para todo k > 1, consideramos p4y(s) (n, k) o numero de particoes de n em k

partes congruentes a £1 (mod 5).

Exemplo 2.4. Da Definicio 2.1, olhando a linha n = 10 da Tabela 1, da direita para a esquerda,

01112314516
1011010

temos que p11(5)(10,1) = 0, p415)(10,2) = 2, p11(5)(10,3) = 0, p4y(5(10,4) = 1,
pi1(5)(1075) =1, pil(S)(107 6) =0, p-_i-l(B)(l():?) =1, pi1(5)(1078) =0, pi1(5)(107 9) =0ce
P+1(5)(10,10) = 1.

2.1.3 Novos resultados

Nesta subsecao apresentamos resultados obtidos a partir da observacao da Tabela 1.
Dentre estes destacamos os que expressam relagoes com os niimeros triangulares. Primeiramente,
notamos que a partir de certos valores de n os dados nas colunas se tornam constantes. Assim,

temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.1. Para todon = 2 e i = 0 temos que
(a) pris(dn—2,n—1) = piy5@n—2+i,n—1+1)
(b) pi1(5) (4n, T'L) = pi1(5) (4n + i, n + Z)

(¢) p+is)(4n,n —1) = piys(dn +i,n —1+1)

Demonstragao. Provamos os itens (a) e (¢), sendo a prova do item (b) andloga a do item (a).
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(a) Fixado i, para particionarmos 4n — 2 + i em n — 1 + i partes congruentes a +1 (mod 5),
devemos ter pelos menos ¢ partes de tamanho 1. De fato, suponhamos que existam ¢ — 1

partes de tamanho 1. Entéo,
1-i—-1)+4-(n—1+i—(t—1))=4n—1+1,

o qual é maior que 4n — 2 4 ¢. Assim, eliminando ¢ partes de tamanho 1 de uma particao

contada por p.(5)(4n—2+1i, n—1+1), obtemos uma particio contada por p. (5 (4n—2,n—1).

Reciprocamente, adicionando ¢ partes de tamanho 1 em um partigdo contada por

P+1(5)(4n — 2,mn — 1), obtemos uma partigdo contada por pis)(4n —2 +i,n — 1 +1).

(¢) Primeiramente, vamos garantir que existam pelo menos i partes de tamanho 1 em uma
particao contada por D+1(5) (4n +i,n — 1 +4). Suponhamos que existam i — 1 partes iguais
a 1. Entdo, as n partes restantes devem ser maiores do que ou iguais a 4 e somarem 4n + 1.
Notamos que nesta particdo nao existird uma parte de tamanho 9, pois caso contrario,
9+4-(n—1) =4n+5 > 4n+ 1. Assim, existem partes de tamanho 4 e 6. Logo, precisamos
resolver a equacao 4r+6s = 4n+1 sobre a condicao r+s = n, para r, s € N. Claramente, tal
equagao nao possui solugdo. Assim, dada uma parti¢ao contada por p,qs) (An+i,n—141)
retirando 7 partes de tamanho 1 obtemos uma partigdo contada por p.i)(4n,n — 1).
Reciprocamente, acrescentando i partes de tamanho 1 a qualquer particdo contada por

P+1(5)(4n,n — 1) obtemos uma parti¢do contada por py(5)(4n +d,n — 1 +1).

O

Exemplo 2.5. Para ilustrarmos a bije¢io do item (a) da Proposicao 2.1 consideramosn =17 e
i = 3. Entao,

Py 1(5)(26,6) P11(5)(29,9)

(21,1,1,1,1,1) | (21,1,1,1,1,1,1,1,1)
(16,6,1,1,1,1) | (16,6,1,1,1,1,1,1,1)
(11,11,1,1,1,1) | (11,11,1,1,1,1,1,1,1)
(11,6,6,1,1,1) | (11,6,6,1,1,1,1,1,1)
(9,4,4,4,4,1) | (9,4,4,4,4,1,1,1,1)
(6,6,6,6,1,1) | (6,6,6,6,1,1,1,1,1)
(6,4,4,4,4,4) | (6,4,4,4,4,4,1,1,1)

Observacgao 2.1. Ao observarmos a primeira diagonal da Tabela 1, que contabiliza o numero
de particoes com exatamente uma parte congruente a +1 (mod 5), claramente P+1(5) (n,1) =1

se, e somente se, n = +1 (mod 5).

Os seguintes resultados obtemos observando os dados da segunda diagonal da Tabela 1.

Proposicao 2.2. Para todo n temos que pi15)(5n,2) = n.
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Demonstragdo. A fim de particionarmos 5n em exatamente duas partes congruentes a
+1 (mod 5), notamos que uma parte deve ser congruente a 1 (mod 5) e a outra a 4 (mod 5).
Assim, escrevemos

m=5+5+--+5+5=(1+4)+(1+4)+ - +(1+4)+(1+4).

~
nvezes

Se separarmos a soma acima em qualquer posi¢do entre um 1 e um 4 e somarmos as

partes antes e depois desta separacao, novamente temos duas partes, uma congruente a 1 e a

outra congruente a 4 (mod 5), caso contrario, nao teriamos partes congruentes a +1 (mod 5).
Como podemos realizar esta separacdo de n maneiras diferentes, temos o resultado desejado.

O

Proposicao 2.3. Para todo n temos que
P+1(5)(5n — 3,2) = p11(5)(5n + 3,2) = p(n + 1, 2).

Demonstragao. Para provarmos a primeira igualdade, seja (A1, A2) uma particdo contada por
P+1(5)(5n — 3,2), notamos que ambas as partes devem ser congruentes a 1 (mod 5). Por outro
lado, uma particao (u1, p2) contada por pi1(5)(5n + 3,2) possui ambas as partes congruentes
a 4 (mod 5). Claramente, (A1 + 3, A2 + 3) serd uma particio contada por pi(5)(5n + 3,2) e
(1 — 3, p2 — 3) uma particdo contada por p,y(5)(5n — 3,2).

Para provarmos a segunda igualdade, consideramos uma partigdo (u1, p2) contada por

P+1(5) (51 + 3, 2), isto ¢, sendo 1,5 > 1

w1+ p2 =5m+3
(B5(r—1)+4)+(B(s—1)+4)
(5r —1) + (5bs — 1)

m+3

m+3

ou seja,
r+s=n+1.

Entao, o nimero desejado é igual o nimero de particoes de n em exatamente duas partes, ou
seja, p11(5)(5n +3,2) = p(n + 1,2).
O

Exemplo 2.6. Para ilustrarmos o resultado da Proposicdo 2.3 consideramos n = 9. Entao,

Pii(5(42,2) | Piygs)(48,2) P(10,2)
(41,1) (44, 4) (5-9-1,5-1—1) | (9,1)
(36, 6) (39,9) (5-8—-1,5-2—1) | (8,2)
(31,11) (34,14) | (5-7—-1,5-3-1) | (7,3)
(26, 16) (20,19) | (5-6—1,5-4—1) | (6,4)
(21,21) (24,24) | (5-5—-1,5-5—1) | (5,5)
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Olhando os dados da terceira diagonal da Tabela 1 conseguimos os resultados abaixo.
Dentre estes, destacamos os que apresentam relacées com os niimeros triangulares. Para o préximo

teorema necessitamos do seguinte lema.

Lema 2.1. Para todo n = 1 temos que

(a) O ndmero de particoes de 10n + 1 em exatamente trés partes congruentes a +£1 (mod 5)

cuja diferenca entre as duas maiores partes é menor do que 5 € igual a n, denotado por

pi‘rll(g\)2<5(10n +1,3) =n.

(b) O nimero de particoes de 10n + 6 em exatamente trés partes congruentes a +1 (mod 5)

cuja diferenca entre as duas maiores partes é menor do que 5 € igual a n + 1, ou seja,

pill()32<5(10n +6,3) =n+1.

Demonstragao. Provamos o primeiro item, sendo o outro analogo. Seja (A1, A2, A3) uma particao

contada por p +1(E;\)2<5(10n + 1,3). Observamos que duas destas partes devem ser congruentes a 1

(mod 5) e a terceira congruente a 4 (mod 5). Assim, temos trés possibilidades:

(1) A1, Aa=1 (mod 5) e A\3=4 (mod 5) = A\; — A2 = 0;
(2) )\1 =4 (mod 5), )\2, )\3 =1 (mod 5) = )\1 — AQ = 3;
(3) A1, A3=1 (mod 5) e doa =4 (mod 5) = A} — Xg = 2;
Para o caso (1), suponhamos que A\; = 5(k; —1) + 1, Ao =5(k1 — 1) + 1 e A3 = 5(ks — 1) + 4,
com ki > k3 = 1. Assim,
10n+1 = AN +A+A3= (5k1—4)+(5k‘1—4)+(5]{33—1)
10n +10 = 5(2k; + k3)

2n +2 = 2k1 + k3 (2.6)

Para que a equagao (2.6) tenha solugao, devemos ter ks par, isto é, k3 = 25, com j > 1. Logo,

precisamos encontrar o nimero de solugdes da equagao
2n+2 = 2k +2j
ou ainda, encontrar o niimero de solugoes de

n+1 = ki +j,comj=lek; > 2j.

(l.a) Sen =0 (mod 3) entdo n = 31, com [ > 1 e k; +j = 3l + 1. Neste caso, temos uma solugéo

para todo j <[, isto é, [ = [n?)J + 1 solugoes;

(I.b) Sen=1 (mod 3) entdon =3l —2, com | > 1 e k1 + j = 3l — 1. Neste caso, temos uma

solucdo para todo j <[ —1,isto é, [ = { J solugoes;
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(I.c) Sen=2 (mod 3) entdon =3l —1,com ! > 1 e k; +j = 3l. Neste caso, temos uma solugdo

para todo j <[ —1,isto é, 1 = Vl?)J solugoes.
Para o caso (2), suponhamos que \; = 5(k1 —1)+4, Ao =5(k1—1)+1e A3 =5(ks—1)+1,
com ki = k3 = 1. Assim,

10n+1 = A +X+X3=(5k1 — 1)+ (5bk1 —4) + (5ks — 4)
10n+10 = 5(2k; + k3)
2n+2 = 2ki+ k3 (2.7)

Para que a equagao (2.7) tenha solugao, devemos ter ks par, isto é, k3 = 25, com j > 1. Logo,

precisamos encontrar o niimero de solucdes da equacao
2n+ 2 =2k, + 25
ou seja, encontrar o numero de solucbes de

n+1l=k +j,comj=1lek = 2j

(2.a) Sen =0 (mod 3) entao n = 31, com [ > 1 e k; +j = 3l + 1. Neste caso, temos uma solugao

n
para todo j <, isto é, [ = {3J + 1 solugoes;

(2.b) Sen=1 (mod 3) entdon =3l —2, com [ > 1 e k; +j = 3l — 1. Neste caso, temos uma

n
solucdo para todo j <, isto é, [ = {SJ solugoes;

(2.c) Sen=2 (mod 3) entaon =3l —1,com ! > 1 e k; +j = 3l. Neste caso, temos uma solucao

para todo j <, isto é, [ = VLBJ + 1 solugoes.
Para o caso (3), suponhamos que \; = 5(k1—1)+1, Ao = 5(k1—2)+4 e A3 = 5(ks—1)+1,
com ki > k3 > 1. Assim,

10n+1 = )\1+)\2—|—)\3=(5k1—4)+(5k‘1—6)+(5]{33—4)
10n +15 = 5(2k1 + k3)
2n+3 = 2k + k3 (2.8)

Para que a equagédo (2.8) tenha solugdo, devemos ter k3 impar, isto é, ks = 25 — 1, com j > 1.

Logo, precisamos encontrar o nimero de solugdes da equagao
n+3=2k+25—-1
ou ainda, encontrar o nimero de solugdes da equagao

n+2=k +j,comj>=leky >25—1.

(3.a) Sen =0 (mod 3) entdo n = 3/, com | > 1 e ky +j = 31+ 2. Neste caso, temos uma solucio

-1
para todo j <[, isto é, [ = [n?)J + 1 solugoes;
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(3.b) Sen=1 (mod 3) entdon =3l —2,com [ > 1 e k; + j = 3l. Neste caso, temos uma solugao
para todo j <, isto é, [ = Vl;J + 1 solucoes;
(3.c) Sen=2 (mod 3) entdao n =3l —1,com [ > 1 e k; + j = 3l + 1. Neste caso, temos uma
-1
solucdo para todo j <[, isto é, [ = {nSJ + 1 solugoes.
M50 4 1,3) é dado pela soma do
+1(5) ) p

nimero de solugdes nos casos (1), (2) e (3), dependendo do valor de n médulo 3. Assim,

Para n fixado, o nmero de parti¢cdes contadas por p

(a) Se n =0 (mod 3), o nimero de partigoes é

e M (e IO (e A e A e K

(b) Se n =1 (mod 3), o nimero de particoes é

) (el R (e A R e e e L

(¢) Se n =2 (mod 3), o nimero de partigoes é

L5 )5 e (57 ) o o 55

O]

Teorema 2.2. Para todo n temos que

(a) Pr1(5) (100 + 1,3) — p+1(5)(10n — 4,3) =n;

(b) P+1(5)(10n +6,3) — pi1(5(10n +1,3) =n + 1.

Demonstragdo. Provamos o primeiro item, sendo o outro andlogo. Consideramos a uniao disjunta

Piy(5)(10n + 1,3) = PR 2277 (100 +1,3) U P22 <°(10n + 1,3), sendo PY5)27°(10n + 1,3)

o conjunto de parti¢oes de 10n + 1 cuja diferenca entre as duas maiores partes é maior do que ou

igual a 5 e Pii(_5/)\2<5(10n +1,3) o conjunto das partigdes de 10n + 1 cuja diferenga entre as duas

maiores partes é menor do que 5.

Notamos que existe uma bijecdo entre os conjuntos Pii(s))‘2>5(10n +1,3)e Pi1(5)(10n -
4,3). De fato, como a diferenca entre as duas maiores partes de uma partigdo pertencente

ao conjunto Pﬁ@?ﬁf’(mn + 1,3) é pelo menos 5, subtraindo-se 5 da maior parte obtemos

uma particao pertencente ao conjunto Pi1(5)(].0n —4,3). Reciprocamente, adicionando-se 5 na
maior parte de uma particdo do conjunto Pi1(5)(10n — 4, 3) obtemos uma partigdo do conjunto

PR (10n +1,3).

Entao,

P15 (100 +1,3) = [PY7°(10n + 1,3)] + [PX )2=°(10n + 1, 3)|

= [Pi1(s)(10n — 4,3)| + [P 2= (100 + 1,3)).



Capitulo 2. Partigées com partes congruentes a +1 (mod5) e +2 (mod 5) 27

Pelo item (a) do Lema 2.1 temos que |P§(})})‘2<5(10n +1,3)| = n, logo

pi1(5)(10n + 1, 3) — pi1(5)(10n — 4, 3) =n.
]

Exemplo 2.7. Considerando n = 3 ilustramos o resulto do item (a) do Teorema 2.2. Observamos
que existem 3 particoes cuja diferenga entre as duas maiores partes é 0, 2 ou 3 e tais particoes

ndo possuem correspondentes no conjunto Pii(5)(26,3).

Pys(5)(31,3) Py 1(5)(26,3)
(29,1,1) | (29—5,1,1) | (24,1,1)
(26,4,1) | (26—5,4,1) | (21,4,1)
(24,6,1) | (24—5,6,1) | (19,6,1)
(21,9,1) | (21—5,9,1) | (16,9,1)
(21,6,4) | (21—5,6,4) | (16,6,4)

(19,11,1) | (19—5,11,1) | (14,11,1)
(19,6,6) | (19—5,6,6) | (14,6,6)
(16,11,4) | (16 —5,11,4) | (11,11,4)
(16,9,6) | (16—5,9,6) | (11,9,6)
(16,14, 1)
(14,11,6)
(11,11,9)

Combinando os itens do Teorema 2.2, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 2.1. Para todo n, sendo T}, o n-ésimo niumero triangular, temos que

(a) p115)(10n + 1,3) = 2T},;

(b) pi1(5)(10n + 6, 3) =Ty + Thy1.

Demonstragio. (a) Pelos itens (a) e (b) do Teorema 2.2, respectivamente, temos que

P+1(5)(10n +1,3) — p11(5(10n — 4,3) = n (2.9)

e
P+1(5)(10(n — 1) +6,3) — p41(5)(10(n — 1) + 1,3) = n. (2.10)
Nas equagoes (2.9) e (2.10), se substituirmos n por n — 1, n —2, ..., 2 e 1, obtemos a

sequéncia de equagoes
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P10 —1)+1,3) — prys(10(n—1)—4,3) =n—1 (2.11)
Pirs(10(n—2) +6,3) — pris(10(n—2)+1,3) =n—1 (2.12)
P (10(n—2)+1,3) = pyis(10(n—2) —4,3) = n—2 (2.13)
P+15)(10(n —3) +6,3) — pi15(10(n—3) +1,3) =n—2 (2.14)
P15 (10(n = 3) +1,3) — pi1(5(10(n —3) —4,3) =n—3 (2.15)
P15 (10(n —4) +6,3) — pi15(10(n—4) +1,3) =n—3 (2.16)
pr15)(11,3) = piai5)(6,3) =1 (2.17)
P+1(5)(6,3) — pii5)(1,3) =1 (2.18)

Somando-se as equagdes (2.9) até (2.18) e observando que p4(5)(1,3) = 0, temos que

priy(10n+1,3) =2n+2(n — 1) +2(n —2) + ... +2 = 2T),.

(b) Pelo item anterior, p4i(5)(10n + 1,3) = 2T, e do item (b) do Teorema 2.2 temos que
P+1(5)(10n +6,3) — p11(5(10n + 1,3) = n + 1. Somando-se estas duas equagdes, obtemos

Proposicdo 2.4. Para todo n temos que p1y(5)(5n,3) = 0.

Demonstragao. Qualquer combinacdo de trés niimeros congruentes a +1 (mod 5) deve ser de

um dos tipos abaixo, com s1, 2,83 = 1:

(@) 5(s1—1)+ 1)+ (B5(s2a—1)+1)+ (5(s3—1)+1) =5(s1 + s2+s3—3) + 3;
(b) (5(s1—1)+ 1)+ (5(sa—1)+ 1)+ (5(s3 —1) +4) =5(s1 + 52+ s3 —2) + 1;
(¢) (5(s1—1)+1)+ (5(s2—1)+4)+ (5(s3 —1) +4) =5(s1 + s2 + s3 —2) + 4;

(d) (5(s1—1)+4)+ (5(s2—1)+4)+ (5(sg—1)+4) =5(s1 +s2+s3—1)+2.

Como nenhuma delas é congruente a 0 (mod 5), resulta que p,(5)(5n,3) = 0. O

Proposicao 2.5. Para todo n temos que

(a) p11(5)(10n +1,3) = p1y(5(10n + 4, 3);

(b) pi1(5)(10n + 6, 3) = pi1(5)(10n + 9, 3)
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Demonstragao. Provamos o item (a), sendo o outro andlogo. Notamos que qualquer partigao
contada por pil(g,)(lOn +1,3) possui duas partes congruentes a 1 (mod 5) e uma congruente a 4
(mod 5). Por outro lado, qualquer parti¢do contada por p4i(5)(10n + 4,3) possui duas partes

congruentes a 4 (mod 5) e uma congruente a 1 (mod 5).

Definimos uma bijecdo entre os dois tipos de parti¢oes da seguinte maneira: a partir
da parte congruente a 4 (mod 5) de uma partigdo contada por p.(5)(10n + 1,3), adiciona-se
3 na parte congruente a 1 (mod 5) imediatamente menor. Se a parte congruente a 4 (mod 5)
for a menor parte adiciona-se 3 na maior parte da particdo. Reciprocamente, a partir da parte
congruente a 1 (mod 5) de uma particdo contada por pi1(5)(10n +4,3), subtrai-se 3 da parte
congruente a 4 (mod 5) imediatamente maior. Se a parte congruente a 1 (mod 5) for a maior

parte subtraia-se 3 da menor parte da particao.
O

Exemplo 2.8. Considerando n = 2 ilustramos o resultado do item (a) da Proposi¢io 2.5.

Pi1(5(21,3) Pi1(5)(24,3)
(19,1,1) | (19,1+3,1) | (19.4,1)
(16,4,1) | (16,4,1+3) | (16,4,4)
(14,6,1) | (14,6 +3,1) | (14,9,1)
(11,9,1) | (11,9,1+3) | (11,9,4)
(11,6,4) | (11+3,6,4) | (14,6,4)
(9,6,6) | (9,6+3,6) | (9,9,6)

Para o préximo teorema, o qual também apresenta uma relagdo com os nimeros triangu-
lares, obtido observando-se os dados da quarta diagonal da Tabela 1, precisamos do seguinte
lema.

n+1

Lema 2.2. Para todon et < { J, temos que

(a) p+1(5)(10n, 4, menor parte Rg;i—1) = p11(5)(10(n — (20 — 1)) + 9, 3);
(b) P+1(5)(10n + 5,4, menor parte Rgi—1) = p11(5)(10(n — 2(i — 1)) + 1, 3);
(¢) P11(5)(10n,4, menor parte Ra;) = p+1¢5)(10(n — 2i) + 6,3);
(d) p11(5)(10n + 5,4, menor parte Ro;) = p11(5)(10(n — (27 — 1)) + 1,3).
Demonstragio. (a) Considerando (A1, A2, A3, Re;—1) uma parti¢do contada por
P+1(5)(10n, 4, menor parte Ry; 1), temos que

10n = )\1+)\2+)\3+5(i—1)+1
10n—(5(i—1)+1) = A+ A+ A3

Como as partes A\j, Ay e A3 s@o congruentes a +1 (mod 5) e maiores do que ou iguais a

5(i — 1) + 1, podemos subtrair de cada uma 5(i — 1). Entao, obtemos que

100 — (5(i — 1) + 1) — 150 — 1) = p1 + o + 13,
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ou ainda que

10(n — (20 = 1)) +9) = p1 + p2 + p3,

sendo i1, pi2 e p3 partes congruentes a +1 (mod 5). Assim, p,1(5)(10n,4, menor parte Rg;—1) =
p+1(5)(10(n — (20 — 1)) + 9, 3).

(b) Consideramos (A1, A2, A3, 2;—1) uma particdo contada por p.(5)(10n+5,4, menor parte Rg;_1)

temos que

1I0n+5 = AM+X+A3+5GE—1)+1
10n+5—(5(i—1) + 1)

A+ Ao+ A3

Como as partes A\j, Ay e Az s@o congruentes a +1 (mod 5) e maiores do que ou iguais a

5(i — 1) + 1, podemos subtrair de cada uma 5(i — 1). Entao, obtemos que
100 +5—(5(i — 1) +1) — 153 — 1) = 1 + po + 3,

ou ainda que
10(n —2(i = 1)) +4) = p1 + p2 + p3

com ji1, 2 € pu3 partes congruentes a +1 (mod 5). Assim, pi1(5)(10n+5, 4, menor parte Rg; 1) =
P+1(5)(10(n — 2(7 — 1)) + 4, 3). Pelo item (a) da Proposicdo 2.5 temos que
P+1(5)(10(n — 2(i — 1)) + 4,3) = p41(5)(10(n — 2(i — 1)) + 1, 3), logo

p+1(5)(10n + 5,4, menor parte Ra;—1) = p+1(5)(10(n — 2(i — 1)) + 1, 3).

(c) Consideramos (A1, A2, A3, Ro;) uma particio contada por p4i(s)(10n, 4, menor parte Ry;),
removemos a parte Rg; e subtraimos 5(i — 1) das partes restantes (que sdo duas congruentes
a1l (mod 5) e a outra congruente a 4 (mod 5)). Ainda subtraimos 5 das partes congruentes

a 1 (mod 5) ji que sdo maiores do que ou iguais a 6. O processo ¢é ilustrado abaixo
()\1, )\2, )\3, Rgl) i ()\1, )\2, )\3) i ()\1 - 5(2 - 1), )\2 - 5(2 - 1), )\3 - 5(2 - 1))
O préximo passo é subtrairmos 5 das duas partes congruentes a 1 (mod 5). Assim,

P+1(5)(10n, 4, menor parte Rg;) = py1(5)(10(n — 2i) + 6, 3).

(d) Andlogo ao item (c).

Teorema 2.3. Para todo n temos que

n—1
nn+1)(2n +1
(@) pri(5)(10n,4) =2- Y T+ T, = ( )6( );
=1

= n+2
b 1 4)=2- T =2 .
) pasy(10n+5.4) =2 317 =2 (" 17

=1
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Demonstragdo. (a) Paraa primeira igualdade, classificamos as partigdes contadas por p,.(5)(10n, 4)
de acordo com sua menor parte. Notamos que o valor maximo para esta parte é R, que

poderd ser, com i > 1,

1
Roi—1 =5(i—1)+ 1, parai < {H;J ou Ry =5(i—1)+4, para i < {ZJ

Apés esta classificagdo, temos que

Pri(5)(10n,4) = y(10n,4, menor parte Ra;—1)

+ P+1(5)(10n, 4, menor parte Ry;).

i

Pelos itens (a) e (¢) do Lema 2.2, esta igualdade torna-se
= ;

+ y(10(n — 2i) + 6, 3).

Pelo item (b) da Proposicao 2.5, temos que
P+1(5)(10(n — 24) 4+ 6,3) = p41¢5)(10(n — 27) + 9, 3).

Combinando-a com o item (b) do Corolario 2.1, podemos escrever

D=
"3
H

-
Il
—

n n—1
= D (T-it+ Tuiv1) = 2 Ti+Th
i=1 i=1
Para ii segunda igualdade procedemos por indugdo sobre n. Para n = 1 temos que
] = T Suponhamos que para algum n temos que
= n(n+1)(2n + 1)

Vamos provar que para n + 1 o resultado também é valido. Entéao,

n+1-—1 n—1

Y T+ Tup = 22T+Tn+1—2 YT+ 2T + T
i=1 i=1

( ZT+T> (T + Trs1)

nn+1)2n+1) nn+1) (n+1)(n+2)
6 * 2 * 2
(n+1)(n+2)(2n+3)
G :

Assim, pelo Principio de Inducdo temos o desejado.
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(b) A prova é andloga ao item anterior, usando os itens (b) e (d) do Lema 2.2 e o item (a) do

Corolario 2.1.

O]

Para o préximo teorema, que também é um resultado extraido dos dados da quarta

diagonal, precisamos do lema e da proposi¢ao abaixo.

Lema 2.3. O ndmero de particoes de 5n + 2 em quatro partes congruentes a £1 (mod 5) e cuja
diferenca entre as duas maiores partes € menor do que 5 € igual ao niumero de particoes de n — 1

em até trés partes, isto €,
PR (Bn+2,4) = p(n —1,< 3).

Demonstragdo. As diferencas possiveis para as duas maiores partes sdo: 0, 2 e 3. Analisamos os

trés casos.

o Diferenca 0: Temos que A\; = A2 = 5k + 1 e as outras duas partes devem ser uma
congruente a 1 (mod 5) e a outra a 4 (mod 5). Entdao se A3 = 5k + 1 e \y = bky + 4.

Temos que

Il
(@)
3
+
[\]

(5k + 1) + (5k + 1) + (5k3 + 1) + (5kg + 4)
52k + ks +ks) = 5n—5
2k + ks +ky = n—1,

com kg < k3 < k.

Consideramos a particdo (k + kg, k, k3), claramente contada por p(n — 1,< 3). Para a

outra possibilidade, A3 = 5k3 + 4 e Ay = bky + 1, tomamos (k + ks, k, k4). Notamos que
k+ks—1 <k
— .

e Diferenca 2: Temos que \; = 5(k + 1)+ 1, Ao =5k +4, \3 =5ks +1e \y = kg + 1
sujeito a k4 < k3 < k. Assim,

(5k+1)+1)+ (bk+4) + (Bks + 1)+ (Bkg+1) = bn+2
2k+1+ks+ks = n—1

Consideramos a particao (2k + 1, ks, k4) que é contada por p(n — 1, < 3). Notamos que
k3 < k.

e Diferenca 3: Temos que A\ =5k +4, Ay = bk + 1, A3 =bks + 1 e Ay = bky + 1, sujeita a
ks < k3 < k. Assim,

(bk+4) + (5k +1) + (ks + 1) + (bka +1) = bn+2
2k + ks +ky = n—1.

Consideramos a parti¢do (2k, k3, k4) que é contada por p(n — 1, < 3). Notamos que k3 < k.
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A aplicacgao definida é uma bijegdo. De fato, consideramos (p1, u2, 43) uma particao de
n—1, cujas partes podem ser zero, precisamos dividir a primeira parte em duas para estabelecermos
uma parte congruente 1 (mod 5) e uma a 4 (mod 5). As restantes serao 5ugz + 1 e 5us + 1. Pela
classificagdo que fizemos antes, somos capazes de reescrevé-las como segue, ordenando as partes,

se necessario:

e [17 par e ] > pao: Consideramos a particao

M

5‘2

+4,5‘%+1,5u2+1,5u3+1.

M1 . .
e 111 par e — < po: Consideramos a particao
due + 1,5ue + 1, 5(/11 - uz) +4,5us + 1.

pr—1

e 11 impar e > po: Consideramos a particao

p1+1

p1r—1
5.
2

+4,5- + 1,5u2 + 1,5us3 + 1.

pr—1

e 11 impar e < po: Consideramos a particao

Suz + 1,502 +1,5(p1 — p2) +4,5u3 + 1.

O]

Exemplo 2.9. Para ilustrarmos a bijecdo apresentada no lema anterior, consideramos n = 5. Na

primeira tabela, a partir de particoes contadas por pi11z5)32<5(27, 4), obtemos as particoes contadas

por p(4, < 3).

P§1@§2<5(27,4) P(4,< 3)
(14,11,1,1) [ (5-2+4,5-241,5-0+1,5-0+1) | (2-2+1,0,0) | (4,0,0)
(11,11,4,1) [ (5-2+1,5-241,5-04+4,5-0+1) | (2+0,2,0) (2,2,0)
(11,9,6,1) (5-241,5-14+4,5-1+1,5-0+1) | (2-1+1,1,0) | (3,1,0)
(9,6,6,6) (5-14+4,5-1+1,5-1+1,5-1+1) | (2-1,1,1) (2,1,1)

Na tabela abairo, apresentamos o processo inverso.
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A1 —A2<5
P(4,<3) Pii(5)2< (27,4)
4 4
K1 par, (4’0’0) (5§+415§+1750+1750+1) (147117151)
2 2
L1 (2,1,1) 5-—+4,5-—+1,5-1+1,5-1+1) (9,6,6,6)
== e 2 2
2
W1 par, (2,2,0) 5:-2+1,5-24+1,5-(2—-2)+4,5-0+1) (11,11,4,1)
M1
5 < W2
3+1 3—-1
W1 tmpar, (3,1,0) (5-L+1,5~?—|—4,5-1+1,5-0+1) (11,9,6,1)
pp — 1
>
9 2

Proposicao 2.6. Para todo n temos que
P11(5) (51 + 2,4) — pii5)(5n — 3,4) = p(n — 1,< 3).

Demonstragio. Consideramos a unido disjunta Py 5y (5n +2,4) = Pﬁ(})’)\2<5(5n +2,4)u
Piig)‘ﬁg’(Sn + 2,4). Notamos que existe uma bijecdo entre os conjuntos Pii&’)\2>5(5n +2,4)
e Pﬂ(5)(5n —3,4), de fato, como a diferenca entre as duas maiores partes de uma particao
pertence ao conjunto Pii(;?ﬁ‘r’@n +2,4) é maior ou igual do que 5 podemos subtrair 5 da maior
parte e assim obtemos uma particdo pertencente ao conjunto Pi1(5)(5n —3,4). A reciproca basta
acrescentarmos 5 na maior parte da particdo pertencente a Pi1(5)(5n —3,4).

Por outro lado, pelo Lema 2.3 temos que \Pii&;‘2<5(5n +2,4)| = p(n — 1, < 3). Portanto,

Pr1(5)(5n +2,4) — pi1(5)(5n — 3,4) = p(n — 1,< 3). O

Com os dois resultados acima, podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 2.4. Para todo n temos que
n—1
Pri(s)(5n +2,4) = piyz) (5n + 8,4) = 2 p(i, < 3).
i=0

Demonstragdo. Para a primeira igualdade, notamos que qualquer particao de 5n + 2 em exata-
mente quatro partes congruentes a =1 (mod 5) deve possuir trés partes congruentes a 1 (mod 5)
e uma parte congruente a 4 (mod 5). Além disso, qualquer parti¢cdo de 5n + 8 em exatamente
quatro partes congruentes a +1 (mod 5) deve possuir trés partes congruentes a 4 (mod 5) e uma

parte congruente a 1 (mod 5).

Assim, uma bijecao entre os dois tipos de parti¢cdes é obtida adicionando-se 3 em cada uma
das duas partes consecutivas congruentes a 1 (mod 5) menores do que a tinica parte congruente
4 (mod 5). Quando ha uma ou nenhuma parte congruente a 1 (mod 5) menor do que a parte
congruente a 4 (mod 5) adicionamos 3 na menor e maior parte ou adicionamos 3 nas duas

maiores partes, respectivamente. A aplicagio inversa é facilmente construida.
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Para a segunda igualdade, da Proposicio 2.6, temos que
P+1(5)(5n +2,4) —p1i(5)(5n —3,4) = p(n—1,<3)
P+1(5) (57’L -3, 4) — P+1(5) (5n -8, 4) = p(n —2,< 3)
P+1(5) (77 4) — P+1(5) (27 4) = p(Ov < 3)
Somando-se todas as equagoes acima, obtemos que
n—1
P1i1(5)(5n +2,4) — pi1(5)(2,4) = Z p(i, < 3).
i=0

Como p.1(5(2,4) = 0, segue o resultado. O

Exemplo 2.10. Para ilustrarmos a bijecdo descrita na prova do Teorema 2.4, consideramos

n = 4. Entdo,

Pi1(5)(22,4) Pi1(5)(28,4)

( ) | (19,1+3,1+3,1) | (19,4,4,1)
( ) | (16,4,1+3,1+3) | (16,4,4,4)
(14,6,1,1) (14,6 + 3,1,1) (14,9,4,1)
( ) ( )
( ) ( )

(11,9,1+ 3,1+ 3) 11,9,4,4
(11+3,6,4,1+3) 14,6,4, 4
(9,6,6,1) (9,6 +3,6+3,1) (9,9,9,1)
(6,6,6,4) (6+3,6+3,6,4) (9,9,6,4)

Da quinta diagonal da Tabela 1 conseguimos os seguintes resultados.

Proposicao 2.7. Para todo n temos que
pJ_rl(E)) (5n + 1, 5) = pi1(5) (5n + 4, 5)

Demonstragdo. Construimos uma bijecdo entre os conjuntos Pyq(s)(5n +1,5) e Pyy5)(5n +4,5).
Consideramos (A1, A2, A3, A4, A5) uma particdo contada por pi(s)(5n + 1,5), notamos que trés
delas devem ser congruentes a 1 (mod 5) e as outras duas congruentes a 4 (mod 5). A aplicaciao
que construiremos exigird uma classificacdo sobre a posicdo da menor parte congruente a 4
(mod 5). Com os casos descritos abaixo, apresentamos todas possiveis posigoes para as partes

das partigdes contadas por pi(5)(5n + 1,5) e das contadas por p4q(s)(5n + 4,5):

e Se a menor parte congruente a 4 (mod 5) é Ag, A3 ou \y:

Adiciona-se 3 na parte seguinte. Todos os casos sao descritos abaixo, sendo as partes em

negrito congruentes a 4 (mod 5).
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(A1, A2, 23, A0, 25) = (A1, A2, A3 + 3, A4, X5)
(A1, 22, A3, A0, 25)  — (A1, 2, A3, A0 + 3, X5)
(A1, 22,03, A4, 25) = (A1, A2, A3, A4, A5 + 3)
(A1, A2, A3, A0, 25)  — (A1, A2, A3, A4 + 3, X5)
(A, A2, 03,04, 25)  — (A1, A2, A3, A4, A5 + 3)
(A1, A2, A3, A4, 25)  — (A1, A2, A3, A4, A5 + 3)

A imagem de cada aplica¢ao nos diz que as duas menores partes congruentes a 4 (mod 5)

sao adjacentes. Este é um critério para decidirmos qual aplicacao inversa devemos usar.

e A menor parte congruente a 4 (mod 5) é \5: Neste caso usamos as seguintes correspondén-

cias:
(A17>\27/\3a)\47A5) - (A17A2 +37>\37)‘4aA5)
(>\17A27)‘3a)\47A5) - (A17A23A3 + 37A4aA5)
()\17)‘2aA3a)\47A5) - (Al +3a)‘27A37)\4aA5)
(A1, A2, A3, A0, A5)  — (A1 + 3,2 + 3,73, Mg, A5 — 3).

O]

Exemplo 2.11. Para ilustrarmos a bijecdo descrita na prova da Proposicdo 2.7, consideramos

n = 5, notamos que na coluna da esquerda temos duas partes congruentes a 4 (mod 5) e na

coluna da direita temos trés (em negrito). Entao,

Pi1(5(26,5) Pi1(5)(29,5)
(19,4,1,1,1) (19,4,1+3,1,1) (19,4,4,1,1)
(16,4,4,1,1) (16,4,4,1 1 3,1) (16,4,4,4,1)
(14,9,1,1,1) (14,9,1+3,1,1) (14,9,4,1,1)
(14,6,4,1,1) (14,6,4,1+3,1) (14,6,4,4,1)
(11,9,4,1,1) (11,9,4,1+3,1) (11,9,4,4,1)
(11,6,4,4,1) (11,6,4,4,1+3) (11,6,4,4,4)
9,9,6,1,1) (9,9,6 +3,1,1) 9,9,9,1,1)
(9,6,6,4,1) (9,6,6,4,1+ 3) (9,6,6,4,4)
(6,6,6,4,4) | (613,613,6,4,4_3) | (9,9,6,4,1)

Proposicao 2.8. Para todo n temos que
P11(5) (51 — 2,5) = p1y(5)(5n + 7,5).

Demonstragdo. Notamos que qualquer particdo de 5n — 2 em cinco partes congruentes a +1
(mod 5) deve ter quatro partes congruentes a 1 (mod 5) e uma parte congruente a 4 (mod 5).
Além disso, qualquer particdo de 5n + 7 em cinco partes congruentes a +1 (mod 5) deve ter

quatro partes congruentes a 4 (mod 5) e uma parte congruente a 1 (mod 5).
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Assim, uma bijecao entre os dois tipos de parti¢des é obtida adicionando-se 3 em cada
uma das trés seguintes partes congruentes a 1 (mod 5) menores do que a tinica parte congruente
a 4 (mod 5). Quando h& menos de trés partes depois desta tnica parte, realize o processo a

partir da maior parte. A aplicacio inversa é facilmente construida.
O

Exemplo 2.12. Para ilustrarmos a bijecdo descrita na prova da Proposicdo 2.8, consideramos
n = 5. Entao,

Piy(5)(23,5) Pi1(5)(32,5)
)

19.1+3,1+3,1+3,1 19,4,4,4,1

( 1) | ( ) | (

( 1) | (16,4,1+3,1+3,1+3) | (16,4,4,4,4)
(14,6,1,1,1) | (14,6 +3,1+3,1+3,1) | (14,9,4,4,1)
( 1) | (11,9,1+3,1+3,1+3) | (11,9,4,4,4)
( 1) | (11+3,6,4,1+3,1+3) | (14,6,4,4,4)
(9,6+3,6+3,1+3,1) | (9,9,9,4,1)
(6+3,6+3,6,4,1+3) | (9,9,6,4,4)

(9,6,6,1,1
(6,6,6,4,1

~— | —

2.2 Particdes com partes congruentes a +£2 (mod 5)
Considerando a segunda identidade de Rogers-Ramanujan

S

TL +n 1

=1+ +@+d" +¢+25 +

(@ n (0%6°)0(d% ¢°)ec

que nos diz que o ntmero de particdes de n em partes 2-distintas maiores do que ou iguais
a 2 é igual ao nimero de parti¢gdes com partes congruentes a +2 (mod 5), construiremos uma
representagao matricial para as particoes com partes congruentes a +2 (mod 5). Novamente,
salientamos que em [15] os autores apresentam uma representagao matricial para as partigoes em

partes 2-distintas maiores do que ou iguais a 2.

2.2.1 Representacdo matricial para partices com partes congruentes a +2 (mod 5)

Nesta subsegéo, como foi feito para partigbes com partes congruentes a +1 (mod 5),
exibimos uma representacao matricial para as partigdes com partes congruentes a £2 (mod 5).

Tal representagao esta descrita no teorema abaixo.

Teorema 2.5. O numero de particoes de n em partes congruentes a +2 (mod 5) € igual ao

numero de matrizes de duas linhas

A= €t €2 - Cs—1 Cs , (219)
dy dy - ds1 ds
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em que suas entradas inteiras ndo negativas somam n e satisfazem as sequintes relacoes:

cs = cs_1=0; (2.20)
B doit1 doit3 _
coi_1 = H- 5 +5- 9 + ... (2.21)
do; da;
i = 5- 2;+2+5. 2;+4+...; (2.22)
2 | d, set impar;
3 | di, set par

Demonstragao. Seja Ly o t-ésimo ntimero natural congruente a +2 (mod 5), isto é, para todo

1= 1 temos que t = 2¢ — 1 ou t = 2¢, ou seja,

LtZLgi_1=5'(i—1)+2 ou Lt=L2i=5~(’i—1)+3.

Dada uma particio de n em partes congruentes a +2 (mod 5), suponhamos que Ly seja

sua maior parte, com s um nimero par (o caso em que s é impar é andlogo), entéo,

n = nn-Li+jo-Lo+---4+js-Ls, comj, =0, paral <t <s
S
= j1(5-0+2)+j2(5~0+3)+j3(5-1+2)+j4(5-1+3)+---+js(5-(

)+3)

= 50-j1i+1-Js+2-js+-+ (T) “Js—1) + 2(j1 + Jz + js + -+ Jsm1)

. . . s — . . . . .
+50-jo+1-ja+2-jo+ -+ (T) “Js) +3(ja + ja + Jo + - + Js)-
E fécil ver que podemos associar a particio acima a uma unica matriz do tipo (2.19),
satisfazendo as condigoes (2.20) a (2.22), sendo d; = 2j; se t é impar e d; = 3j; se t é par.
Reciprocamente, a partir da entrada d;, com 1 <t < s de qualquer matriz do tipo (2.19)
d
satisfazendo as mesmas condigdes, consideramos j; = Et’ se t é impar e j; = —t, se t é par. Entao,
n=yj1-L1+jo- Lo+ -+ js- Ls é uma partigdo de n em partes congruentes a +2 (mod 5).
O

Exemplo 2.13. Consideramos a particio (13,13,12,12,12,7,7,7,2,2,2,2) de 91. Vamos cons-
truir a matriz de duas linhas associada. Notemos que Lg = 13 € a maior parte congruente a +2
(mod 5). Entdo,

9= 4 - 2 4+ 0 - 3 + 3 - 7 + 0 - 8 + 3 - 12 + 2 13
—— o e Y Y e e e N Y Y ——
Ji Ly J2 Lo Ja L3 Ja Ly Js Ls Jé Le
Assim,
edi=2-j;=8 e dy=3js=
e dy=3jo=0 ®d;=2-j5=6
e d3=2-j3=6 e ds=3-js=6
d d d
001=5-§3+5'§5=15+15=30 o 4= -§6=1o
d d =
e y=5- 2455 -0+10=10 * G
3 3
d OCGZO
003—5-—5=15
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Portanto, a matriz é
Cl Cp €3 €4 C5 Cp _ 30 10 15 10 0 O (2.23)
di do ds dy ds dg 8 0 6 0 6 6

Agora dada a matriz (2.23) para obtermos a parti¢io associada olhamos para a sequnda

linha da matriz, isto é, para cada d;, com 1 <t < 6. Assim, a maior parte congruente a +2

(mod 5) da particio desejada é Lg = 13. Entdo,

30 10 15 10 0 0

8 0 6 0 6 6
—_ Y~ Y~ Y~ Y~ =

2:51 3-J2 2-3 3-ja 2-75 3-J6

Logo, obtemos
Jji-Li+jo-Lo+js-Ls+jda-La+js-Ls+jo-Le=4-24+0-3+3-74+0-8+3-12+2-13.
Portanto, a parti¢io associada é (13,13,12,12,12,7,7,7,2,2,2,2).

Exemplo 2.14. Na tabela abaizo, para n = 10 apresentamos as particoes com partes congruentes

a +2 (mod 5) e suas respectivas matrizes associadas, pelo Teorema 2.5.

Partigoes de 10 com partes = £2 (mod 5) Matrizes

52 (ooos)

(552)
5,3,2.) ¢ g)
(2,2,2,2,2) (100)

2.2.2 Construcao da tabela referente a representacdo matricial do Teorema 2.5

De acordo com a representacao matricial da subsecdo anterior, para n fixo, classificamos

d
suas partigoes em partes congruentes a +2 (mod 5) conforme a soma de cada entrada %, para t

dy
impar e — para t par, da segunda linha da matriz associada. Por meio da ocorréncia de cada
/7 3 . . . .
nimero nestas somas descritas, organizamos os dados na tabela abaixo. A entrada na linha n e

coluna n — k é o nimero de vezes que k aparece como resultado de tais somas.



40

Capitulo 2. Parti¢oes com partes congruentes a £1 (mod5) e £2 (mod5)

G’z ewaIoa], ofod rpep orvdeZLISIORIR)) — 7 R[R(R],

0€

LT

0€

1€

a1

a8

3

g

o

oy

€C

8T

L2

%4

!

!

0]

3

L

6€

9T

4

¥e

ST

a1

€T

L

8¢

9T

6T

1c

[41

4!

0T

L€

LT

0¢

ST

it

[41

M (| [~ |

oA |~ | |

9¢€

¢l

81

61

0T

!

™

0
e

91

[4)

LT

!

[45

[ael[ap]

A
o

— | b= |- |©

g1

0]

€1

[+
2]

[48

91

(45

0T

N
[ae]

1T

(45

—
o

4!

o
[3p]

[=R Nk ia]

3e]

¥

[=2)
N

0

0
N

T

D~
N

©
N

OIH|MMM M AN | [~ || ||| |O|O

NN |H|[H|HA[H|H O [H O[O OO OO

0
(o]

o o [ ™ (o [o [ |00 | |- 1= 1= |00 1= 10 o0 o0

™

<
N

— [ [O =[O [ |00 O D= |~ D= (D= (D= 10 [0 (o0 [N [

NN | [ [ | [ ]|O OO |00 0|0 |O|D D

[
o}

— | [ [0 D= D= O |© |- |© 10 | (O

NN [ | [ [~ OO OO OO0 |0 0|0 |D|C

N
[a\}

[} (o) Noll| S Ial Ial  Ial | Sl Nol ) Inl (2ol (2ol [25]

—
N

ON©OM|IF WD |O©[O[F|MMMMNM|A|—|—|— OO

o
N

O |0 |0 O

[=2)
—

AN [F O [FNMMNMN AN || [ || [ ]| [O|O|O|O

0
—

— O | O |||

P~
—

S|IO || |||

el
—

(==l [l A [\ [l [\l [

NAN|=H N[NNI || [ || [O|OO|OO|IO|D|OD|C|D|D|D

0
—

o

<t
—

AN OINANN AN ||| | [OOCO|CO|IC|O|OO|C|D|D|O|O |

2]
—

| O=HIN NN |H [ ||| OO OC|COC|0C|IC|CC|Q|C0|0C|0|C|O

N
—

CQIOMNINAN|[H|H[—H|—H—|OC|ICI0|ICC|CC|IC|C|IC|CICQ|CD|o|C|o |

—
—

O N|H|dH|HA | [ |1 [O|O[C|OC|Q|CC|CC|IQ|C|0|C0|0|C0|I0o|0|C|o

o]
—

[N RNl ial bl bal bl (el (o) (e} (o) (o)) (e} (o] (el (e} (o)) (e} [ev)) [en]) [en )} [ev]) [} [ev )} (vl [en i [en ]} [en ) [en )} [ew) [en)

>

il il (Nl ol Lol Lol (o) (o) (el (el [en )l [en]) [} [en ] [en)) [en )} [er)l [en )} [en )} [} [en )} [en )} [} [en )l [erll [en )} [en ]} [en ) [en )} [ew)} [an ) fan)

il iR ool el lal (ol () (e} (o) (e} (o) () le) (o] (s} () (el (e (vl (e} (v )} (oo} [en )} [er ] [} [en )} [ev)) [en )} [ev ) [en ) [en )} (v} [en)

[l loN ol ol (o) (o] (el (o} el () ()l [eo)) (e ) [en]) [} [en ) [en)) [en i [(er]l [en )} [en ]} [} [en } [en )l [en)} [en )} [erl) [en )} [en ]} (e} [en )} (vl [en )} fan)

O|=H|= | CICICICICICICICICICIC|IC|IC|ICICICICICICICIC|IC|IC|IC|ICICICCIC|IO|IO|O

O|lH|H|O|IC|IC|C|IC|C|IQ|IC|IC|IC|IC|IC|IC|IC|ICCCIQICIC|IC|IC|IC|ICc|ICcCCIQIQIQICIC|IC|@

bl bl (vl (el (el [en)l [en )l [en )l [en )l [en )} {en )} [en )} [en )} [en )} [en ) [en ) (e} [en )l [en )} [en )} [en i (en )} {en )} [en )} [en )} [en )} [en ) [en )} [en ) [en ) [en )} (en )} (e )} (en )} [en )} {en )} {en )} {am)

il (el (o) () (el [en )l [en )} [en ) [an )l [en)l [en )} [en )} [en )} [en )} [en )l [en )} [en )} [an )l [an )l [an )l [an ) [en )} [an )} [en ]} [en )} [en )} [en )} [en )} [en ) [en ) [en )} [en )} (en )} [en )} [en )} {en )} {en )} [an ) )

— | [ [<f (0 [© |- |0

[6g]selrefoc]celreeelee]1e]oe 628z el oz ez [ve]ee]ee [ 1e]oeer st et ot et vt et]er]rrfor[ 6 [8[2[ofs v ela] 1]

(=3 ][} () {e) () (o) [en) [en) (e} [en)l [en ) [en )l [en )} (en )} (en )} [en )} [en ) [en ) [en) [en) [en)) [en)) [en )l [en )} (en )} (en )} (en )} (en )} [en )} [en ) [en)) [en)) [en) [en ) (e} (en )} [en )} (en )} (en )} [en )} {an)




Capitulo 2. Partigées com partes congruentes a +1 (mod5) e +2 (mod 5) 41

Exemplo 2.15. Do Exemplo 2.14, temos que

2 3
5.2 0500 )
’ 2 00 3
50 0
(7,3) 2
0 3 2
0 0
(3,3,2,2) 4
4 6

0
(2,2,2,2,2) < ) 5
10

Para um melhor entendimento dos dados da Tabela 2 temos a seguinte defini¢ao.

Partigoes de 10 com partes = +2 (mod 5) Matrizes Z < 2i+1 21)

Definicao 2.2. Para todo k > 1, seja pios)(n, k) o mimero de particoes de n em evatamente k

partes congruentes a £2 (mod 5).

Exemplo 2.16. Da Definicio 2.2, olhando a linha n = 10 da Tabela 2, da direita para a esquerda,

516

100010

temos os sequintes valores p4o(5)(10,1) = 0, p1o(5)(10,2) = 2, p42(5)(10,3) = 0, p19(5)(10,4) = 1,
P+2(5)(10,5) = 1, p1o5)(10,6) = 0, p1o)(10,7) = 0, p125)(10,8) = 0, p1o5(10,9) = 0 e
pi2(5)(10’ 10) = 0.

2.2.3 Novos Resultados

Nesta subsecdo apresentamos resultados obtidos a partir da observacdo dos dados da
Tabela 2. Alguns dos resultados foram andlogos aos das particées com partes congruentes a
+1 (mod 5). Destacamos que resultados envolvendo os nimeros triangulares também foram
obtidos para as particbes aqui consideradas. Primeiramente, notamos que as colunas se tornam
constantes iguais a 0 a partir de um n impar e acima destas colunas de zeros sempre temos o

nimero 1. Isto é resumido na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 2.9. Para todon et = 0 temos que
(@) pios)(2n+1+i,n+1+1) =0;
(0) piags)(2n,m) = 1.

Demonstragio. (a) Suponhamos que exista uma particdo contada por D+2(5) (2n+1+i,n+1+7).

Como 2 é o menor nimero natural congruente a +2 (mod 5) temos que
2(n+1+id)=2n+2+2i>2n+1+1,

o que é uma contradicao.
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(b) Notamos que (2,2,---,2) é uma partigdo contada por p.o(5)(2n,n). Suponha que exista
—_—— -
n vezes
outra particdo (A1, A2, -+, Ay), logo existe A\;, 1 < j < n tal que A\; > 3. Assim,

MAAg+ A+t Ay >2+24 - +2=2n,
S
n vezes

o que é uma contradicao.

O]

Observagao 2.2. Ao olharmos a primeira diagonal da Tabela 2, que contabiliza o nimero de
parti¢oes com exatamente uma parte congruente a £2 (mod 5), temos que D+2(5) (n,1) =1 se, e

somente se, n = £2 (mod 5).

Os seguintes resultados obtemos examinando os dados da segunda diagonal da Tabela 2.

Proposicdo 2.10. Para todo n temos que pioes)(5n,2) = n.

Demonstragdo. A prova é anidloga a da Proposicao 2.2, substituindo 1 e 4 por 2 e 3, respectiva-

mente.

O]

Proposicao 2.11. Para todo n temos que

(a) pi2(5)(10n - 6, 2) = pi2(5)(10n - 1, 2) = Nn;

(b) pi2(5)(10n — 4, 2) = pi2(5)(10n + 1, 2) =n.

Demonstragao. Provamos o item (a), o outro item segue de maneira andloga. Para a primeira
igualdade, notamos que ambas as partes das parti¢cdes contadas por pﬂ(g,)(lOn —6,2) ou por

P12(5)(10n — 1,2) devem ser congruentes a 2 (mod 5). Assim, dada uma particio contada
por pﬂ(g,)(l()n — 6,2), adicionando-se 5 na maior parte obtemos uma particdo contada por
P+2(5)(10n — 6, 2). Reciprocamente, dada uma parti¢ao contada por p.o(5)(10n —1,2) subtraindo-

se 5 da maior parte obtemos uma particdo contada por pi2(5)(10n —6,2).

Para a segunda igualdade, consideramos (5k; — 3,5k — 3), com ki, ko > 1, uma particdo

contada por po(s)(10n — 1,2). Entdo,

(5k1—3) + 5k —3) = 10n—1

5(]{,‘1 + k‘Q) = 10n+5
ki+k = 2n+1.
, . L 12n+1
Como o ntimero de particoes de 2n + 1 em exatamente duas partes é 5 =n,

temos que pioe)(10n —1,2) = n.
O

Exemplo 2.17. Considerando n =5 ilustramos a prova do item (a) da Proposi¢io 2.11.
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Pyogs)(44,2) | Pigs)(49,2) P(11,2)
(44, 2) (49, 2) (5-10—-3,5-1—3) | (10,1)
(37,7) (42,7) (5-9-3,5-2-3) | (9,2)
(32,12) (37,12) (5-8—-3,5-3—3) | (8,3)
(27,17) (32,17) (5-7—3,5-4-3) | (7,4)
(22,22) (27, 22) (5-6—-3,5-5—3) | (6,5)

Olhando os dados da terceira diagonal da Tabela 2 encontramos os resultados abaixo.
Dentre estes, também obtemos relagdoes que envolvem os ntimeros triangulares. Para o préximo

teorema necessitamos do seguinte lema.

Lema 2.4. Para todo n temos que

(a) O nidmero de particoes de 10n + 2 em exatamente trés partes congruentes a +£2 (mod 5)
cuja diferenca entre as duas maiores partes € menor do que 5, € igual a n, ou seja,
Py = (10 +2,3) = n.
(b) O ndmero de particoes de 10n + 7 em exatamente trés partes congruentes a £2 (mod 5)

cuja diferenca entre as duas maiores partes € menor do que b € igual a n + 1, ou seja,

Py (10n +7,3) = n + 1.

Demonstragio. A prova de cada item é andloga aos do Lema 2.1. No caso do item (a) notamos
que as possiveis diferencas entre as duas maiores partes de uma partigdo (A1, A2, A\3) contada por

pi12(5§2<5(10n +2,3)¢60,10ud4. O

Teorema 2.6. Para todo n temos que

(a) p+ags)(10m +2,3) — pio(5)(10n — 3,3) = n;

(b) pi2(5)(10n + 7, 3) — pi2(5)(10n + 2, 3) =n+ 1.

Demonstragdo. Provamos o primeiro item, sendo o outro anidlogo. Consideramos a unido disjunta,
Pioi)(10n +2,3) = Pié(_;)‘ﬁg‘(mn +2,3) U Pﬁég)‘2<5(10n + 2,3). Notamos que existe uma
bije¢do entre os conjuntos Pié(_f)’)\ﬁ‘:’(lOn +2,3) e Piog5(10n — 3,3).

Entdo, p1a(s)(10n + 2,3) = [Pig(s) (100 + 2,3)| = [P 127" (100 + 2,3)| +
| Po(5)(10n — 3, 3)|. Pelo item (a) do Lema 2.4 temos que \Pié(_fj’;2<5(10n +2,3)| = n, logo

pi2(5)(10n + 2, 3) - pi2(5)(10n - 3, 3) = n.
]

Exemplo 2.18. Considerando n = 3 ilustramos a prova do item (a) do Teorema 2.6 na tabela
abaizo. Constatamos que existem 3 particoes cuja diferenca entre as duas maiores partes € 0 ou 1

ou 4 e tais particoes nao possuem correspondentes no conjunto Pi2(5)(27, 3).
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Plo(5)(32,3) Piy(5)(27,3)
(28,2,2) (28 —5,2,2) (23,2,2)
(27,3,2) (27 —-5,3,2) (22,3,2)
(23,7,2) (23 —5,7,2) (18,7,2)
(22,8,2) (22 —5,8,2) (17,8,2)
(22,7,3) (22 —5,7,3) (17,7,3)
(18,12, 2) (18 — 5,12,2) (13,12, 2)
(18,7,7) (18 = 5,7,7) (13,7,7)
(17,12,3) (17 —5,12,3) (12,12,3)
(17,8,7) (17 —5,8,7) (12,8,7)
(17,13,2)
(13,12,7)
(12,12, 8)
Combinando os itens do teorema acima, obtemos o seguinte corolério.
Corolario 2.2. Para todo n, sendo T,, o n-ésimo numero triangular, temos que
(CL) pi2(5)(10n + 2, 3) = 2Tn,
(b) pi2(5)(10n + 7, 3) = Tn + Tn+1.
Demonstragio. (a) Pelos itens (a) e (b) do Teorema 2.6, respectivamente, temos
P+2(5) (100 +2,3) — p1og5)(10n —3,3) = n (2.24)
e
P+1(5)(10(n — 1) + 7,3) — p41(5)(10(n — 1) + 2,3) = n. (2:25)
Nas equagoes (2.24) e (2.25), se substituirmos n por n — 1, n — 2, ..., 2 e 1, obtemos a
sequéncia de equagoes
P+25)(10(n — 1) +2,3) =  pig5(10(n—1)—=3,3) =n—1 (2.26)
P+25)(10(n —2) +7,3) = pig(10(n—2)+2,3) =n—1 (2.27)
P15 (10(n —2) +2,3) — pio)(10(n—2) —3,3) =n—2 (2.28)
p+a5)(10(n —3) +7,3)  —  piai)(10(n—3) +2,3) =n—2 (2.29)
P+a(5)(10(n —3) +2,3)  —  pig)(10(n—3) —3,3) =n—3 (2.30)
P4a(5)(10(n —4) +7,3)  —  pig)(10(n—4) +2,3) =n —3 (2.31)
P+2(5)(12,3)  —  pig)(7,3) =1 2.32)
P25y (7,3)  — Ppig5)(2,3) =1 (2.33)
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Somando-se as equagoes (2.24) até (2.33) e observando que p,9(5)(2,3) = 0, temos que

Do) (100 +2,3) =2n +2(n — 1) +2(n —3) +... + 2 = 2T,,.

(b) Pelo item anterior, p4o(5)(10n +2,3) = 275, e do item (b) do Teorema 2.6,
pﬂ(g,)(l()n +7,3) — piz(g,)(lOn +2,3) = n + 1. Somando-se estas duas equagoes, obtemos

que
Py (100 +7,3) = 2T, + (n+1) =Tp + Thya
O
Proposicao 2.12. Para todo n temos que pyoes)(5n,3) = 0.
Demonstragdo. A prova é andloga a da Proposicao 2.4. ]

Proposicao 2.13. Para todo n temos que

(a) pi2(5)(10n + 2, 3) = pi2(5)(10n + 3, 3),

(b) pi2(5)(10n + 7, 3) = pi2(5)(10n + 8, 3)

Demonstragdo. A prova desta proposicao é similar a da Proposigao 2.5, observando que no caso do
item (@) a partir da parte congruente a 3 (mod 5) de uma partigao contada por p.9(5)(10n +2,3)
acrescentamos 1 na parte congruente a 2 (mod 5) imediatamente menor. E da parte congruente
a 2 (mod 5) de uma particdo contada por pa(s)(10n + 3,3) subtraimos 1 da parte congruente a
3 (mod 5) imediatamente maior.

O

Exemplo 2.19. Considerando n = 2 ilustramos o resultado do item (a) da Proposi¢io 2.13.

Piy5)(22,3) Piy5)(23,3)
(18,2,2) | (18,2+1,2) | (18,3,2)
(17,3,2) | (17.3,2+1) | (17,3,3)
(13,7,2) | (13,74 1,2) | (13.8,2)
(12,8,2) | (12,8,.2+1) | (12,8,3)
(12,7.3) | 12+ 1,7,3) | (13,7,3)
(8,7,7) (8, 7+ 1,7) (8,8,7)

Proposicao 2.14. Para todo n temos que

pi2(5) (57’L + 4, 3) = pi2(5) (5n + 1, 3) = p('fl + 2, 3)
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Demonstragao. Para a primeira igualdade, consideramos uma parti¢ao (i1, e, pu3) contada por
P+2(5) (51 +4,3), notamos que as trés partes sdo congruentes a 3 (mod 5). Assim, subtraindo-se 1
de cada uma destas partes obtemos uma particdo contada por pio(5)(5n + 1,3). Reciprocamente,
dada uma partigdo (A1, A2, A3) contada por pi2(5)(5n +1,3), notamos que estas trés partes devem
ser congruentes a 2 (mod 5). Adicionando-se 1 em cada uma destas partes obtemos uma partigao
contada por poes) (51 + 4, 3).
Para a segunda igualdade, consideramos uma parti¢ao (A1, A2, A3) contada por

P1o(5)(5n +1,3), entdo \; = 5k; +2 com i = 1,2, 3. Assim, (k1 + 1, k2 + 1, k3 + 1) é uma partigao
contada por p(n + 2, 3). Reciprocamente, seja (aq, a2, a3) uma partigdo contada por p(n + 2, 3),

entdo (5(a; —1)+2,5(az —1) +2,5(az — 1) +2) é uma partigao contada por pioi)(5n+1,3). O

Exemplo 2.20. Considerando n = 5 ilustramos a prova da Proposicao 2.14.

Pi9(5)(29,3) | Piog5)(26,3) P(7,3)
(23,3,3) (22,2,2) | (5-4+2,5-0+25-0+2) | (4+1,0+1L,0+1) ] (51,1)
(18,8, 8) (17,7,7) | (5-3+25-1+25-1+2) | B+ 1,1+ 1L,1+1) | (4,2,2)
(13,13,3) | (12,12,2) | (5-2+25-2+2,5-0+2) | (2+1,2+1,0+1) | (3,3,1)
(13,8, 8) (12,7,7) | (5-2+425-1+2,5-1+2) | 2+ 1,1+ 1L,1+1) | (3,2,2)

Para o proximo teorema, que também apresenta uma relagdo com os nimeros triangulares,

obtido observando-se os dados da quarta diagonal da Tabela 2, precisamos do seguinte lema.

1
Lema 2.5. Para todo n e i < VH

, temos que
2 J 7

(a) p1o(5)(10m, 4, menor parte Sai—1) = p1o(5)(10(n — (27 — 1)) + 8, 3);
(b) P+aes)(10m + 5,4, menor parte Szi—1) = p1o(5)(10(n — 2(i — 1)) + 2, 3);
(¢) P12(5)(10n,4, menor parte S2;) = pio(5)(10(n — 2i) + 7, 3);
(d) P1a@)(10n + 5,4, menor parte S2;) = pio(5)(10(n — (2i — 1)) +2,3).
Demonstragdo. A prova de cada item é andlogo ao Lema 2.2, fazendo as devidas substitui¢oes. [

Teorema 2.7. Para todo n = 1 temos que

n—1
nn+1)(2n +1
(a) p+a(5)(10n,4) =2- Z T, +T, = ( )6( )’
i=1

n
n+2
b 10n+54)=2-» T, =2 .
) piace =2 ym=2 ()7
Demonstragao. (a) Lembramos que L; é o i-ésimo ntiimero congruente a +2 (mod 5). Classifi-
camos as parti¢oes contadas por pi2(5)(10n, 4) de acordo com sua menor parte. Notamos

que o valor maximo para esta parte é L,, que podera ser

1
L2i=5(¢—1)+3,parai<BJ ou L211=5(i—1)+2,parai<{n+ J

2
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Apobs esta classificagao, temos que

P1o(s)(10n,4) = y(10n,4, menor parte La; 1)

y(10n, 4, menor parte Ly;).

%57
2 e
5]
e

Pelos itens (a) e (¢) do Lema 2.5, esta igualdade torna-se

| ;

+ y(10(n — 2i) +7,3).

i

Pelo item (b) da Proposicao 2.13, temos que

Combinando-a com o item (b) do Corolario 2.2, podemos escrever

pi2(5)(10n, 4) = ].0 TL - 7/) + 7, 3)

n—1
nz+Tn ’L-‘rl) = 2ZE+Tn
i=1

i

A segunda igualdade segue por inducao.

(b) A prova é andloga ao item anterior, usando os itens (b) e (d) do Lema 2.5 e o item (a) do

Corolario 2.2.

O

Para o proximo teorema, que também é um resultado extraido da observagao dos dados

da quarta diagonal da Tabela 2, precisamos do lema e da proposicao abaixo.

Lema 2.6. O ndmero de particoes de 5n — 1 em quatro partes congruentes a £2 (mod 5) e cuja
diferenca entre as duas maiores partes € menor do que 5 € igual ao niumero de particoes de n — 2

em até trés partes, ou seja,

pi12z532<5(5n - 174) = p(n - 27 < 3)

Demonstragdo. A prova é andloga a do Lema 2.3, observando que a diferenga possivel entre as

duas maiores partes de uma particao contada por pAl ()32<5(5n 1,4) é 0, 1 ou 4. ]

Exemplo 2.21. Para ilustrarmos a bijecao apresentada no lema anterior, consideramos n = 5.

Na primeira tabela, a partir das particoes contadas por p>‘1 ()32<5(24 4), obtemos as contadas por

p(3,< 3).
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P =5 (24,4) P(3,<3)

(12,8,2,2) G- 1+1)+2,5-1+35-0+2,5-0+2) | (2-1+1,0,0) | (3,0,0)
(8,7,7,2) (5-14+3,5-1+2,5-1+2,5-0+2) (2-1,1,0) (2,1,0)
(7,7,7,3) (5:1+2,5-1+2,5-1+2,5-0+3) (1+0,1,1) (1,1,1)

Na tabela abairo, apresentamos o processo inverso.

P(3,<3) Py 2= (24,4)
2 2

K1 par, (27170) (5§+375§+2751+2750+2) (8>7>772)
251

- =

9 2

, 3-—-1 3+1
w1 impar, (3,0,0) (5T +3,5- T+2 5-0+2,5-0+2) (12,8,2,2)
1 —1
=

9 2

w1 impar, (1,1,1) (5:-1+2,5-14+25-(1-1)+3,5-1+2) (7,7,7,3)
p1—1

5 < p2

Proposicao 2.15. Para todo n temos que

P1a5)(5n — 1,4) — piogs)(5n — 6,4) = p(n — 2, < 3).

Demonstragdo. Consideramos Pios)(5n — 1,4) = Pi§(5))‘2<5(5n —1,4) v Pi‘é(;’)\?%@n —1,4).
Notamos que \P’\é(_;)‘ﬁ‘r’@n — 1,4)| = |Pio(5)(5n — 6,4)]. Por outro lado, pelo Lema 2.6,

‘P)\l )‘2<5(5n 1,4)] = p(n — 2,< 3). Assim,

pi2(5) (5n — 1, 4) — pi2(5) (577, — 6, 4) = p(n — 2, < 3)

Com os dois resultados acima, podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 2.8. Para todo n = 2 temos que

P1o5)(5n — 1,4) = pio5)(5n + 1,4) Z
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Demonstragdo. Para a primeira igualdade, notamos que qualquer particao de 5n — 1 em exata-
mente quatro partes congruentes a +2 (mod 5) deve possuir trés partes congruentes a 2 (mod 5)
e uma parte congruente a 3 (mod 5). Além disso, qualquer particdo de 5n + 1 em exatamente
quatro partes congruentes a +£2 (mod 5) deve possuir trés partes congruentes a 3 (mod 5) e uma
parte congruente a 2 (mod 5).

Assim, uma bijecdo entre os conjuntos destes dois tipos de parti¢coes é obtida adicionando-
se 1 em cada uma das duas partes consecutivas congruentes a 2 (mod 5) menores do que a tnica
parte congruente 3 (mod 5). Quando hd menos de duas partes menores do que a tnica parte
congruente a 3 (mod 5), continuamos o processo a partir da maior parte. A aplicagdo inversa é

facilmente construida.

Para a segunda igualdade, da Proposicao 2.15, temos que

P+2o(5) (571 — 1, 4) — P+2(5) (577, — 0, 4) = p(n -9
pi1(5) (571 - 67 4) - pi2(5) (5n — 1]_, 4) = p(n _ 3’ <

P+2(5)(9,4) — p1o5)(4,4) = p(0,<3).
Somando-se todas as equagbes acima, obtemos que
n—2
Paos) (50— 1,4) = pios) (4,4) = Y p(i, < 3).
i=0

Como p.9(5)(4,4) = 0, segue o resultado. O

Exemplo 2.22. Para ilustrarmos a bijecdo descrita na prova do Teorema 2.8, consideramos

n = 4. Entao,

Pio(5(19,4) Pio5(21,4)

(13,2,2,2) | (13,2+1,2+1,2) | (13,3,3,2)
(12,3,2,2) | (12,3,2+1,2+1) | (12,3,3,3)
(8,7,2,2) (8,7+1,2+1,2) (8,8,3,2)
(7,7,3,2) (T+1,7,3,2+1) (8,7,3,3)

Proposicao 2.16. Para todo n = 2 temos que

P1o5)(5n — 2,4) = pio5)(5n +2,4) = p(n — 2,< 4).

Demonstragao. Para a primeira igualdade. Seja (A1, A2, A3, A4) uma particdo contada por
P+a(5)(5n — 2,4), notamos que as quatro partes sdo congruentes a 2 (mod 5). Adicionando-se 1
em cada parte obtemos uma particao contada por pi2(5)(5n +2,4), a qual possui todas as partes

congruentes a 3 (mod 5). A aplicacdo inversa é facilmente descrita.

Para a segunda igualdade, consideramos uma partigao (p1, g2, i13, f44) contada por
P1o(5)(5n + 2,4), ou seja, p; = 5k; + 3 com i € {1,2,3,4}. Entdo (ki, k2, k3, k4) é uma particdo
contada por p(n — 2, < 4). O

Exemplo 2.23. Para ilustrarmos o resultado da Proposi¢do 2.16, consideramos n = 7. Entdo,
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Pio(5)(33,4) | Pio(5)(37,4) P(5,<4)
27,2.2.2) | (28333 | (55135 0+35-0+3,56-0+3) | (50,0,0)
(22,7,2,2) | (23,8,3,3) | (5-443,5-1+3,5-0+3,5-0+3) | (4,1,0,0)
(17,12,2,2) | (18,13,3,3) | (5-83+3,5-243,56-0+3,5-0+3) | (3,2,0,0)
7,7,7,2) | (18,883 | (5-3+3,5-1+3,5-1+3,5-0+3) | (3,1,1,0)
(12,12,7,2) | (13,13,8,3) | (5 2+3,5-2+3,5-113,5-0+3) | (221,0)
(12,7.7.7) | (13,888 | (5-2+3,5-1+3,5-1135-1+3) | (2 L11)

Para o proximo teorema, o qual é um resultado extraido da observagao dos dados da

quinta diagonal da Tabela 2, precisamos do lema e da proposi¢ao abaixo.

Lema 2.7. O nidmero de parti¢oes de 5n + 1 em cinco partes congruentes a +2 (mod 5) e cuja
diferenca entre as duas maiores partes é menor do que 5 € igual ao nimero de particoes de n — 2

em até quatro partes, ou seja, pf‘i12832<5(5n +1,5) =p(n —2,<4).

Demonstragdo. As diferencas possiveis entre as duas maiores partes, de acordo com o teorema

sdo: 0, 1 ou 4. Analisamos os trés casos.

e Diferenca 0: Temos que A\; = A2 =2 (mod 5) e \; =3 (mod 5) para algum i € {3,4,5}
e as outras duas partes restantes congruentes a 2 (mod 5). Suponhamos, sem perda de
generalidade, que ¢ = 3. Entao,

MAX+A3+M+X = dn+1l
(bk +2) + (5k +2) + (Bk3 4+ 3) + (bka +2) + (Bks +2) = bn+1
512k + ks + ks +ks) = 5n—10
2%k +ks+ki+ks = n—2,
com ks < kg < k3 < k.
Consideramos a particao (k + ks, k, k4, ks5), claramente contada por p(n — 2, < 4). Para as

outras possibilidades da parte congruente a 3 (mod 5), consideramos

(k + k4, k, ks, ks),para i = 4,

(k + ks, k, ks, kq), para i = 5.
k+k —1
Notamosque%<k¢comi=3,i=4oui=5.
e Diferenca 1: Temos que A\ = 5k + 3, Ao = 5k + 2, \; = 5k; + 2 com i = {3,4, 5}, sujeitas

a ks < kg < k3 < k. Assim,

MFA+A3+ M+ = bn+1
(5k +3) + (bk + 2) + (bk3 +2) + (Bka +2) + (Bks +2) = dn+1
2k + ks + ks + ks = n—2.

Consideramos a particao (2k, ks, kq, k5) claramente contada por p(n — 2,< 4) e notamos

2k
que 71 > k3.
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e Diferenca 4: Temos que \; = 5(k + 1) +2, Ao =5k +3 e \; = bk; + 2 com i = {3,4,5},

sujeitas a ks < ky < k3 < k. Assim,

M+A+A3+M+X = bn+1
(5(k+1)+2)+ (5k+ 3) + (5ks +2) + (ks +2) + (Bka +2) = 5Bn+1
2k+1+ks+ks+ks = n—2.

Consideramos a particao (2k + 1, k3, k4, k5) que é contada por p(n — 2, < 4). Notamos que
(2k+1)—1
Ty 7k

A aplicagdo definida é uma bijegdo. De fato, consideramos (uq, 2, p3) uma partigao
de n — 2, cujas partes podem ser zero. Precisamos dividir a primeira parte em duas para
estabelecermos uma parte congruente 2 (mod 5) e uma a 3 (mod 5). As restantes serdo 5u; + 2,
i € {2,3,4}. Pela classificagdo que fizemos, somos capazes de reescrevé-las como segue, ordenando

as partes, se necessario:

e L1y par e F1 > p2: Tome a particao

(5-/”;1+3,5-/u;1+2,5u2+2,5u3+2,5u4+2>-

M1 .~
e 11 par e — < p2: Tome a particao

<5,u2 + 27 5“2 + 2> 5(“1 - 1UJ2) + 37 5#3 + 2a 5“4 + 2) .

1—1
2

e 17 impar e > po: Tome a particio

1 1
<5-”12+3,5-’“2 —|—2,5,u2+2,5,u3~|-2,5u4—|—2>.

e 117 impar e < p2: Tome a particio

(5ue + 2,52 + 2,5(pu1 — p2) + 3,5u3 + 2,5uq + 2).

O]

Exemplo 2.24. Para ilustrarmos a bijecdo apresentada no lema anterior, consideramos n = 5.

A1—A2<b

ta(5) (36,5), obtemos as partigoes

Na primeira tabela, a partir de particoes contadas por p

contadas por p(5,< 4).
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Py~ (36,5) P(5,< 4)

(17,13,2,2,2) | (5-3+2,5-2+3,5-0+2,5-0+2,5-0+2) | (3+2,0,0,0) | (5,0,0,0)

(13,12,7,2,2) | (5-2+3,5-2+2,5-1+2,5-0+2,5-0+2) | (2+2,1,0,0) | (4,1,0,0)

(12,12,8,2,2) | (5-2+2,5-2+2,5-1+3,5-0+2,5-0+2) | (2+1,2,0,0) | (3,2,0,0)

(12,12,7,3,2) | (5-2+2,5-2+2,5-1+25-0+3,5-0+2) | (2+0,2,1,0) | (2,2,1,0)

(12,8,7,7,2) (5-242,5-1+35-1+25-1+2,5-0+2) | (2+1,1,1,0) | (3,1,1,0)

(8,7,7,7,7) (5-14+35-1+25-1+25-1+2,5-14+2) | (1+1,1,1,1) | (2,1,1,1)

Na tabela abairo, apresentamos o processo inverso.
P(5,<4) P2 <"(36,5)

4 4

1 par, (4,1,0,0) <5'2+3,5-2+2,5-1—|—2,5-O+2,5~0+2> (13,12,7,2,2)
2 2

1 (2,1,1,1) 5. —+3,5--+25-1425-14+25-1+2 (8,7,7,7,7)

?>M2 2 2

11 par, (2,2,1,0) (5-24+2,5-24+2,5-(2-2)+3,5-14+2,5-0+2) (12,12,7,3,2)

%<M2

541 51
py impar, | (5,0,0,0) <5 T T35 2504250425 0+2> (17,13,2,2,2)

- 3+1 3-1
“121>M2 (3,1,1,0) <5; +3.5: T 2,5 1425 1425 0+2> (12,8,7,7,2)

p dmpar, | (3,2,0,0) | (5-242,5-2+42,5-(3—2)+3,5-04+2,5-0+2) (12,12,8,2,2)

p1—1
2

< W2

Proposicao 2.17. Para todo n temos que

P+2(5) (51 + 1,5) — pia5)(5n — 4,5) = p(n — 2, < 4).

Demonstragdo. Dividindo o conjunto Pi2(5)(5n +1,5) em dois subconjuntos disjuntos de acordo

com a diferenca entre as duas maiores partes de cada particao, temos que:
Pios(5n+1,5) = P§§@§2<5(5n +1,5) U P§§@§2>5(5n +1,5).

P)\l Ao=5

+2(5)
subtraindo-se 5 da maior parte. Por outro lado, pelo Lema 2.7 temos que |P§(_5>)‘2<5(5n +1,5)| =

p(n —2,< 4). Portanto, piogs) (51 + 1,5) — pio5)(5n —4,5) = p(n — 2, < 4). O

Temos que | (51 + 1,5)] = pia5)(5n —4,5), sendo a bijecdo descrita apenas
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Teorema 2.9. Para todo n temos que

P1o(5)(5n +4,5) = piog5)(5n + 1,5)

Demonstragdo. Para a primeira igualdade, notamos que qualquer particao contada por
pi2(5)(5n + 4,4) possui quatro partes congruentes a 3 (mod 5) e uma parte congruente a 2

(mod 5). Além disso, qualquer particio contada por pi2(5)(5n + 1,4) possui quatro partes

Z

congruentes a 2 (mod 5) e uma parte congruente a 3 (mod 5).

Seja (A1, A2, A3, A\g, A5) tal particdo e suponha que \; é a unica parte congruente a 2
(mod 5). Subtraimos 1 de cada uma das trés partes anteriores a esta, se a quantidade for menor
do que trés continuamos o processo a partir da menor parte. Assim, obtemos uma particdo
contada por pig(5)(5n + 1,4). Reciprocamente, consideramos (i1, pa, 13, fi4, f15) Uma particao
contada por pioes)(5n + 1,4), adiciona-se 1 em cada parte depois da tnica parte congruente a 3

(mod 5). Se a quantidade de partes depois desta for menor do que trés continuamos o processo

pela maior parte.

Para a segunda igualdade, da Proposicao 2.17, temos que

pi2(5) (5n + 1, 5) — pi2(5) <5Tl — 4, 5) =
pi2(5) (57'L — 4, 5) — pi2(5) (5n — 9, 5) =

P12(5)(11,5) — p1o(5)(6,5)

Somando-se todas as equagoes acima, obtemos que

p(n—3,<4)
p(0,<4)

n—2
Paags)(5n + 1,5) — pio)(6,5) = D p(i, < 4).
=0

Como p.9(5)(6,5) = 0, segue o resultado.

Exemplo 2.25. Para ilustrarmos a bijecao descrita na prova do Teorema 2.9, considere n = 5.

FEntdo,
Pyiy(5)(29,5) Pyy(5)(26,5)
(18,3,3,3,2) | (18,3 — 1,2) | (18,2,2,2,2)
(17,3,3,3,3) | (17, 353 ],3 1 3-1) (17,3,2,2,2)
(13,8,3,3,2) | (13,8 — 1,2) | (13,7,2,2,2)
(12,8,3,3,3) | (12,8, 3 1 3 1 3-—]) (12,8,2,2,2)
(13,7,3,3,3) | (13—1, 7 3 3-1 3-—]) (12,7,3,2,2)
(8,8,8,3,2) | (8,8—1,8—1,3—1,2) | (8,7,7,2,2)
(8,8,7,3,3) | 8—1,8—1,7,3,3—1) | (7,7,7,3,2)

Corolario 2.3. Para todo n = 2 temos que

ZP +2(5) (51 — 2,4) = pio(s)(5n + 1,5).

[\

1=
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Demonstragdo. Da Proposicao 2.16 temos que p.o5)(5i — 2,4) = p(i — 2, < 4), para todo i > 2.

Entao,

i 5)52—24) =

= pio(5)(5n + 1,5). (Teorema 2.9)

Proposicao 2.18. Para todo n temos que

pi2(5) (571 + 2, 5) = pi2(5) (5n + 3, 5)

Demonstragdo. A prova é analoga a Proposigao 2.7. O

Exemplo 2.26. Para ilustrarmos a bijegio da Proposicao 2.18, consideramos n = 5, notamos

que na coluna da esquerda temos duas partes congruentes a 3 (mod 5) e na da direita temos trés

(todas em negrito). Entio,

Py(s)(26,5) Pi(5)(29,5)
(17,3,3,2,2) (17,3,3,2+ 1,2) (17,3,3,3,2)
(13,8,2,2,2) (13,8,2+1,2,2) (13,8,3,2,2)
(13,7,3,2,2) (13,7,3,2+ 1,2) (13,7,3,3,2)
(12,8,3,2,2) (12,8,3,2+ 1,2) (12,8,3,3,2)
(12,7,3,3,2) (12,7,3,3,2+ 1) (12,7,3,3,3)
(8,8,7,2,2) (8,8,7+1,2,2) (8,8,8,2,2)
(8,7,7,3,2) (8,7,7,3,2+1) (8,7,7,3,3)
(7,7,7.3,3) | (7+1,7+1,7,3,3—1) | (8,8,7,3,2)

2.3 Generalizacoes

Nas sec¢Oes anteriores apresentamos a partir das parti¢des, para um n fixo, com partes
congruentes a +1 (mod 5) e a £2 (mod 5) suas representagoes matriciais de acordo com os
Teorema 2.1 e 2.5, respectivamente. Apresentamos também duas tabelas com os dados das somas
definidas a partir da segunda linha destas matrizes e varios resultados obtidos pela observacao
dos dados das mesmas. Assim, nesta se¢ao apresentamos generalizagoes de alguns dos resultados

exibidos, sendo as demonstracoes facilmente adaptaveis.

Teorema 2.10. Para todon er = 3, o numero de particoes de n em partes congruentes a +1

(mod ) € igual ao nimero de matrizes de duas linhas

A= 2 s (2.34)
dy dy --- dg
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cujas entradas ndo negativas somam n e satisfazem as sequintes relagoes:

cs = cCs_1=0, (2.35)
c2i-1 = rdgip1 +rdaigzt ..., (2.36)
d2it2 d2;it4
.= .. 2.37
Co; e e S (2.37)
r—1 | dy set € par.

Teorema 2.11. Para todon er = 3, o numero de particoes de n em partes congruentes a +2

(mod r) € igual ao nimero de matrizes de duas linhas

A= @ S (2.38)
dy doy -+ dg

cujas entradas ndo negativas somam n e satisfazem as sequintes relagoes:

cs = cCs_1=0, (2.39)
do; do;
-1 = T 2;+1 +r 2;+3 + ..., (2.40)
doiv2 | d2iva
; = . 2.41
Co; s S e SR (2.41)
2 | dy set é impar,
r—2 | dy, seté par.

Definicao 2.3. Para todo k = 1, seja piy() (n,k) o numero de particoes de n em k partes

congruentes a =1 (mod r).

Definicao 2.4. Para todo k > 1, seja pio(y(n, k) o nimero de particoes de n em k partes

congruentes a +2 (mod r).

Proposicao 2.19. Para todo n e r = 3 temos que

((L) P+i(r) (7“71, 2) =n;
(b) piQ(T) (T‘TL, 2) =n;

Proposicao 2.20. Para todo n temos que

(@) p+1(r)(rn,3) = 0;
(0) piagr(rn,3) = 0.
Teorema 2.12. Para todon e r = 3 temos que
(a> P+1(r) (ZTTL + 17 3) = P+1(r) (27'” - (T - 1)7 3) =n;

(b) pi?(r)(2rn +2, 3) - pi2(r)(2rn - (7" - 2)> 3) =n;
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(€) P11+ (r +1),3) = pi1y(2rn +1,3) =n + 1;

(d) piogy(2rn+ (1 +2),3) = piogry(2rn +2,3) =n + 1.

Combinando os itens do teorema acima, obtemos o préximo corolario.

Corolario 2.4. Para todon e r = 3 temos que

(a) priy(2rn+1,3) = 2T5;
(b) Proy(2rn +2,3) = 2T5,;
(€) pr1py(2rn+ (r+1),3) =T, + Ty
(d) progy(2rn+ (r +2),3) =T + Ty
Teorema 2.13. Para todo n e r = 3 temos que
n—1

(a) p+1(r)(2rn,4) =2 Z T+ Ty
=1

n—1

(b) Progry(2rn,4) =2 Ti + Tp;
=1

(¢) P+i()(2rn+1,4) =2 Z T;;
i=1

(d) piogy(2rn+1,4) =2 Z T:;
i=1

(6) P+1(r) (Tn + 2, 4) = DP+1(r) (Tn + (2T - 2)7 4) =
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3 Funcdes mock theta ¢(q) e ¥ (q)

Neste capitulo, a partir da representacao matricial das versdes sem sinais das fungoes
mock theta ¢ e v, cujos termos gerais sdo interpretados como fungdes geradoras para certos tipos
de particOes, construimos tabelas para cada uma destas fung¢oes, onde os dados sdo as somas
definidas a partir da segunda linha das matrizes. Observando estas tabelas conseguimos algumas

interessantes identidades e por fim obtemos uma relacio entre estas funcoes.

3.1 Funcdo mock theta ¢

Consideramos a func¢do mock theta ¢ de ordem 3, dada por
0 n2
q
ola) = ), 5
7;0 (_q2; q2)n

Para o nosso propésito, estamos interessados na versao sem sinal da funcdo mock theta
¢, isto é,

n2

¢ ()= (qq*q) (3.1)

n=0

Seu termo geral

q1+3+5+~--+(2s—1)

I— (=g (=)

geram as particoes de n em que cada parte impar de 1 até 2s — 1, aparece exatamente

uma vez e as partes pares sao menores do que ou iguais a 2s.

3.1.1 Representacdo matricial

Em [7], os autores apresentam uma representa¢iao combinatdria para esta fungao ¢* em

termos de matrizes de duas linhas, enunciada no teorema abaixo.

Teorema 3.1. O coeficiente de ¢" na expansao de (3.1) € igual ao nimero de elementos no

A= 2 s (3.2)
dl d2 ds

com entradas inteiras nao negativas somando n e satisfazendo

conjunto de matrizes da forma

d = 0 (mod 2); (3.3)
cs = 1; (3.4)
¢ = 2+c41+ dt+1, 1<t<s—1. (35)
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Demonstragdo. Para algum s > 1, dada uma particdo de n em que cada parte impar de 1 até
2s — 1 aparece exatamente uma vez e as partes pares, menores do que ou iguais a 2s, aparecem

em quaisquer quantidades, podemos decompor n como
n=(1+4+34+5+---+(2s—1)) + (2e1 + 4ea + 6ez + - - - + 2sey).

Considerando, dy = 2te;, com 1 <t < s, ¢ =1ec; =2+ ¢y +dey1 paral <t < s—1, obtemos
a matriz de duas linhas correspondente, conforme (3.2), satisfazendo as condicoes de (3.3), (3.4)
e (3.5).

Reciprocamente, dada uma matriz do tipo (3.2), como esta possui s colunas temos que
sua particdo correspondente contém as partes impares de 1 até 2s — 1 ocorrendo exatamente

. L N . dy
uma vez ¢ a quantidade de partes pares menores do que ou iguais a 2s sao determinadas por 5
para 1 <t <s. O

Notamos que a segunda linha das matrizes do tipo (3.2) descrevem quantas partes pares

: -~ . dy
existem na particdo, para isto, basta somarmos o 3 para 1l <t <s.

Exemplo 3.1. Na tabela abaizo, na coluna da esquerda temos as particées de 13 em que cada
parte impar de 1 até 2s — 1, para algum s = 1, aparece exatamente uma vez e as partes pares,
menores do que ou iguais a 28 em quaisquer quantidades e na coluna da direita as matrizes

associadas a partir do Teorema 3.1.

Particoes Matrizes
7 1

5,4,3,1

oasy | (100

(5,3,2,2,1)

(2,2,2,2,2,2,1)
12

3.1.2 Construcdo da tabela referente a representacdo matricial do Teorema 3.1

L
NS
= o Wi W
S =
\_/

dy
Nesta subsecao construimos uma tabela cujos dados sdo as somas de cada 50 partir

das entradas da segunda linha das matrizes do tipo (3.2). Para isto temos a seguinte definigao.

Defini¢ao 3.1. Para k > 0, seja py=(n,k) o nimero de particoes de n em partes impares
distintas, a partir do 1 sem saltos e com k partes pares menores do que ou tguais a maior parte

impar mais 1.

Para n fixo, classificamos suas parti¢coes descritas na Defini¢do 3.1 de acordo com a soma

dy
de cada 5 da segunda linha da matriz associada. Contando a ocorréncia de cada ntimero nesta
soma, organizamos os dados na tabela abaixo. A entrada na linha n e coluna n — & é o nimero de

vezes em que k aparece como resultado de tais somas. Ou ainda, este niimero ¢ igual a pg«(n, k).
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Exemplo 3.2. De acordo com a Defini¢io 3.1, lemos os nimeros py«(n, k) na tabela, da direita

para a esquerda. Por exemplo, consideramos a linha n = 8 da tabela,

6|7
810(0|10]0]0|1]1

entdo p¢*(8,0) =0, pg* (8, 1) = p¢*(8,2) =1, p(b*(& 3) = D (8,4) = p¢*(8,5) = p¢*(8,6) =
Pg*(8,7) = 0.
3.1.3 Novos resultados

Nesta subsecéo, a partir da observacdao dos dados da Tabela 3 conseguimos encontrar
varias relagbes, que apresentamos abaixo. Destacamos entre estes os teoremas obtidos por meio
da observagao dos dados da quarta e quinta diagonais da Tabela 3. Primeiramente, notamos que
as colunas na tabela se tornam constantes iguais a 0 a partir de um n par e acima destas colunas

de zeros sempre temos o ntmero 1. Isto é resumido na proposi¢do abaixo.
Proposicao 3.1. Para todon e i = 0, temos
(@) pex(2n +i,n +1) = 0;

(b) pgx(2n—1,n—1) = 1.

Demonstragao. (a) Como qualquer niimero par é maior do que ou igual a 2, para qualquer

s=1e1i =0 temos que

1+3+---4+2s—1+201+2l+--+2l4; > 143+ +2s—14+2-(n+1)

> 2n+1
Assim, o resultado segue.
(b) Temos que (1,2,2,---,2) é uma particado contada por pg=(2n — 1,n — 1), pois
—_——

n—1 vezes

1+24+24+---4+2=14+2-(n—1)=2n—-1.
—_————

n—1 vezes

Notamos que nao existe outra particdo contada por pyg+(2n — 1, — 1), pois caso contrario,

143+ +2s—1+2l1+2lp+--+2lp,1 > 14+3+---4+2s—1+2-(n—1)
1+3+2-(n—1)
2n+2>2n—1.

A\

O]

Observagao 3.1. Pela observagdo dos dados da primeira diagonal da Tabela 3, que contabiliza
as particoes em que as partes impares a partir do 1 aparecem exatamente uma vez e com nenhuma

parte par, temos que Py (n,0) =1, se e somente se, n é um quadrado perfeito.
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Proposicao 3.2. Para todo n temos que
(CL) Do* (n27 1) = 0:'
(b) p¢*(n2 —14,1) =0, 1 par e i < 2n — 2;

(¢) pgx(n® —i,1) =1, i fmpar e i < 2n — 3.

Demonstragio. (a) Suponhamos que exista uma partigdo contada por pgs* (n?,1), isto é, com

t<s<n-—1temos que

n* = 143+ +((2s—1)+2t
n?—s* = 2
26s+1)-1)+---+(2n—-1) = 2t
Entao,
2s<(2(s+1)—-1)+---+(2n—-1) = 2t<2s,

o que é uma contradicao.

(b) Suponhamos que exista uma parti¢do contada por pg« (n? —i,1), com i par e i < 2n — 2.

Entao, sendo t < s < n — 1 temos que

n—i = 143+ +(2s—1)+2t
n?—s* = 2t+i
2(s+1)—1)+---+2n—-1) = 2t+i<2s+2n—2.
Entao,
2s+2n—2=2s—1+2n—1<(2(s+1)—1)+---+(2n—1) = 2t+i<2s+2n—2,
o que é uma contradicao.
(c) Para ¢ impar e i < 2n — 3 temos que (1,3,5,--- ,2n —3,2n — 1 — i), com 2n — 1 — i par,

¢ uma particao contada por pgy= (n2 —1,1). Agora, suponhamos que exista outra partigao

contada por pyx (n? —i,1), ou seja, com 7 < s <n — 2,

n*—i = 143+ +2(s—1)+2r
n?—s> = 2r+i
26s+1)—1)+--+2n—-1) = 2r+i<2s+2n-—3.
Entao,
2s+2n -3 < (2(s+1)—-1)+---+(2n—-1) = 2r+i<2s+2n-3,

o que ¢ uma contradicao. Portanto, pgsx (n2 —i,1) =1, com i impar e i < 2n — 3.
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Olhando os dados da terceira diagonal da Tabela 3, que contabiliza as particbes com

duas partes pares, além das impares que aparecem exatamente uma vez a partir do 1, obtemos o

seguinte resultado.

Teorema 3.2. Para todo n temos que

(a) pex (n2,2) =0;

(b) p¢*(4n2 +4n,2) :p¢*(4n2 +4n +2,2) :p¢*(4n2 Fdn+4,2) = n;

) por(4n? —3,2) = ppx(4n? —1,2) = n —1;
¢ ¢

(d) py(4n® +1,2) = n.

Demonstragao. Provamos os itens (a) e (b). Os outros sdo andlogos ao item (b).

(a)

Suponhamos que exista uma parti¢do contada por pgs= (nz, 2), ouseja, com 1 <i,j<s<n
temos que
n?=1+3+---+25—142i+2j.

Entdo, n? — 5% = 2i + 2j, ou ainda, (14+3+---4+2n—1)— (1 +3+---+25—1) = 2i 4+ 2j.
Assim,
2 +1) =1+ - +2n—1=2i+2j < 4s.

Como n > s, temos
ds =2(s+1)—1+2s—1<2(s+1)—1+4---+2n—1=2i+2j <4s,

o que é uma contradicao.

Notamos que qualquer particao contada por pg« (4n* + 4n,2) ou Dk (4n? + 4n + 2,2) ou
Do (4n2 + 4n + 4,2) possui 4n — 1 como a maior parte impar. De fato, vamos provar para
o primeiro tipo sendo os outros dois andlogos. Se 4n + 1 fosse a maior parte impar de uma

partigdo contada por pgsx (4n2 +4n,2), com 1 <i,j < 2n + 1 terfamos

1434 4+4n—1+4n+1+2i+2j = (2n+1)*+2i +25
> 4An® +4n +5 > 4n? + 4n.

Agora, se 4n — 3 fosse a maior parte impar, com 1 < 7,7 < 2n — 1, terlamos
1434 +4n—3+2i+2) < (2n—12+22n—1)+202n—1)

= 4n® +4n — 3 < 4n? + 4n.

Seja (1,3,5,--- ,4n — 1,24,25) uma particdo contada por py= (4n? 4 4n,2) com 1 < i <
J < 2n. Para obtermos uma parti¢do contada por pgs (4n? + 4n + 2,2) e uma contada por

Do (4n2 + 4n + 4,2) escrevemos, respectivamente,

(1,3,5,--+ ,4n —1,2i,2(j + 1)) e (1,3,5,-- ,4n—1,2(i + 1),2(j + 1)).
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Reciprocamente, dada (1,3,5,--- ,4n—1,2[,2t) uma particao de pyx (4n* 4+ 4n+4,2), temos
4n® +4n+4 = (2n)? + 21 + 2t. Isto resulta em [+t = 2n + 2 e assim [ +¢ > 4. Notamos que
l#1let+#1,poissel =1entdot =2n+1 implicando que 2t = 2(2n+1) =4n+2 > 4n—1.
Logo, temos que [ > 2 (analogamente se ¢ > 2) e a menor parte par de uma particao

contada por pgx* (4n2 + 4n + 4,2) é 4. Desta maneira, a aplicacdo é invertivel.
Temos que py+ (4712 +4n + 4,2) é o ntmero de solugoes da equagdo [ +t = 2n + 2, com
[,t >2. Escrevendo [ =10'"+1et=t+1,com ! t > 1 temos que !’ +t = 2n, que possui

2n - " (
o5 = n solugdes positivas e o teorema esta provado.

O]

Exemplo 3.3. Para ilustrarmos a bije¢io apresentada no item (b) do Teorema 3.2 consideramos

n =3, entdo

Py« (48,2) Py (50,2) Py (52,2)

(11,10,9,7,5,3,2,1) | (12,11,9,7,5,3,2,1) | (12,11,9,7,5,4,3,1)
(11,9,8,7,5,4,3,1) | (11,10,9,7,5,4,3,1) | (11,10,9,7,6,5,3,1)
(11,9,7,6,6,5,3,1) | (11,9,8,7,6,5,3,1) | (11,9,8,8,7,5,3,1)

Na quarta diagonal da Tabela 3, que contabiliza as partigdes com trés partes pares, além

das fmpares que aparecem exatamente uma vez a partir do 1, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.3. Para todo n = 2, sendo p(i,3) o nimero de parti¢oes de i em trés partes, temos

que

(@) pg(n®,3) = pgx(n® —1,3) = p(n — 1,3);
(b) pyx(n® +2n +2,3) = pgx(n® +2n —1,3) = p(n + 1,3);
(¢) pgx(n® +2n +3,3) = pgx(n® +2n —2,3) = p(n — 1,3);

(d) pyx(n® +4n + 8,3) = pgx(n® +4n —1,3) = p(n — 1,3).

Demonstragdo. Provamos o primeiro item, as provas dos outros sendo facilmente adaptaveis.
Para a primeira igualdade, notamos que a maior parte impar de uma particdo contada por

e (n?,3) é 2n — 5 e a maior de uma contada por Do (n®* —1,3) é2n— 3.

Seja (1,3,5,---,2n — 5,2i,24,2k) uma parti¢do contada por pg« (n?,3), sendo i < j <
k < m — 2. Para obtermos uma partigao contada por pgsx (n2 —1,3), associamos toda parte impar
2s — 1 com a parte 2(n — s) — 1 e toda parte par 2s com 2(n — s — 1). Entao, adicionamos
uma parte igual a 1. Reciprocamente, a partir de uma partigao contada por pgx (n2 —1,3) para
obtermos uma particao contada por pgs« (n2, 3), primeiro eliminamos a parte 1 e em seguida

associamos toda parte impar 2s — 1 com a parte 2(n — s) — 1 e toda parte par 2s com 2(n—s—1).

Para a segunda igualdade, dada uma particao contada por pgs« (n2 — 1,3) removemos
todas as partes impares e as trés pares, que somam 2n — 2, dividimos cada uma por 2 obtendo

uma particdo contada por p(n — 1, 3). O
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Exemplo 3.4. Considerando n = 10, na prova do item (a) do Teorema 3.3 temos que

Py (100, 3) Py« (99,3) P(9,3)
(16,16,15,13,11,9,7,5,4,3,1) | (17,15,14,13,11,9,7,5,3,2,2,1) | (7,1,1)
(16,15,14,13,11,9,7,6,5,3,1) | (17,15,13,12,11,9,7,5,4,3,2,1) | (6,2,1)
(16,15,13,12,11,9,8,7,5,3,1) | (17,15,13,11,10,9,7,6,5,3,2,1) | (5,3,1)
(16,15,13,11,10,10,9,7,5,3,1) | (17,15,13,11,9,8,8,7,5,3,2,1) | (4,4,1)
(15,14,14,13,11,9,8,7,5,3,1) | (17,15,13,11,10,9,7,5,4,4,3,1) | (5,2,2)
(15,14,13,12,11,10,9,7,5,3,1) | (17,15,13,11,9,8,7,6,5,4,3,1) | (4,3,2)
(15,13,12,12,12,11,9,7,5,3,1) | (17,15,13,11,9,7,6,6,6,5,3,1) | (3,3,3)

Para o préximo teorema, sugerido pelos dados da quinta diagonal da Tabela 3, precisamos

da proposicao abaixo.

Proposicao 3.3. Seja pe(4n — 8,4, Ao = A3) o nimero de partigoes de 4n — 8 em quatro partes

pares menores do que ou iguais a 2n — 4 e Ao = \3. Entdo pe(4n — 8,4, A2 = A\3) = p(n — 1, 3).

Demonstragdo. Separamos a demonstracdo em dois casos, de acordo com a paridade de n. Se n
¢é par, vamos definir uma bijecao que corresponde as partes centrais iguais a menor parte de uma

parti¢do contada por p(n — 1, 3).

e Se as partes centrais forem iguais a n + 2k — 2, para k > 0, consideramos a particao
correspondente
A — 4k A+ 4k
2 72
a qual é claramente uma partigdo contada por p(n — 1,3).

th+2k—2n+2k—ZA@F+( Jk+1»

e Se as partes centrais forem iguais a n — 2k, para k > 2, a particdo correspondente serd

M—8k+mggjk_®'
2 2

th—2hn—2hM)H<
- A4
Das condigoes Ay < n—2k < M\ <2n—4e)\1+)\4=2n—8+4kresultaque? > 2k — 2.

Se n fmpar, a bijecao é similar a anterior.

e Se as partes centrais sdo iguais a n + 2k — 3, com k > 1, a particdo correspondente sera
A1 —4k+2 A+ 4k —2
2 ’ 2

an+2k—&n+2k—&kgh+( ﬂk+2)

e Se as partes centrais sdo iguais a n — 2k — 1, com k > 1, a particdo correspondente contada
por p(n — 1,3) serd

A —8k+6 A\ )

th—2k—Ln—2k—LA@H+< S 2k —1

A
Das condigbes Ay < n—2k—1 < A\ <2n—4e A+ )My = 2n—6+4k resulta que ?4 > 2k—1.
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Exemplo 3.5. Para ilustrarmos a bijecio da proposi¢io acima, para n = 12 temos

2 ’ 2

Pe(4074a)\2 = )‘3) P(1173)
18—4-0 244-0
(18,10, 10, 2) ( et ,1) 9,1,1)
2 2
16—4-0 444-0
(16,10, 10, 4) ( i ,1) (8,2,1)
2 2
14—4-0 644-0
(14,10, 10, 6) ( 2 ,1) (7,3,1)
2 2
12— 4. 4.
(12,10, 10, 8) ( 08+ 0,1) (6,4,1)
2 2
10-4-0 10+4-0
(10,10,10,10) | ( s SYRRCERY
2 2
20-8-2+10 4
(20,8, 8,4) (f@z) (7,2,2)
18-8-2410 6
(18,8,8,6) <+a§a ) (6v3’2)
16-8-2+10 8
(16,8, 8, 8) (%,5,@ (5,4,2)
4—4.1 2+4-1
(14,12,12,2) | ( S8) | (5:3,3)
2 2
12-4-1 4+4-1
(12,12,12,4) ( * ,3) (4,4,3)

Agora para n = 13 temos
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2 ’ 2 ’

Po(44,4, )0 = As) P(12,3)
22 _8.1+6 2
(22,10, 10, 2) (M, Z 1) (10,1,1)
2 2
20-8-1+6 4
(20,10, 10, 4) (—,7, ) 9,2,1)
2 2
18-8-1+6 6
(18,10, 10, 6) (—+ o) (8,3,1)
2 2
16-8-1+6 8
(16,10, 10, 8) (—+ 2 ) (7,4,1)
2 2
14-8-1+6 10
(147 107 10? 10) <—+777 ) (6757 1)
2 2
18—4-142 24+4-1-2
(18,12,12,2) (8 et ,2) (8,2,2)
2 2
16—4-142 44+4-1-2
(16,12, 12, 4) ( e it ,2) (7,3,2)
2 2
14—4-142 64+4-1—2
(14,12,12, 6) ( T2 07 ,2) (6,4,2)
2 2
12—4-142 84+4.1—2
(12,12,12,8) ( e oF ,2) (5,4,2)
2 2
22 _8.246 6
(22,8, 8, 6) (% = 3) (6,3,3)
20-8-2+6 8
(207 87 87 8) (%7 57 3) (57 47 3)
14—4-242 244.2-2
(14,14, 14,2) ( te 2t 4) (4,4, 4)
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Teorema 3.4. Para todo n = 3, sendo p(i — 1,3) o nimero de parti¢oes de i — 1 em trés partes,
temos que

pox(n® —4,4) = > p(i — 1,3).

=1

Demonstragdo. Primeiramente, provamos que
e (n* = 4,4) — pgr((n — 1)* = 4,4) = p(n — 1,3). (3.6)

Observamos que qualquer particdo contada por pgx (n? — 4,4) possui 2n — 5 como maior
parte impar e qualquer contada por pgs((n — 1)2 — 4,4) possui 2n — 7 como maior parte fmpar.
Dada uma particao contada por pgs« (n2 —4,4) as suas quatro partes pares A1, A2, Az, A4 somam
4n — 8 e sdo classificadas em dois tipos: (i) Ao > Ag; (19) Ay = As3.

Existe uma bijegao entre as partigdes do tipo (i) e as contadas por pg«((n — 1)? — 4,4).
De fato, dada uma partigao do tipo (i), removemos a parte 2n — 5 e subtraimos 2 de cada umas
das duas maiores partes pares, A1 e Ao . A aplicacao inversa é facilmente construida.

Agora, pela Proposigao 3.3 temos que o total de partigoes do tipo (i7) é p(n—1,3). Assim,
Do (n? —4,4) — pex((n — 1)?2 —4,4) = p(n —1,3).

Para concluirmos a prova do teorema, faremos uma indug¢ao sobre n. Para n = 3 temos
que pyx(5,4) = 0 = p(0,3) + p(1,3) 4+ p(2,3). Suponhamos que para n — 1 temos que

P ((n — 1) Z i—1,3). (3.7)

Entao,

p(n—1,3)
n—1

Do (n2 —4,4) — Do ((n— 1)2 —4,4)

pgr(n® —4,4) = p(t —1,3)+p(n—1,3) (por 3.7)

M: HM

pgx(n? —4,4) p(i—1,3).

1

7

O

Exemplo 3.6. Para ilustrarmos a bijecio da prova do teorema anterior consideramos n = 8.
Notamos que as quatro tiltimas particoes do conjunto Pyx(60,4) cuja diferenga entre as partes
pares centrais sao iguais, nao possuem particoes correspondentes no conjunto Py« (45,4) e esta

quantidade € igual ao nimero p(7,3).
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y Py (60, 4) \ \ Py« (45,4) |
(12,11,9,8,7,5,3,2,2,1) | (12,8,2,2) [(10,9,7,6,5,3,2,2,1)
(12,11,9,7,6,5,4,3,2,1) | (12,6,4,2) [(10,9,7,5,4,4,3,2,1)
(11,10,10,9,7,5,3,2,2,1)[(10,10,2,2) | (9,8,8,7,5,3,2,2,1)
(11,10,9,8,7,5,4,3,2,1) | (10,8,4,2) | (9,8,7,6,5,4,3,2,1)
(11,10,9,7,6,5,4,4,3,1) | (10,6,4,4) | (9,8,7,5,4,4,4,3,1)
(11,9,8,8,7,6,5,3,2,1) | (8,8,6,2) | (9,7,6,6,6,5,3,2,1)
(11,9,8,8,7,5,4,4,3,1) | (8,8,4,4) | (9,7,6,6,5,4,4,3,1)
(12,11,9,7,5,4,4,4,3,1)
(11,10,9,7,6,6,5,3,2,1)
(11,9,8,7,6,6,5,4,3,1)
(11,9,7,6,6,6,6,5,3,1)

3.2 Funcdo mock theta ¥

Consideramos a func¢dao mock theta 1 de order 3, dada por
0 qn2
V(a) = ), —
7;0 <_Q; q2)n

Para o nosso propdsito, estamos interessados na versao sem sinal da fungdo mock theta
1, isto é,

n2

W) =D

AN
= (@30%)n

(3.8)

Seu termo geral é

q1+3+5+-~+(2s—1)

(1 _ q)(l _ q3) L (1 _ q2371)

o qual gera as particoes em partes impares de n contendo pelo menos uma parte igual a

cada um dos nimeros impares de 1 até 2s — 1.

3.2.1 Representacdo matricial

Em [7], os autores apresentam uma interpretagdo combinatéria para ¢* em termos de

matrizes de duas linhas, a qual enunciamos no teorema abaixo.

Teorema 3.5. O coeficiente de ¢" na expansdio de 1*(q) € igual ao nimero de elementos do

A= a2 G , (3.9)
di dy --- ds

com entradas inteiras ndo negativas somando n e satisfazendo as condicoes abairo

conjunto de matrizes da forma

cs = 1 (3.10)
Ct = 2+Ct+1+2dt+1, I1<t<s—1. (311)
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Demonstragdo. Tomemos uma particio em partes impares de n em que cada parte impar de 1
até 2s — 1 aparece pelo menos uma vez. Sendo d; = 0, com 1 < t < s, podemos decompor n da

seguinte maneira
n=1-1+d)+3-(1+d2)+5-(1+dg)+---+(25s—1)-(1+ds).

Considerando, ¢cs =1 e ¢t = 2+ ¢p11 + 2diy1 para 1l <t < s—1, obtemos a matriz de duas linhas

correspondente, conforme (3.9), satisfazendo as condigoes (3.10) e (3.11).

Reciprocamente, dada uma matriz do tipo (3.9), como esta possui s colunas temos que
sua particdo correspondente contém as partes impares de 1 até 2s — 1, sem saltos. Cada parte
ocorre um total de 1 + d; vezes, com 1 <t <sed; >0,logon=1-(1+d;)+3-(1+d2)+5-
(I+d3)+---+(2s—1)-(1+ds). O

Dada uma particdo como descrita acima, a segunda linha de sua matriz associada descreve
quantas partes impares a mais existem além das obrigatérias. Para calcularmos este niimero,

somamos cada entrada d;, parat =1,2,...,s.

Exemplo 3.7. Na tabela abaixzo, na coluna da esquerda temos as particoes de 11 em que cada
parte impar de 1 até 2s — 1, para algum s = 1, aparece pelo menos uma vez, sem saltos. Na

coluna da direita temos as matrizes associadas a partir do Teorema 3.5.

Particoes Matrizes

(5,3,1,1,1) < 2 )

5 3 1
2 00
71
(3,3,3,1,1)
12
5 1
(3,3,1,1,1,1,1)
41
1
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)
10

3.2.2 Construcao da tabela referente a representacdo matricial do Teorema 3.5

Nesta subsecdo, a partir das matrizes definidas no Teorema 3.5, construimos uma tabela
cujos dados sao as somas de cada d;, entradas da segunda linha das matrizes. Para tal construgao

necessitamos da defini¢do abaixo.

Definicao 3.2. O excesso de uma parte \; relacionada a uma particio X é o niumero de vezes
1
que \; aparece mais de uma vez. Notag¢io: x(\;). Da mesma forma, o excesso de uma particio A

é a soma dos excessos de todas as partes. Notagao: x(\).

Exemplo 3.8. Consideramos A = (15,13,11,9,9,7,5,3,1,1,1), uma particio de 75 em partes

impares, sem saltos, a partir de 1. Entao,



Capitulo 3. Fungées mock theta ¢(q) e ¥(q) 70

e £(3) =xz(5) =x(7) = x(11) = 2(13) = x(15) = 0,

A préxima definicdo nos auxiliard na interpretagdo dos dados da tabela.

Definicao 3.3. Para k > 0, seja pyx(n,k) o nimero de particoes de n em partes impares a

partir do 1, sem saltos e com excesso k.

Para n fixo, classificamos suas parti¢oes descritas na Definicdo 3.3 de acordo com a soma
de cada d; da segunda linha da matriz associada. Contando a ocorréncia de cada niimero nesta
soma, organizamos os dados na tabela abaixo. A entrada na linha n e coluna n — & é o nimero de

vezes em que k aparece como resultado de tais somas. Ou ainda, este nimero é igual a pyx(n, k).
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3.2.3 Novos resultados

Nesta subsecao, a partir da observacdo dos dados da Tabela 4 conseguimos encontrar
varias relagoes, que apresentamos abaixo. Destacamos o resultado obtido a partir dos dados da
quarta diagonal e o préximo resultado que nos diz que a partir de determinada linha as entradas

em cada coluna tornam-se constantes e iguais a quantidade de um tipo especifico de particao.

Teorema 3.6. Para todoi>2 en > 3[;J — 2, temos que

pyx (n,n — 1) = 041(7),

sendo 041(i) o nimero de particoes de i em partes impares distintas, tendo 1 como uma parte.

i
Demonstragio. Consideramos uma partigao contada por pys(n,n —4), comi>2en > 3[2J —2.

Entdo, uma possivel maneira de particionarmos n é
n=1+1-2(1)+34+3-23)+---+(2s—-1)+(25—1) -2(2s - 1),

com z(1) +z(3) +---+x(2s — 1) = n —i. Como esta partigdo possui s partes diferentes, obtemos

uma particdo A = (A1, A2,..., Ak, ..., As) contada por og1(i), também com s partes, definida
abaixo.
As = 1
As—1 = 3+2-2(2s—1)

As—2 = b+2-2(2s—1)+2-2(2(s—1)—1)

e = 2s—-k+1)-1)+2-z2s—1)+---+2-22(k+1)—-1)

A= (2s—=1)+2-2(2s—1)+---+2-2(3).

A reciproca é construida facilmente.

Exemplo 3.9. Paran =22 ei =17, temos que

Py« (22,5) 04 (17)

(5,5,5,3,1,1,1,1) [ 2(5) = 2 0 3[(9,7,1)
(5,5,3,3,3,1,1,1) |2(5) = 1, #(3) = 2, (1) = 2|(11,5,1)
(5,3,3,3,3,3,1,1)|z(5) = 0 1 1[(13,3,1)

Observacgao 3.2. Olhando para a primeira diagonal da Tabela 4, que contabiliza as parti¢des com
nenhum excesso, observarmos que os quadrados perfeitos sGo os Uunicos nimeros particionados

em partes impares a partir do 1, sem saltos e sem excessos. Assim, pw*(nQ, 0) =1.
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Pela observacao dos dados da terceira diagonal da Tabela 4, que contabilizam as parti¢oes

com excesso igual a 2 temos algumas propriedades apresentadas abaixo.

Teorema 3.7. Para todon = 1, temos que pw*(4n2 +3,2)=n—1.

Demonstragio. Consideramos uma parti¢do contada por py« (4n2 + 3,2), logo sua maior parte é
4n — 3. Entao,
An* 43 =143+ -+ (@n—3)+ 2z —1)+ (2y — 1),

com 1 <z <y<2n—1. Como 4n® + 3 — (2n — 1)? = 4n + 2, devemos particionar 4n + 2 em

duas partes impares 2x — 1 e 2y — 1, sujeito a 1 < z < y < 2n — 1. Isto significa que

2r—1+2y—1 = 4dn+2

r+y = 2n+2.
, ~ . , | 2n+2
O ntmero de solugbes com nenhuma restri¢gdo, sem contar a ordem, é =n+1,
mas devemos remover as solugdes (2n,2) e (2n + 1,1). Logo o teorema esté provado.
O

Teorema 3.8. Para n = 4, temos

-2

Demonstragdo. Vamos verificar trés igualdades.

1% : Construimos uma bije¢ao entre os dois conjuntos de parti¢oes, as contadas por
Dok (n? —2n —2,2) e por Dok (n? — 2n + 2,2). Dada uma particio contada por

Py (n? — 2n — 2,2), escrevemos-a como
n?—2n—2=1142z(1)) +3(1 +z(3)) + - (25 — 1)(1 + z(25 — 1)).

Como tem excesso 2, devemos ter no maximo, dois excessos nao nulos. Consideramos

z(i) =x(j) =1,com 1 <i < j<(2s—1), i e j impares, entao

n?—2n—2=14+34 - +2s—1+i-2(i)+7j-2(j).

Adicionando-se 2 a cada excesso i e j, o resultado é uma particdo contada por

pyx(n® — 2n + 2,2), como segue:
14+3+-+2s—1)+ (i +2)-2()+ (G +2) 2(j) =n*—2n+2.

Para termos a bijecdo descrita, devemos garantir que podemos subtrair 2 de qualquer
excesso de uma particao contada por py« (n2 — 2n + 2,2). Em outras palavras, que os
excessos sdo maiores do que ou iguais 3. Suponha que cada um dos dois excessos sdo iguais

a 1. Entao,

n?—2n+2=143+---+2s—1)+1+1,
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onde 2 < s <n — 1. Assim,

n—2n+2 = $24+1+1
n—172-s* = 1
2(s+1)—1+4+---4+2n—-1)—-1 = 1,

que é uma contradicdo, pois2<s<n—1len > 4.

2% : Primeiramente, temos que a maior parte de uma particao contada por py* (n? —2n +2,2)
é 2n — 5. Seja (1,3,--- ,2n —5,2i — 1,25 — 1) tal partigdo, com 1 < i < j < 2n—2. Da
primeira igualdade, vimos que 2¢ —1,2j — 1 > 3, entdo adicionando uma parte igual a 2n—3

e subtraindo 2 de 27 — 1 e de 25 — 1 obtemos uma partigao contada por py (n2 —5,2).

Reciprocamente, dada uma partigao contada por py= (n2 —5,2) sua maior parte é 2n — 3 e
neste caso z(2n — 3) = 0. Retiramos a parte 2n — 3 e adicionamos 2 em cada um dos dois

excessos, obtendo uma particao contada por pyx (n®> —2n + 2, 2).

3% : A maijor parte de uma parti¢ao contada por pyx (n®—5,2) é 2n—3. Assim, n> —5—(n—1)? =
2n — 6, logo devemos particionar 2n — 6 em duas partes impares menores do que ou iguais

a 2n — 3. Entao, temos a equacao

2%i—14+2j—1 = 2n—6

i+j = n—2,coml1<ij<n-—1,

n—2

que possui [ J solugoes.

O]

Olhando para os dados da quarta diagonal da Tabela 4, qua contabilizam as particoes
cujo excesso é 3, obtemos quatro propriedades similares. Provamos apenas uma delas, as outras

seguem de maneira andloga.

Teorema 3.9. Para todo n = 3 temos que

(@) pyx(n® —5,3) = pyx(n® = 2,3) = p(n — 3,< 3);
(b) pyx(n* + 2n —2,3) = pyx(n* + 2n — 3,3) = p(n — 3, < 3);
(¢) pys(n® +4n + 3,3) = py=(n® + 4n — 2,3) = p(n — 3,< 3);

(d) pyx(n® +6n+10,3) = py=(n® + 6n +1,3) = p(n — 3,< 3).
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Demonstragio. Provamos o item (a). Consideramos uma parti¢ao contada por pyx (n® —5,3),

logo sua maior parte é 2n — 5. Assim,

2n—5
n—5 = 143+--+2n-5+ > a(i)-i
=y
iizmpar
2n—>5
n?—5 = (n—2)2+ Z x(i) i
=y
iilmpar
2n—5
-9 = > w(i)-i (3.12)
oL
iimpar

Consideramos a sequéncia de todos os excessos desta parti¢ao (x(1), z(3), ..., x(k), ..., z(2n—
5)). Invertendo esta sequéncia, isto é, substituindo & por 2n —5 — k + 1 = 2n — k — 4, a sequéncia
torna-se (z(2n —5),...,z(2n —k —4),...,x(3),z(1)).

Agora, consideramos a particao
2n—=-3)+C2n—-5)1+z(1)+ - +k-1+z2n—k—-4)+---+1-(1+2x(2n—-05)).

Notamos que tal particdo é contada por pyx* (n2 — 2,3). De fato, como o nimero de excessos nao
nulos, neste caso igual a 3, permanece o mesmo, podemos rearranjar os termos e a soma das

partes da nova particao é

2n—5
= 2n-3)+ > (1+=z(i) 2n—i—4)
=
il'Zmpar
2n—>5
= (n—1%+ > w(i)-(2n—i—4)
=
il’lmpar
2n—>5 2n—5
= =12+ @2n-4)- > z@) - > a(i)-i
i=1, i=1,
iimpar iimpar
3 4n—9

= n?2-2.

Para a segunda igualdade, a maior parte de uma particao contada por py= (n2 —2,3)¢é
2n —3, entdo (n2—2) — (14+3+4---+2n—3) = (n? —2) — (n— 1) é a soma de seus trés excessos,

que podemos escrever como

(2 — 1)+ (2 — 1) + (2k — 1) = 2n — 3.

Assim, (i —1,j — 1,k — 1) é uma partigdo de n — 3 em até 3 partes.
O

Exemplo 3.10. Para ilustrarmos a bije¢io do item (a) do Teorema 3.9, consideramos n = 8,

entdo
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Py« (59,3) Py« (62,3) P(5,< 3)
(11,11,11,9,7,5,3,1,1) | (13,11,11,9,7,5,3,1,1,1) | (2-6—-1,2-1-1,2-1—1) | (5,0,0)
(11,11,9,9,7,5,3,3,1) | (13,11,9,9,7,5,3,3,1,1) | (2-5—1,2-2—1,2-1—1) | (4,1,0)
(11,11,9,7,7,5,5,3,1) | (13,11,9,7,7,5,5,3,1,1) | (2-4—-1,2-3—-1,2-1—1) | (3,2,0)
(11,9,9,9,7,5,5,3,1) | (13,11,9,7,7,5,3,3,3,1) | (2-4—-1,2-2—-1,2-2—1) | (3,1,1)
(11,9,9,7,7,7,5,3,1) | (13,11,9,7,5,5,5,3,3,1) | (2-3-1,2-3—-1,2-2—1) | (2,2,1)

3.3 Relacao entre as funcoes ¢* e ".

Nesta secao, por meio da observacdo paralela das Tabelas 3 e 4 exibimos resultados

relacionando os nimeros pgx(n, k) € pyx(n, k).
Teorema 3.10. Para todo n e k = 1 impar, temos que
e (n? —k,1) = pw*(n2 —(k+1),1).

Demonstragio. Seja A uma parti¢do contada por pg« (n2 —k, 1), com maior parte impar 2s — 1 e
2i¢ como parte par, com 1 < ¢ < s. Se associarmos a parte 2¢ com a parte 2¢ — 1 obtemos uma
particao contada por py« (n? — (k +1),1). Claramente, a aplicacio é invertivel.

O

Teorema 3.11. Para todo n = 2 temos que

(a) pyx* (n2 —3,3) = pex (n2 —1,3);
(b) Dy (n2 —5,3) = pgx (n2 —2,3) =p(n,3);
(€) py= (n2 —1,3) = pyx (n2 —3,3);

(d) pw*(nQ +2n —17,3) = p¢*(n2 +2n—4,3) = p(n — 2,3).

Demonstragao. Provamos o item (a) por meio de uma bije¢ao, sendo o argumento similar para os
outros itens. Seja A uma particao contada por py* (n2 —3,3), com maior parte 2s — 1. Associamos
todos os trés excessos da forma 2i — 1 de A com a parte 2(n —i — 1) e adicionamos uma parte

igual a 2s + 1, obtendo uma particao p contada por pgs« (n2 -1,3).

Reciprocamente, dada uma particao u contada por pgs (n2 —1,3), sendo 2s — 1 sua maior
parte impar, removemos esta parte e associamos toda parte 2¢ de p com a parte 2(n —i —1) — 1,

obtendo uma particdo A contada por py« (n? —3,3). O

Exemplo 3.11. Consideramos n = 10 no item (a) do Teorema 3.11 temos as parti¢oes relacio-

nadas.
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Py« (97,3)

Py (99,3)

(15,15,15,13,11,9,7,5,3,3,1)

(17,15,14,13,11,9,7,5,3,2,2,1)

(15,15,13,13,11,9,7,5,5,3,1)

(17,15,13,12,11,9,7,5,4,3,2,1)

(15,15,13,11,11,9,7,7,5,3,1)

(17,15,13,11,10,9,7,6,5,3,2,1)

(15,15,13,11,9,9,9,7,5,3,1)

(17,15,13,11,9,8,8,7,5,3,2,1)

(15,13,13,13,11,9,7,7,5,3,1)

(17,15,13,11,10,9,7,5,4,4,3,1)

(15,13,13,11,11,9,9,7,5,3,1)

(17,15,13,11,9,8,7,6,5,4,3,1)

(15,13,11,11,11,11,9,7,5,3,1)

(17,15,13,11,9,7,6,6,6,5,3,1)




78

4 Indice de Paridade

Neste capitulo apresentamos duas solugoes para o Problema 5 e uma para o Problema 6
conjecturados por Andrews em [3]|. Para a primeira solu¢do do problema 5 exibimos uma bijecao
entre os conjuntos D?L e D}1 definidos no Teorema de Fine, [14], e o conjunto de parti¢des indexadas
pelo seu indice de paridade inferior. Para a segunda solucdo do Problema 5 e do Problema 6
utilizamos representagao matricial para partigoes. Parte dos resultados aqui apresentados estao
contidos no artigo Parity indices and two-line matrix representation for partitions, [9], publicado

na Trends in Applied and Computacional Mathematics.

4.1 Teorema de Fine

Nesta secao enunciamos um dos famosos teoremas de Fine, cuja prova combinatéria pode

ser encontrada em [14]. Esta prova é considerada elegante e simples.

Teorema 4.1. (Fine) Seja D° (D) o conjunto de particées \ de n em partes distintas, tais

que a maior parte \1 é par (impar), respectivamente. Entdo

k(3k +1

1, ifn= C ; );

Dy =Dy =3 4 _ k@BE—-1)
) an 2 b

0, caso contrdrio.

Problemas que envolvem paridade estao relacionados com identidades classicas de parti-
¢oOes, como por exemplo as identidades de Euler, Rogers, Ramanujan e Gordon. O teorema que
acabamos de enunciar é um exemplo de problema que envolve o conceito de paridade no estudo
de identidades relacionadas a teoria de parti¢oes. Diversos autores pesquisaram questdes que
envolvem paridade de parti¢oes, [10], [11], [12]. Em [3], Andrews descreveu vérios resultados sobre
esse assunto e no final enumerou quinze problemas. Os problemas 1, 2 e 3 foram solucionados

m [21], 9 e 10 foram resolvidos em [8], sendo que sua demonstracdo é puramente analitica. Em
[20], outra solugdo para os problemas 9 e 10 sdo apresentadas, e neste mesmo artigo é dado uma
prova para o problema 5, cuja demonstragao é baseada em alguns resultados relacionados com
fungoes geradoras para partigoes e g-séries. Em [18] também é dada uma outra solugdo para o

problema 5 baseada na prova involutiva de Franklin.

4.2 Problema 5 dado em [3]

Nesta secao apresentamos a primeira solugdo para o problema 5 de [3], estabelecemos
uma bijecdo entre os conjuntos Dg e Di, definidos no Teorema de Fine e o conjunto de parti¢oes

indexadas por meio do seu indice inferior de paridade impar.
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4.2.1 Indice de Paridade

Nesta subsecao apresentamos o conceito de indice inferior de paridade par e impar para

partiges e suas respectivas fungoes geradoras, apresentadas em [3] .

Definigao 4.1. Seja A = (A1, A2, -+, As) wma particio, com A1 = Ao > \;. O indice
inferior de paridade par (impar) de X\, denotado por Ij.(\) (I;o(N\)) é deﬁmdo como sendo o
comprimento maximo de subsequéncias crescentes de {\1, A2, -+, \s} cujos termos alternam a

paridade iniciando com um par (impar), A;.

Exemplo 4.1. Consideramos \ = (8,7,7,6,5,4,4,2,2,1) uma parti¢gio de 46. Entao, I}c(\) =5
e I1,(\) = 6.

Definicao 4.2. Seja p.(r,m,n) (po(r,m,n)) o nimero de parti¢ées A\ de n em m partes distintas

com I1e(N) (I15(N)) igual a r. Denotamos por P.(y,x;q) (Py(y,x;q)) a fun¢io geradora para as

particoes X de n em m partes distintas com Ijc(X) = r (I},(X) = 1), ou seja,

Py, z9) = >, pelr,m,n)y a™q" (4.1)
r,m,n=0

Po(y,x5q9) = >, polrym,n)y a™q" (4.2)
r,m,n=0

No resultado abaixo, apresentado em [3], temos uma férmula explicita para P,(y, x; q).

Teorema 4.2 (Teorema 7, [3]). A fungao geradora para as parti¢ées enumeradas por po(r, m,n)

€ dada por:

"yt 2 (=
P,(y,r;q) = ;0 o (4.3)

4.2.2 Primeira solucdao do Problema 5

Nesta subsegao apresentamos a primeira solu¢ao do Problema 5, proposto em [3], o qual

enunciamos abaixo.

Problema 4.1. Resulta de uma férmula antiga de Rogers que

0

P —1, 1aq Z n(3n+1 /2 q2n+1).
Prove de maneira combinatoria que
1, se n=Fk@3k+1)/2

S polrym,n) (=1 =4 1, se n=k(3k+5)/2+1 (4.4)

caso contrario.

Avaliando 4.2 em y = —1 e x = 1 temos que
P(~1,1;9) = > pol(r,m,n)(=1)"q".
rym,n=0

Para solucionar o problema acima necessitamos do seguinte lema.



Capttulo 4. Indice de Paridade 80

Lema 4.1. Consideramos A\ = (A1, A2, , Am) uma particio do inteiro positivo n em m partes

distintas, cujo Ij,(\) = r. Entao,

(a) r € par se,e somente se, A1 € par;

(b) r € impar se,e somente se, \1 é impar.

Demonstragio. Provamos o item (a) sendo o outro andlogo. Seja A = (A1, A2, -+, Ap) uma
particdo do inteiro positivo n em m partes distintas, cujo I;,(\) = r e r é par. Logo, existe uma
subsequéncia crescente (Ajtr—1,...A\i+1,A;) de comprimento igual a r, de {A1, A, -+, A}, com

Nitr_1 Impar.

Sendo A;y,_1 impar e r par, entdo \; é par. Da mesma forma, podemos concluir que se \;
é par, entao r é par, pois caso contrario, A;4,—1 seria par e teriamos uma contradigdo. Se \; = A;
entao o resultado segue. Suponhamos que A\; > );. Para todo ¢ > j, temos que \; ¢ par, pois
caso contrario, se \; fosse impar terfamos mais um termo na sequéncia que alterna a paridade
com \; que é par e assim, a subsequéncia teria comprimento r + 1. Mas, Ij,(A) = 7, logo \; é

par. Fazendo j = 1 segue que A1 é par.

Reciprocamente, seja A1 par. Suponhamos por absurdo que Ij,(\) = r com r impar, entao
existiria uma subsequéncia crescente (Ajyr—1,...Ait1, Ai) de {A1, Ao, -+, A}, com Ajq,— impar,
sendo r o maximo com essa propriedade. Logo A; é impar. Temos que Ay # \;, pois A é par.
Desta forma, \; terd que alternar a paridade com A; e com isso [j,(A\) = r + 1. O que é uma

contradi¢do. Portanto r é par. O

Definicao 4.3. Seja P) o conjunto das particoes X de n com partes distintas tal que Ij,(\) = r.

De maneira geral, quando r for par (impar) consideramos o conjunto PY (PL).

Demonstragio. (Problema 4.1) Dada uma partigao A = (A1, A2, -+, \;y) de n em m partes

distintas, cujo I;,(A) = r, do Lema 4.1 segue que
AeP = xeD?

ou
AePl «— Xe D!

Isso estabelece uma bijecao entre os conjuntos definidos no Teorema 4.1 e o conjunto das
partigoes A indexadas pelo Ij,(A\) = r. Assim, concluimos que
Z po(ra m?”)(_1>r = |D91‘ (45)

r,m=0,
r par

S polrmm)(~1)" = DL, (4.6)

r,m=0,
r impar

Temos de (4.5) e (4.6) que

Y, po(rim,n)(=1)" = |Dy| = |Dy . (4.7)

r,m=0
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Segue do Teorema 4.1 que

1, se n=k(3k+1)/2
D polr,m,n)(=1)" = Dy — DLl =4 —1, se n=k(3k+5)/2+1

= )
r,m=0 0, caso contrario

o que conclui a demonstragao. O

Exemplo 4.2. Consideramos as parti¢oes em m partes distintas de n = 5,6,7, com r = Ij;,()).

FEntao,

m | r | po(r,m,5)(=1)"
Particoes em partes distintas de 5
110 0
(5) 111 -1
(4,1) 210 0
, 2 |1 -1
2|2 1

Assim,

r,m=0
m | 7 | po(r,m,6)(—1)"
110
Particées em partes distintas 6 111 0
© 210 1
6.1 2|1 -1
’ 2|2 0
(4,2
310 0
(3,2,1)
3|1 0
3|2 0
3|3 -1

Assim,

D7 polr,m,6)(=1)" = 0.

r,m=0
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m | 7| po(r,m,7)(—1)"
Particoes em partes distintas 7 110 0
1|1 -1
(7) 210 0
(6,1) 2 |1 -1
(5,2) 2|2 2
(4,3) 310 0
(4,2,1) 3|1 0
3|2 1
313 0

Assim,

D polr,m, T)(=1)" = 1.

r,m=0

4.2.3 Indice de paridade inferior e representacio matricial

Nesta subsegao apresentamos uma interpretacao combinatoria para P,(—1, 1; ¢) em termos

de matrizes de duas linhas e a segunda solucao para o Problema 4.1.

Segue do Teorema 4.2 que

n(n+1)

-1)" 2 5 n
Po(_1>1SQ> = go( ) (Zg;qg)rfq q) .

Para o nosso propésito, consideramos a versao sem sinal de (4.8), ou seja,

n(n+1)

y ¢ 2 (—4¢dn (4.9)

= (@56

Seu termo geral
¢ 1+ )1+ ¢%) (L¢P

-0 (1) 10
gera as particbes de n com partes iguais a 1, 2, --- , s tais que a quantidade de cada
parte é igual a 2d; + j; + 1, sendo j, € {0,1} e 1 <t < s.
Observacgao 4.1. Salientamos que a expressio (4.10) poderia ser simplificada, isto €,
g2t
(4.11)

1-q)1—¢*) - (1-q)
Mas para a construcdo matricial enunciada no préximo teorema, essencial para a sequnda solugdo

do Problema 4.1, utilizaremos a expressio (4.10).
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Teorema 4.3. O coeficiente de ¢" na expansao de (4.9) € igual ao nimero de elementos no

conjunto de matrizes da forma
c c2 ... ¢
bom ° ], (4.12)
2dy 2dy ... 2ds
cujas entradas inteiras ndo negativas somam n e satisfazem

cs = 14js, com jse{0,1} (4.13)
e = 145+ cep1+ 2dt+1, com j¢ € {0, 1} e l<t<s—1. (414)

Demonstragao. De acordo com o termo geral de (4.8), podemos decompor n como
n=[_2d+ 1 +D]-1+[2d2+ (2 +1)]- 2+ +[2ds + (js + 1)] - 5,

em que dy, dg, ,---,ds = 0 e j1, jo , - ,js € {0,1}. Considerando ¢s = 1 + js e ¢, =
1+ j:+cir1 +dirr paral <t < s—1, obtemos a matriz de duas linhas correspondente, conforme

(4.12), satisfazendo as condicoes (4.13) e (4.14).

Reciprocamente, dada uma matriz do tipo (4.12), a qual possui s colunas, temos que sua
particdo correspondente possuird as partes de 1 até s, sem saltos, cuja quantidade de cada parte

t é dada por 2d; + jy + 1, para 1 <t < s. O

Exemplo 4.3. Na tabela abaixo, temos as particoes e as matrizes para n = 7 associadas pelo

Teorema 4.3.

Particoes Matrizes
4 2 1
(3,2,1,1)
0 0O
4 1
2,2,2,1
@22y | ()
3 2
(2,2,1,1,1)
2 0
2 1
(2,1,1,1,1,1)
4 0
1
(1,1,1,1,1,1,1) (6)

Definicao 4.4. Dada uma matriz A do tipo (4.12), definimos o seu peso, w(A), como sendo
(=1)°*. Da mesma forma, para uma particio A de n da forma n = [2d; + (j1 + 1)] - 1 + [2d2 +
(J2+1)] -2+ -+ [2ds + (js + 1)] - s definimos seu peso, w(X), por (*1)S+j1+~~-+js‘

Proposicao 4.1. Dada a matriz A e a particaio \ associadas pelo Teorema 4.3 temos que

w(A4) = w(N).
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Demonstragao. Consideramos A uma matriz do tipo (4.12) cuja soma das entradas é n e A uma

parti¢do de n gerada por (4.9), associadas pelo Teorema 4.3, entao
w(A) _ (_1)01 _ (_1)s+j1+-~-j5+2d2+-'~+2d5 _ (_1)s+j1+-~-+js — w()\)

O]

Na proposicao abaixo apresentamos uma representagdo matricial para as partigdes geradas
por (4.8).

Proposicao 4.2. O coeficiente de ¢" na expansao de (4.8) é o numero de matrizes da forma
4.12, cujas entradas inteiras ndo negativas somam n e satisfazem 4.13 e 4.14. Sendo cada matriz

contada com seu peso (—1).

Exemplo 4.4. Na tabela a sequir listamos alguns casos de particoes e matrizes associadas pelo

Teorema 4.3, juntamente com seus pesos e os termos que as geraram.

n Matrizes Particoes w(A) =w(A) | w(A)g"
1 1

1 <0> (1) (—1) —q

) 2 (1,1) (~1)? ¢
0 b

(1,1,1) (1)t =-1 —¢3

) (2,1,1) (-1)% = -1 —¢*

( ) (2,2,1) (-1)3 = -1 —¢°

( ) (2,1,1,1) (-1)2 =1 +¢°

1
0
1
0
) (lvlalal) (_1>2 =1 +q4
2
0
1
0
) (171717171) (_1)1 =-1 _q5

1

4

2 3 _ )
( 0 ) (37271) (_1) =-1 q

1
0
) (2,2,1,1) (_1)4 -1 +qf

(271717171) (_1)3 =-1 _q6

2
<4) (1,1,1,1,1,1) | (-1)*=1 +q°
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Para um n, na proposicao abaixo, estabelecemos uma bijecao entre as matrizes do tipo

(4.12) e as partigdes em partes distintas.

Proposicao 4.3. O numero de parti¢oes de n em partes distintas € igual ao niumero de matrizes

do tipo (4.12) cuja soma das entradas é n.

Demonstragio. Para um n fixo, dada uma matriz do tipo (4.12), ou seja,

s+j1+--+js+2do+---+2ds ... 2+ js1+Js+2ds 1+ g
2d; . 2ds_1 2ds )’
consideramos a seguinte particdo A = (A1, A2, -+, ;) de n com as partes dadas por
A = s+g1+ -+ Js+2dy +2de + - - - + 2ds,
Ao = (s=1)+jo+- -+ 7js+2do+ -+ 2ds,
(4.15)
)\5—1 = 2 + ]5—1 + js + 2d8—1 + 2d57
As = 14745+ 2ds,
notamos que essas partes sao distintas.
Reciprocamente, dada uma particdo A = (A1, A2, -+, As) de n em partes distintas quere-

mos encontrar ji, ja2, --- ,Jjs € {0,1} e d1, da, - -+ ,ds satisfazendo (4.15)

Notamos da ultima linha que se s é par temos que j; = 1 e dg ficam determinados. Se
As € impar temos que js = 0 e novamente ds fica determinado. Substituindo esses valores na
pentltima equacdo e fazendo a mesma andlise de paridade obtemos js_1 e ds—1. Realizando o

processo sucessivamente encontramos a matriz associada a tal particao. O

Exemplo 4.5. Na tabela abaizo, temos as particoes em partes distintas de 7 e as matrizes

associadas pelo Proposicdo 4.3.
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Particoes Matrizes

Vimos que dada uma matriz do tipo (4.12), associamos uma particdo (Ai, Az, -, As) em
partes distintas tal que Ay = ¢ + 2d;, com 1 <t < s. Notemos que a paridade de ¢; depende da

paridade de Aq.

Definicao 4.5. Dado n um inteiro positivo definimos os conjuntos, de acordo com as matrizes

do tipo (4.12),
C1 C2 Cg
a) MY = ;c1 épar p;
(a) My {<2d1 2y ... 2ds> Ler }

C1 C2 Cg
b) M. = ; c1 € impar ;.
(®) {(2d1 2y ... 2ds> Lemp }

De acordo com a Defini¢do 4.5 temos que

00| = [Dal e [,] = |Dy.

Portanto, segue de (4.7) que

Y, po(rim,n)(=1)" = M| |9, | = D} — | Dy

1, se n=~k@3k+1)/2
= -1, se n==~k3k+5)/2+1

0, caso contrario.

Dessa forma, obtemos uma outra prova combinatéria para o Problema 5, conjecturado

em [3].
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4.3 Problema 6 em [3]

Nesta se¢do apresentamos uma solugdo para o Problema 6 enunciado em [3]. Para tanto,
precisamos da defini¢do de peso de uma particdo irrestrita A em relagdo ao seu indice inferior de

paridade impar.

Em [3] encontra-se a seguinte definicao.

Definicao 4.6. Seja u,(r,m,n) o nimero de particoes X de n em m partes com Ij,(\) = r.

A partir da Defini¢ao 4.6 definimos o peso da particdo descrita.

Definicao 4.7. Dada uma parti¢io irrestrita X = (A1, Az, , Am) de n tal que L1,(A\) =71, o

r+m

peso de N\, denotado por w(N), € igual a (—1)

Lema 4.2. Consideramos A = (A1, A2, -+, \p) uma particao irrestrita do inteiro positivo n, tal

que Ijo(N\) = r. Entao, r é par (impar) se, e somente se, \1 € par (impar).
Demonstragdo. A prova é similar a do Lema 4.1. O
Segue do Lema 4.2 que

w(A) = (=)™ = (=1,

sendo m o numero de partes e A\; a maior parte da particao .

Exemplo 4.6. Para n = 7 ilustramos suas particoes irrestritas e seus respectivos pesos.

Particoes de 7 | m | r (=1)m*r
(7) 1[1] =t =1
(6,1) 2 [ 2] (-1)*2 =1
(5,2) 2 [1] (-1 =-1
(5,1,1) 3|1 (1) =1
(4,3) 2 2] (—1)* =1
(4,2,1) 32 (1) =1
(4,1,1,1) 412 (—D*? =1
(3,3,1) 31 (1) =1
(3,2,2) 3[1] (1) =1
(3,2,1,1) 4 3] (-3 =1
(3,1,1,1,1) 5 1] (-1)° =1

(2,2,2,1) 412 (—D)? =

(2,2,1,1,1) 512 (-1)°72 =
(2,1,1,1,1,1) [ 6 [ 2] (-1)*2 =1
(1,,1,5,,1,0) | 7 [1] (=)™ =1

Tabela 5 — Partigoes irrestritas de 7 com seus respectivos pesos
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Em [3] temos que

Uo(y,mi9) = Y, to(r,m,n)y"z"q" (4.16)

r,m,n=0

é a funcao geradora para as partigdes A de n em exatamente m partes, cujo Ij,(A) = r.

Nosso objetivo é apresentar uma solucao do Problema abaixo enunciado.

Problema 4.2. Prove, de maneira combinatéria, que Uy,(—1,—1;q) é igual a fungao mock theta

de ordem 3
n?
ﬂ®=ghjm%- (4.17)
Avaliando (4.16) em x = y = —1 temos que
Us(—1,=150) = Y. uo(r,m,n)(—1)™*"q". (4.18)

r,m,n=0

Notamos que o coeficiente de ¢ em (4.18) é dado por Z uo(r,m, 7)(—1)"*". Ou seja,
r,m=0
é igual a soma dos elementos da quarta coluna da Tabela 5.

Em [6], os autores apresentam uma representacado matricial para partigoes irrestritas de

acordo com o teorema abaixo.

Teorema 4.4. O niumero de particoes irrestritas de n é igual ao nimero de elementos no

A — ciT C ... ( ’ (419)
di do ... d

com entradas inteiras ndo negativas somando n e satisfazendo

conjunto de matrizes da forma

o # 0; (4.20)
¢ = 2+ ¢y +digq, paral <t <s—1. (4.21)
ou ainda,
aq = 1+j; (4.22)
e = @—@=1)+j+ +at+tdu+ - +d, (4.23)

com jr € N para 1 <t <.

Notamos que dada a partigao irrestrita A = (A1, A2, - , Ayp) de m, para obtermos a matriz

associada pelo Teorema 4.4, procedemos da seguinte maneira:

e 0 lado [ do quadrado de Durfee é o niimero de colunas da matriz;
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e 0s parametros di,ds, - - ,d; indicam as quantidades de partes 1's,2’s,--- ,I's, respectiva-

mente, que aparecem abaixo do quadrado de Durfee de lado I, com

AM=l+ji+je+-+I

Ai—1 =1+ jio1 + 1
AN =1+7
sendo j1, j2, - - ., Ji obtidos na solucao do sistema:

a=Q—-1)+j+j+...g+d+-+d

a1 =3+j1+a+d
a=1+7
Observacgao 4.2. Em [7] o peso de uma matriz A do tipo (4.19) € definido por w(A) =

(=)t *L Notamos que w(A) = w(N), sendo X a particio associada pelo Teorema 4.4.

De fato, primeiramente, em [7] temos que \1 = l+j1+jo+--+j; em = l+dy+do+- - -+d,
assim
w(A) = (_1)01+d1+1 — (_1)((2l—1)+j1+~--+jl+d2+-~~+dl)+d1+1 _ (_1>)\1+m = w(\).

Exemplo 4.7. Abaizo apresentamos as particoes irrestritas para n =5 e as matrizes associadas

pelo Teorema 4.4, bem como 0s seus pesos.

Matriz A | Partigio X | w(A) = (=1 0+ | py(A) = (=1)™H"

( z ) (5> (_1)5+0+1 -1 (_1)1+1 -1

( le ) (4’ 1) (_1)4+1+1 =1 (_1)2+2 =1

< ;L (1] ) (3’2) (_1)4+0+1 - 1 (_1)2+1 - 1

( 2 > (37 17 1) (_1)3+2+1 =1 (_1)3+1 -1

<§ é) (2,2,1) ()= =1 ] ()=

( z > (2, 1,1, 1) (_1)2+3+1 -1 (_1)4+2 -1

( . ) LLLLY | (D=1 | (- o
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Em [7], os autores apresentam o teorema sobre a fungdo mock theta f(q), que enunciamos
abaixo.
© q”2
Teorema 4.5. A fung¢io mock theta f(q) = Z 5
matrizes A do tipo (4.19), sendo a matriz contada com seu peso w(A) =

¢ a fung¢do geradora para o numero de

(_1)C1+d1+1.

A partir da juncao da Observacao 4.2 e do Teorema 4.5 obtemos a solucdo para o Problema
4.2 .

Demonstragio. (Problema 4.2) Vimos que dada a matriz A e a particio A associadas pelo
Teorema 4.4 que w(A) = w(A). Assim, do Teorema 4.5 temos que a fungao mock theta f(q)
é também a fungao geradora para partigoes irrestritas A = (A1, Ag, -+, Ap,) com [;,(A) =7 e
w(\) = (=1)™*". Portanto,

U(~1,-Liq) = Y. uplrym,n)(~1)"q" = 3T L0 = f(g). (4.24)
n=0
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5 Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos representacao matricial para as particdes com partes congru-
entes a +1 e £2 (mod 5). Em [7], os autores apresentam representagdo matricial para as versoes
sem sinal das fun¢des mock theta ¢ e ¥. A partir destas representagdes matriciais construimos
tabelas cujos dados nos sugeriram varios resultados interessantes. Dentre estes destacamos os
que nos forneceram relagées com os nimeros triangulares. Esses resultados, obtidos pela repre-
sentacdo matricial, nos motivam a investigar novas ou similares relagoes para outras funcgbes, que

caracterizam certos tipos de parti¢oes, encontradas principalmente em [4] e [5]

Também, neste trabalho, apresentamos solucdes para dois dos quinze problemas enunciados
em um artigo do Andrews, [3]. Dentre estes quinzes problemas, um deles sugere estender os
conceitos e resultados de indice de paridade de partigoes para sobrepartigoes. Pretendemos

trabalhar nesta direcao.
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