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RESUMO

Este trabalho teve origem a partir de relatos de estudantes de nivel médio
sobre suas dificuldades em solucionar provas de matematica dos vestibulares pelo
Brasil, em especial o Exame Nacional do Ensino Médio-ENEM. Visando diminuir
essas dificuldades, objetiva-se elaborar um material que ajude e incentive
professores de matematica do ensino médio a ensinar conceitos basicos de uma
ferramenta interdisciplinar que ajudara o aluno a solucionar grande parte dos
exercicios abordados nesses exames que constam nos programas de Matematica e
Fisica, a derivada. Este conceito €& exposto de forma a evitar excessos de
nomenclaturas, utilizando as nog¢des basicas de limite somente quando necessario e
de forma intuitiva, abordando a derivada sob um ponto de vista pratico com a

finalidade de facilitar sua compreensao neste nivel de ensino.

Palavras-chave: Diferenciacéo, Derivacéo, Ensino-Médio, ENEM, Vestibular.



Abstract

This work originated from high school students reports about their difficulties
in solving math tests of vestibular in Brazil, especially the National Examination of
Secondary Education-ENEM. Aiming to reduce these difficulties, the objective is to
develop a material to help and encourage high school math teachers to teach basic
concepts of an interdisciplinary tool that will help the student to solve most of the
exercises discussed in these tests contained in the mathematics and physics
programs the derivative. This concept is defined in order to avoid excesses of
nomenclatures using the boundary basics only when necessary and intuitively,
addressing derived from a practical point of view in order to facilitate their

understanding of this level of education.

Keywords: Differentiation , Derivation , High School, ENEM , Entrance Exam.
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1 INTRODUGAO

Enfrentar o vestibular tem se tornado um divisor de aguas na vida dos jovens
estudantes brasileiros. E 0 advento do ENEM tem contribuido para o aumento desta

tensao nos ultimos anos.

Colégios e cursinhos tem demandado um enorme esforgo para passar o conteudo
necessario para que o aluno atinja sua meta e consiga alcancar a vaga no curso tao

desejado.

Uma parte significativa das questdes propostas em vestibular e no ENEM podem
ser resolvidas utilizando o conceito de derivada. Neste trabalho, € mostrado ndo s6 a
importancia do conceito de derivada como uma ferramenta fundamental para a solucéao de
varias questdes dos vestibulares e do ENEM, como também a forma como este conceito
deve ser introduzido, de forma a facilitar sua compreensao pelos alunos do ensino médio.
Assim, utilizamos como objeto motivador o uso desses conceitos em um ambiente voltado
aos negocios, visto que muitos desses alunos sdo absorvidos pelo mercado de trabalho
como bancos, lojas e negdcios da propria familia. Também utilizamos exemplos de uso

das derivadas em questdes de provas de vestibulares. O trabalho esta assim organizado:

Aspectos historicos: Apresentamos a histéria do ensino da derivada no Ensino
Médio do Brasil e contrapomos com o exemplo Norte — Americano. Apresentamos
também os motivos pelos quais o ensino da derivada nao é apresentado no nivel médio e

mostramos que € possivel e importante que esse tema seja abordado no ensino médio.

Conceitos basicos: Tratamos de assuntos que nos levardo a introdugdo de uma

maneira mais branda do conceito de derivada.

Derivadas e Aplicagdes de derivadas: Apresentamos a definicdo de derivada, sua
interpretacdo geométrica, derivadas de fungdes elementares, regras de derivagao, estudo
sobre maximos e minimos de uma funcdo e a utilizagdo da derivada na cinematica.
Apresentamos também, questdbes que cairam em vestibulares e que aqui sao

solucionadas utilizando os conceitos de derivada.



2 ASPECTOS HISTORICOS

2.1 No passado, o ensino da derivada no Brasil.

No Brasil, no final da década de 50 e inicio da década de 60, aconteceu um
movimento que tentava traduzir o que acontecia nos grandes centros de pensamento
matematico fora do pais. O Movimento da Matematica Moderna tinha como finalidade
modernizar 0 ensino da matematica no Brasil. A partir desse movimento, esse ensino
passou a ter excessiva énfase no rigor e no formalismo das apresentagdes. Com isso,
topicos importantes como Calculo e Geometria foram sendo alijados do programa de

ensino nas escolas brasileiras.

Antes de 1943, o Calculo fazia parte do programa do curso pré—vestibular de
Engenharia. Esse curso era antecedido pelo ginasial que se equiparava hoje em dia ao
que conhecemos como sexto ao nono ano do ensino fundamental mais o primeiro ano do
ensino médio. O pré de Engenharia tinha duracdo de dois anos. Aquela época existiam
trés cursos pré vestibulares: Engenharia, Medicina e Direito. Em 1943, o ensino da
Matematica passou por uma reforma denominada Reforma Capanema, que fez com que
o ensino do Calculo fosse ministrado no que conhecemos hoje por terceiro ano do nivel
meédio. Era ensinado nesse curso o uso da derivada e suas aplicagbes a problemas de

maximos e minimos além de outros tépicos. (Avila, RPM 18, p. 1).

2.2. O ensino da derivada no exterior

Em outros paises, como nos EUA por exemplo, o calculo tem um papel importante
nas escolas secundarias. O sistema de ensino, apesar de variar de estado para estado,
tem uma flexibilidade nos anos finais daquilo que seria o ensino médio, o chamado senior
high school. O aluno do senior high tem a possibilidade de escolher estudar mais
matematica, mais ciéncias ou mais humanidades. Na hipotese de ele escolher estudar
mais matematica ele teria um ensino mais incisivo em algebra (incluindo trigonometria e

geometria analitica), geometria e calculo. O aluno que faz calculo, recebe um certificado
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de proficiéncia que pode ser usado para eliminar essa disciplina no primeiro semestre do
curso universitario e dependendo da quantidade de calculo estudado também pode
eliminar essa matéria do segundo semestre. Assim o aluno ja pode avancgar para estudar

disciplinas mais avangadas no curso escolhido. (Avila, RPM 18, p. 2)

2.3. Por que nao ensinamos derivada no ensino médio?

Os reformistas, seguindo as suas préprias aspiragdes, priorizaram mais outros
topicos que traduziam essa intengcao de modernizar o ensino da Matematica. Fruto dessas
prioridades, o programa de ensino da matematica foi elaborado seguindo uma ética onde
o rigor e o formalismo, exigindo varios detalhamentos axiomaticos, tomaram um espaco
imenso, por isso, ndo haveria espago no programa pra topicos que ndo eram
considerados modernos. Portanto, o Calculo para se adequar a essa nova linha de
pensamento, deveria exigir um estudo detalhado dos numeros reais, 0 que gastaria muito
tempo, tornando assim, o ensino do Calculo, e consequentemente das derivadas, inviavel.
(Avila, RPM 18, p. 2)

Conforme o Professor Geraldo Avila na RPM 18, p.3, “Os reformistas do ensino
falavam em modernizar, criticavam o ensino por se limitar a Matematica que terminava no
ano de 1700. Ora, o irbnico é que descartaram o Calculo, cujas ideias surgiram antes
desse ano de 1700, e que sdo o que de mais moderno comegava a surgir na Matematica.
E desde entdo o Célculo vem desempenhando um papel de grande relevancia em todo o
desenvolvimento cientifico - tecnoldgico. Portanto, descarta-lo no ensino € grave, porque
deixa de lado uma componente significativa e certamente a mais relevante da Matematica

para a formagao do aluno num contexto de ensino moderno e atual.”

Um dos conceitos importantes do calculo é a derivada que possui inumeras
aplicagdes. E um conceito, portanto, importante que merece ser introduzido no ensino
médio. Assim, se a funcdo do ensino da Matematica é preparar os alunos para que
consigam se integrar a sociedade de uma maneira correta, este conceito ndo pode

simplesmente ser deixado de lado.



2.4. Para que ensinar Derivada a alunos do Ensino Médio?

Desde que apresentado da maneira correta, as novas ideias introduzidas no estudo
das derivadas fazem com que esse conceito seja bastante desafiador e gratificante para
professores e alunos. Isso torna o ensino atrativo e o aprendizado mais acessivel, desde

que dado de uma maneira mais intuitiva, priorizando as ideias, técnicas e aplicagdes.

Assim, um curso introdutério do ensino das derivadas se tornaria vantajoso ao
aluno pré vestibulando. Um curso que n&o gaste tanto tempo em formalismos e longas
terminologias e que utilizasse as nog¢des basicas de derivadas e suas aplicagdes,
colocando o estudo de fungdes em seu contexto apropriado, feito de uma maneira mais

enxuta, espontanea, progressiva e proveitosa. (Avila, RPM 18, p. 3)

2.5 Fatos historicos sobre as derivadas

O aparecimento da Derivada remonta ao século V a.C. quando os Gregos antigos
ja utilizavam o conceito de reta tangente como sendo uma reta que tocava a curva em um
unico ponto. Esse fato vem da generalizagcdo que os gregos faziam sobre a tangente a
uma circunferéncia. Mostraremos mais a frente nesse trabalho, que essa ideia é imprecisa

necessitando de um maior rigor para a definigao de reta tangente a uma curva.

Varios métodos para resolver o problema de encontrar reta tangente a curvas
foram desenvolvidos. O resultado do estudo dessas tangentes, juntamente com o estudo
de maximos e minimos proporcionou o aparecimento da Derivacdo e seu eventual

desenvolvimento.

Apds os Gregos, somente no século XVII, o interesse por retas tangentes a uma
curva reacendeu. Isso se deve a sistematizacdo do estudo dos movimentos dos corpos
por Galileu, que utilizava o estudo geométrico desses movimentos chegando a encontrar
relagdes entre distancia, velocidade e aceleracdo bem conhecidas nas aplicagdes de
derivada hoje em dia. (ECALCULANDO, 2016)

Muitos cientista do século XVII fizeram trabalhos sobre diferenciagdo. Segundo



Eves(2002), torna-se razoavel aceitar que a primeira manifestagdo clara sobre a
diferenciagcdo vem das ideias de Fermat expostas em 1629. Fermat ndo sé descobriu um
procedimento geral para determinar a tangente por um ponto de uma curva, quando ja se
sabia a sua equagao cartesiana, como também elaborou um método algébrico para

determinar maximos e minimos de uma funcéo.

Muitos dos matematicos da época se entregaram aos estudos sobre o movimento.
O que fez com que o conhecimento sobre a derivada avangasse chegando assim a
conclusao, ja naquela época, de que que a taxa de variagao pontual - derivada - do

deslocamento era a velocidade.

Johannes Kepler, astrbnomo e filésofo alem&o, estudou sobre incrementos
infinitesimais de uma fungdo nos pontos de maximo e minimo comum. Esse trabalho foi
acolhido pelo matematico e cientista francés Pierre de Fermat, que utilizou para
determinar um processo para encontrar pontos de maximo e minimo de uma fungao.
Apesar de haver alguns problemas na légica do trabalho de Fermat, nota-se que seu
trabalho equivale a impor:

flx+h)=f(x)_

Iim =
h0 h

ou seja, a derivada seja nula no ponto. Esse € o método que utilizamos hoje em dia

para se encontrar maximos e minimos de uma fungao. (Eves, 2004, Cap 11, p. 428).

O briténico Isaac Barrow, fez uma abordagem em seu livro Lectiones opticae et
geometricae do processo de diferenciagdo préxima daquilo que utilizamos hoje em nossos
livros atuais. (Eves, 2004, Cap 11, p. 434).

O cientista inglés, Isaac Newton, ao observar o movimento dos planetas, imaginou
0 porque de suas Orbitas serem curvas, e que se em vez disso fossem formadas por
segmentos de retas consecutivas o estudo desses movimentos seriam muito mais faceis.
Entao considerou que quanto mais segmentos de retas maior seria a aproximagao com a
curva descrita pelo planeta. Assim, se deu inicio a produgao cientifica que |he traria
grandes frutos e que englobou, entre tantas outras coisas, as derivadas. A ideia de

Newton consistia no movimento de uma particula que descrevia uma curva em um
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sistema de coordenadas ortogonais entre si. Esse movimento fazia com que houvesse
variagao na linha horizontal e na linha vertical. A velocidade dessas variagbes € o que
hoje chamamos de derivada de x ou y com relagdo ao tempo, ou em notagcdo moderna
X'(t) ou y'(t) (ECALCULO, 2016). Infelizmente para Newton, apesar de ter desenvolvido
todos esses estudos que culminaram no avango do processo de diferenciagao entre 1666
e 1671, e escrever em 1671 o seu Method of fluxions, ele apenas mostrou seu trabalho ha
alguns colegas, e teve seu livro publicado somente em 1736. (Eves, 2004, Cap 11, p.
438).

Leibniz, em 1672, estabeleceu contatos com muitos matematicos, entre eles,
Barrow, que impulsionaram o jovem matematico nos seus estudos sobre o Calculo
diferencial. Ele escreveu seu primeiro artigo sobre calculo diferencial em 1684. Sua
fundamentacéao era diferente da fundamentagcéo de Newton. A grande diferenga se da no
modo de interpretar as variaveis x e y. Leibniz as interpretou como grandezas variaveis
em sucessOes de intervalos infinitesimais. Ao introduzir simbolos algébricos, contribuiu
sobremaneira para o desenvolvimento da diferenciagdo. Introduziu dx e dy para
cognominar esses invervalos sucessivos infinitesimais. Leibniz ja sabia que o coeficiente
angular da tangente era o que conhecemos hoje como derivada, porém, ndo usou esse

fato como definicdo e deduziu muitas regras atuais de diferenciacdo. (ECALCULO, 2016).

Apesar de Newton ter feito um excelente trabalho, os matematicos da sua época

preferiram assumir as notacdes criadas por Leibniz.

Um dos mais tristes capitulos da matematica esta na disputa entre Leibniz e
Newton sobre quem foi o criador do calculo. Foi uma situacdo tdo tensa que os
matematicos britdnicos chegaram a se fechar dentro de seu préprio pais ndo dando
atencado ao que acontecia no restante da Europa. Quando essa situagcdo mudou, haviam
perdido grande parte do avango do calculo, inclusive sem conhecer a notagdo que fora
adotada, a notagao de Leibniz. Os matematicos ingleses, porém, ainda persistiram por
algum tempo na notagdo de Newton, no entanto comegaram a utilizar a notagdo mais

aceita a partir de 1812.

A intencdo deste trabalho ndo € descobrir quem criou o calculo, e

consequentemente as derivadas, mas notamos que essa situagao controversa que foi
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irrompida por outras partes, contribuiu muito para que a matematica britanica fosse
prejudicada. (Eves, 2004, Cap 11, p. 444).

Mesmo apds anos de controvérsias, Newton e Leibniz reconheceram um pouco a
importancia de cada um para a matematica. Leibniz considerou que as obras de Newton
eram a melhor metade da Matematica. Newton, chegou a admitir, na primeira edicdo do
Principia, que Leibniz tinha um método parecido com o seu. Mas infelizmente, quando as
discussbes eram mais acirradas, Newton retirou tal referéncia na terceira edicdo de sua
obra. (Eves, 2004, Cap 11, p. 441).



3 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo, revisaremos os conceitos de raz&o, propor¢cdo e regra de trés,
conhecimentos necessarios para introduzirmos a equacao da reta. A partir dai, veremos
reta tangente e inclinagdo da reta chegando assim a definicdo de derivada. Também
utilizaremos varias fungbées em modelos econdmicos para tornar o aluno familiarizado

com a nogao de variagao.

3.1 Razao, proporgao e regra de trés

Vamos rever trés topicos muito importantes na matematica, Razao, Proporcéo e
Regra de Trés que geralmente sao vistos no primeiro ano do ensino médio. Esses topicos
abordam a dependéncia entre grandezas envolvidas em determinados acontecimentos,
ou seja, em um determinado momento essas grandezas podem agir como variaveis onde
uma dependera da outra. Utilizaremos esses conceitos para introduzir a equacao da reta

no plano.

3.1.1 GRANDEZA

E tudo aquilo que pode ser medido ou contado, para isso utiliza-se uma unidade
adequada. (TEIXEIRA, 2016)

Exemplo 3.1.1: Velocidade medido em metros por segundo, aceleragédo medido em
metros por segundo ao quadrado, massa medido em quilogramas, espago medido em
metros, area medido em metros quadrados, temperatura medida em graus Celsius,

Gastos, despesas, receitas medido em reais, etc.

3.1.2 RAZAO E PROPORCAO

Denomina-se razado entre grandezas de mesma espécie o quociente entre os



numeros que expressam as medidas dessas grandezas numa mesma unidade. Para
determinar a razao entre duas grandezas de espécies diferentes, determina-se o
quociente entre as medidas dessas grandezas. Essa razdo deve ser acompanhada da
notag&o que relaciona as grandezas envolvidas. (PORTAL SO MATEMATICA, 2016).

Exemplo 3.1.2: Uma escala 1:250 de uma planta de uma casa € uma razao de
grandezas iguais, pois a cada centimetro na planta se relaciona 250 centimetros da casa.
A velocidade média € outro exemplo, ela € uma razio entre espacgo percorrido e tempo de
viagem que sdo grandezas diferentes. O gasto médio da fabricagdo de uma peca € uma
razao de grandezas diferentes entre o valor gasto com a fabricagao de todas as pegas em
reais e o numero de pecas fabricadas em unidades. Portanto a razdo € uma relacao de
duas grandezas iguais ou n&o.

c

A igualdade entre duas razdes forma uma proporgao, %=E=k, onde aq, b, ce d

sSao numeros reais com b e d diferentes de 0. O numero k& chama-se constante de
proporgao. (SILVA, 2016)

Exemplo 3.1.3: Para cada 3 produtos vendidos por Sandro, ele ganha R$ 300,00

de comissdo. Quanto ele recebeu de comissdo no més que vendeu 15 produtos?

3 _15 300.15

ﬁ:? ou seja, x—= 3

, logo, x=150

3.1.3 PROPORCAO DIRETA E PROPORGAO INDIRETA

Duas grandezas x e y sao diretamente proporcionais quando elas se relacionam
conforme a equagdo: y=kx ou y/x=k, onde k=0, onde k se chama constante de
proporcionalidade. (Avila, RPM 08, p. 3)

Observe que estudando a formula %=k para que % se mantenha constante, se

y aumenta, x também devera aumentar, se y diminui, x também devera diminuir.



Exemplo 3.1.4: Massa e peso sao grandezas diretamente proporcionais pois se
relacionam conforme a equagao da definicdo acima, pois P=m.g, em que g € a
constante gravitacional. O gasto com a fabricagdo de pecas e a quantidade de pecgas sao
grandezas diretamente proporcionais pois G(x) = ¢.x, onde G(x) é o valor gasto

para fabricar x pecas, ¢ € o valor de cada pecga e x € a quantidade de pecas fabricadas.

Duas grandezas x e y sado inversamente proporcionais quando se relacionam
conforme a equagdo: y=k/x ou xy=k, onde k>0, onde k se chama constante de
proporcionalidade. (Avila, RPM 08, p. 3)

Observe que estudando a férmula xy=k para que x.» se mantenha constante,

se y aumenta, x devera diminuir, se y diminui, x devera aumentar.

Exemplo 3.1.5: Em uma viagem a velocidade e tempo de gasto sdo grandezas
inversamente proporcionais pois se relacionam conforme a equacao da definicdo acima,
pois s=vt, em que s & o0 espago percorrido que é constante. Quando se tem uma verba
fixa para se gastar com um produto qualquer (¥), podemos ver que a quantidade deste
produto (g) € inversamente proporcional ao valor de cobrado pelo produto (c), pois

qgc=V.

3.1.4 PROPORCAO DIRETAE INDIRETA

Quando varias variaveis, como, x, y, z, w, r € s, estdo relacionadas entre si, como na

~ _ LW . - .
equacgao: Z_kW’ com k constante, diremos que z € diretamente proporcional a x, y e

w; e inversamente proporcional a r € s.
Quando dizemos que z € diretamente proporcional a x, estamos imaginando
apenas duas variaveis, z e x, e todas as demais como sendo constantes; logo, z=cx,

sendo ¢ uma constante, atendendo a proporcao direta. Da mesma forma, dizer que z é

inversamente proporcional a r é dizer que estamos tomamdo todas as outras variaveis

10



. e . C
como constantes e z e r como as unicas variaveis, obtendo assim 227, com C

constante; atendendo a definicdo de proporgao indireta. (Avila, RPM 08, p. 3).

Exemplo 3.1.6: Se 10 maquinas, funcionando 6 horas por dia, durante 60 dias,
produzem 90000 pecas, em quantos dias x, 12 dessas mesmas maquinas, funcionando 8

horas por dia, produzirao 192000 pecas?
Solucéo:
Temos aqui quatro variaveis:

M = numero de maquinas; H = horas de funcionamento por dia; D = dias de

funcionamento e P = numero de pecas produzidas.
Seja k 0 numero de pegas que cada maquina produz por hora.

P
MHD

Temos: P=kMHD, ou

Esta equacdo nos diz que a variavel P é diretamente proporcional a M, H e D.

Substituindo nesta equacéao as duas sequéncias de valores dados no problema, obtemos

90000 _ _ 192000
10 x 6 x 60 12 x 8 x X

Novamente temos aqui uma equagao simples, cuja solugéo é

Y = 10 x 6 x 60 x 192000 _ R0 dias
90000 x 12 x 8

Utilizamos os dois ultimos exemplos para mostrar como a conhecida regra de trés
composta pode ser reduzida a uma regra de trés simples bastando apenas notar a
dependéncia direta ou indireta entre as grandezas. Chegando assim a uma resolugéo

mais simples do problema.

Exemplo 3.1.7: Um trabalhador gasta 5 horas para limpar um terreno circular de

11



7 metros de raio. Quanto tempo gastaria se o terreno tivesse 14 metros de raio?

Solucdo: Temos aqui envolvidas as grandezas raio r do terreno e tempo ¢ gasto
para o trabalhador limpar o terreno. Vamos tentar simplesmente aplicar a regra acima e
dizer que r e t sdo diretamente proporcionais. Assim, o trabalhador gastaria 10 horas para

limpar o terreno de 14 metros de raio.

Mas como sabemos isto € um engano, pois sabemos que ¢ é proporcional a area
do terreno, entéo ele é proporcional a »* isto é, ¢=Cr* com C constante. Sendo T o

tempo gasto para limpar o terreno maior, teremos:
5=0Cx7", e T = Cxl4*;

2
logo, %:(E) ¢ T=2"x5=20 horas
Como vimos o trabalhador gastara 4 vezes o tempo que gasta com o menor terreno

e néo duas vezes como poderiamos pensar.

Nem sempre duas variaveis sdo diretamente proporcionais pelo simples fato de
uma aumentar ou diminuir quando a outra também aumenta ou diminui. Da mesma
maneira inversamente proporcional se uma aumenta enquanto a outra diminui, faz-se
necessario muita atengédo para notar-se a verdadeira relagéo entre as grandezas. (Avila,
RPM 08, p. 5)

3.1.5 PROPRIEDADE FUNDAMENTAL DAS PROPORCOES

O produto dos meios é igual ao produto dos extremos. Esta propriedade € na

verdade das igualdades e ndo € uma exclusividade das proporgoes.

a_c _
=7 < ad=bc
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Demonstragéo: :g < bdngd < ad=bc,

a
b

SHES

onde q, b, c € d sdo numeros reais e b e d nao nulos (Avila, RPM 08, p. 7)

Exemplo 3.1.8: Cinco torneiras idénticas juntas enchem um tanque em 144
minutos. Quantas dessas torneiras sdo necessarias para encher o0 mesmo tanque em

uma hora e meia?

Solugdo: Seja C a capacidade do tanque, N o numero de torneiras (esta grandeza
representa uma taxa de variagédo, qual seja, a quantidade de agua despejada por minuto)
e T o tempo necessario para encher o tanque. Entdo, C=NT. Basta agora substituir os
dados nesta equacao, eliminar C e resolver a equacgao resultante para encontrar N. Como

uma hora e meia € o mesmo que 90 minutos, temos:
C=5x144 e C=Nx90
de onde se segue que 90.N=5x144 e, finalmente, N = 8 torneiras.

Exemplo 3.1.9: Um certo rei mandou 30 homens plantar arvores em seu pomar. Se
em 9 dias eles plantaram 1000 arvores, em quantos dias 36 homens plantariam 4400

arvores?

Solucdo: Sejam 4 o numero de arvores, H o numero de homens e D 0 numero de
dias. O numero de arvores plantadas é proporcional ao tempo total de trabalho, que é
produto do nimero de homens pelo nimero de dias de trabalho, isto &, A=k (HxD).

Substituindo os dois conjuntos de dados nesta equagéo, obtemos
1000=k(30x9) e 4400=k(36xD).

dividindo uma equagéo pela outra, eliminamos k e ficamos com uma sé equagéo para

determinar D:

1000 _ 30 x9 o 10x4 D=30x44 D:3Ox44

4400 36xD Toxg & D=33dias

13



Exemplo 3.1.10: Se 6 datilégrafos, em 18 dias de 8 horas, preparam 720 paginas
de 30 linhas, com 40 letras por linha, em quantos dias de 7 horas, 8 datilografos

comporédo 800 paginas, de 28 linhas por pagina e 45 letras por linha?

Solucdo: Sejam N o numero de datilégrafos, D o numero de dias de trabalho, H o
numero de horas por dia, P 0 numero de paginas, L o numero de linhas por paginas e / 0

numero de letras por linha. Ora, os produtos
HxDxN e IxLxP

representam, respectivamente, o niumero total de horas de datilografia e o numero total de

letras datilografadas. Eles sdo diretamente proporcionais; logo,

HxDxN _

HxDxN=k(IxLxP =
xDx (IxLxP) ou T~Lx P

onde k é a constante de proporcionalidade. Substituindo nesta ultima equacao os dois

conjuntos de valores dados no problema, obtemos as equagdes

8x18x6 ke TxDx8 _
40x30x720 45x28 x 800

Dai, eliminando a constante k, obtemos uma equacéo para determinar D, a qual
nos da D = 18 dias.

Note que todos os problemas de regra de trés podem ser reduzidos a aplicagdes
de equacgdes do primeiro grau. Mesmo as compostas. Para isso basta notarmos a relagéo
que existe entre as grandezas envolvidas e assim podemos reformular essas grandezas
em termos de apenas duas variaveis transformando a equagao em algo do tipo y=kx ou

xy=k, com k constante.

3.2 Equacao da reta e graficos

Neste topico daremos continuidade ao que foi visto no topico 3.1, porém,
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utilizaremos o que foi ali exposto para introduzirmos os conceitos de equacgéo da reta e

seus graficos.

Seja a férmula, ¥=0(x)(2,00). Essa férmula calcula o valor gasto ¥ em funcéo
da quantidade de mercadorias Q(x), onde essa mercadoria vale R$ 2,00. Como visto no
topico 3.1, V e QO(x) sdo grandezas diretamente proporcionais e 2,00 € uma constante

positiva. Essas grandezas variam da seguinte forma:

Quando uma certa quantidade de mercadorias x;, muda para um novo valor

x,, medimos a variacdo pela diferenca entre as duas quantidades, utilizaremos o

simbolo grego 4 (DELTA), para designar essa variagdo, logo 4x=x,—x,. (Muller;
Garcia, 2012, cap. 4, p 109).

Essa variagdo faz com que V varie de um valor V,=y, para um valor V,=y,.

Onde essa variagdo é dada dada por 4y=y,—y,.

Esse tipo de equagao, da origem ao grafico de reta passando pela origem como na
figura 3.1, em que temos o grafico de y=2x, uma reta originada por grandezas

diretamente proporcionais onde para acréscimos de x teremos acréscimos em y.

y
4+

Figura 3.1: reta formada por grandezas diretamente proporcionais’

Sendo assim, chegamos a conclusdo que a equagdo y=kx nao soO garante que y

1 As figuras deste trabalho confeccionadas no Winplot versdo 1.55, software livre.
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e x sao grandezas diretamente proporcionais como também origina graficos de retas que
passam pela origem. Vamos agora ao estudo da equacéo da reta utilizando um pouco de

Geometria Analitica.

3.2.1 COORDENADAS NO PLANO

Inicialmente, vamos tomar dois eixos no plano perpendiculares entre si, de mesma
origem. Um na horizontal que chamaremos eixo x, e outro na vertical que chamaremos
eixo y. O eixo x sera orientado da esquerda para a direita e o eixo y orientado de baixo
para cima. Os pontos no plano sao representados por coordenadas. Dado um ponto P do
plano, tracamos, por P, uma paralela ao eixo x que intersecciona o eixo y em P, de
coordenada y. Agora, trangando uma paralela ao eixo y por P, essa reta intersecciona o
eixo x em P, de coordenada x. Ou seja, todo ponto P do plano pode ser representado
por suas coordenadas (x,y) conforme a Figura 3.2 (a). Da mesma forma, todas as
coordenadas (x,y) determinam pontos P, e P, onde poderemos tragar retas paralelas
aos eixos que determinardo um ponto P no plano determinado pela intercessdo destas
retas. Isso nos mostra que existe uma correspondéncia biunivoca entre pontos do plano e
as coordenadas (x,y), que nos permite identificar cada ponto do plano com uma
coordenada. (Avila, 2003, Cap 2, p. 17)

_ S +(2,5)
3 Al
(-4,3)
@ EN S
(5,2)
nl .
Y g S -4 3 2 - 1 2 3 4 5
i z
S
(-3,-3) §
- B EERGEEEETCRLEEPLRES .
x (3,-4)
(a) Coordenadas de P (b) Coordenadas de pontos

Figura 3.2: Coordenadas no plano
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Temos na Figura 3.2 (b) varios exemplos de pontos com suas coordenadas. Note
que o par (x,y) é diferente de (y,x), a ndo ser que x=y. Por exemplo,
(3,1)#(1,3). Dai vem o fato de (x,y) ser um par ordenado. Chamamos o x, que vem
primeiro, abscissa e chamamos o numero y, de ordenada. Esse sistema de eixos com
todas as condi¢cdes que foram descritas acima se chama sistema cartesiano de eixos
ortogonais. O plano fica assim dividido em quatro quadrantes que sdo enumerados no
sentido anti-horario comegando do quadrante onde os pontos niumeros x € y sdo ambos
positivos.(Avila, 2003, Cap 2, p. 17)

Resolver os exercicios 3.2.1 do anexo unico.

3.2.2 CONTINUIDADE

Uma fungéo continua € aquela que o seu grafico ndo apresenta interrupgéo, ou
seja, uma fung¢ao que tem um grafico que pode ser desenhado sem tirar o lapis do papel.

Assim, verificar que uma fungéo néo é continua, a partir do seu grafico, € muito simples.

¥

fungdo f. o

e
+

2
(@) f(x)=2x (b): g(x):%
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fungdo r.

51 funcdo h. T

2x=3, para x<2 2x, Vx#3
() h(x) = 2x—2, parax>3 @ r(x) =\ 4, para x=3

Figura 3.3: Continuidade de fungdes.

Na figura 3.3 (a), o grafico da fungédo f'ndo apresenta interrupgdes e, portanto, ela
€ continua para todo valor de x. Os demais graficos que estao nas Figuras 3.3 (b), 3.3 (c)
e 3.3 (d) das fungbes g, i e r apresentam interrupgdes e, portanto, essas fungdes ndo séo

continuas nesses pontos de interrupgao.

Observe o grafico das funcéos g. Essa fungcao nao esta definida em x=3. Logo,
esse ponto nado faz parte do seu Dominio. Note que, se percorrermos o grafico da direita
para a esquerda partindo de valores de x maiores que 3, tenderemos a encontrar

f(x)=6. O mesmo aconteceria se percorrermos o grafico da esquerda para a direita

partindo de valores de x menores que 3. Portanto, existe limite g(x) quando x tende a 3.

Porém nado existe g(3). Nesse caso, escrevemos 7 f(3), mas Hlxig g(x). O mesmo

ocorre no grafico da fungao 4, que nao esta definida para todos os valores 2<x<3

porém o limite desses pontos para x tendendo a 3 € igual 4.

A fungao r é descontinua apenas x=3. Diferente das fung¢des g e &, esta fungao
esta definida em x=3 e, portanto, faz parte do Dominio. Porém ao percorrermos o

grafico da direita para a esquerda para valores de x maiores que 3, a tendéncia seria
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completar o grafico com 7(3)=6. O mesmo ocorrendo se percorrermos o grafico da

esquerda para a direita partindo de valores de x menores que 3. Porém r(3)=4.

Escrevemos entdo: 3r(3)=4 e Jlim r(x)=6. | ogo, £igr(x)¢r(3).

A funcdo f é continua para todo valor de x, pois a fungdo nao apresenta
interrupgcdo em nenhum valor de x. Vamos ver o que ocorre com a fungdo para x=3.
Mais uma vez, ao percorrer o grafico da direita para a esquerda a partir de valores de x

maiores que 3, encontraremos f(3)=6. O mesmo ocorre ao percorrer o grafico da

esquerda para a direita partindo de valores de x menores que 3. Portanto 311H31 r(x)=6.

E também temos que  3,(3)=6. Ou seja, lim r(x)=r(6).

x=3

Definicdo 2.1 - Dizemos entdo que uma funcao y=/(x) é continua em um ponto x=a

se a seguinte condicdo esta satisfeita: lim f(x)= 1 (a).

x=a

3.2.3 EQUACAO DARETA

Vimos no inicio deste capitulo que a equagdo y=kx que garante que duas
grandezas sejam diretamente proporcionais também é a equacado de uma reta que passa
pela origem do sistema. Agora, em vez de tomarmos y e x como grandezas, tomemos
como variaveis e vamos trocar a constante de proporcédo k por uma constante m. Assim
teremos uma nova equagado y=mx. Que continua sendo a equagao de uma reta que
passa pela origem e que poder-se-a verificar resolvendo os exercicios da questao 3.2.1
do anexo unico. La veremos que os pontos que satisfazem equacdes do tipo y=mx,

sao retas que passam pela origem do sistema.

Observe que, da mesma maneira como pudemos associar pontos do plano a pares
ordenados do sistema cartesiano de eixos ortogonais, também poderemos associar
curvas geométricas a equacgdes. A esta curva que associamos uma equagado noés
chamamos de grafico da equagdo, e consequentemente chamamos a equagao de

equacao da curva.
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Chegou a hora de generalizar a equagao da reta, para isso, faz-se necessario

resolver os exercicio 3.2.2 do anexo unico.

Resolver os exercicios 3.2.2 do anexo unico.

Apébs resolver o exercicio 3.2.2, nota-se que o grafico gerado pelos pontos que
satisfazem equacdes do tipo y=mx+n, também sao retas. E mais, pode-se notar que
essas retas sao originadas de translagdes de retas do tipo y=mx. Ou seja, tomando os
pontos que geram o grafico da reta y=mx, obteremos todos os grafico das retas

y=mx+n apenas deslocando o grafico original y=mx, para cima, » unidades, se
n>0 ou para baixo, n unidades, se n<0. O numero n chama-se coeficiente linear da
reta . Se fizermos x=0 em, y=mx+n, resulta y=n, ou seja, o coeficiente linear n é

a ordenada do ponto onde a reta corta o eixo y. (Avila, RPM 60, p. 31)

Observacao: No mundo dos negdcios existem varias relagdes que podem ser
tratadas linearmente, ou seja, obedecem a uma equacéo do tipo y=mx+n como por

exemplo: receita e quantidade, lucro e quantidade, oferta e preco, etc.

3.2.4 DECLIVE OU COEFICIENTE ANGULAR

Como foi dito anteriormente, o grafico da equacéo geral da reta y=mx+n é uma
translacdo no eixo y do grafico da reta y=mx com um deslocamento de » unidades.
Conclui-se entdo que a variagdo de n na equacédo da reta faz com que o grafico se

desloque no eixo y. Mas o que acontece com o grafico de uma reta quando m varia?

Resolver os exercicios 3.2.3 do anexo unico.

Chamaremos a todas as retas paralelas ao eixo y de retas verticais. Essas retas
sao do tipo x=k, onde k£ € uma constante real. Definimos essa reta como nao tendo

declividade. Mas o que ¢é declividade?

Tomemos agora, uma reta r qualquer que nao seja vertical. Tomemos dois pontos

quaisquer distintos entre si que satisfacam a equacao dessa reta. Sejam P=(x,,¥,) e
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0=(x,,»,) pertencentes a reta . Note que, dizer que x,#x,, € o mesmo que dizer
que a reta ndo é paralela ao eixo y. O numero 4x=x,—x, (leia-se “delta x”) é o
acréscimo que se deve dar a x, para chegarmos a x,, pois x=x,+4x e
Ady=y,—y, (leia-se “delta y”) é o acréscimo que se deve dar a y, para chegarmos a

Y1, pois Yi=yotdy.

O que acabamos de ver quer dizer simplesmente que 4x e 4y, sao o0s
acréscimos que fazem com que o ponto P seja levado até o ponto O, como nos mostra a
Figura 3.4. (Avila, 2003, Cap 2, p. 19)

Figura 3.4: Declividade da reta

Yi—Vo_Ady

ue é
xX,—x, Adx 9

Com isso, podemos definir que a declividade € o numero m=

chamado declive ou coeficiente angular da reta. E com isso podemos responder a
pergunta anterior. Ao alterarmos o numero m na equacao da reta, o grafico da reta alterara

a sua inclinacdo com relagao ao eixo x.

E importante observar que o declive ndo depende da ordem dos pontos, ou seja,
podemos tomar os pontos de P para Q ou de Q para P. O declive é independente dos
pontos que se tome sobre a reta. Notar pela definicdo e pela figura 3.5, que o declive é a
tangente trigonométrica do angulo que se faz entre a reta e o eixo x. (Avila, 2003, Cap 2,
p. 19)
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Figura 3.5: Variagao da declividade

Cabe ressaltar que o declive ndo esta definido para retas verticais. Conforme o

angulo entre a reta e o eixo x vai aumentando (ele varia entre 0° e 90° ) a declividade
também vai aumentando chegando a numeros positivos muito grandes.

Quando a angulagdo chega a 90°, a reta sera vertical e a declividade sera
infinitamente grande, mas infinito ndo € um numero. Note que o declive é positivo para

retas que sdo inclinadas do terceiro para o primeiro quadrante e negativas para retas
inclinadas do quarto para o segundo quadrante. (Figura 3.6)

m< 0 ¥

y>0

=<0

Figura 3.6: Declividade negativa
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Exemplo 3.2.1 O coeficiente angular da reta que passa pelos pontos
P,=(-12) e P,=(3,5) ¢édado por

=3
1

Exemplo 3.2.2 O coeficiente angular da reta que passa pelos pontos
P,=(2,~1) e P,=(-2,4) & dado por:

Veja na Figura 3.7 (a), que geometricamente o significado do declive da reta é
que para cada acréscimo de quatro unidades na abscissa, devemos acrescentar trés
unidades na ordenada para sermos levados do ponto P, para P,, e na Figura 3.7 (b),
para cada acréscimo de 4 unidades na abscissa devemos subtrair cinco unidades na

ordenada para sermos levados de P, até P,.

¥

=11

-2+

'

3 4l

44

-2+

(a) Declive positivo (b) Declive negativo

Figura 3.7: Significado da declividade
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3.2.5 GRAFICO

Uma funcdo f é o conjunto G, dos pares ordenados (x,f(x)), onde x varia
no dominio de f. Esse conjunto G,, posto no plano cartesiano representa também o

grafico da funcéo, ou seja:
G, =[(x, f (x)):x€D),

onde D & o dominio da func&o f considerada. (Avila, 2003, Cap 2, p. 38)

2

Vamos tomar como exemplo a fungdo y= f(x)=x", e calculemos alguns valores

para f(x) conforme a tabela 3.1, para construir o grafico conforme a Figura 3.8 da

funcao.
{

X y

0 0

+1 1

+3/2 9/4

+2 4

i +5/2 25/4

S A S S S +3 8

Figura 3.8: Gréfico da fungdo y=x> Tabela 3.1: pontos do grafico

Note pela tabela 3.1, que esta funcdo possui uma caracteristica especial, pois
temos que f(1)=f(=1)=1, que f(2)=f(-2)=4, que f(3)=f(-3)=9, etc. Note
também pelo grafico da fungcdo que isso acontece para todo x e -x, ou seja

flx)=f(=x).

Ainda olhando o grafico da fungdo, poderiamos nos fazer a seguinte pergunta: “o
que acontece com valores de x maiores que aqueles que foram elencados em nossa

tabela?” Nota-se que para valores maiores de x nos deparamos com o problema de
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encontrar numeros muito grandes de f(x), mas como poderemos saber qual o
comportamento da curva no restante do grafico? Se ela ira mudar sua concavidade para

valores muito grandes de x? (Avila, RPM 60, p. 32)

A resposta para isso vem do estudo da inclinagao da reta tangente a essa curva.
Porque afirmar que a concavidade de uma curva esta voltada para cima € o mesmo que
afirmar que a medida que os valores de x crescem a inclinagdo da reta tangente também
cresce. Entdo, precisamos aprender a calcular o declive de uma reta tangente a uma

curva.

3.2.6 RETATANGENTE

Para uma boa definicdo de reta tangente, comegamos discutindo sobre uma
definicdo bastante familiar que é a de reta tangente a uma circunferéncia, onde a reta
tangente a essa curva toca-a em um unico ponto e € perpendicular ao seu raio que
também passa nesse ponto. Essa definicdo ndo serve para uma curva qualquer, pois,
existem retas que tocam curvas num unico ponto, € nem por isso merecem o home de
reta tangente; e existem retas que que tocam a curva em mais de um ponto e que, no
entanto, merece o nome de reta tangente a curva no ponto P. Como podemos ver na
Figura 3.9 (Avila, RPM 60, p. 33).

bj

]
(%]

(a) Nao Tangente (b) Tangente
Figura 3.9: Retas tangente e ndo tangente
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Vamos considerar entdo uma curva que seja o grafico de uma funcdo y=f(x).
Seja P=(x,y) o ponto onde desejamos tracar a reta tangente, que esta para ser
definida. Quando atribuimos a x um acréscimo 4x=h, a variavel dependente y sofre um

acréscimo  correspondente 4y, e passamos do ponto P=(x,y) ao ponto

2

Q=(x+h, y+4y). Por exemplo, no caso concreto da fungéo y=f(x)=x", temos:

y+dy = f(x+h) = (x+h)’ = X*+2xh+h’, de sorte que
dy = f(x+h)=f(x) = (x+2xh+i’)—x" = h(2x+h).

. , A4
Sabemos que o declive da reta secante que passa pelos pontos P e QO é A_i

Conforme a Figura 3.10. Calculando esse declive temos, % = @ = 2x+h.

(Avila, RPM 60, p. 33)

1 : 1 : 1 1
} } } }
1 x > X+h , 4

2

t t
5 G

Figura 3.10: Declive da reta secante

Agora fagamos o seguinte, vamos manter fixo o valor de x e variar o valor de .
teremos o ponto P fixo, enquanto o ponto Q vai se aproximando de P a medida que,
apesar de permanecer sempre positivo, diminuimos o valor de 4 para valores cada vez
menores e proximos de zero. Observe a figura 3.11 para ter uma nog¢ao do que acontece
com Q. (Avila, RPM 60, p. 34)
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oy

tangente

Figura 3.11: Declividade da tangente

Note que a reta vai se aproximando de uma posi¢ao que € limitada por x e 4, uma
reta limite, a qual é definida como sendo a reta tangente a curva no ponto P. O declive
dessa reta tangente € precisamente o limite do declive 2x+/4 quando % tende a numeros

positivos cada vez mais proximos de zero. Esse valor limite € exatamente 2x.

Encontrada a inclinagdo, que chamaremos de m, precisamos apenas de um ponto
da reta tangente, que, curiosamente, é o préprio ponto (x, f(x)) do qual queremos que,
obrigatoriamente, haja passagem desta reta. A equagado da reta com inclinagdo m e

passando por um ponto (x,,¥,), sendo ¥,=/(x,): (Avila, 2003.Cap 2, p. 21)
y=yo=m(x—x)

Portanto, a equagéo da reta tangente a curva y=x>, no ponto (1,2), sera:

y—yozm(x—xo) = y—y0=2x(x—x0) = y—2=2.1(x—1) = y—2=2x—-2 = y=2x.

Deve-se notar que # se torna um numero muito pequeno, mas nunca € zero, pois
esse valor tornaria a razdo 4y/h sem sentido. E aqui chegamos ao ponto que nos
interessa, o limite dessa razdo. Ou seja, o valor que essa razdo assume quando fazemos
com que /4 se torne cada vez mais préximo de zero. Chamamos a esse limite derivada da

funcdo em x.

Antes de passarmos para o estudo da derivada, vamos ver uma de suas aplicagcoes
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no estudo das fungdes. E ainda antes disso, precisamos de dois novos conceitos, o de

funcao crescente e o de fungcao decrescente.

Recordando o que foi falado sobre grandezas diretamente e inversamente
proporcionais. Lembre que duas grandezas que eram diretamente proporcionais cresciam
ou decresciam mutuamente enquanto que as grandezas inversas acontecia o fato de que
enquanto uma crescia a outra decrescia. A ideia simples é quase a mesma para estes

dois novos conceitos.

3.2.7 FUNCAO CRESCENTE E FUNGCAO DECRESCENTE

Uma fungao é crescente quando: Se o valor de x aumentar, o valor de y aumenta.

Se o valor de x diminuir o valor de y diminui.

Uma funcgéo é decrescente quando: Se o valor de x aumenta o valor de y diminui.

Se o valor de x diminui o valor de y aumenta. (Avila, RPM 60, p. 34)

Utilizando novamente a fungdo y=f(x)=x" e utilizando os novos conceitos de
funcao crescente e fungao decrescente, vemos que nossa funcao é crescente para todo
x>0, é zero para x=0 é decrescente para x<0. E como calculamos anteriormente,

suaderivadaé y'=f'(x)=2x. E essa derivada é crescente para todo x.

Agora podemos responder as perguntas feitas no tépico 3.2.5. Lembre-se que a
derivada é a declividade da reta tangente a curva em um de seus pontos. Como a
derivada € crescente, ao aumentarmos o valor de x, aumentamos o valor da derivada o
que significa dizer que aumentamos o declive da reta tangente cada vez que aumentamos

o valor de x. Isso nos garante que a curva mantém sua concavidade voltada para cima.

Como a derivada se anula em x=0, temos que a declividade também é zero na
origem, ou seja, a reta tangente a curva é horizontal na origem, o que nos afirma que a
curva passa por ali sem fazer bico. Portanto, a curva nao pode ter outro aspecto que nao
seja o da figura 3.8. (Avila, RPM 60, p. 35)
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Resolver os exercicios 3.2.4 do anexo unico.

3.3. Modelos economicos

3.3.1 FUNCAO DEMANDA

A demanda ¢é a relagao entre o preco de um bem e a quantidade necessaria para
atender os compradores. A lei de demanda diz que: se tudo permanecer constante, a
quantidade demandada de um produto ou bem, varia inversamente proporcional a seu
respectivo preco e vice versa. Assim, tanto podemos ter o preco em fungdo da

quantidade, quanto a quantidade em funcao do preco.

Definicéo 3.1 - Seja p o precgo unitario de um produto e x a quantidade demandada deste

produto oferecido no mercado por uma empresa. Entdo, a funcdo que relaciona estas

duas variaveis é chamada de fungcdo demanda e, denotamos por: x=f(p) ou
p=g(x). (MULLER; GARCIA. 2012, Cap 3, p. 66).

Na definigdo 3.1, assumindo que x=7(p), o preco p é a variavel independente,

enquanto que a quantidade x é a variavel dependente.

A fungdo demanda representa o comportamento do consumidor e pode depender
de muitas variaveis, além da quantidade e do prego. Por exemplo, ela pode depender da
renda e dos habitos e preferéncias dos consumidores, bem como dos pregos de possiveis
substitutos daquele produto. Normalmente, trabalhamos com as variaveis preco e
quantidade, porque a utilizacido de mais do que duas variaveis pode ser um complicador
tanto para a elaboracdo do modelo matematico, quanto para a analise e interpretacado dos

resultados do ponto de vista do modelo econémico.

O modelo mais simples € representado matematicamente por uma equagéao
linear, cujo grafico € uma reta. O grafico da funcdo demanda é chamado de curva de

demanda. Uma particularidade da fungcdo demanda e que € proveniente da lei de
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demanda é que a equacgao linear que a representa tem coeficiente angular negativo e

coeficiente linear positivo. Ou seja,
x=f(p)=mp+b, m<0, b>0.

Definicdo 3.2 - A fungao inversa (quando existir) da fungdo demanda é chamada fungéo
preco e é denotada por p=g(x). (MULLER; GARCIA. 2012, Cap 3, p. 72).

Para nossos propoésitos, a funcdo demanda é linear. Assim, a inversa dela
também é linear e tem a forma p=g(x)=nx+c, com n<0. Para encontrar a inversa da

fungdo demanda x=mp+b, procedemos como segue:

— _ _ 1 b _
x=mp+b & mp+b=x © mp=x—»>b < Zx—z < p=nx+c

1 _—b
emque n=— e c=—.
m m

Assim, uma maneira direta de achar a inversa da fungdo demanda é lembrar que
na fungao preco, n € o inverso do coeficiente angular m e ¢ € o negativo de b dividido pelo

coeficiente angular m.
Exemplo 3.3.1 - Para a fungdo demanda x=-—5000p+75000, determine:

1. a quantidade demandada se o precgo for igual a zero. Qual o significado econémico

desse ponto?
2. a quantidade demandada se o preco for igual 4,00;

3. o preco de venda se a quantidade demandada for igual a zero. Qual o significado

econdmico desse ponto?

4. a funcgao prego (a inversa da fungédo demanda).

Solugéo.

1) x(0)=-5000.0+ 75000 =75000
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Economicamente, x=75000 corresponde a uma estimativa de produgcao maxima.
2) x(4,00)=—5000.4,00+ 75000 =—20000,00+ 75000,00=55000,00

_ 75000 _

=———=1
5000 >

3) 0=-5000.p+75000 = 5000.p=75000 = p

Economicamente, p=15 €& o preco maximo e, para este valor ndo ha consumo.

__ 75000 X —X

75000 _x - =X i 15
5000 5000 _ 775000

4) x=—5000p+ 75000 = 5000p=75000—x = p

3.3.2 FUNCAO OFERTA

A oferta é a relagdo entre o preco de um bem e a quantidade do mesmo que é
oferecido pelos produtores. A lei da oferta diz que se tudo permanecer constante, a oferta
de um produto, durante um periodo de tempo, varia diretamente proporcional ao prego. A
rigor, a oferta de um produto depende essencialmente da quantidade, do preco, do custo
do produto, da tecnologia com que se produz o produto, dos concorrentes, do clima, etc.

Como antes, vamos considerar estas variaveis como constantes, exceto uma.

Definicdo 3.3 - Denotando por p o prego unitario de um produto e por x a quantidade

oferecida no mercado daquele produto, entdo, denotamos por p=/f(x) a funcdo que
relaciona estas variaveis e a chamamos de funcao oferta. (MULLER; GARCIA. 2012, Cap
3, p. 74).

A funcao oferta descreve o comportamento do produtor. Seu grafico € chamado
de curva de oferta. O modelo mais simples da funcio oferta € o linear. Assim, o modelo
linear deve ter coeficiente angular ndo negativo, uma vez que intuitivamente, quando o
preco de um bem aumenta, a oferta aumenta, ou quando este mesmo preco decresce, a

oferta decresce.

p=f(x)=ax+b, a>0.
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O caso a=0, indica um preco constante independente da oferta.

Exemplo 3.3.2: Numa empresa a relagao entre o preco p em reais e a quantidade
x de unidades de certo produto é x=p’— p—6. Determine, a partir de que prego haveria
oferta? A que preco a oferta sera de 24 unidades. A partir de que preco a oferta sera

superior a 14 unidades? Quando a oferta ficara entre 14 e 66 unidades?
Solugdo. A empresa tera oferta se x>0, isto &, p’—p—6=(p—3)(p+2)>0.
Como p>0, entdo, p—3>0, ouseja, p>3. Poroutrolado, temos que
24=p’~p—-6 = (p—6)(p+5)=0 = p=6,00.
Agora, calculemos p’— p-6>14. Como p>0, entdo, p>5. Finalmente, temos:
l4<p’— p—6<66 = 5<p<9.

Exemplo 3.3.3 - Quando o pre¢co de mercado de certo produto atinge 300,00
reais por unidade, a fabrica ndo produz este produto. Quando o prego do produto
aumenta 20,00 reais a fabrica disponibiliza 600 unidades do produto no mercado. Ache a

funcao oferta se ela for linear.

Solucdo. Como a funcgdo é linear, entdo ela é da forma p=f(x)=ax+b. Para x=0 (a
fabrica ndo produz), entdo, f(0)=a.0+b=300, ou seja, »=300. Assim, p=ax+300.

Por outro lado, temos que 300+20=600a+300, ou seja, 600a=20 e, portanto,

1
a=- Portanto, a curva de oferta procurada é: p(x)=%+ 300.

3.3.3 FUNCAO CUSTO TOTAL E CUSTO MEDIO

O custo para produzir certo produto ou servico pode ser subdividido em custo fixo
e custo variavel. Os custos fixos sdo associados ao gasto da empresa decorrente de

produzir ou ndo um produto e, independem da quantidade produzida. Por exemplo,
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aluguel ou algum tipo de imposto. O custo variavel é o que muda de acordo com o volume

de producdo. Se nao ha produgao o custo é zero.

Definicdo 3.4: - A funcao custo total representa o custo final para produzir x unidades de

um certo produto.

Seja C=C(x), a funcdo custo total de uma empresa. Esta fungdo tem duas
componentes, a saber, o custo variavel que representa gastos com matéria prima, mao de
obra, entre outros, e o custo fixo. Se a quantidade produzida for zero, temos que

C(0)>0. Quando C(0)=0, entdo C(0) representa o custo fixo de producdo. O
dominio desta funcado é determinado pelo produtor, considerando a quantidade maxima

que pode produzir.

Definicdo 3.5: - Seja C=C(x), a funcdo custo total de uma empresa. A funcdo custo

médio é definida por:

Esta fungao representa o custo para produzir uma unidade do produto.

Exemplo 3.3.4: Uma empresa para produzir x unidades de um certo tipo de
produto tem como fung&o de custo total C(x)=2x*+12x’+9x+30. Determine as funcdes

de custo fixo, custo variavel e custo médio. Calcule o custo para fabricar 10 unidades.
Solucao. A fungao custo total pode ser reescrita como:

C(x)= 30+2x*+12x’+9x= Cf+Cv, em que Cf=30 é o custo fixo e

Cv=2x"+ 12x’+ 9x € o custo variavel.
Por definicdo, o custo médio é:

4 3
Cm(x) = Clx) _ 2x7+12x°+9x+30 _ 25 +12x749+3% - x>0,
X X X

O custo para fabricar 10 unidades é: C(10)=32120 unidade monetaria.
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3.3.4 FUNGAO RECEITA TOTAL E RECEITA MEDIA

A receita total € a quantidade total paga pelos compradores aos vendedores por

um certo bem.

Definicdo 3.6: A funcao receita total de uma empresa € todo dinheiro que recebe pela

venda de seus produtos e/ou servicos. Isto é, se p=f(x) é uma funcdo preco, entdo, a

funcao receita total é dada por:
R(x)=xf(x).
Da definigdo segue que a fungéo receita total depende da fungao oferta, que por

R
sua vez depende do nimero de unidades vendidas. Se x>0, entdio ——=/(x) é a
receita média por unidade, que é igual a oferta por unidade.
Exemplo 3.3.5 - Uma montadora de carros tem como fungédo receita total

R(x)=5x—3x> para um certo tipo de carro. Encontre a fungdo oferta e esboce ambos

os graficos.
Solucéo. - Vamos reescrever a funcao receita total como:

R(x)= 5x-3x’= x(5-3x)= xf(x). Portanto, p=/(x)=5-3x ¢ afungio

oferta da montadora.

3.3.5 FUNCAO LUCRO

O lucro é a relagao entre os beneficios de uma empresa e a quantidade de bens

e/ou servigos que esta produz.

Definicdo 3.7 - A funcédo lucro é a quantidade de dinheiro que uma empresa obtém por
produzir e vender uma certa quantidade de bens e/ou servigos. Em outras palavras, se
C=C(x) é a fungdo custo e R=R(x) é a funcdo receita de uma empresa, entdo, a

funcao lucro é definida por: (Muller; Garcia. 2012, Cap 2, p. 48).
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O lucro médio representa o ganho obtido em produzir e vender uma unidade do produto.

Exemplo 3.3.6: Um laboratério farmacéutico tem um novo medicamento que
deseja colocar no mercado. Estudos de mercado indicam que a demanda anual do
produto depende essencialmente do preco. Estimou-se que a fungdo demanda para
produzir este remédio € x+500 p=250000, em que p é dado em reais e x € a quantidade
de caixas. Por outro lado, o custo de producdo deste remédio ¢é

C(x)=300000—300x—(0,25)(2). Determine a funcdo lucro. Qual é o lucro se vender

1000 caixas do remédio?

Solug3o. - A fungao lucro é definida como L(x)=R(x)C(x). Como conhecemos a fungdo

custo total, precisamos encontrar a fungao receita, isto é R(x)=xf(x)=xp.

2

x+500 p=250000 = pZS_T)S+SOO - R(x):x(;—(;z)+500):500x—sxm.

2

Logo, L(x)= R(x)-C(x)= SOOx—SXR—3OOOOO+300x+O,25x2= 0,248 x*+800 x—300000

O lucro para vender 1000 caixas do remédio ¢ L(1000)=748000 reais.

3.3.6 EQUILIBRIO DA OFERTA E DA DEMANDA

Em geral, o equilibrio é relativo as condi¢des do mercado que tendem a persistir.
Se a determinado prego as quantidades de produtos que o produtor deseja vender se
igualam as quantidades que os consumidores desejam comprar, diz-se que 0 mercado

esta em equilibrio.
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Definicdo 3.9 - O equilibrio de mercado ocorre na intersecgéo das curvas de demanda e
de oferta. O ponto de interseccao é dito ponto de equilibrio do mercado; a ordenada do
ponto € dita pregco de equilibrio do mercado e a abscissa do ponto representa a

quantidade de equilibrio do mercado. (Muller; Garcia. 2012, Cap 2, p. 50).

Em mercados perfeitamente competitivos, se o pregco de mercado de um produto
esta acima do preco de equilibrio, temos excesso de oferta, o que deve abaixar os pregos.
Quando o preco de mercado de um produto esta abaixo do preco de equilibrio, temos

excesso de demanda, o que eleva os precos do produto.

Exemplo 3.3.7 - A demanda e a oferta de um certo produto fabricado por uma

empresa sao dadas pelas seguintes equacgoes:
X+ p2—25:0 p2—8x+8=0.
1. Ache o ponto de equilibrio.

2. Se o preco for 2 u. m., existe excesso de oferta ou de demanda. Determine o excesso.

Solucao.

x2+p2—25=0 _4 3
1. Devemos resolver o sistema:{ p’—8x+8=0, Obtemos ”~% e "=~ Portanto, o

ponto de equilibrio é (4, 3). Observe que a fungdo demanda ¢é dada por

x=v25-p>, 0<p<5.

2. Para p=2, a quantidade demandada é x*=25-4=21, isto &, x=v21 e a

quantidade ofertada é % Entao, existe falta de oferta igual a \/ﬁ—%:3,08-

Resolver os exercicios 3.3.1 do anexo unico.
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4. DERIVADA

Neste capitulo abordaremos a derivada como taxa instantanea de variagao.
Também introduziremos algumas técnicas de diferenciacdo com a finalidade de mostrar

ao aluno que nao é necessario utilizar sempre a definicdo de derivada.

4.1 Variagao

Variagdes estdo por todo lado. A temperatura exterior, a populacdo de uma
cidade, o preco de uma acgdo, o tamanho de um tumor e a velocidade de uma bola de
futebol. Nos setores econémicos a palavra variacdo € particularmente importante, pois,

ela pode levar ao sucesso ou a faléncia.

Quando uma certa quantidade de mercadorias Xx;, muda para um novo valor

X,, amudanca é medida pela diferenga entre as duas quantidades e dada por
Ax=x,—x,

A variagdo na quantidade de mercadoria pode levar a uma variacdo no lucro.
(Muller; Garcia. 2012, Cap 4, p. 109).

2

Exemplo 4.1.1 - Suponhamos que L(x):_S())CWJr 8,46x —19800 seja o modelo

matematico que fornece a funcao lucro de uma determinada empresa. Consideremos os
seguintes intervalos de variacdo da quantidade x, em quilogramas: (19000, 21000),
(21000, 22000) e (19000, 22000). Determine a variagdo da funcdo lucro, nestes

intervalos.

Solucao.

1. Para o primeiro caso: L(x)=L(21000)— L(19000)=69660—68740=920 reais

2. Para o segundo caso: L(x)=L(22000)— L(21000)=69520—-69660=—140 reais
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3. Para o terceiro caso: L(x)=L(22000)— L(19000)=69520—68740=780 reais

Os trés casos anteriores mostram que, no primeiro, houve um acréscimo no lucro
ao aumentarmos a quantidade de 19000 para 21000. No segundo, houve um decréscimo
no lucro ao aumentarmos a quantidade de 21000 para 22000. No terceiro caso, houve um
acréscimo no lucro ao aumentarmos a quantidade de 19000 para 22000. No segundo
caso, o decréscimo no lucro nao significa que este é negativo, mas que o lucro gerado por

X, € menor do que o lucro gerado por Xx,.
Resumindo:

Uma variagdo 4x a partir de uma quantidade inicial x, leva a uma variagdo L no lucro

representado por: AL=L(x,+4x)-L(x,).

4.1.1 TAXA MEDIA DE VARIAGAO

Para termos a nogao de como o lucro varia em média, conforme aumentamos ou

diminuimos gradualmente a quantidade, fazemos:

TMV(L):ﬁzL(xr"AX)—L(xI)

Ax Xy =X

em que x,=x+4x e TMV(L) significa taxa média de variagdo de L. A taxa média de
variacédo também é chamada de quociente da diferenga (Muller; Garcia. 2012, Cap 4, p.

112). Assim, no exemplo 4.1.1, temos:

_ AL _ 920

= ax 2000 040

1. No primeiro caso: TMV (L)
Esta taxa média significa que a partir de 19000 kg de mercadorias (x,=19000),

ao acrescentarmos 2000 kg (4x=2000) obteremos um acréscimo médio no lucro, por

quilograma de mercadoria acrescida, de 0,46 reais.
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AL —140
- IMV(L)=—=——7—7-=-0,14
2. No segundo caso: (L) " T000 =

Esta taxa média significa que a partir de 21000 kg de mercadorias (x,=21000),
ao acrescentarmos 1000 kg (4x=1000) obteremos um decréscimo médio no lucro, por

quilograma de mercadoria acrescida, de 0,14 reais.

_ AL _ 780

=== =0,26
Ax 3000

3. No terceiro caso: TMV (L)

Esta taxa média significa que a partir de 19000 kg de mercadorias (x,=19000),
ao acrescentarmos 3000 kg (4x=3000) obteremos um acréscimo médio no lucro, por

quilograma de mercadoria acrescida, de 0,26 reais.

OBSERVAGOES:

O estudo de grandes variagdes na quantidade (grandes x), esconde variagdes no

lucro proporcionadas por pequenos x.
Exemplo 4.1.2 - Considere a fung&o lucro L(x)=—x>+70x —400.

1. Determine a variagdo no lucro para as condi¢des seguintes, em que x;, é a

quantidade inicial produzida e x, ¢é a quantidade final produzida.
(a)de x,=30 para x,=34; (b)de x,=34 para x,=37; (c)de x,=30 para x,=37.
2. Obtenha a expressao da taxa média de variagéo para a fungao lucro dada.

3. Usando a equacgao do item 2, calcule a taxa média de variagao para cada um dos

casos anteriores. Interprete seus resultados.
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L(30)=-30%+70.30—400=800
Para o caso a): L(34)=—34’+70.34—-400=824
AL=L(34)- L(30)=824—800=24

L(34)=-34"+70.34—400=824
Para o caso b): [(37)=—37°+70.37—400=821
AL=L(37)—L(34)=821-824=-3

L(30)=800
Para o caso ¢): L(37)=821
AL=L(37)- L(30)=821-800=21

AL:L(xz)_L(xl) <

AL=L(x,+4x)-L(x,) <
AL=—(x,+4x)*+70(x,+x) — 400— (— x{+70 x,— 400) <
AL==x1=2x, Ax — Ax’+70 x,+70 Ax— 400+ x;— 70 x,+400 <
AL==2x,4Ax— Ax"+704x

AL=Ax(—2x,— Ax+70) <

AL

—=—2x,—4x+70.
Ax

Item 2):

AL
Item 3):Para x,=30 e 4x=4, temos ZZ—2.3O—4+ 70=6

Este resultado significa que, a partir de x,=30 (30 unidades produzidas), ao
acrescentarmos 4 unidades (x=4) obteremos um acréscimo médio no lucro, por

unidade acrescida, de 6 reais.

Para x,=34 e 4x=3, temos j—L:—2.34—3+ 70=—1
X

Este resultado significa que, a partir de x,=34 (34 unidades produzidas), ao
acrescentarmos 3 unidades x=3 obteremos um decréscimo médio no lucro, por unidade

acrescida, de 1 real.

Para x,=30 e 4x=7, temos j—L=—2.30—7+ 70=3
X

Este resultado significa que, a partir de x,=30 (30 unidades produzidas), ao
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acrescentarmos 7 unidades x=7 obteremos um acréscimo médio no lucro, por unidade

acrescida, de 3 reais.

Resolver os exercicios 4.1.1 do anexo unico.

4.1.2 TAXA INSTANTANEA DE VARIAGAO - DERIVADA

Se a variagdo na quantidade for muito pequena, ou seja, matematicamente

indicamos esse fato por x=0, teremos uma variagdao no lucro muito pequena. Contudo,

. AL . . o
a razao — - continuara representando uma taxa de variagdo. Neste caso, como o

. . . e AL .
intervalo entre x;, e x, € muito pequeno (infinitesimal), I representara uma

variagao instantanea no lucro. (Muller; Garcia. 2012, Cap 4, p. 117):
. n AL
No Exemplo 4.1.2, chegamos a expresséo: A—x:_le —Ax+70.

Se, nesta expressado, fizermos 4x=0, cuja representacdo matematica €

lim £ obteremos: lim AL lim (—2x,— dx+ 70)=—2x,+ 70
a0 Ax x>0 AX  4x>0

. ~ . AL
Esta ultima expresséo, representada por lim ——
A0 Ax

corresponde a uma nova funcédo que deriva da fungao lucro L(x). Assim, essa nova fungao
€ a derivada da funcao L(x).

Notagao: lim —=—
Esta notacao é devida a Leibniz (1646-1716).

~ , . AL . ~ _—
Como a fungao derivada Ahmo I deriva da fungédo L(x) (chamada de primitiva),

41



outra notagao interessante que faz lembrar quem € a primitiva (ou fungdo que deu origem

a derivada) é:

L'(x)=lim 4E

Ax =20 Ax

Esta notagcdo, em que L'(x) € a derivada da primitiva L(x) foi sugerida pelo fisico e

matematico Lagrange (1736-1813).
Resumindo:

1. A variagdo no lucro € chamada de taxa de variacdo. Representamos por

ALZL(x1+Ax)—L(x1), emque Xx +4x=x,.
2. Definimos como taxa média de variagdo, ou quociente diferencial.

3. Quando 4x=0, ou seja a variagdo na quantidade é infinitesimal, obtemos a taxa

. " D dL , . AL
instantanea de variaggo: —-=L (x)=lim ==

Este resultado é conhecido como derivada da funcao lucro. Esta derivada indica
que, se uma variagao instantadnea ocorrer na quantidade x, entao isto acarretara um

acréscimo L'(x,)>0 ou um decréscimo L'(x,)<0 no lucro.
Exemplo 4.1.3 - Considere a equagdo L(x)=—x>+70x—400. Calcule:
1. L'(30) 2.L'(34) 3.L'(37)

, . dL_ ., ~
Solucdo. Sabemos que a fungéo derivada de L(x) € E:L (x)=—2x+70. Entao,

1. Para x=30, encontramos L'(30)=—2.30+70=10

Isto significa que a partir de x=30, um acréscimo infinitesimal na quantidade

provocara um lucro adicional de de 10 reais.

2. Para x=34, encontramos L'(34)=—2.34+70=2
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Isto significa que a partir de x=34, um acréscimo infinitesimal na quantidade

provocara um lucro adicional de de 2 reais.
3. Para x=37, encontramos L'(37)=—2.37+70=—4

Isto significa que a partir de x=37, um acréscimo infinitesimal na quantidade
provocara uma diminuicdo no lucro de 4 reais. Observemos que uma diminui¢ao no lucro
nao implica lucro negativo, ou seja, prejuizo. Significa, apenas, que aumentar a produgao

a partirde x=37, nao € interessante.

Resolver os exercicios 4.1.2 do anexo unico.

4.1.3 FUNGOES MARGINAIS

As derivadas das fungbes gasto, receita e lucro recebem denominacdes

especiais, visto a sua grande importancia para a area de negocios.
1. Fungao Gasto marginal € o nome que damos a G'(x), derivada da Fung¢ao Gasto;
2. Fungao Receita marginal € o nome que damos a R'(x), derivada da Funcéo Receita;

3. Fungédo Lucro marginal € o nome que damos a L'(x), derivada da Fungdo Lucro.
(Muller; Garcia. 2012, Cap 4, p. 121).

Observacgao:

Ao processo de derivacdo damos o nome de calculo diferencial. O calculo tem
como objetivo extrair informagdes de fungdes sem necessitar do grafico, ou seja, pode
caminhar paralelamente a analise grafica. Ha vantagens em utilizar o calculo diferencial
em detrimento de taxas médias. De fato, utilizar intervalos de x grandes pode levar a

interpretacdes erradas.

Resolver os exercicios 4.1.2 do anexo unico.
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4.2 Técnicas de diferenciagao

Neste topico iremos nos dedicar apenas a compreensio das técnicas conhecidas
para a derivagao de fungdes. O dominio destas técnicas nos permitira maior agilidade nos

calculos.

Definicdo 4.1: A derivada de uma fungao 1'é:

f’(x)—ﬂzmn f(x+Ax)—f(x)‘

A partir de agora vamos desenvolver técnicas para derivar uma fungao, sem ter

que utilizar a definicdo 4.1. (Muller; Garcia. 2012, Cap 5, p. 127).

4.2.1 DERIVADA DA FUNCAO CONSTANTE
Definimos fungao constante toda funcéo do tipo
f(x)=C, em que C é um nimero real.

A derivada da funcdo constante é sempre igual a zero, isto é, dado f(x)=C,
entdo, f'(x)=0 para todo nimero real C. Isto corresponde a perguntar: Qual a variagdo
em f(x) quando x varia infinitesimalmente? A resposta é que ndo importa o quanto x

varie, f(x), sendo constante, ndo varia. (Muller; Garcia. 2012, Cap 5, p. 128).

4.2.2 DERIVADA DA FUNGCAO POTENCIA

As funcbes polinomiais sdo formadas por poténcias do tipo x", em que a

’

variavel x é a base e n é 0 expoente. Assim, uma fungao poténcia é do tipo
f (x):x" ,n€R com IR=Conjuntos dos numeros reais. A derivada da funcao
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poténcia é: (Muller; Garcia. 2012, Cap 5, p. 129)
£ (x) =L =
dx

Exemplo 4.2.1 - Derive as fungdes:

1. f(x)=x’ 2. f(x)=x 3 f(x):%
4 g(x)=$ 5. h(x)=vx
Solucao.

2. f'(x)=1x""=x"=1

1

’

3. Esta funcéo é do tipo poténcia, pois, pode ser escrita como £ (x)=x"', Assim,

, 4 s 4
4. Analogamente, g¢(x)=x*. Assim, g'(x)=—4x " '=-4x 5:—;

5. Afuncéao h(x)=\/; pode ser escrita como uma fungao poténcia, na forma

1 . = —
(x)=". Assim, A
2x

4.2.3 FUNCOES DO TIPO: £ (x)=cx"

A derivada de uma fungao poténcia multiplicada por um ndmero real:
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[ (x)=cnx""!

4.2.4 DERIVADA DA SOMA

Consideremos uma fungao f, definida como a soma (diferenga) de n outras

fungdes, isto é: (Muller; Garcia. 2012, Cap 5, p. 133)
fa)=7 )+ folx)++1(x), ou flx)=1(x)=fy(x) == f,(x).
Entado, a derivada de f'é definida por:

L=, () () w7 (x), ou f(x)=0(x) = (x) == ()
Exemplo 4.2.2 - Derive a fungdo [ (x)=x"+ %+ 3x*

Solucao. - Neste caso, observemos que a fungao f dada é composta, por exemplo, de trés

funcdes, a saber, f(x)=x", fz(x)=% e f,(x)=3x". De acordo com a definicio de

derivada da soma (Eq. 3.8 e 3.9), basta diferenciarmos cada uma delas e depois fazer a

juncao. Ou seja:

f’](x)=2x
f’z(x):—2x72
fh(x)=—12x".

Assim, a derivadade fé: f'(x)=f" (x)* f'(x)+ f'5(x)=2x—2x *—12x "

4.2.5 DERIVADA DO PRODUTO

Consideremos uma fungéo f escrita como o produto de duas ou mais fungdes,

como, por exemplo
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f(x)=u(x).v(x)
Entao, a derivada de f é definida como: f'(x)=u'(x).v(x)+u(x).v'(x)

(Muller; Garcia. 2012, Cap 5, p. 135)
1
Exemplo 4.2.3 - Derive F(x)=(x"-3x)(3x>— x?)

Solugdo. - Neste caso, a fungdo f dada € composta das fungdes u(x)=(x"—3x) e

v(x):3x2_x%. De acordo com a definicdo de derivada do produto, vamos necessitar

das derivadas de cada uma das funcdes u e v. Derivando, temos:

-1

u'(x)=(5x*-3) e v'(x)=(6x— x7)

N | —

Portanto, aplicando a definicdo de derivada do produto, obtemos:

N[ —

f'(x):(5X4_3)(3X2—xé)+(x5—3x)(6x—%x

)

Essa expressao pode ser simplificada, resultando em:

X)=——x+21x —27x"+ = x.
, 1219216 27x>2 g

4.2.6 DERIVADA DO QUOCIENTE

Consideremos uma fungao f escrita como a razao entre duas fungoes.

Entado, a derivada de f'é definida como: (Muller; Garcia. 2012, Cap 5, p. 137)
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Exemplo 4.2.4 - Derive a fungéo f(x):3—5.
X

Solugdo. u(x)=3x> = u'(x)=6x € v(x)=x = v'(x)=5x"
Substituindo na definigdo, temos:

_6xx’—5x*3x_6x"-15x"_ 9x°__ 9

fl(X) (x5)2 - xlO - F_ x4

Resolver os exercicios 4.2.1 do anexo unico.

4.2.7 DERIVADA DA FUNCAO SENO

Dada a funcdo: f(x)=sen(x)

=cos(x)

A derivada da fungdo seno é: f '(x):%

4.2.8 DERIVADA DA FUNCAO COSSENO

Dada a fungdo: f (x)=cos(x)
: < o (9 _
A derivada da fungdo cosseno é: f (x)—a——sen(x)

Resolver os exercicios 4.2.2 do anexo unico.
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5. APLICACOES DA DERIVADA

Neste capitulo abordaremos as aplicagdes mais frequentes da derivada e que séo
muito cobrados em provas do ENEM e de outros vestibulares. As técnicas de derivagao

nos permitirdo trabalhar com modelos econdmicos de uma forma mais ampla.

Exemplo 5.1.1 - Considere que L(x)=0,4x’+58x+46 seja o lucro para x

mercadorias. Calcule:
1. O lucro obtido com 50 mercadorias.
2. O lucro obtido com 51 mercadorias.
3. Ataxa de variagao no lucro ao aumentarmos de 50 para 51 mercadorias.
4. O lucro marginal.
5. O lucro marginal para 50 mercadorias, interpretando o resultado.

Solucéo.

1. L(50)=0,4.(50)+58.50+46=3946. O lucro obtido com 50 mercadorias é de
3946, 00 reais.

2. L(51)=0,4.(51)*+58.51+46=4044,4. O lucro obtido com 51 mercadorias ¢ de
4044,40 reais.

3. AL=L(51)-L(50)=98,4. Ao aumentarmos de 50 mercadorias para 51

mercadorias, obteremos um lucro adicional de 98,40 reais.

4. L'(x)=0,8x+58, que é a nossa fungdo lucro marginal derivada da fungéo

lucro original.

5. L'(50)=0,8.50+58=98, cujo significado é: Ao variarmos infinitesimalmente a
quantidade de mercadorias, a partir de 50 unidades, teremos um lucro adicional

instantaneo de 98,00 reais. Comparando o item 3 com o item 5, observamos que L'(50) €,
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aproximadamente, o lucro adicional obtido ao aumentarmos de 50 mercadorias para 51

mercadorias.

Exemplo 5.1.2 - A receita de uma empresa é de R(x)=%x3— 120x°+3500x, em
que x € a quantidade de mercadoria vendida.

1. Calcule a variagdo na receita ao aumentarmos a venda de 220 mercadorias

para 221 mercadorias.

2. Calcule o acréscimo aproximado na receita gerada pela 221 mercadoria.

Solucéo.

R(220)= ;—.(220)3—120.(220)2+3500.220: 286000 reais
1. R(221)= ;—.(221)3—120.(221)2+3500.221: 309510,50 reais

AR= R(221)—R(220)= 309510,50—286000= 23510,20 reais .

2. Como pudemos observar no exemplo anterior, a receita marginal de 220 nos

fornece, aproximadamente, o acréscimo gerado pela 221 mercadoria. Portanto:

R'(x)= 32— 240 x+3500

2
R'(220)= ?;—(220)2—240.220+3500: 23300 reais

Exemplo 5.1.3 - A funcdo demanda para um certo tipo de vestuario é

x=105+30 p—1,5p°, em que p é o prego por unidade e x a quantidade demandada.
1. Encontre a taxa de variacao instantanea da demanda quando o precgo € igual a
5 reais e interprete.

2. Encontre a taxa de variagao instantdnea da demanda quando o prego € igual a

11 reais e interprete.

3. Verifique se a partir de um preco igual a 15 reais é conveniente aumenta-lo sob
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o ponto de vista da receita.

Solucéo.

1. x'(p)=30-3p. Portanto, x'(5)=30-3.5=15. Isto  significa que, se
aumentarmos o pre¢co de 5 reais para um valor "um pouco" maior (digamos,

aproximadamente 6 reais), a quantidade demandada aumentara.

2. x'(11)=30-3.11=-3. Significa que, ao aumentarmos o prego de 11 reais em

uma quantidade pequena, a demanda caira.

3. Receita é definida por: R=px. Substituindo a fungcdo demanda nesta

equacgéo, temos: R(p)= p(105+30p—1,5 p*)= 105 p+30p*>—1,5 p°. Assim temos:

R'(p)= 105+60 p—4,5p
R'(15)= 105+60.15—4,5.(15)= =7.5 reais.

Como a taxa de variagado instantdnea € negativa, concluimos que nao é

conveniente aumentar as vendas a partir de 15 reais.

Resolver os exercicios 5.1.1 do anexo unico.

Exemplo 514 - A fungcdo demanda para um certo produto é:
x=—p’+50 p—225, em que x é a quantidade demandada de produtos e p é o prego, em
reais. Esta fungdo é valida para pregcos que variam entre 25,00 reais e 45,00 reais

(dominio da fungéo).

1. Encontre a variagao percentual no preco desse produto quando ele sofre um

aumento de 40,00 reais para 42,00 reais.

2. Encontre a variagdo percentual na quantidade demandada quando o preco

passa de 40,00 reais para 42,00 reais.

3. Determine a variagdo percentual na quantidade demandada em fungdo da
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variagao percentual no preco. Interprete.

Solucéo.
1. p=40 e A p=42-40=2. Entao, %’z%zo,OS ou 5%

x(40)= —40°+50.40—225= 175 unidades
x(42)= —42°+50.42-225= 111 unidades
2. Ax= x(42)—x(41)= 111-175= —64

Ax _ —64
0% = 0,366 0u—36.,6
x(40) ~ 175 PR OUTID

Interpretagdo: Quando o prego aumenta em 5% a partir de 40,00 reais, a

quantidade demandada sofre um decréscimo de 36,6%.

3. Dividindo-se os resultados obtidos em (1) e (2), calculamos a variagéo

percentual pedida:

Ax
x(40) _ —36,6 _ 73
Ax S

40

Interpretacdo: Quando o preco do produto aumentar em 1% a partir de 40,00
reais, a quantidade demandada caira em 7,32%, ou ainda, se o preco do produto diminuir
em 1% a partir de 40,00 reais, a quantidade demandada aumentara em 7,32%. (Muller;

Garcia. 2012, Cap 6, p. 141)

5.1 Elasticidade de Demanda Pontual

Definicdo 5.1 - Elasticidade de demanda pontual € definida por:

!

x'(p)

—

ed=

SHES
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(Muller; Garcia. 2012, Cap 6, p. 147) em que td ¢€ a elasticidade de demanda no ponto
(p, x) e fornece a variagéo percentual aproximada na quantidade em fungédo da variagao

de 1% no prego. A elasticidade da demanda é uma grandeza adimensional.

O conceito de elasticidade de demanda tem grande aplicagdo a economia e
administracao, pois é frequentemente utilizado para medir o modo como a demanda por

um certo produto responde as variagdes no seu preco.

Quando o preco p aumenta a demanda x diminui. Assim, €d €& sempre negativo.

Portanto, a analise da elasticidade é feita considerando o valor absoluto, isto &, |ed]|.

1. Se led|>1, entdo temos demanda elastica. Isto significa que um aumento de
1% no prego leva a uma diminuigdo maior do que 1% na demanda e vice-versa. Ou,
ainda, uma diminui¢cao de 1% no prec¢o leva a um aumento maior do que 1% na demanda
e vice-versa. Em outras palavras, a demanda de um produto que tem |ed|>1 é bastante
sensivel as oscilagbes de seu preco. Isto € caracteristica de produtos que apresentam

concorrentes diretos ou substitutos similares no mercado.

2.Se led|<1, entdo temos demanda inelastica. Isto significa que um aumento de
1% no preco leva a uma diminuicdo menor do que 1% na demanda e vice-versa. Ou,
ainda, uma diminuigéo de 1% no prego leva a um aumento menor do que 1% na demanda
e vice-versa. Em outras palavras, a demanda de um produto que tem |ed|<l & pouco
sensivel as oscilagdes de seu preco. Isto é caracteristica de géneros de primeira

necessidade ou de mercados monopolizados.

3. Se led|=1, entdo temos demanda unitaria. Isto significa que um aumento no

preco leva a mesma diminuicio relativa na demanda.

4. Se |ed|=0, entdo isto significa que o aumento ou diminuigdo no prego néo
altera a demanda. Este fenbmeno ocorre para um mercado no qual ha varias empresas
atuando na mesma area de forma que nenhuma consegue afetar o mercado por
intermédio do preco ou da produgdo. € o que chamamos de concorréncia perfeita. Aqui, a

funcdo demanda esta sendo vista sob a 6tica do mercado global.

Exemplo 515 - A funcdo demanda da duzia de rosa ¢é
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x( p)=—100 p”— 200 p+3500.
1. Calcule a demanda para p=2.
2. Calcule a elasticidade da demanda para p=2 e interprete.
3. Calcule a elasticidade da demanda para p=3 e interprete.
4. Se o prego de 3,00 reais € aumentado em 2% qual a variagdo na demanda?

Solucao.

1. x(2)=-100.2>—200.2+ 3500=2700 dlzias. Assim, para o prego de 2,00 reais

serao procuradas para a compra 2700 duzias de rosas.

x'(p)= —200 p—200

x'(2)= —200.2-200= —600
x'(2) _ —600
d= = = —0,44
2. 4= ") T 2700 :
2 2
ed(2)= —0,44

Significa que ao aumentarmos o preco em 1%, ou seja, de 2,00 reais para 2,02
reais a demanda cai aproximadamente em 0,44%, ou seja, de 2700 duzias para
aproximadamente 2688 duzias de rosas. Neste caso temos uma demanda inelastica na
regido (naquele intervalo) de precgo 2,00 reais, ou seja, a demanda sente pouco a variagao

do preco.

3.€d(3)= —1, 20%. Significa que ao aumentarmos o pregco em 1% (de 3,00 reais
para 3,03 reais) a demanda cai, aproximadamente, em 1,20%. Temos, entdo, uma
demanda elastica na regido de preco 3,00 reais, ou seja, a demanda sente bastante a
variacéo do preco. De fato, calcule x(3) e depois 1,20% de x(3). Entdo, compare com o

item 2.

pt1%—x—1,20%
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p+2%—x—2.1,20% =x—-2,40%

Portanto, a variagdo na demanda é, aproximadamente, 2,40%. De fato, se p=3

: n . . A ,02
aumenta 2%, ou seja, passa para 3,06, entdo a variagcao percentual foi de TPZO;) =
. . . Ax 48
0, 66%. Por outro lado, a variagdo percentual na quantidade foi de m=m=0,024 =

2,40%.

Exemplo 5.1.6 - Suponha que x equivale a 100 balas de caramelo na funcéo de

demanda semanal x=0,75p°—31,50 p+330,75, emque 0<p<2l.
1. Calcule a demanda x quando o preco de cada bala for 0,05 reais.
2. Calcule a elasticidade de demanda para o preco de 0,05 reais por bala.

3. Se pretendermos um aumento percentual de aproximadamente 2% na

demanda, qual deve ser a variagéo do pre¢o?
4. Calcule a elasticidade de demanda para p=10 e interprete.
5. ldem para p=20.
6. Compare os itens 2,4 e 5.

Solucédo. - Esta fungdo decresce para p>10 e p<2l. Fora deste intervalo, ela

nao corresponde a uma fungdo demanda.
1. uma bala = 0,05
cem balas = 5,00 > p=5.
x(5)= 0,75.5"—31,50.5+330,75= 192

Isto significa que para o preco de 0,05 por bala a demanda sera de 192 centenas
de balas por semana.
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x'(p)= 1,5p-31,5
x'(5)= 1,5.5-31,5= —24
2., x'(5)_ —24_
ed= ) - o2 0,625
5 5

Isto significa que, ao aumentarmos o prego da bala em 1%, a demanda caira em

0, 625%. Portanto, temos uma demanda inelastica.

3. Com p=5 a demanda é x=192. Se aumentarmos a demanda em 2%,

entdo, a variagao no preco é calculada como:

p+0,01 p 1 x—0,0063x
p—pp I x+0,02x
1,01 p [0 0,9937x
(1-p)p O 1,02x

Assim,

(1-p,)p.0,9937 x

1,02 x=

1,01 p
1-p,)0,9937
1,02= (1 01p1) :
, P 0
0,9937 p = 0,99371,0302 Portanto, devemos diminuir o pregco em 3, 7%.
_ _0,0365
P1= 70,9937
pi= —0,0367

4. &d(10) =1, 82%

A demanda é elastica, o que significa se aumentarmos o preco em 1% a demanda

cai em aproximadamente 1, 82%.
5. ed(20) =-40%

A demanda é elastica, o que significa se aumentarmos o pre¢co em 1% a demanda
cai em aproximadamente 40%.

6. Para os trés intervalos obtivemos elasticidades muito variadas. Assim, o
mercado tem respostas muito diferentes para o mesmo produto. Ha precos aceitaveis e

ha precos totalmente incompativeis com o mercado. De fato,
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x(5)=0,75.(5*)—31,50.5+ 330,75=192
x(10)=0,75.(10*)-31,50.10+ 330,75=90, 75

x(20)=0,75.(20%)—31,50.20+ 330,75=0,75.

5.2 Estudo sobre maximos e minimos das fungoes

Neste topico, aplicaremos os ensinamentos aprendidos até aqui sobre derivada
para estudarmos os maximos e minimos de uma fungao. Para isso utilizaremos exemplos

que possibilitem um melhor entendimento por parte do aluno.

5.2.1 PONTO CRITICO

Diz-se que um ponto ¢ € um ponto critico para uma fungéo f quando f é definida

em ¢ mas néo é diferenciavel ou f'(c)=0. (Guidorizzi. Cap 9, 1 vol. p 280. 2001).

5.2.2 PONTOS DE MAXIMO E MiNIMO

Seja f uma funcdo definida em seu dominio D. Dizemos que x € um ponto de
maximo local de f'se existir um ¢, tal que para todo x, pertencente ao intervalo aberto de
x—t a x+t contido em D, tenhamos f(x)>f(x,). E f(x,) & maximo local de f.

Onde ¢ € um numero real positivo. (lezzi; Murakami; Machado. 1993, Cap 8, p. 153)
Seja f uma funcao definida em seu dominio D. Dizemos que x € um ponto de
minimo local de f'se existir um ¢, tal que para todo x, pertencente ao intervalo aberto de
x—t a x+t contido em D, tenhamos f(x)<f(x,). E f(x,) é minimo local de f.

Onde ¢ € um numero real positivo. (lezzi; Murakami; Machado. 1993, Cap 8, p. 153)
Pontos de maximo local e pontos de minimo local sdo chamados de extremos

locais.
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Exemplo 5.2.1: x=0 ¢é o ponto de maximo local da fungdo f(x)=1-x", 0

maximo local de fé £ (0)=1. Conforme a Figura 5.2.1.

¥

Figura 5.2.1: Ponto de maximo de  f(x)=1—x’

x=0 & o ponto de minimo local de f (x)=|x|, o minimo local de fé f(0)=0.

Conforme a Figura 5.2.2.

Figura 5.2.2: Ponto de minimo de £ (x)=|x]|

Seja f uma fungao definida em seu dominio D. Dizemos que x; é um ponto de

maximo absoluto de f'se f(x,)=f(x,). Dizemos que X, é ponto de minimo absoluto se

f(x,)<f(x,) paratodo x, do dominio de . E f(x,) é valor de maximo absoluto e

consequentemente o maior valor que f assume. f(x,) é valor de minimo absoluto e

consequentemente o menor valor que fassume. Pontos de maximo absoluto e pontos de

minimo absoluto sdo chamados de extremos globais.
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Exemplo 5.2.2:0 valor de maximo absoluto da fungdo 7 (x)=1-x> € 1. O valor
de minimo absoluto da fungdo f(x)=|x| € 0.1 e 0 sdo extremos globais das fungdes

anteriores.

5.2.3 TEOREMA DE FERMAT

Seja f uma fungdo definida em seu dominio D e derivavel em x,€D, se x, é

um extremo local de f, entéo S '(x,)=0. (lezzi; Murakami; Machado. 1993, Cap 8, p.
156)

Vejamos a demonstragdo do Teorema de Fermat. Seja x, um ponto de minimo
local pertencente ao dominio da f. Entdo existe um ¢€IR tal que para todo x pertencente

ao intervalo aberto 9 =] x,—t,x,+¢ [, tem-se:

ACI RGP
flr)<s(x) = 7
0/ —_
)= (e =20 para x>x,
X=X,
X|— X
Como f é derivavel em x,, existe o limite: lim W:f’(xo), como o
XX, Ao

limte em @Q para x>x, e para x<Xx, devem ser iguais, temos que

fim LT 2
x-)xu x_xO

Para o maximo local a demonstrag&o € analoga.
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5.2.4 INTERPRETAGAO GEOMETRICA

O Teorema de Fermat garante que em extremos locais ou globais de uma fungao

a reta tangente ao grafico é paralela ao eixo x.

Note que o Teorema de Fermat ndo garante que se existe algum ponto da fungao
onde f'(x,)=0 ela sera ponto de minimo ou de maximo. O que ela garante é que
pontos de minimo ou de maximo tem derivada igual a zero. Ou seja, os pontos onde a
derivada € zero sdo considerados candidatos a ponto de minimo ou de maximo. Esses
pontos sdo chamados de pontos criticos. Por exemplo, a fungdo f(x)=(x—1) tem
derivada f'(x,)=3(x—1)’, logo f'(1)=0 e 1 ndo é extremo da fungdo. Conforme
Figura 5.2.3

Figura 5.2.3: fungdo £ (x)=(x—1)’

O teorema de Fermat também n&o exclui a possibilidade de x, ser um extremo
da fungéo sem que f "(x,)=0. Isto pode ocorrer quando a fungao néo tem derivada em

x,. Por exemplo, na Figura 5.2.4, 0 é extremo da fungdo f (x)=|x|, porém nao existe

r'(o).
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Figura 5.2.4: Fungdo f (x)=|x]

5.2.5 CRESCIMENTO E DECRESCIMENTO DE UMA FUNCAO

Relembrando o conceito de fungao crescente em um intervalo /, quando x cresce,

y também cresce. Ou seja, tomando x>x, teremos f(x)>/(x,). Portanto se f &

S (x)= 1 (x) . . o
crescente, temos que ————— > 0 pois numerador e denominador tem sinais iguais.
x_xO

E quando uma func&o € decrescente em um intervalo /, temos que quando x cresce, y

decresce. Ou seja, tomando x> x, teremos f(x)<f(x0). Portanto se f é decrescente,

f(x)_f(xo) . . C
temos T< 0 pois numerador e denominador tem sinais diferentes.
)

Teorema 5.2.1: Seja f continua em um intervalo fechado [a,b] , derivavel no

intervalo aberto ]a,b[. Ent&o:
) f'(x)>0 em]ab][ < écrescenteem [a,b]

1) f'(x)<0 em]ab[ < & decrescente em [a,b]
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5.2.6 INTERPRETAGAO GEOMETRICA

Tomando uma fungao f definida em [q,b], derivavel em ]a,b[, tomando pontos do
intervalo ]a,b[. O que o teorema nos mostra € que para uma fungao f ser crescente, as
declividades das retas tangentes ao grafico de f nesses pontos tomados sdo néo
negativos (Figura 5.2.5 (a)) e para uma funcgao f'ser decrescente as declividades das retas

tangentes ao grafico de f'sdo ndo positivos. (Figura 5.2.5 (b)).

(a) Interpretagdo geométrica do crescimento (b)Interpretagdo geométrica do decrescimento

Figura 5.2.5: Interpetacdo geométrica do crescimento e do decrescimento

Um dos mais notaveis matematicos que contribuiram sobremaneira para o
desenvolvimento do Calculo, Conforme Leithold (1994), foi Pierre de Fermat. Esse
matematico francés contribuiu com diversas aplicagdes entre elas esta o estudo que leva
a descoberta dos extremos de uma funcdo. Esse estudo € de suma importancia pois
aborda topicos presentes nos programas do ensino de nivel médio como por exemplo
encontrar valores de maximo ou minimo de grandezas como: area, volume, forga,

poténcia, tempo, lucro ou custo, dentre outros.

Exemplos 5.2.4: A fungdo constante f(x)=c tem derivada f'(x)=0 para todo

x real.
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Exemplos 5.2.5: A fungdo f(x)=x" é crescente em todo x real, sua derivada

7 '(x)=3x’>0 para todo x real.
Exemplos 5.2.6: Afungdo [ (x)=x’-3x’ temderivada f'(x)=3x’-6x, entdo:
l)para x<0 ou x>2=f'(x)>0
Il) para 0<x<2= f'(x)<0
Portanto: fé crescente <x<0 ou x=2
fé decrescente <0<x<2

Resolver os exercicios 5.2.1 do anexo unico.

Exemplo 5.2.7: Deseja-se confeccionar uma trave para um campo de futebol com
uma viga de 20m de comprimento. Encontre as dimensdes para que a area do gol seja

maxima. Vamos esbog¢ar um desenho de uma trave genérica, observe a Figura 5.2.6:

}J

Figura 5.2.6: Trave
Pelos dados fornecidos pelo enunciado do problema, temos que:
2x+y=20 ou y=20—2x
A area do gol é dada pela férmula da area do retangulo formado: A4=ux.y
Utilizando o y do comprimento do gol na férmula da area, temos que:

A=x(20—2x)=20x —2x>
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Calculamos, a derivada da funcéo A(x) temos: A4 '(x)=20—4x
Vamos calcular os valores que maximizam a fung&o area igualando 4'(x) a zero

20—4x=0
4x =20
x=5

Encontramos a altura x da trave. Para encontrarmos sua largura, precisamos

encontrar o valor de y em y=20—2x substituindo x pelo seu valor encontrado, logo:

y=20-2.5
y=20-10
y=10

Portanto, a trave devera ter altura de 5m e largura de 10m para que a area de gol

seja a maior possivel.

Observacdo: As dimensdes oficiais de uma trave de futebol é 7,32m de largura

entre os postes e 2,44m de altura.

Exemplo 5.2.8: Considerando que um aumento inesperado na produgdo obrigou
um empresario a pagar horas extras a seus funcionarios e a usar maquinas mais velhas

que quebram com maior frequéncia, obteve-se a Funcao Gasto:
G(x):%x3—7x2+ 11x+ 50

onde o gasto € calculado em Reais e x representa a quantidade de produtos fabricados.

A funcdo demanda para o produto em questdo € x=100—p, com o preco (p) em

Reais.
a) Obtenha a receita em fungdo da quantidade x.

b) Obtenha a Fungéao Lucro.
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c) Calcule a quantidade x que maximiza o lucro.
d) Qual o lucro maximo?

e) Qual o prejuizo maximo?

f) Esboce o grafico da fungao lucro.

Solucdo: a) Lembrando que R(x)=px e a inversa da funcdo demanda dada é:

p=100—x, subistituimos p em R(x) e obtemos: R(x)=—x’+ 100x

L(x)=R(x)-G(x)e

o) L(x)Z—x2+IOOx—;Tx3+7x2—llx—50®

L(x)Z;—1x3+6x2—11x—50

c) A Fungéo Lucro obtida no item anterior € de 3° grau, sendo entdo necessario
obter a derivada L'(x) para podermos determinar seus pontos de maximo e de minimo e,
consequentemente, o valor da quantidade a ser produzida para que o lucro seja maximo.

x,=1 unidade

' — 2 _ fam
L'(x)=—x"+12x—11 , assim: =11 unidades

A determinacao dos valores do lucro correspondentes a estes valores de x, e
x, é feita substituindo tais valores na funcéo lucro (cuidado, trata-se da Fung¢éo Lucro

original e ndo da sua derivada!)

L(l):—%.13+ 6.1°~11.1-50

L(1)=—-55,33 reais
L(ll):—%.113+ 6.11°=11.11-50
L(11)=111,33 reais

Como o maior valor do lucro foi obtido para x = 11, o ponto de maximo local &

(11,111,3) e o ponto de minimo local ¢ (1,—55,3)
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Portanto, x=11 maximiza o lucro

d) O valor do lucro maximo ja foi determinado no item anterior:
L(11)=111,33 reais

e) O valor do lucro minimo ou prejuizo maximo também ja foi determinado em (c):
L(1)=—55233 reais

f) Sabemos as coordenadas dos pontos de maximo e minimo locais e também o
ponto onde a curva corta o eixo vertical (0, -50), com estes trés pontos é possivel esbogar

o grafico da Funcao Lucro do 3° grau. Observe a Figura 5.2.7

113,33

S0+

60

20

=30 4

—55, 3 [N

Figura 5.2.7 : Fungao Lucro

Resolver os exercicios 5.2.2 do anexo unico.

5.3 DERIVADAS E CINEMATICA

Abordaremos agora, uma outra aplicagdo muito cobrada em vestibulares, o uso
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da derivada na cinematica. Esse estudo demonstra a interdisciplinaridade da derivada.

5.3.1 FUNCOES COM DERIVADA ZERO

Foi visto no capitulo sobre derivadas que a derivada de uma fungao constante é
zero, pois como y=f(x)=c temos que a variacdo 4y=y—y,=0 o que faz com que a
razdo Ay/Ax seja sempre zero qualquer que seja a variagdo 4dx=x—x,#0, portanto
também a derivada f'(x) sera nula. (Avila, RPM 61, p. 25)

O que vamos utilizar a partir de agora é a reciproca dessa propriedade, ou seja,
podemos facilmente admitir que se uma fungcdo em um dado intervalo tem sua derivada
nula, entdo essa fungdo € constante nesse intervalo pois a reta tangente ao grafico da
fungcdo em qualquer ponto do intervalo é horizontal, portanto o grafico s6 pode ser uma

reta horizontal, por isso a funcédo deve ser uma fungao constante.

5.3.2 VELOCIDADE MEDIA E MOVIMENTO UNIFORME

Imagine um ponto material em movimento com uma trajetéria qualquer, nesse
momento ndo vamos nos importar com massa, forga ou energia. Somente com o estudo

do movimento desse ponto material. (Avila, RPM 61, p. 26)

Seja s=s(¢) a fungdo que denota o espaco percorrido por esse mével em fungao
do tempo a partir de um certo ponto de origem O. Entéo, a variagdo de espago durante

uma certa duragao de tempo sera:
As=s(t)—s(t,)

Essa duracdo de tempo comecga no instante 7, e vai até o instante ¢. Com isso,

temos que a velocidade média v, nesse intervalo é definida como sendo a razéo:

s sle)=s(t,)

y = =
" At t—t,
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Dizemos que o movimento € uniforme quando a velocidade média tem o mesmo
valor v durante todo o tempo do movimento, ou seja, a velocidade do ponto movel nao se
altera. Nesse caso, denotando com s, o valor do espaco inicial, que € o espaco onde se
comega a contar o tempo para o estudo do movimento, podemos escrever essa
velocidade média utilizando o incremento espacial 4s=s—s, correspondente ao

incremento do tempo 4t=t—t,=t—0=t, isto é,

As _ S8

, donde s=s,+vt
At t

Esta equagédo horaria do movimento uniforme. Seu grafico no plano cartesiano é

uma reta. A figura 5.3.1 ilustra esse grafico numa situagdo em que s, e v s&0 numeros

positivos.

s=so+vt

Figura 5.3.1: Equagéao horaria do movimento

5.3.3 VELOCIDADE INSTANTANEA

As vezes estamos interessados em saber a velocidade de um ponto mével em um
determinado momento, e para isso a velocidade média ndo nos ajuda muito. De fato,
podemos imaginar inumeros movimentos diferentes, entre os instantes te 7,, todos com

a mesma velocidade média: o movel pode mover-se muito rapidamente em certos
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trechos, mais devagar em outros e até parar uma ou varias vezes antes de completar o

percurso; e isso de maneiras variadas. (Avila, RPM 61, p. 27)

Apesar de todas essas consideragbes, a ideia de velocidade instantdnea é
bastante familiar. Podemos ter como exemplo a velocidade que a lombada eletrénica
marca quando passamos de carro. Porém precisamos de uma versao matematica de tudo
isso que acabamos de falar. Comecemos observando o movimento de um ponto mével;
lembre que movimento sé existe durante intervalos de tempo, nunca num instante de
tempo! E preciso deixar fluir o tempo para podermos avaliar a rapidez ou a vagarosidade
do movimento. Mantendo ¢ fixo e imaginando intervalos de tempo cada vez menores, as
velocidades médias correspondentes nos dao informagdes cada vez mais precisas sobre
0 que se passa nho instante ¢. Assim, concebemos a ideia de que essas velocidades
meédias deverdo se aproximar de um valor determinado quando 4t tende a zero. E é
isso 0 que acontece na maioria dos movimentos observados na natureza e que sao
descritos por idealizacdbes matematicas. Esse valor limite € chamado de velocidade
instantanea no instante r. Como essa velocidade esta associada ao instante ¢, ela deve
ser funcdo desse tempo ¢, por isso deve ser denotada v=v(t¢). Portanto, como
acabamos de explicar, matematicamente ela & definida como sendo o limite, com

At=>0, darazao incremental que da a velocidade média, isto €,
o()=tim 2078 s
121 1—t, as0 At
Assim, por definicado, a velocidade instantanea é a derivada do espago em relagao

ao tempo.

5.3.4 MOVIMENTO UNIFORMEMENTE VARIADO

O conceito de aceleragao € introduzido de maneira analoga ao de velocidade, pois
ela mede a variagao da velocidade em relagdo ao tempo. No movimento uniforme, em
que a velocidade permanece constante, ndo ha aceleragao; ou seja, a aceleragao € zero.
(Avila, RPM 61, p. 28)
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O movimento de um corpo em queda livre € um exemplo tipico de movimento
acelerado. Desprezando a resisténcia do ar, a velocidade desse corpo aumenta de
aproximadamente 10m/s a cada segundo. Assim, se o0 corpo é abandonado a agéo da
gravidade com velocidade zero no instante =0, depois de um segundo essa velocidade
é de aproximadamente 10m/s; depois de dois segundos sera de 20m/s; depois de

trés segundos, 30m/s, e assim por diante.

De modo geral definimos aceleragao média num intervalo de tempo (t,¢,) como
sendo o quociente 4v/At, onde Av é a variacdo da velocidade nesse intervalo, dada
por Av=v(t+4t)—v(t). A aceleracdo instantanea a(¢) no instante t, por sua vez, é o

limite da velocidade média com 4t tendendo a zero, isto é

L v(t—=dat)—v(t)
alt)=lim ==,

Dizemos que um movimento € uniformemente variado quando sua aceleracgao for
constante e diferente de zero. E esse o caso mencionado ha pouco de um corpo em

queda livre.

Vamos considerar um movimento uniformemente variado com aceleragdo a. Seja

v=v(t) sua velocidade num instante t; seja v,=v(0) a velocidade inicial. Como a ¢é

-V
constante, podemos escrever 0

—a, donde se obtém v=v,+ at que é a equacio da

velocidade. Seu grafico € uma reta, llustrada na figura 5.3.2 quando v, e a sao

numeros positivos.

w=wvo+at

Vo

Figura 5.3.2: Equacéao da velocidade
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5.3.5 EQUACAO HORARIA

Para obtermos a equagdo horaria do movimento, vamos utilizar a segunda
propriedade da derivada, mencionada no tépico 5.3.1, segundo a qual se duas fungdes
ft) e g(t) ttm a mesma derivada, a diferenca %(t)=f(¢)—g(¢) tem derivada zero,
significando que o grafico de A(t) tem tangente horizontal em todos os pontos, sendo, pois,
uma fungéo constante em ¢, vale dizer, fe g diferem por uma constante. (Avila, RPM 61, p.
29)

Para isso comegamos procurando uma fungdo cuja derivada seja a velocidade
v(t)=v,+ar . O primeiro termo v, ¢ a derivada de V,¢ . Quanto ao segundo termo

at, notamos que ¢ € a derivada de ar’/2 . Essas consideragbes nos mostram que

2
v(t)2v0+at2/2 , isto é, (vot—%)’zv(ﬁ at

Mas a derivada do espaco s(¢) também é a velocidade v(¢)=v,+at. Portanto, a

2
fungdo s(t)—(vet+ %)

tem derivada zero; logo é uma constante C:  s(¢)—(v,t+ =) = C.

2
. t
Em consequéncia, s(t):C+v0t+a7

o significado de C torna-se claro quando fazemos =0 e C=s(0)=s,

Substituindo esse valor na equacao anterior, obtemos a equagao horaria do

2

. . at
movimento uniforme: s=s,+ v t+ >

Como s é um trinbmio do segundo grau em ¢, seu grafico € uma parabola.
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5.4 Aplicagoes de derivadas em vestibulares

O professor de matematica muitas vezes se defrontam com a classica pergunta:
Pra que serve isso? Ai esta o brilho de se ensinar os conceitos basicos da derivada, pois
até mesmo as idéias iniciais desse topico estao atreladas a aplicagdes nos problemas do
dia a dia. Prover o acesso a esses conceitos para alunos do ensino médio equivale a
oferecer novas ferramentas em um momento em que o aluno esta propenso a receber
Novos ensinos pois esta prestes a enfrentar o momento mais tenso na vida do aluno que é

o vestibular. Vejamos agora como aplicar essas idéias em questdes de vestibulares.

ENEM 2015 — QUESTAO 136 — CADERNO AMARELO — PRIMEIRA APLICACAO

Um estudante estd pesquisando o desenvolvimento de certo tipo de bactéria.
Para essa pesquisa, ele utiliza uma estufa para armazenar as bactérias. A temperatura no
interior dessa estufa, em graus Celsius, é dada pela expressdo T(h)=—h"+22h—85, em
que A representa as horas do dia. Sabe-se que o numero de bactérias € o maior possivel
quando a estufa atinge sua temperatura maxima e, nesse momento, ele deve retira-las da
estufa. A tabela 5.4.1, associa intervalos de temperatura, em graus Celcius, com as

classificagdes: muito baixa, baixa, média, alta e muito alta.

Intervalos de Classificagao
temperatura ( C° )
0<T<17 Muito Baixa
0<T<17 Baixa
17<T<30 Média
30<T<43 Alta
T>43 Muito Alta

Tabela 5.4.1 — Classificagcao de temperaturas
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Quando o estudante obtém o maior numero possivel de bactérias, a temperatura

no interior da estufa esta classificada como:

A) muito baixa. B) baixa. C) média. D) alta. E) muito alta

SOLUGAO:

A temperatura é expressa por T(h)=—h’+22h—85, a questdo nos pede para

encontrar o horario em que a estufa esta com a maior temperatura.

Utilizando o Teorema de Fermat e a derivada da funcdo temperatura,
encontraremos o ponto de maximo dessa funcdo e o horario em que isso acontece,

consequentemente a temperatura maxima sera conhecida.

Derivando a fungéo, temos: 7'(h)=—2h+22, fazendo o estudo do crescimento e

decrescimento da derivada temos:
T'(h)>0 = —2h+22>0 = —2h>-22 = h<ll
T'(h)<0 => —2h+22<0 = —2h<—-22 = h>11
Assim, T(h) € crescente quando /<11 e decrescente quando />11.

Logo, a temperatura maxima ocorre quando A=11, visto que T '(11)=0, logo a

temperatura 7(11)=36C"’

Portanto, de acordo com a tabela 5.4.1, a classificagao ¢ alta

ENEM 2015 — CADERNO AMARELO — QUESTAO 176

Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), produtos
sazonais sao aqueles que apresentam ciclos bem definidos de produgdo, consumo e
preco. Resumidamente, existem épocas do ano em que a sua disponibilidade nos

mercados varejistas ora é escassa, com pregos elevados, ora é abundante, com precos
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mais baixos, 0 que ocorre no més de produgdo maxima da safra.
A partir de uma série historica, observou-se que o preco P, em reais, do
quilograma de um certo produto sazonal pode ser descrito pela fungéo

P(x)=8+5cos(nx_ﬂ)

onde x representa o més do ano, sendo x = / associado ao més

de janeiro, x = 2 ao més de fevereiro, e assim sucessivamente, até x = /2 associado ao

més de dezembro. Na safra, o més de producido maxima desse produto é:
A) janeiro. B) abril. C) junho. D) julho. E) outubro.
SOLUCAO:

O més de produgao maxima desse produto € o més onde o preco € minimo,
deveremos estudar a fungédo prego com relacdo ao seu ponto de minimo, vamos utilizar

mais uma vez o Teorema de Fermat e a derivada da fungao preco:

Estudando crescimento e decrescimento da derivada da fungao preco:

—

P'(x)>0 = —5—nsen<”x_n)>0 = 5—nsen 1)

6 6 6 g 0=

(7rx—7r)<27t = 6on<(mx—7n)<12n = Tn<(mx)<13n = 7T<x<13 = T<x<I2

—

(nx—n)<0 - 5—nsen 7rx—7r)

>
6 6 g 0=

P'(x)<0 = —%sen

(zx—7)

= 0< <t = 0<(mx—rm)<6bn = n<(mx)<Tn = l<x<7

Portanto, o pre¢o decai de janeiro até julho e sobe de julho até dezembro, logo,

em julho o prego € minimo e a produ¢ao € maxima, alternativa correta D.
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VESTIBULAR ITA 2014 — PROVA DE FiSICA - QUESTAO 15

Na Figura 5.3.2, as linhas cheia, tracejada e pontilhada representam a posic¢éao, a
velocidade e a aceleracdo de uma particula em um movimento harmdnico simples. Com

base nessas curvas assinale a opgao correta dentre as seguintes proposigoes:

l. As linhas cheia e tracejada representam, respectivamente, a posicdo e a
aceleracao da particula.

Il. As linhas cheia e pontilhada representam, respectivamente, a posicdo e a
velocidade da particula.

. A linha cheia necessariamente representa a velocidade da particula.

=

o 1 z 3 4 5 =

FIGURA 5.4.1 — POSICAO, VELOCIDADE E ACELERACAO DA PARTICULA

A posicdo de uma particula pode ser expresso num Movimento Harmdnico
Simples por S=A4.sen(ut+ @)

Sua velocidade €& a derivada da posicdo em relagdo ao tempo:

VZ%ZA.ucos(MH ®)

A aceleragao, por sua vez, € a derivada da velocidade em relagao ao tempo:

aZQ;,—I;:—A. w’sen(wt+q)

As linhas cheias e pontilhadas devem ser representadas pela mesma fungao
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trigonmétrica, porém em oposicdo de fase. Assim podem representar posicao e
aceleracado, o que torna falsa as afirmacdes | e Il. A linha tracejada representa outra
funcao trigonométrica, pois encontra-se defasada de 90° em relag&o as primeiras. Assim,

ela representa a velocidade da particula, tornando falsa a afirmacao lll.

VESTIBULAR ITA 2016 — PROVA DE FiSICA - QUESTAOQ 5

A partir do repouso, um foguete de brinquedo é langado verticalmente do chéo,
mantendo uma aceleragdo constante de 5m/s> durante os 10 primeiros segundos.
Desprezando a resisténcia do ar, a altura maxima atingida pelo foguete e o tempo total de

sua permanéncia no ar séo, respectivamente, de:

A()375me 23,7 s. B()375me 30,0s. C()375me34,1s.
D ()500 me 23,7 s. E()500me 34,1s.
SOLUCAO:

Primeiramente, o foguete é langcado com uma aceleragdo constante por 10

segundos. A posi¢cado desse foguete pode ser expresso num Movimento Uniformemente
Variado por: S=S,+v,t+1/2at’, como ele parte do repouso com espaco inicial e

velocidade inicial nulos, temos que AS=1/2at’, logo a aceleragdo € 5m/s> por um

tempo de 10 segundos, assim temos que: AS=250m. A velocidade é obtida derivando a

~ I das i
fungéo posicéo, logo tempos que EZV:V‘)H” = V'=5.10=50m/s. Depois ele passa

a estar em um movimento vertical livre e obedece agora a expressao

S=S,+V,t+1/2at>. Vamos obter o tempo desse movimento utilizando a derivada da

- . . ds
posicao que e sua velocidade, logo: E=V=V0+at, com

V=0mls, V,=50mls, a=10mls’, encontraremos que ¢=5s, utilizando agora esse

tempo na fungdo posicdo, teremos que S,=250m, V,=50mls, t=5s, a=—10mls’.
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Assim encontramos S=375m que € sua altura maxima.

Agora nos resta calcular o tempo de descida do foguete que passa a estar em

queda livre.

Basta utilizar novamente a funcao posicao onde
S$=0, s,=—375, V,=0, a=10m/s*>, assim encontraremos que r=5+3~8,7. Somando

agora os tempos de subida e descida temos que 10+ 5+ 8,7=23,7 que € o tempo total de

permanéncia desse foguete no ar. Alternativa A é a resposta correta.

VESTIBULAR IME 2015 — PROVA DISCURSIVA DE MATEMATICA — SEGUNDA FASE —
QUESTAOQ 06

Pelo ponto P de coordenadas (-1,0) tragam-se as tangentes ¢ e s a parabola
y*=2x. Areta t intercepta a pardbola em 4 e a reta s intercepta a parabola em B. Pelos
pontos 4 e B tragcam-se paralelas as tangentes encontrando a parabola em outros pontos

C e D, respectivamente. Calcule o valor da razdo AB/CD.

SOLUCAO:

_’:’/_F/’{r—
a4 D
2
>
.
P
]
10 11 12

t
A
—z =1 o 1 2 a 5 5 T ] ]

FIGURA 5.4.2 - TANGENTES A PARABOLA ’=2x.
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1
A equacio da pardbola é »'=2x = y=V2x = y=(2x)°. Derivando esta

1

Ultima equacdo em relagdo a variavel x, logo, y':%(zx)_?z = y'= !

——. Como
V2 x

2 3 !_1
y'=2x entdo Yy —;

1
Seja A=(X,.,Y,); O coeficiente angular da reta t & 7

a

Seja t:YLx'l'n; como Pet = 0:;—1+n = n:YL

a a a

2
Como 4 pertence a parabola, temos que: A:(%, Y,), entdo,

N

‘

A€t > Y = Y—+L:>Y-£ - Lo > Y’=2 = Y =2
a”— 2 Ya a_z 2 a— a—

~

1 1
+— =—
Ya Ya

analogamente Y,=—+2
Portanto, 4=(1,v2) e B=(1,—V2) e 4B=2V2
Como areta u é paralela a reta t, encontramos:

u: y:\%.)ﬁn'; como Beu = —\/E:\/Lz_'“ n' = nr:_%zi

O ponto D é solugdo do sistema formado pela reta v e pela parabola, logo;

1332

2
deveremos resolver ao mesmo tempo y:TEx > e xZ%, substituindo x temos

que, y= LY 3V2 . » 32
VTR 2 TP 2

2
_y =6 2 5 _
= y=L 2 = 17-2/2y-6=0
Y 242 Y Y

Calculando o discriminante dessa equacao do segundo grau encontramos:
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—b+A
A=b*—4ac=32 y= 2¢
a

= y:3\/2_ ( ponto D) ou y:—\/2_ ( ponto B)

: 18
Como x:y? = x=7 = x=9

Portanto D=(9,32)
Analogamente encontramos que C=(9,—3V2) eque CD=62

Finalmente ﬁzz—@:l
CD 62 3°

ENEM 2015 — PROVA CINZA — QUESTAO 137 — SEGUNDA APLICACAOQO

Um técnico precisa consertar o termostato do aparelho de ar-condicionado de um

escritorio, que esta desregulado. A temperatura 7, em graus Celsius, no escritério, varia

de acordo com a funcdo T (h)=A+Bsen (%(h—u)), sendo / o tempo, medido em horas,

a partir da meia-noite (0</<24), e 4 e B os parametros que o técnico precisa regular.
Os funcionarios do escritorio pediram que a temperatura maxima fosse 26°C, a minima

18°C, e que durante a tarde a temperatura fosse menor do que durante a manha.

Quais devem ser os valores de 4 e de B para que o pedido dos funcionarios seja

atendido?
A)A=18 e B=8 B)A=22eB=-4 C)A=22eB=4 D)A=26eB=-8 E)A=26¢e B=8
SOLUCAOQ: T(h)=4+ Bsen(%(h—lZ))

Vamos estudar o crescimento e o decrescimento utilizando a derivada da fungéo:

T'(h):B(%)cos(%(h—12)):%005(1—7[2(}1—12))
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Estudando o sinal da derivada, primeiro para a derivada negativa:

/ LA r_mh__ 3n_ 3n_zh_Sm
T (h)<0<—>B>Oecos(12(h 12))<0—>2<12 A TR

- 3<g<5 = 18<h<30 => 18<h<24 e cO0<h<6

ou T'(h)<0 < B<0ecos(%(h—12))>0

h T zh 3n

Logo: 0<%(h—12)<% = 0< E—n<5 = < E<7 = 12< h< 18
e SR T () 3n_zh_ Sn_mh
E, também: =< 12(h 12)<2n = <1y TS 2n = 5 < 12<3n =

= 30<h<36 > 6<h<l12

Agora vamos estudar a derivada quando ela for positiva:
T'(h)>0 & B> Oecos(l—nz(h—IZ))> 0

h i3 th 3n

' ; 0< D —m< T2l 5 12<i<
Assim teremos que: 0< A<y P A< < = < h<18

Portanto: %< %—n< n = 52—“<f—§‘< 3n = 30< h<36 = 6<h<]12

T
B< Oecos(ﬁ(h—lz))<0 = SIS 2 << 2

= 18<h<30 = 18<h<24e0<h<6

Ou

Colocando os dados no grafico, temos que:
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eixo B

FIGURA 5.4.3 - ESTUDO DO SINAL DA DERIVADA

Como a tarde a temperatura deve ser menor que pela manha, entdo devemos ter

a temperatura decrescendo durante o dia, isso acontece quando B<0 e T'(h) < 0
Como vimos Na Figura 5.4.3, o ponto de maximo ocorre quando # = 6, logo:
T(h)=A+ Bsen(l”—z(h—lz)) = 26=A+ Bsen(_?n) = 26=A—B
O ponto de minimo ocorre quando =16, logo:
T(h)=A+ Bsen(%(h—u)) = 18=A+ Bsen(%) = 18=A+ B
A+B=18

Resolvendo o sistema y 4—B=26 encontramos que A=22e B=-4

Portanto, a alternativa correta seria a alternativa B.

VESTIBULAR IME — PROVA DISCURSIVA DE FiSICA — QUESTAO 03

Uma particula de carga +Q e massa m move-se pelo espago presa a um carrinho.
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Esse movimento € regido pelas seguintes equacbes de posi¢cdo nos trés eixos, para

k, w, e ®, constantes.

x(t)zi sen(a)1 t)—isen(a)zt);
W, W,

y(t):icos(a)1 t)+ L Sen(a)zt)

@, W,
_ (a)l+ wz)
z(t)—wl+ wzsen( > )t

Durante todo o movimento, um campo elétrico atua na particula, 0 que provoca

uma forga que tende a arranca-la do carrinho.
Dado: coordenadas nos trés eixos do campo elétrico: (0,0,E). Portanto:
a) mostre que a particula se move com velocidade escalar constante;

b) determine os instantes em que a forga provocada pelo campo elétrico na particula é

ortogonal a sua trajetéria;

c) determine as equagbes dos vetores aceleragdo tangencial e aceleragdo normal

decompostos nos trés eixos;

d) supondo que em £, a particula se solte do carrinho, determine as

W+ m,
aceleragdes normal e tangencial da particula imediatamente apos ..

SOLUCAO:

a) Derivando as fungdes de posicdo em funcdo do tempo encontraremos as fungdes

velocidade:

dx k k
Ezvxza)lglcos(a)lt)—a)zzzcos(a)zt):k[cos(co1 t)—cos(w,t)]
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k k
Ezvy:—a)l;]sen(a)l t)—a)2w—zsen(wzt)Z—k[sen(a)lt)+ sen(w,t)]

0+

dz _otw, 4k W+ w,
cos 5

—=y_= 2 t)
e~ 2w+ w, 2

t)=2kcos (

Agora vamos encontrar o modulo da velocidade da carga
v :\/vi+ Vi oy
vi=k*[cos’ (w,t)—2cos(w,1)cos(w,t )+ cos’(w,t )]

vi:kz[senz(a)l 1)+ 2sen (e, t)sen(w,t)+ sen’ (w,t)]
(0,+ w,)

2 2 2
=4k
Vv, cos”( 7

t)

Vit Vi vi=k*[cos’ (@, t)—2cos (1) cos(w, t )+ cos’(w,t) ]+ .

(w1+w2)
2

+k*[sen’(w,t )+ 2sen (o, t)sen (w,t )+ sen’(w,t)]+ 4k*cos’( t) =

= vi+ vi+ vi=k’[cos’(w,t)+ sen’ (w, )]+ k*[cos’ (w,t )+ sen’ (w,t )]+ .

(a)1+ wz)
2

)t

+ 2k*[—cos (@, 1)cos (w, 1 )+ sen(w, t)sen(w,t)]+ 4k cos’(

Como cosz(go):%(l+ cosp) entdo:

(a)1+ wz)
2

(w1+ wz)

cos”( t):%[1+ cos[2 t]]Z%[H cos(m,+ m,)t]

Assim,

Vi+ Vi vi=k+ k74 2k [—cos(w, t) cos(w, 1)+ sen(w,t) sen(w,t)]+ 4k2%[1 +cos((w,+ m,)t)]
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v =2k>—2k*cos(w, t)cos(w, 1)+ 2k*sen (w ,t) sen(w,t )+ 2k*[ 1+ cos ((w,+ w,)1)]

v =2k>—2k*cos(w, t)cos(w, 1)+ 2k sen(w,t) sen(w, 1)+ 2K+ .
+2k*[cos(w, 1) cos(w,t)—sen(w,t) sen(w,t)]

v =2k>—2k*cos(w, t)cos(w, 1)+ 2k* sen(w,t) sen(w, t )+ 2k*+ 2k’ cos (w 1) cos (w,t )—.
—2k*sen(w,t)sen(w,t)

v =4k’

v=2k. Portanto, velocidade escalar é constante

B) Como o ventor forga elétrica s6 possui componente na diregdo do eixo Z:(0, 0, E) ele
sera ortogonal a trajetéria se o vetor velocidade for nulo na diregcdo da componente do

eixo Z. Entao:

+ + +
\/ZZZI(COS(—(G)l wz)t):() = (305((601 wz)t:()) = —(a)l w2>t:£+ ot <
2 2 2
e (0+ w,)t=r+2an < étzw,comaﬁz
(w1+ 602)

C) (@)= )umgenciar* (@) cenmipera»  cONfOrme o item a) a velocidade escalar é constante
Logo: |(5),angemz|=0. A aceleragao é a derivada segunda da posigao. Entao:

Ly _d dx

J=k[—w, sen(w,t )+ w,sen(w,t)]

(@), = L) =k [~0,co5 (@, 1)+ 0,05 @1)]
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(a)1+ 602) (a)1+ wz)

t)=—k(w,+ w,) sen(

T+2om
w,+w,

D) No item b) encontdramos que em ¢, , com a€Z a velocidade na dire¢cao do

eixo z era nula

T
Para a=0 = (=———
o+ w,
kY3
Para a=1 = 1=
0, tw,
: , __2=m . . :
assim, concluimos que em = o+ 2 componente da velocidade na dire¢gao do eixo z

1 2

-

nao sera nula e a aceleragdo normal sera, ou seja, (@),0ma=0- Nesse caso, a forga

elétrica tera a dire¢ao do eixo z, produzindo aceleragao tangencial.

FR: m. atangencial
Q . E =m. atangencia/
) _0.E

t cial —

angencia m
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6. CONCLUSAO

O objetivo desta dissertagdo € apresentar um material que apoie o professor de
matematica do ensino médio a ensinar os conceitos basicos da Derivada. Utilizando a
linguagem de negocios visa-se utilizar a experiéncia dos alunos que estao inseridos no
mercado de trabalho para que essas nogdes sejam mais acessiveis, mais palpaveis e de

melhor entendimento por parte deste aluno.

Destaca-se a importancia da preparagcao do aluno para os exames vestibulares em
especial o ENEM, visto que esses exames tem se tornado uma das maiores motivacoes
para aqueles que aspiram uma melhor colocagdo no mercado de trabalho. Portanto, a
contribuigdo deste trabalho € no sentido de entregar ao professor um material didatico que
se utilize desse objeto motivador com a finalidade de ensinar um conceito que é
interdisciplinar e que tem inserido em seu contexto a possibilidade de oferecer ao aluno
uma ferramenta que o torne capaz de solucionar questdes de diferentes disciplinas do

programa destas provas.

TRABALHOS FUTUROS

Como o estudo foi realizado para desenvolver o ensino da derivada para alunos do
ensino médio, pretende-se estender o uso experimental deste trabalho para os cursinhos
preparatoérios atingindo assim as demais pessoas que se prepararam para o vestibular,
em especial o ENEM. Realizar estudo para inserir outros tépicos dos programas do
ensino médio que ainda n&ao constam neste estudo mas que podem ser abordados sob a
6tica da derivada, estudar a influencia destes novos conceitos sobre o aluno e avaliar a
melhoria dos resultados desses alunos apds o vestibular. Apds a realizagdo do estudo
para agregar outros tépicos, constantes nos programas do ensino médio, desenvolver um
novo trabalho para a produgdo de um material que possa ser mais completo, aproveitando

a interdisciplinaridade da derivada.
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ANEXO UNICO

Exercicios 3.2.1
1) Marque, num plano cartesiano, os pontos

(3.-2), (-12), (03), (5-.—4), (5.0), (2,3)

X _2x _
Exercicios 3.2.2

3) Marque no plano cartesiano os pontos (x,y) que satisfazem as equacdes:

y=x+1, y=—x+2, y=2x—6, y=£+—, y= —%, 3x+2y=6

Exercicios 3.2.3
4) Marque no plano cartesiano os pontos (x,y) que satisfazem as equagdes: y=x+1,

y==—2x+1, y=—x+1, y=%+l, y=2x+1, 3x+2y=1

Exercicios 3.2.4

5) Estenda a figura 3 para a esquerda da origem e desenhe a reta tangente em varios

pontos.

6) Prove, no caso da fungdo y=f(x)=x", que ela é crescente em x>0 e decrescente

em x<0. (Paraisso nao € preciso usar derivada.)

7) Mostre que y=f(x)=x" & uma fungio crescente em toda a reta, mesmo em x<0.
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8) Mostre que a fungao do exercicio anterior € uma fungao impar, assim chamada toda
funcdo que é definida em um intervalo simétrico em relacéo a origem (isto é, do tipo

[—a,a] ) e satisfaz a propriedade f(—x)=—f(x) para todo x nesse intervalo.

9) Proponha um desafio: calcular a derivada de y=f(x)=x’. Como sugestdo, que o
aluno relembre a expansdo de (x+ki), complemente este exercicio com a

representacéo das retas tangentes ao grafico da fun¢do; proponha mostrar que a funcao

tem concavidade para baixo em x<0 e paracimaem x>0.

10) Aproveite para fazer os alunos provarem direitinho as formulas do quadrado da soma
e do cubo da soma. Um desafio maior seria provar a formula da quarta poténcia da soma.

Seria um modo de encaminhar o aprendizado do bindmio de Newton.

11) Prove que a derivada da soma de duas funcéo € a soma das derivadas delas, isto &,

[f (x)+g(x)]"=f*(x)+g°(x).
12) Prove que, se k é uma constante, entdo a derivada de kf(x) € kf’(x).
Exercicios 3.3.1

14) Uma companhia ferroviaria verificou que quando cobra 6 reais pela passagem, a
média de passagens vendidas é de 720 e quando o prego € de 11 reais, a média de

passagens vendidas € de 320. Ache a fungdo de demanda, se ela for linear.

15) Uma fabrica de equipamentos eletrénicos vende uma quantidade x de artigos (em
milhdes) quando o prego € de p, reais por unidade. Se a relagdo que existe entre p e x é

dada por: x’—2 px=p°+25, determine o nimero de artigos vendidos a 10 reais.

16) Uma empresa de distribuigdo de combustiveis necessita adquirir um caminh&o tanque
ao custo de 50000 u. m. Estima-se que o custo operacional do caminhao é de 2 u.m. por
quildmetro rodado e que pode percorrer 100000 km antes da primeira revisdo. Ache a

funcao custo total se ela for afim.

17) Uma fabrica de circuitos para telefones celulares tem custo fixo para funcionar de

100000 reais e um custo de 4 reais para produzir cada unidade, que sédo vendidas a um
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preco de 8 reais por unidade. Determine as fungdes custo, custo médio, receita e lucro da
fabrica. Calcule cada uma das fungdes obtidas, para 10000 unidades. Quando a fabrica

tera lucro?

18) Uma empresa que produz componentes eletrbnicos para sistemas de injegao

eletrbnica de carros, tem fungdes de custo total C(x)=10x+8 e de receita
R(x)=—2x’+25x+ 1 referentes a producado e a venda de x unidades do produto. Calcule

os pontos de nivelamento. Quando a empresa tem e nao tem lucro por produzir estes

componentes?

19) Uma empresa que produz softwares para seguranga de imoéveis tem como fungao de
custo total C(x)=x’+5x+10 e de demanda x=f(p)=100—5p. E possivel determinar

o lucro maximo da empresa?

20) Uma empresa que produz componentes eletrénicos para sistemas de injegéo
eletrénica de carros, tem fungdes de custo total C(x)=10x+12 e de receita R(x)=2x’

referentes a producdo e a venda de x unidades do produto. (a) Quantos componentes
devem ser vendidos para que a empresa nao tenha prejuizo? (b) Se sdo produzidas 12

unidades do produto a empresa tem lucro?
Exercicios 4.1.1
Para a fungdo lucro L(x)=—x"+12x-20:

21) Determine a variagdo no lucro para as condigbes seguintes, em que x, é a

quantidade inicial produzida e x, ¢é a quantidade final produzida.
(a)de x,=4 para x,=5;
(b) de x,=5 para x,=7,5;
(c)de x,=4 para x,=7,5.

22) Faga um esbogo do grafico da fungdo lucro incluindo os pares ordenados do item 1.

89



23) Obtenha a expressao da taxa média de variagao (quociente diferencial) para a fungao

lucro dada.

24) Usando a equacgao do item 3, calcule a taxa média de variagdo para cada um dos

casos anteriores. Interprete seus resultados.

Exercicio 4.1.2

Para a fungdo lucro:  L(x)=—x’+12x—20 , calcule:

25) a taxa instantanea de variacao ou derivada da fungao lucro (L'(x));
26) os valores de L'(4), L'(5) e L'(7, 5). Interprete os resultados.
Exercicios 4.1.3

27) Dada a fungdo y=x+2x-8:

(a) Ache o quociente diferencial (taxa média de variagao) ﬁ

N
(b) Ache a derivada I
(c)Ache y'(1) e »'(=5)

28) Dada a fungdo y=9x*+8—4x:

Ay

(a) Ache o quociente diferencial (taxa média de variagao) Tix

g D
(b) Ache a derivada i

(c)Ache y'(2) e y'(3)

29) Dada a fung&o lucro de uma empresa: L(x)=—x"+30x—125, em que x representa a

quantidade de mercadorias e L, o lucro em reais, determine:
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(a) O quociente diferencial.
(b) A derivada da fungao lucro
(c) Os valores de L'(13), L'(18) e L'(15). Interprete os resultados.

30) Areceita R, em reais,obtida com a venda de x unidades de certo tipo de perfume é:
x2
R(x):—?+ 100x

(a) Ache a taxa média de variagao para essa fungéao.

(b) Ache a taxa instantanea de variagao para essa funcao.
(c) Calcule R'(250). O que significa o resultado obtido?

(d) Esboce o grafico dessa fungao receita.

Exercicios 4.2.1

Calcule as derivada das seguintes fungdes, utilizando as técnicas de derivagao.

28) h(x)=6x"+5x’—6x +5x 35) h(XF%
29) y:% 36) w(x)=i4

4x X
30) f(x)=20r- 37) flx)=(6x+ 1)
CZ) BN S 38) ijii
32) f(x)=(2x’+x)(x—3x%) 39) yzzxfil-(x2+2x)
33) f(x)=6x(2+3x—x") 40) y=V5(x’-x")
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x—1
X

34) gl(x)= 41).  £(1)=8t'—9t+ 102 =90+ 15¢°

Exercicios 4.2.2
Obtenha a derivada das seguintes fungdes:
42) t(x)=senx+ cosx 43) u(x)=cosx+ X

44) Encontre a equagado da reta tangente ao grafico da equagdo f (x)=cosx no ponto

(3:5)

SIS
N | —

Exercicios 5.1.1

45) Suponha a fungdo custo C(x)=13x’+1040x+ 150 , em que x é a quantidade

produzida. Calcule:

(a) O custo de 115 produtos. (b) O custo de 116 produtos. (c) O custo marginal.
(d) A taxa de variagao do custo ao aumentarmos a produgéo de 115 para 116.

(e) O custo marginal para 115 produtos. Interprete e compare com o item (c).

46) Calcule, aproximadamente, o lucro adicional gerado pela 112 mercadoria a partir da

2

fungdo lucro L(x)=- x?+35x - 164—m. Depois fagca uma comparagdo com o
X

acréscimo real (ndo aproximado) do lucro, para a 11 mercadoria.

47) Dada a fungao receita: R(x)=—x’+32x°+900 x,

(a) Calcule, aproximadamente, a receita gerada pela 152 mercadoria.

(b) Calcule o acréscimo exato na receita quando as vendas aumentam de 15 para 16

mercadorias.

Exercicios 5.2.1
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48) Determine os valores de x para os quais as fungdes sao crescentes:

a) f(x)=2x’-15x’—84x+13  b) f(x)=2cosx—x+1 c) f(x)=senx—cosx
49) Determine os valores de x para os quais as fungdes sdo decrescentes:

a) f(x)=3x*+4x’-12x’+ 1 b) f(x)=x’-1 c) f(x)=senx—-cosx
Exercicios 5.2.2

50) Um fabricante de caixas de papeléo pretende fazer caixas sem tampas a partir de

folhas quadradas de cartdo com area igual a 576cm?, cortando quadrados iguais nos
quatro cantos e dobrando os lados para cima. Determinar o lado do quadrado que deve

ser cortado para se obter uma caixa com o maior volume possivel.

51) Dividindo um arame de comprimento L em duas partes, faz-se com uma das partes
uma circunferéncia e com a outra um quadrado. Determinar o ponto em que se deve
cortar o arame para que a soma das areas geradas pelo quadrado e circunferéncia seja

minima.

52) Dentre todos os retangulos de perimetro 64cm, encontre as medidas de um em que

Sua areas seja maxima.

53) Um negociador de carros importados sabe que o gasto de importagcéo e de venda de
x carros € G(x)=56000+ 3500x—0,01 x> ddlares. Sua experiéncia diz que ele pode vender

x=40000—10p carros a p dolares cada carro.
a) Quantos carros deve importar para obter lucro maximo?

b) Qual deve ser o prego de venda de cada carro? ¢) Qual é o lucro maximo?

93



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

IEZZI, Gelson; MURAKAMI, Carlos; MACHADO, Nilson José. Fundamentos de
Matematica Elementar. 52 ed. 3 reimp. 8 Vol. Sdo Paulo: Atual, 1993.

LEITHOLD, Louis. O Calculo com Geometria Analitica. 32 ed. 1 Vol. Sdo Paulo: Harbra,
1994.

MUNEM, Mustafa A.; FOULIS, David J. Calculo. 1 Vol. Rio de Janeiro: LTC- Livros
Técnicos e Cientificos Editora S.A., 1982.

GUIDORIZZI, Hamilton luiz. Um curso de Calculo. 52 ed. 1 Vol. Rio de Janeiro: LTC-
Livros Técnicos e Cientificos Editora S.A, 2001.

EVES, Howard. Introdugéo a histéria da matematica. Tradugao de Higino H. Domingues.
52 edicdo. Campinas: UNICAMP, 2004.

MULLER, Franz August; GARCIA, Adriana Martins. Matematica aplicada a negdcios. Rio
de Janeiro: Saraiva, 2012.

AVILA, Geraldo. Calculo das fungdes de uma variavel. 72 ed. 1 Vol. Rio de Janeiro. LTC-
Livros Técnicos e Cientificos Editora S.A, 2003

Revista do Professor de Matematica. Volume 8. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de
Matematica

Revista do Professor de Matematica. Volume 18. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de
Matematica

Revista do Professor de Matematica. Volume 23. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de
Matematica

Revista do Professor de Matematica. Volume 53. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de
Matematica

Revista do Professor de Matematica. Volume 60. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de
Matematica

Revista do Professor de Matematica. Volume 61. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de
Matematica

Portal Educacgao, Google Analytics. Disponivel em:

<http://www.portaleducacao.com.br/informatica/artigos/48358/google-analytics>. Acesso
em 3 de julho de 2013.

94



Ecalculo. Disponivel em: <http://ecalculo.if.usp.br/historia/historia_derivadas.htm> acesso
em 13 de agosto de 2016

Geocities. Disponivel em <http://www.geocities.ws/infinitesimos/calculo/derivadas.pdf>
acesso em em 17 de julho de 2016.

Blog do mestre. Disponivel em:
<http://www.oblogdomestre.com.br/2014/10/RetaTangenteACurvaNoPonto.Matematica.ht
ml> acesso em 17 de julho de 2016.

O Baricentro da mente. Disponivel em:
<http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/03/aplicacao-de-derivada-para-
determinacao.html> acesso em 13 de junho de 2016

Mundo vestibular. Disponivel em:
<http://www.mundovestibular.com.br/articles/451/1/GRANDEZAS---REGRA-DE-TRES>
acesso em 13 de agosto de 2016

Portal sé Matematica. Disponivel em:
<http://www.somatematica.com.br/fundam/razoes5.php> acesso em 13 de agosto de 2016

Portal s6 Matematica. Disponivel em:
<http://www.somatematica.com.br/fundam/razoes4.php> acesso em 13 de agosto de 2016

Brasil Escola. Disponivel em <http://brasilescola.uol.com.br/matematica/proporcao.htm>.
Acesso em 15 de agosto de 2016.

Portal Calculo UNESP: <http://www.calculo.ig.unesp.br/PDF/Continuidade-
complemento.pdf> acesso em 20 de outubro de 2016.

95


http://ecalculo.if.usp.br/historia/historia_derivadas.htm
http://www.calculo.iq.unesp.br/PDF/Continuidade-complemento.pdf
http://www.calculo.iq.unesp.br/PDF/Continuidade-complemento.pdf
http://www.somatematica.com.br/fundam/razoes4.php
http://www.somatematica.com.br/fundam/razoes5.php
http://www.mundovestibular.com.br/articles/451/1/GRANDEZAS---REGRA-DE-TRES
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/03/aplicacao-de-derivada-para-determinacao.html
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/03/aplicacao-de-derivada-para-determinacao.html
http://www.oblogdomestre.com.br/2014/10/RetaTangenteACurvaNoPonto.Matematica.html
http://www.oblogdomestre.com.br/2014/10/RetaTangenteACurvaNoPonto.Matematica.html
http://www.geocities.ws/infinitesimos/calculo/derivadas.pdf

