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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo destacar a importdncia do ensino e da
aprendizagem da Matematica Financeira no Ensino Médio. Consideramos que
este € um assunto de grande relevancia no cotidiano dos jovens que
provavelmente fardo uso do sistema bancario e do comércio. Colocamos em
discussdo a situagédo atual do ensino da Matematica Financeira e apresentamos
elementos para argumentacdo da sua importdncia no momento em que se
elencam os contetdos do Ensino Médio. Além disso, mostraremos, por meio de
resolucées de situagdes-problema que sao inerentes ao cotidiano dos alunos
como, por exemplo, o financiamento de um veiculo, propostas de empréstimos,
taxas de juros, planilhas de amortizacdes. Mostraremos também, que a planilha
eletronica Excel pode ser uma ferramenta de ensino para compreensdao de
férmulas matematicas, em particular férmulas financeiras, resolucdo de
situacoes-problema para auxilio de tomadas de decisées que envolvam tempo e
dinheiro. Nesse sentido, o tempo das aulas destinado ao estudo da
Matematica Financeira podera ser mais aproveitado para questionamentos
adicionais sobre o conteudo em si, uma vez que o tempo destinado para a
execugdo dos célculos serd minimo com o auxilio dessa planilha eletrénica,

visando assim, auxiliar os professores de Matematica na sua pratica docente.

Palavras-chave: Ensino. Aprendizagem. Matematica Financeira. Planilha
eletronica Excel. Financiamento. Empréstimos. Taxas de juros. Amortizacoes.

Pratica docente.



ABSTRACT

This work aims to highlight the importance of teaching learning of Financial
Mathematics in high school. We believe that this is a very relevant issue in the daily
lives of young people who are likely to serve the banking system and trade. We
discuss the current situation of financial mathematics teaching and introduce
elements for argument of its importance at the time that we list the high school
content. In addition, we will show, through resolutions of problem situations that are
inherent in the daily lives of students, for example, financing a vehicle, proposals for
loans, interest rates, amortization spreadsheets. We will also show that the Excel
spreadsheet can be a teaching tool for understanding of mathematical formulas, in
particular financial formulas, solving problem situations to aid decision-making
involving time and money. In this sense, the time classes for the study of Financial
Mathematics can be leveraged for additional questions about the content itself, since
the time allotted to perform the calculations will be minimal with the help of this
spreadsheet, thus aiming, help Mathematics teachers in their teaching practice.

Keywords: Education. Learning. Financial math. Excel spreadsheet. Financing.
Loans. Interest rates. Amortizations. Practice teaching.
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INTRODUCAO

Matematica Financeira é um ramo da Matematica que é considerada
fundamental nas negociagdes bancarias e comerciais, sendo de grande importancia
sua aprendizagem pelos estudantes a partir do 1° ano do Ensino Médio. Esta
disciplina oferece a oportunidade de rever topicos matematicos, tais como:
Porcentagens, logaritmos, funcbdes e progressdes aritméticas e geométricas. Esses
conteudos formam a base principal da Matematica Financeira e devem ser
abordados com atencao especial pelo professor.

A viabilidade da proposta pode ser constatada por Morgado (1993). Ao
ministrar com grande éxito um curso de Matematica Financeira para professores do
Ensino Médio no Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) em 1992.
Originando dai seu livro que ressalta a possibilidade dos docentes explorarem o
conteudo, de forma pratica, comparando o assunto a ser desenvolvido em sala de
aula, com problemas reais de natureza diversa. Os professores devem propiciar
aulas dinamicas e consequentemente mais interessantes, fazendo uma relacao
direta e clara com seus pré-requisitos.

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo, o professor tem
autonomia suficiente para preparar com responsabilidade as aulas que serao
ministradas. Portanto, o Professor pode incluir os seguintes conteddos da
Matematica Financeira para serem ministrados em sala de aula: juros, empréstimos,
prazos e amortizagdes, 0os quais aparecem superficialmente na base curricular [3].

E importante que o aluno perceba que as definicdes, demonstracdes,
encadeamentos conceituais e légicos, tenham uma funcao principal de construir
novos conceitos e estruturas a partir de outros.

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio preceituam que se
interpretem informacodes e seus significados (tabelas, graficos e expressdes). Assim,
€ interessante que seja demonstrada a relacdo existente entre os conteddos
relacionados a Matematica Financeira e os temas do cotidiano.

Além disso, devem formular questbes a partir de situacées da prépria
realidade e compreender aquelas ja enunciadas. Vale também, estabelecer
conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas o do

conhecimento de outras areas do curriculo. Mesmo que o conteldo seja abordado
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de forma completa e aprofundado, nada garante que o aluno estabeleca algum
significado para as ideias isoladas e desconectadas umas das outras [4].

O ponto central é o da contextualizacdo que insere o assunto na realidade do
aluno e da interdisciplinaridade. No tratamento desses temas, a midia, as
calculadoras e os computadores adquirem importancia natural como recursos que
permitem a abordagem de problemas com dados reais, exigindo do aluno
habilidades de selecao e analise de informacdes [4].

O presente trabalho se volta para o desenvolvimento de metodologias de
ensino e aprendizagem para discentes do Ensino Médio conforme artigo 5° do
Decreto n° 53.277/08, atendendo as exigéncias do Programa Bolsa
Mestrado/Doutorado da Secretaria da Educacao do Estado de Sao Paulo de acordo
com a Resolucao SE n° 17/2011.

Dentre outros pontos, o objetivo deste trabalho é apresentar criticas
construtivas e sugestbes de ensino, destacando a importancia do ensino e da
aprendizagem da Matematica Financeira no Ensino Médio, apresentando sugestdes
e exemplos para que os professores possam enriquecer sua pratica pedagdgica
utilizando tecnologias, tais como: planilhas do Excel, calculadoras cientificas, entre
outras. Propomos ainda enfatizar a necessidade de pré-requisitos fundamentais para
a assimilacéo dos conteudos, fazendo com que eles sejam estudados com a devida
conexao.

Sem duvida, este € um assunto do cotidiano; afinal todas as pessoas utilizam
ou em alguma oportunidade utilizardo o sistema bancario e comercial. Justamente
dai surge a necessidade do desenvolvimento desse tema em sala de aula, com a
devida importancia.

Até porque, apds a estabilizacdo da economia nacional, em virtude do plano
real, as pessoas passaram a usufruir de financiamentos e empréstimos com maior
frequéncia o que justificaria uma aprendizagem significativa da Matematica
Financeira.

Nesse interim é valido comentar que o desenvolvimento desse trabalho nao
se direciona ao estudo aprofundado da Matematica Financeira, tal qual ocorre em
cursos de Administracao, Contabilidade e Economia. Na realidade, o que se almeja
€ que o aluno do Ensino Médio tenha a oportunidade de aprender o suficiente
acerca desse tema, para que nao seja ludibriado por instituicées financeiras, que
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fazem propagandas atrativas, para induzir os jovens e fazer com que eles paguem
por consequéncia disso, juros altissimos.

Deste modo, o estudante que adquiriu um conhecimento financeiro adequado
e suficiente, podera ser no futuro um consumidor mais prudente.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos, sendo que no primeiro
capitulo, sera exposto, de forma sucinta, parte da histéria da Matematica Financeira
e da Educacdo Financeira no Brasil. Estes sdo temas que possibilitam uma ampla
discussao, que pode ser realizada durante as aulas do Ensino Médio. Acreditamos
gue a parte histérica desperte motivacao entre os jovens, antes mesmo de adentrar
nos estudos dos conceitos matematicos propriamente ditos, bem como da
matematica financeira.

No segundo capitulo, abordaremos aspectos tedricos sobre as progressoes
aritméticas e geométricas, conceitos que sao pré-requisitos fundamentais no estudo
da matematica financeira.

No terceiro capitulo, trabalhamos com os conceitos basicos da matematica
financeira que serdo abordados no 1° ano do Ensino Médio, tais como: Juros
simples e compostos, equivaléncia de capitais, aplicagdes da soma dos termos de
uma progressdo geomeétrica em problemas financeiros, séries uniformes, sistemas
de amortizacdes, dentre outros.

No quarto capitulo apresentamos sugestoes de atividades praticas que serao
trabalhadas com alunos do 1° ano do Ensino Médio com a utilizacdo de diferentes
recursos pedagogicos, tais como apresentacao de textos e recursos tecnoldgicos,
como, por exemplo, planilhas do Excel.

Ocorre que em razao de ser diretor designado, e portanto, estar fora das
salas de aula; para a aplicacado de tais atividades tivemos que utilizar das aulas de
Matematica cedidas por professor que leciona a disciplina no 1° ano do Ensino
Médio, na mesma escola em que trabalho.

As conclusoes relatardao os resultados obtidos em relagdo a aprendizagem
dos conceitos de matematica financeira aplicados em situagdes do cotidiano por
parte dos alunos.
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1 ENSINO DA MATEMATICA FINANCEIRA

1.1 Um pouco de histéria da matematica financeira

Segundo Jean Piton Gongalves [5], “é bastante antigo o conceito de juros, os
juros existem desde a época dos primeiros registros de civilizagdes existentes na
Terra”. Apesar de sua grande importancia nos tempos antigos, sdo poucos oS
registros sobre sua origem.

Na época em que os homens viviam em pequenas comunidades isoladas
umas das outras, havia muito pouca comunicag¢do, e cada comunidade retirava o
seu sustento da natureza.

Em razao da localizacdo dessas comunidades, muitas vezes, uma podia
necessitar de algum produto que nao possuia em sua regido. Logo, partindo da
necessidade de trocar mercadorias é que surgiram as primeiras no¢des de comércio
e por conseguinte a matematica financeira.

A principio foi utilizado o escambo como método para realizagao das trocas
desses produtos. O escambo € um meio utilizado para a troca de mercadorias, em
que nao se tem uma moeda para intermediar essas trocas, as transagdes
comerciais eram feitas de forma direta: mercadorias em troca de outras mercadorias.

Muitas vezes havia a necessidade de se utilizar o escambo silencioso, devido
a relagdes pouco amistosas entre algumas comunidades. Esse método consiste
em ambas as partes deixarem as mercadorias em um local pré-estabelecido, para
gue os interessados possam analisar a conveniéncia ou nao de realizar essa troca.
Por esse motivo, muitas vezes no mercado nao havia trocas.

Transagdes comerciais como essas, podiam ser observadas em varias
regides do planeta, utilizadas por diferentes povos. Com o aumento das transacdes
comerciais e com a intensificacdo das comunicacbées entre os diversos povos, o
escambo comegou a deixar de ser suficiente para suprir as necessidades
comerciais.

Portanto houve a necessidade de se criar uma unidade padrdo para o
comércio. Varias tentativas de padronizacdo foram experimentadas, até que se
chegou ao uso da moeda, unidade padrdo que veio para agilizar o comércio e

aparentemente dar preco justo as mercadorias.
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Segundo Jean Piton Gongalves, nos registros sobre a histéria dos juros,
“um dos primeiros indicios apareceu na Babilénia no ano 2000 a.C.”, antes mesmo
do surgimento da moeda ja se cobrava e se pagava juros [5].

Nas civilizagcées antigas surgem as primeiras formas de pagamento de juros,
vindas principalmente da agricultura. Exemplo disso é o pagamento dos juros, que a
principio era feito com sementes. Isso porque, os agricultores que nao possuiam
sementes suficientes para o plantio, pegavam emprestados com outros
agricultores que possuiam sementes excedentes.

Isso ocorria porque essa pratica era realizada exclusivamente em
decorréncia da agricultura, portanto era comum emprestar sementes para o plantio
e receber apés a colheita as sementes que haviam sido emprestadas, e mais um
pouco. Na realidade o que esses agricultores faziam sem se dar conta, era pagar
juros em forma de sementes [5].

Partindo da ideia de se emprestar algo recebendo de volta depois de
certo tempo aquilo que se emprestou e mais um pouco, é que se obtém a relacao
entre juros e tempo. Foi assim que surgiram o0s conceitos basicos de juros.

Com o passar do tempo a matematica financeira evoluiu de acordo com as
necessidades de cada época, porém sofreu poucas mudancas mantendo seus
principios.

Com o desenvolvimento comercial entre varios paises que utilizavam moedas
diferentes, surgem os cambistas. Eles se dedicavam a compra e venda de
moedas de varios paises, pois havia muitos comerciantes que viajavam de um pais
para outro com a finalidade do comércio necessitando assim utilizar a moeda
corrente no pais em que estivesse no momento. Entao eles compravam e vendiam
moedas diferentes lucrando com essa negociagao.

Desde aquela época nao era seguro guardar grandes quantias de dinheiro
em casa, por isso quem possuia uma boa quantidade em dinheiro, entregava para
os cambistas guardarem, ja que eles possuiam grandes cofres. Com isso 0s
cambistas perceberam que poderiam obter lucro sobre o dinheiro dos outros.

Assim, partindo do raciocinio de que os donos do dinheiro nao pediriam a
devolucédo do dinheiro de uma s6 vez, foi que os cambistas comecaram a emprestar
esse dinheiro para outras pessoas, e é claro que recebendo juros juntamente com a
quantia emprestada.
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Para fazer essas negociacbes, os cambistas ficavam sentados em bancos
de madeira, em algum lugar nos mercados da época, dai vem a origem da palavra
banqueiro utilizada atualmente para designar donos de bancos [5].

O primeiro banco privado foi fundado em Veneza no ano de 1157, pelo
Duque Vitali. Em seguida surgiram varios bancos, formando assim toda uma
rede bancaria. Os bancos foram o0s grandes responsaveis pelos avangos do
comércio e consequentemente da matematica financeira até os dias atuais, tendo

em vista que 0s juros sao a base de ambos [5].

1.2 Educacao Financeira no Brasil

As mudancas que ocorreram nas Ultimas décadas no setor econdémico
contribuem para um cendario que aponta para a importancia dessas discussées nas
salas de aula.

A Educacado Financeira € um tema pouco discutido e estudado no Brasil.
Saito (2007), por exemplo, aponta para a existéncia de uma lacuna ao dizer: “[...]
nao ha especificamente trabalhos sobre a implantacdo da Educagdo em Financas
Pessoais nos curriculos nacionais” [12].

Segundo ele, a maior parte dos trabalhos brasileiros relacionados ao tema
esta voltada para a discussao da gestao do patriménio, havendo necessidade de
uma analise do ponto de vista de educadores. Discutir a Educacdo Financeira no
sistema de ensino € de extrema importancia, pois ha a possibilidade de atingir
diversos segmentos da populacdo, tendo em vista a busca da universalizacao da
Educacio Basica. E importante ainda considerar que os estudantes podem e devem
levar questdes para serem discutidas em seus lares, ampliando o alcance da
proposta [12].

Durante décadas do século XX o Brasil conviveu com um longo periodo de
inflacdo, este fato contribuiu para que as pessoas nao tivessem familiaridade com
planejamentos em longo prazo. Apdés o Plano Real, ocorreram grandes
transformagdes no mercado financeiro, o que fez com que ele sofresse uma
ampliagao na oferta de crédito.

Para Souza & Torralvo (2008): “o crescente acesso ao crédito, pode significar
problemas na gestado financeira impulsionando o consumo [...]", e [...] ainda o

surgimento e a rapida expansdo do dinheiro eletrénico.” Pagamentos e
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transferéncias podem ser feitos pela internet ou em caixas eletrénicos; ha também o
dinheiro de plastico representado pelos cartdes de crédito, débito ou pré-pagos.
Estas e outras mudancas rapidas e profundas atingem os diversos segmentos da
populacao brasileira [14].

Com a estabilizacao da moeda, foi possivel perceber um aumento da incluséo
social que contribuiu para a ampliacdo do mercado de consumo interno, fato que
confluiu para que o Brasil se tornasse um mercado de consumo de massas gerando
uma grande expansao do crédito.

Vale destacar que este ultimo aspecto tem sido a preocupacao de muitos
economistas. Estes tém apontado consequéncias desastrosas que as facilidades
na obtencdo do crédito tém representado para a populacdo brasileira. Nesse
contexto, que acena para a importancia da discussdo de uma proposta de
Educacado Financeira no Brasil, encontramos um documento que apresenta a
Estratégia Nacional de Educacao Financeira (Enef).

Neste documento, temos a definicAio de Educacdo Financeira que foi
dada pela Organizacdo para Cooperacao e Desenvolvimento Econémico (OCDE).
Esta definicdo adotada pelo Brasil foi apresentada nos seguintes termos [2]:

[...] educagéo financeira é o processo mediante o qual os individuos
e as sociedades melhoram sua compreensdo em relacdo aos
conceitos e produtos financeiros, de maneira que, com informacao,
formacdo e orientagdo, possam desenvolver os valores e as
competéncias necessarios para se tornarem mais conscientes das
oportunidades e dos riscos nele envolvidos e, entdo, poderem fazer
escolhas bem informadas, saber onde procurar ajuda, adotar outras
acoes que melhorem o seu bem-estar. Assim, podem contribuir de
modo mais consciente para a formagao de individuos e sociedades
responsaveis, comprometidos com o futuro (BRASIL, 2011b, p.23).

Vemos que existe a preocupacdo com a capacitacdo do cidaddao na gestéao
de seus recursos financeiros; capacitacdo esta que esta diretamente relacionada
ao campo de atuacao dos professores trabalhando diretamente com a Educacao
Basica, ressaltamos a importancia de se discutir este tema em sala de aula para os
jovens terem condi¢des de tomarem decisdes financeiras de modo racional.

Nesse aspecto, é interessante mencionar o papel desempenhado pela midia,
pois é possivel observar em diversos comerciais, a preocupacao dos meios de
comunicacao, em divulgar as facilidades de pagamentos e suas taxas imperdiveis;
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evidenciando apenas e tdo somente as propostas e o valor correspondente as
prestacdes mensais.

Com isso, muitas pessoas preferem as parcelas menores, mesmo que 0S
encargos financeiros sejam mais altos. A preocupacdao muitas vezes, € encontrar
uma parcela cujo valor seja compativel com a renda do comprador que desconhece
o0 peso dos juros no preco final dos produtos adquiridos. E preciso lembrar também
que, em muitos casos, 0s juros podem estar mascarados pelas taxas de abertura
de crédito, ou de cadastro, ou ainda na venda de seguros.

Nesse interim, Leite (2009) ao discutir a Educagéao Financeira em nosso pais,
sinaliza que: “Apesar da importancia do tema, no Brasil ndo existem programas
educacionais preocupados com o processo de socializacdo econémica” [6]. O Brasil
nao tem contemplado, via sistema de ensino, a Educacao Econémica das criancas e
jovens.

Araujo (2009) por sua vez, afirma que: “O tema n&o tem sido tratado com
destaque pelos documentos oficiais nacionais, que estabelecem as politicas
educativas no Brasil.” [1].

Existe ainda a perspectiva de discutir a ética nas relacdes de consumo e o
consumo sustentavel. O Instituto Brasileiro de Defesa do Consumidor (IDEC) diz
que todos tém um papel pedagdgico a ser desenvolvido, debatendo a relacao entre
consumo e sustentabilidade. O instituto faz uma adverténcia:

O tema consumo sustentavel foi introduzido nas atividades do IDEC
ndao como mais um item de sua extensa agenda de trabalho na
defesa do consumidor. Essa preocupacdo € uma decorréncia
natural da consciéncia do impasse em que nos encontramos: ou se
alteram os padrées de consumo ou nao havera recursos naturais
nem de qualquer outro tipo para garantir o direito das pessoas a uma
vida sustentavel. N&o havera como garantir o direito de acesso
universal sequer aos bens comuns (IDEC, apud ARAUJO, 2009, p.
75).

E perceptivel que a Educacdo Financeira ainda ndo é uma realidade na
pratica escolar brasileira. Contudo, isso ndo retira a importancia da discusséao
desses temas, com os jovens que cursam o Ensino Médio, visto que tal abrangéncia
contribui como motivacdo aos alunos, antes mesmo de comecar a estudar
diretamente os conceitos da matematica financeira.

Nos Capitulos finais deste trabalho foram selecionadas algumas obras para
referéncia de estudo; na busca de sugestdes de atividades que possam contribuir
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com a perspectiva de refletirmos sobre a importancia da Educacéo Financeira nas
escolas e com a producdo de atividades que serdo aplicadas em aulas de
Matematica do 12 ano do Ensino Médio, logo ap6és o estudo das Progressodes
Aritméticas e Geométricas.

1.3 Consideracoes Finais Sobre o Ensino de Matematica Financeira

Juro é o aluguel que vocé paga por usar uma quantia de dinheiro que nao é
sua. Atualmente o juro aplicado no mercado financeiro é o juro composto, aquele
que incide juro sobre juro.

Infelizmente, a maior parte dos alunos nao possui a percepcao desse
significado, ou seja, quando usamos um dinheiro que ndo é nosso, devemos pagar
juros e esses juros podem ser lineares ou nao.

O fato é que, somente havera uma percepgao financeira se existir uma
educacao adequada.

Logo, durante o desenvolvimento desse trabalho em sala de aula, a priori, a
intencao é desenvolver essa percepcao nos discentes, contribuindo e orientando
sobre os altos valores dos juros aplicados do mercado financeiro.

Morgado (2010) em seu curso afirmou que a matematica financeira é um
assunto que inexplicavelmente ndo costuma ser ensinado no Ensino Médio, entao
chegamos no Brasil a esta situagdo absurda: um aluno com onze anos de estudo,
convivendo com a matematica desde entdo, ao final do ensino médio, ingressa
numa universidade sabendo fazer calculos com Matrizes e Numeros Complexos,
mas nao conseguindo decidir racionalmente, entre uma compra a vista com
desconto e uma compra a prazo. Assim evidenciamos que a Matematica Financeira
pode e deve ser ensinada no Ensino Médio, e a hora adequada é logo apés o estudo
das Progressées [8].

Geralmente é deixado de lado o estudo da matematica financeira ou muitas
vezes este assunto é trabalhado de modo superficial, ndo se aprofundando o tema
de forma adequada [8].

Um assunto como juros simples ndo é tratado de forma que o aluno
compreenda que este praticamente ndo existe na vida real. Esta muitas vezes € uma
pratica no ensino Fundamental, em que geralmente se ministra apenas juros

simples.
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Consideramos extremamente nocivo para o aluno estudar somente juros
simples e deixar de ver juros compostos neste nivel de ensino, porque cria no aluno
a falsa ilusdo que ele aprendeu a fazer calculos financeiros tornando-se vitima facil
de “espertalhdes” [10].

Um outro ponto negativo que acreditamos em ensinar somente juros simples,
€ o0 aluno acreditar que um empréstimo de 10% ao més ao final de 2 meses temos
juros de 20%, 0 que nao é verdade, pois juros de 10% ao més ao final de 2 meses
temos juros de 21%.

Deste modo, neste trabalho sera dada énfase ao ensino dos juros compostos
para que o aluno compreenda que uma das finalidades de se estudar matematica
financeira é de dar subsidios para tomar decisdes financeiras de modo racional, ou
seja, desenvolver competéncias e habilidades no educando.

No préximo capitulo o assunto a ser abordado refere-se as Progressdes
Aritmética e Geométrica, fazendo uma relacdo com as fungdes afins e funcdes

exponenciais, topicos essenciais para o estudo da Matematica Financeira.
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2 PROGRESSAO ARITMETICA E PROGRESSAO GEOMETRICA

A seguir serdo apresentadas de forma breve algumas propriedades e tépicos
fundamentais para o estudo da matematica financeira, a saber, as progressoes

aritméticas e progressdes geométricas.
2.1 Progressoes Aritméticas: PA

As progressoes aritméticas sdo comuns na vida real e sempre aparecem
quando se apresentam grandezas que sofrem variagdes iguais em intervalos de

tempo iguais, como por exemplo, no calculo de juros simples.

Definicao 2.1 Uma progressao aritmética (PA) € uma sequéncia numérica na qual a

diferenca entre um termo e seu antecessor é sempre constante. Essa diferenca é

chamada de razao r [8].
Assim, uma progressao aritmética de razdo r é uma sequéncia (a,,) na qual

a, — a,_, = r, para todo n natural.

Exemplo 2.1 As sequéncias (a,) = (2,5,8,11,...), (b,) =(5,5,5,5,...) e
(¢p) = (10,5,0,—5,...) sdo progressbes aritméticas cujas razdes séo

respectivamente 3, 0 e -5.

Exemplo 2.2 Em uma progressao aritmética, para avangar um termo basta somar a

razao; para avangar dois termos, basta somar duas vezes a razdo, etc. Assim, em
uma progresséo aritmética, a, = a; + 1, a;5 = Q19 + 5.7, asg = ayo + 10.7.

Observemos o esquema da figura 2.1, a seqguir:

Y Y T T T 4

Figura 2.1: Esquema de uma PA.
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Exemplo 2.3 Em uma progresséo aritmética o oitavo termo vale 14 e o trigésimo

termo vale 80. Qual o décimo termo dessa progressao?

Solugao: a3y = ag + 22r, pois ao passarmos do oitavo termo para o trigésimo
avangamos 22 termos. Logo, 80 = 14 + 22r e r = 3. Analogamente, a;o = ag +

2r =14+ 2.3 = 14 + 6 = 20. Portanto o décimo termo vale 20.

2.1.1 Termo Geral de uma PA

Seja uma progressao aritmética onde, a, € o primeiro termo, r é arazdo e o

n-ésimo termo é a,, é possivel encontrar uma férmula geral para um termo qualquer

da PA.

Teorema 2.1 Se (a,) é uma progressao aritmética de razdo r, entdo a, = a; +
(n — 1)r; para todo n inteiro e positivo.
Demonstracao: Pela definicao de progressao aritmética, temos:

a,—a, =71

az; —a, =T

a4_a3=T

A, —Ap_q1 =T.
Somando essas n — 1 igualdades, obtemos: a,, — a; = (n — 1)r. Ou seja,

a, =a,+(n—1r.

Exemplo 2.4 Na progressao aritmética 4, 7, 10, 13,.., temos, a, = a; +

m—1Dr=4+4+((n-1)3=3n+ 1. Emparticular a,yg = 3 x40+ 1 = 121.

Exemplo 2.5 Uma fabrica de automoéveis produziu 400 veiculos em janeiro e
aumentou mensalmente, sua producao de 30 veiculos. Quantos veiculos produziram

apds um ano?
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Solucdo: Temos a PA (400, 430, 460, ...) onde a; = 400 de razdo r = 30.

Teremos que calcular o 13° termo, pois a partir do primeiro termo iremos somar 12

vezes a razao, logo pelo Teorema 2.1 temos:
a,=a;+n—-"Dr
a;; =400+ (13 —1).30 = 760.
Portanto, apds um ano a fabrica produziu 760 veiculos [7].
Comentario: Note que no exemplo poderiamos ter tomado a, = 400, logo
apds um ano teriamos que encontrar o 12° termo. Assim:
A =ag+12.71;

a,, = 400 + 12.30 = 760,

Exemplo 2.6 O cometa Halley visita a Terra a cada 76 anos. Sua ultima passagem
por aqui foi em 1986. Quantas vezes ele visitou a Terra desde o nascimento de
cristo? E em que ano foi sua primeira passagem na Era Crista? [7].
Solucao: Os anos de passagem do cometa formam a PA (1986, 1910, 1834, ...) de
razdo — 76. O termo de ordem n dessa progressao é:
a, =a; + (n—1)r, isto é,
a, =1986+ (n—1).(—76) = 2062 — 76n.
Temos que a,, > 0logo, 2062 — 76n > 0, entao:

Portanto, os termos positivos dessa progressdo sao os 27 primeiros termos.

Logo, o cometa nos visitou 27 vezes na Era Cristd e sua primeira passagem foi no
ano a,; = 1986 + (27 — 1).(—76) = 1986 — 1976 = 10.

Muitas vezes, é conveniente enumerar os termos de uma progressao
aritmética a partir do zero, como observamos no comentario do exemplo 2.5 e

conforme mostra o exemplo a seguir:

Exemplo 2.7 O preco de um carro novo é de R$ 15.000,00 e diminui R$ 1.000,00 a
cada ano de uso. Qual sera o prego com 4 anos de uso? [7]
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Solucdo: Chamando o preco com n anos de uso de a,, temos a, = 15.000 e
queremos calcular a,. Como a desvaloriza¢do anual é constante, temos uma PA.
Logo,
a, = ag + 4r = 15.000 + 4.(—1.000) = 11.000.
Portanto o preco do carro sera de R$ 11.000,00.

2.1.2 Progressao Aritmética e a Funcao Afim

Consideremos uma grandeza a(n) que sofre aumentos periddicos iguais a ', a
cada intervalo de n inteiro. Observemos o grafico a seguir que associa a cada
ndamero natural n ao niumero a(n). Assim, numericamente, a PA comporta-se como

uma funcao afim, tal como é possivel representa-la, na figura 2.2.

ﬂf”:)
a(3) Fe e .
r
a(2) T '
s
e
V |
af0) ¢ i |
i | » 1
0 7 2 3

Figura 2.2: Representacao grafica de uma PA.

Notemos que para cada acréscimo de uma unidade em n, temos uma imagem
em a(n), ou seja, para 3 no eixo das abscissas, encontramos o terceiro termo a(3) no
eixo das ordenadas. Para o n-ésimo numero natural no eixo das abscissas
encontramos sua respectiva imagem a(n) no eixo das ordenadas [7].

Percebe-se também que o coeficiente angular da funcao afim, coincide com a
razdo da PA.
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2.1.3 Soma dos termos de uma PA

Quando o grande matematico Carl F. Gauss (1777-1855) tinha sete anos de
idade, seu professor pediu que calculasse a soma dos inteiros de 1 a 100. O
professor, esperando que o trabalho durasse um bom tempo, ficou surpreso quando,
em poucos minutos o pequeno Gauss anunciou que o valor era 5050. A resposta
estava correta, e o professor lhe perguntou como tinha feito os calculos tao
rapidamente. Gauss explicou que primeiramente somou 1 + 100, 2 + 99, 3 + 98, ...,
48 + 53, 49 + 52, 50 + 51. Assim obteve 50 somas iguais a 101 e obteve a resposta
50 x 101 = 5.050 [7].

Baseando nessa ideia, € possivel encontrar a soma dos n primeiros termos de

uma PA a partir de uma férmula.

Teorema 2.2 A soma dos n primeiros termos da progressao aritmética
(ap) = (a4, ay,as, ..., ay,...) éigual a:
_ (a; + az)n
n 5 -
Demonstracéo:
Sp=ayta,+az++a, ,+a,1+a, e
Spn=a,+ta, 1 t+ap,+ ...+ az+ta,+a;
Dai, somando as duas equacoes temos:
28, = (a; + a,)n
Logo,
_(a; +ay)n
n 5 -

Exemplo 2.8 Vamos calcular a soma dos vinte primeiros termos da progressao
aritmética (2, 5, 8, 11,...).
Solucao:

(a; + ayy).20
520 = > = (a1 + azo). 10.

Comoa; =2er = 3,temos a,, = a; + 19r = 59, segue que S,, = 610.
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Exemplo 2.9 Determinemos uma expressao para a soma dos n primeiros numeros

inteiros e positivos.
Solucgao: Queremos calcular a soma:

n
Sn=Zk=1+2+3+4+-~-+n;

k=1
5 1+n).n
n 2 .

Portanto, a expressdo da soma dos n primeiros numeros inteiros e positivos é:
_n(n+1)

Exemplo 2.10 A soma dos n primeiros numeros impares é:
(1+(2n—-1)) _

2
5 n-.

14345+ +@n—1)=

2.2 Progressao Geométrica: PG

Ao utilizarmos progressbdes aritméticas para modelar problemas de juros
simples, obtemos a seguinte situagdo. Considere um capital de R$ 10.000,00
aplicado a uma taxa mensal de 2%.

Meés | Valor Inicial | Juros | Valor Final
1 10.000 | 10.000 x 2% = 200 |  10.200
2 10.200 10.000 x 2% = 200 10.400
3 10.400 10.000 x 2% =200 | 10.600
4 10.600 10.000 x 2% = 200 10.800
5 10.800 10.000 x 2% =200 | 11.000
b 11.000 10.000 x 2% = 200 11.200

Tabela 2.1: Aplicagdo a juros simples.

Esse tipo de aplicacdo como mostra na tabela ndo acontece na vida real. O
gue acontece na vida real é que os juros incidem sobre juros, pois ja no segundo
més o capital ndo é mais R$ 10.000,00 e sim R$ 10.200,00, logo é esse capital que
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deve ser remunerado no segundo més. Obtemos assim uma nova tabela (com

arredondamento na segunda casa decimal).

Més | Valor Inicial | Juros Valor Final
1 | 10000 | 10.000 x 2% = 200 10.200
2 10.200 10.200 x 2% = 204 10.404
3 10.404 10.404 x 2% = 208, 08 10.612, 08
I 10.612,08 | 10.612,08 x 2% = 212,24 | 10.824, 32
3] 10.824,32 | 10.824, 32 x 2% = 216,49 | 11.040, 81
6 11.040,81 | 11.040,81 x 2% = 220,82 | 11.260, 92

Tabela 2.2: Aplicagéo de juros sobre juros.

Observemos que nessa tabela, a menos das aproximacgdes, o quociente entre
o capital de um més e o do més anterior € uma constante e igual a 1,02 [9].
Isso motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.2 Definimos como progressdao geométrica (PG) a sequéncia que
determina taxas de crescimentos iguais para termos consecutivos quaisquer. Ou

seja, em uma PG, a taxa de crescimento é constante. Uma grandeza tem taxa de

crescimento igual a i, cada valor da grandeza é igual a (1 + i) vezes o valor
anterior, onde (1 + i) chamamos de razéo q da PG [9].

A taxa de crescimento de uma grandeza, que passa do valor a para o valor b,

. b-a , . . ~
€ definida por 0 isto é, a taxa de crescimento é a razdo entre o aumento da

grandeza e seu valor inicial [8].

Exemplo 2.11 A taxa de crescimento que passa do valor 4 para o valor 6 é igual a
Ot 2 5= 50%
4 4 2 0O

Exemplo 2.12 A populacao de certo pais aumenta 2% ao ano. Entdo, a populagao

P, do pais no ano n sera igual a populagdo P,,_; do ano anterior mais 0 aumento da

populacdo que é igual a 2% da populagao P,_4, isto é, B, = P,,_; + 0,02P,_; =
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1,02P,_;. Ou seja, a populacdo em cada ano é igual a populagdo do ano anterior
multiplicada pela constante 1,02.

Notemos que a taxa de crescimento de P, é 2% = 0,02 [8].
Exemplo 2.13 Uma bomba de vacuo retira, em cada succ¢ao, 3% do liquido existente
em certa camara. Se A, é quantidade de liquido existente na camara apdés n
succoes, temos:

A, =Ap-1 —0,034,,_, =0974,_1

Isto é, cada termo da sequéncia (4,,) é igual ao termo anterior multiplicado

pela constante 0,97. Notemos que a taxa de crescimento de A,, € — 3% =— 0,03 [8].

Os dois ultimos exemplos podem ser formalizados no Teorema a sequir.

Teorema 2.3 (,, tem taxa de crescimento constante igual a i, se e somente se
Gp+1 = (1 +1)G,, para todo n natural.
Demonstracdo: Se a taxa de crescimento de G, é i, entdo por definigao
_ Gn+1 - Gn

G,

Dai, G411 — G, = Gy, segue,
Gpe1 = G, + Gy, logo,
Gne1 = (1 + DGy,

Reciprocamente, se G,,.1 = (1 +1i) G, -, entdo G,,41 — G, = iG,,.

Gn+1—Gn _ . '
—n+61 =, ¢é a taxa de crescimento de G,, com constante igual a i.

n

Dai,i =

Observacao: Chamamos progressao geométrica a sequéncia na qual a razao entre
um termo, a partir do segundo, e seu antecessor € sempre constante. A esta damos

0 nome de razdo da PG, representando por q.

2
Exemplo 2.14 As sequéncias (1, 2, 4, 8, 16,...), (5, 5, 5, 5,...) e (18, 6, 2, 5,...) séao

~ . . . : 1
progresses geométricas cujas razoes sdo respectivamente 2, 1 e 3
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Exemplo 2.15 Em uma Progressdo Geométrica, para avangar um termo basta
multiplicar o termo atual pela razdo q; para avancar dois termos, basta multiplicar

duas vezes pela razdo g, ou seja, multiplicar por g?>. Assim, em uma PG,
a, = a;.q; dg = As.q°>, A190 = Agg- q*°. Observemos o esquema da figura 2.3, a

sequir.

>< xq xq xq xq xq xg ><

Figura 2.3: Esquema de uma PG.

Exemplo 2.16 Em uma PG o quinto termo vale 18 e o oitavo termo 486. Qual € o

sétimo termo?
Solucéo: Como temos o oitavo e quinto termos, podemos fazer: ag = as. q3 (note
que “pulamos” 3 casas do quinto para o oitavo termo), assim,
ag = as.q> = 18.q% = 486, segue q = 3.
Logo, como queremos encontrar o sétimo termo, podemos encontra-lo a partir
do quinto:
a, = as.q* = 18.3% = 162.

Logo, o sétimo termo da PG dada é 162.

Seguindo este raciocinio podemos formalizar que para “pular” da casa m para

n (m, n naturais e m < n), multiplicamos por g (n — m) vezes, ou seja, multiplicamos

por g~ ™. Observemos a figura 2.4.

><C] xd xq  x{ xqd  xdq xqd  x{
L \ L \
\ / \ / \ / Vi | ﬂ/ \\
al ‘? CIZ,? ’ |. ' cfm a{mﬂ ‘ |. * Clzn anH

Figura 2.4: PG com termos a,, € a,,.

Assim,
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a, = a,.q" ™.
Podemos desta forma, deduzir o termo geral de uma PG, ou seja, como
encontrar o n-ésimo termo de uma PG a partir do primeiro termo, embora esta
férmula seja demonstrada em seguida, é facil deduzi-la.

Note que do primeiro termo até o ultimo “pulamos” n — 1 casas, assim,
a, =a;.q" L.
2.2.1 Termo Geral de uma PG

Formalizando a conjectura apresentada, segue o teorema 2.4.

Teorema 2.4 Em toda progressédo geométrica (a,,) de razédo q, temos, para todo

natural n, que:

— n—1
a, =aq.q .
~ a a a a
Demonstragao:Temos—2=q,—3= q,—“’=q, e, ==,
aq ap as an-1

Multiplicando essas n — 1 igualdades, obtemos % = q" 1. Daj,
1

— n-—1
an = a41.9
Observemos que, se enumerarmos os termos a partir de a, obteriamos:

— n
a, = ay.q".

Exemplo 2.17 A populagéo de certa cidade é hoje de 500 mil habitantes e cresce

3% ao ano. Qual a populacao estimada dessa cidade daqui a 10 anos?
Solugdo: P, = P,. (1 + i)1° = 500. (1 + 0.03)° = 672 mil habitantes.

2.2.2 Progressao Geométrica e a Funcao Exponencial

Considerando o termo geral de uma PG: a,, = a;.q" ! podemos afirmar que
fixando o primeiro termo e a razdo constantes, ou seja, variando n e

consequentemente a,,, podemos usar a notagdo de fungdo e escrever uma PG
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1

como uma fungéo exponencial F: N — R tal que: a(n) = a(1).q™ %, ou ainda,

podemos considerar o primeiro termo da PG como a, e usar a notagéo:
F:Nu {0} — R, sendo a(n) = a(0).q" [7].

Assim, a representacao grafica desta funcao é uma sequéncia de pontos que
pertence a curva de uma fungao exponencial real. Observemos a figura 2.5.

afn) afn)
at a0}

ae2)

a(n)
(o)

1
I

f) 7 2

q>f

a(1)

a(2)

a(s)
]

S

=Y

Figura 2.5: Gréafico de uma PG crescente e decrescente.

Logo, por se tratar de uma fungao exponencial podemos afirmar que uma PG
€ sempre limitada inferiormente pelo primeiro termo, se a PG for crescente (q > 1) e
pode ser limitada superior e inferiormente se 0 < q < 1, pois o limite do termo geral

tende a zero para n tendendo ao infinito e a sequéncia é sempre menor ou igual a

a, por ser decrescente.

2.2.3 Soma dos termos de uma PG

Assim como € possivel deduzir uma formula para a soma dos termos de uma
PA, é possivel deduzir a soma dos termos de uma PG. Observemos o teorema a

sequir.

Teorema 2.5 A soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica (a,,)

de razdo q # 1 éigual a:

1—q"
Sn = al.m.
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Demonstracédo: Consideremos S,, a soma dos n primeiros termos de uma PG.
S, =a; +a, +az +--+a,_, +a, e, multiplicando por g, obtemos:
qS, = a, +az +--+a,_1+a,+a,q.
Subtraindo essas igualdades, obtemos:
Sn—Qq.Sp =01 — ap.q =ay —4,q",
Ouseja, S,(1—q) = a;,(1 —q").
Dai, ja que g # 1, segue:

Exemplo 2.18 Diz a lenda, que o inventor do xadrez pediu como recompensa 1 gréao
de trigo pela primeira casa, 2 graos pela segunda, 4 pela terceira e, assim por
diante, sempre dobrando a quantidade a cada nova casa. Como o tabuleiro de
xadrez tem 64 casas, 0 humero de graos pedido pelo inventor do jogo é a soma dos
64 primeiros termos da progressao geométrica 1, 2, 4, 8, ... . Qual o valor dessa
soma? [7].

Solugao: Usando a féormula do teorema 2.5, temos:

1—qg" 1— 264
Sn=a1. 1_qq =1.ﬁ=264—1.

264

Portanto o valor da soma é — 1. Calculando, obtemos um estupendo

numero de digitos: 18.446.744.073.709.551.615.

2.2.4 Soma dos infinitos termos de uma PG decrescente

Consideremos a PG (a,) = 456,162,54,18, 6, 2,%,%, ... Analisando essa

PG, percebemos que a soma cresce cada vez menos a ponto de deduzir um
possivel limite para a sequéncia. Qual seria a soma dos 100 primeiros termos? E a
soma dos 1000 primeiros termos? Se realmente for limitada seria possivel calcular a
soma dos termos de uma PG infinita?

Consideremos a PG decrescente. E possivel responder as perguntas
levantadas anteriormente. Ou melhor, € possivel uma generalizacao para toda PG

decrescente.
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Conjecturando, podemos tomar a soma dos termos de uma PG decrescente,

pela formula:

Sabendo que uma fungédo exponencial da forma f: R = R como f(n) = q",

€ limitada inferiormente em zero, para 0 < q < 1, entdo, considerando a soma dos

infinitos termos de uma PG, temos que,

lim g™ = 0.
n—-oo
Portanto,
) aq
fm S =g =5

Para formalizar este resultado, analisaremos os teoremas dados a seguir,
estes sdo essenciais para o resultado que se deseja provar. O primeiro deles é a
célebre desigualdade de Bernoulli, devida a Jacques Bernoulli (1654-1705)

matematico suico [8].

Teorema 2.6 (Desigualdade de Bernoull). Se h > —1,(1+ h)" = 1 + n. h, para

todo natural n [8].
Demonstracao. Por inducao finita temos:

Se n = 0, ambos os membros sdo iguais a 1 e a desigualdade é verdadeira.
Supondo agora a desigualdade verdadeira para n = k, podemos mostrar que ela é
verdadeira para n =k + 1. Se (1 + h)* > 1 + k. h, multiplicando ambos os

membros por 1 4+ h, que é positivo, obtemos:

(1+h**t>@+kh)(A +h)
=1+ kh+ h + kh?
=1+ (k+1h+kh?>>1+ (k+ 1Dh.

Conforme queriamos demonstrar.
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Teorema 2.7 Se |q| < 1,lim,,,, q"™" = 0.

Demonstracdo: Se q = 0, escolhido € > 0, temos |g" — 0] = 0 < €, para todo

n>0.

Se q # 0, escolhido € > 0 e pondo h = % — 1, h seré positivo e

1 1 1 1

< <—<e¢ >
A+h)" - 1+h nn % "7

lq" = 0] =

Teorema 2.8 O limite da soma §,, dos n primeiros termos da progressdo geométrica

(a,,), de razéo q tal que |q| < 1, é igual a:

a,
S =
n 1 _ q
Demonstracao: Escolhido € > 0, seja h = ﬁ — 1. Observemos que h > 0 e que
1—¢g > 0.Temos
1-q" a, |la, |
S,— S| = — = n,

Se a; = 0,temos |S,, — S| = 0 < € para todo n natural e, se a; # 0 temos:

IS, — S| = |la, | 1 |la, | 1 < |la, | <e
" 1-¢g1-¢)" " 1—-q1+nh (A —-qg)hn
|a, |
, > .
se, n =)

Exemplo 2.19 Calcule o limite da soma da progressdo geométrica:

1+1+1+1+
2 4 8 16
Solucéao:
1
: @2
fim $, =g =g =1

Portanto, o limite da soma é igual a 1.
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O resultado do exemplo anterior admite uma interessante parafrase.
Suponha que Salvador deva correr 1Km. Inicialmente, ele corre metade dessa

e

1 . A .
distancia, isto é, > Km; em seguida, ele corre metade da distancia que falta, isto é,

Km; depois, metade da distancia restante, isto é, 3 Km, e assim por diante.

Depois de n etapas, Salvador tera corrido:
= + ! + ! + -+ ! K
27478 gn

Se n for grande, essa soma sera aproximadamente igual a 1Km.

Exemplo 2.20 Consideremos um tridngulo equilatero cuja medida do lado € 4 cm.
Um segundo tridngulo equilatero é construido, unindo os pontos médios dos lados
do triangulo original. Novamente, unindo os pontos médios dos lados do segundo
tridangulo, obtemos um terceiro tridngulo equilatero, e assim por diante, infinitas
vezes.

Calcular a soma dos perimetros das infinidades de triangulos formados na

sequéncia, incluindo o triangulo original.

Figura 2.6: Sequéncia de infinitos triangulos unindo os pontos médios dos lados a partir do primeiro.

Solucao: Os perimetros dos triangulos formam uma progressdo geométrica infinita

(12,6, 3, ...)derazaor = %, dai temos:
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¢ = a; 12 _ o4
n_l_q_l_%_ .

Portanto, a soma dos perimetros dos infinitos tridngulos € 24 cm.

Neste capitulo foram apresentadas algumas propriedades das progressdes
aritméticas e geométricas, que serao pré-requisitos fundamentais para o estudo dos
conceitos basicos da Matematica Financeira que apresentaremos no proximo

capitulo.
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3 MATEMATICA FINANCEIRA NO ENSINO MEDIO

A seguir serdo estudados conceitos e teoremas da matematica financeira,
sendo apresentadas situagdes reais para os alunos, de modo que 0S mesmos
possam participar ativamente das discussées. Nos exemplos trazidos nesta
oportunidade, sera necessaria que o aluno utilize como ferramenta de resolucao a
calculadora cientifica, inserindo assim o estudante nas tecnologias como recomenda
os PCNs [4].

Segundo (MORGADO, 2010), operacao basica da matematica financeira é a
operacao de empréstimo. Alguém que dispde de um capital C (chamado de principal
ou capital inicial) empresta-o a outrem por certo periodo de tempo.

Apbs esse periodo, ele recebe o seu capital C de volta, acrescido de uma
remuneracao J pelo empréstimo. Essa remuneracao é chamada de juro. A soma C +
J é chamada de Montante e sera representada por M. A razdo i = J/C, que é a taxa
de crescimento do capital, sera sempre referida ao periodo da operacédo e chamada
de taxa de juro [8].

Exemplo 3.1 Alguém que tem certo capital de R$ 200,00, empresta este valor a
outra pessoa por periodo de 2 meses, depois deste prazo a pessoa que tomou o
empréstimo vai pagar algo a mais como espécie de remuneracao pelo empréstimo
do dinheiro, digamos R$ 240,00.

A diferenga entre o Montante e o Principal sdo os Juros:

Juros = Montante — Principal = 240,00 — 200,00 = 40,00

Logo os juros sdo de R$ 40,00.

Taxa de juros representados pela letra i € a razao entre o juro e o Principal:

i =40/200 = 0,20 = 20 %.

Exemplo 3.2 Aplicando R$ 100,00 durante seis meses a taxa de juros de 10 % ao
més, qual sera o Capital Final produzido a juros simples e composto no periodo?
Neste exemplo propomos que o aluno construa uma tabela més a més, como
mostrado na tabela 3.1, para o calculo dos juros simples e outra para o célculo dos
juros compostos e em seguida faca no plano cartesiano os respectivos graficos,
como ilustra o grafico 3.1 Entendemos que a tabela e o gréafico facilitariam o
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entendimento do conteudo e proporcionaria uma analise mais significativa dos

tépicos.

Tabela de Juros Simples

Tabela de Juros Compostos

Montante Montante

Més | Capital | Juros Simples Més | Capital | Juros Composto
1° 100,00 | 10,00 110,00 1° 100,00 | 10,00 110,00
2° 100,00 | 10,00 120,00 2° 110,00 | 11,00 121,00
3° 100,00 10,00 130,00 3° 121,00 12,10 133.10
4° 100,00 10,00 140,00 4° 133,10 13,31 146,41
5° 100,00 10,00 150,00 5° 146,41 14,64 161,05
6° 100,00 10,00 160,00 6° 161,05 16,11 177.16

Montante (R$)

190,00
180,00
170,00
160,00
150,00
140,00
130,00
120,00
110,00

100,00

/

Montante C.

Montante S.

Tabela 3.1. Calculo de juros simples e compostos, a partir de um mesmo capital inicial.

Tempo

Figura 3.1. Comparacao dos graficos, a partir dos montantes simples e compostos de um mesmo capital inicial e

seu desenvolvimento no tempo.

3.1 Soma dos termos de PA ou de uma PG finitas e Aplicacoes a

Matematica Financeira

Nos exemplos 3.3 e 3.4 serdo aplicados os conceitos de soma de PA finita na

capitalizacdo a juros simples e soma de PG finita na capitalizacdo a juros

compostos, respectivamente [13].
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Exemplo 3.3 Suponha que um cidaddo aplique mensalmente, durante 8
meses, uma quantia fixa de 200 reais a juros simples de 5%. Ao final, depois dos 8
meses de aplicagao, quanto tera acumulado essa pessoa?

Comentario: Juros simples ndao sao praticados no mercado financeiro, mas
podem servir de contexto inicial para a determinacéo de valores totais capitalizados
em certo periodo.

Propondo um problema dessa natureza aos alunos, o professor podera
comentar que ele é de facil resolugdo por se tratar de juros simples, mas que, no
caso real de um capital aplicado a juros compostos, sera necessario um método
organizado de resolugéo.

A tabela de capitalizacao a seguir ajuda a organizar um método de resolucao:

Més 12 2 3¢ 4° 5¢ 6° 7° 8 Final
200 210 220 230 240 250 260 270 280
200 210 220 230 240 250 260 270
200 210 220 230 240 250 260
§ 200 210 220 230 240 250
g 200 210 220 230 240
S 200
200 210 220 2
200 210 22
200 2

Tabela 3.2. Capitalizagéo a juros simples.

Os 200 reais depositados no primeiro més tornam-se 210 reais, no segundo
més, 220 reais, no terceiro més, e assim por diante, tornando-se, ao final, 280 reais.
Os 200 reais depositados no segundo més, de modo analogo, convertem-se em 270
reais ao final de sete meses de aplicacdo. Seguindo o raciocinio, o saldo final da
aplicacéo sera o resultado da adi¢cdo dos valores da ultima coluna da tabela, que séo
os termos de uma PA:

Saldo final = 210 + 220 + 230 + 240 + 250 + 260 + 270 + 280 =

, (210 + 280).8
Saldo final = > = 1.960.

Portanto, o saldo final da aplicagédo sera de R$ 1.960,00.
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No caso real, de uma aplicacao a juros compostos, o esquema de resolucao
sera similar ao apresentado, variando apenas a forma de crescimento das parcelas

aplicadas.

Exemplo 3.4 Em relacdo ao problema anterior, alterando apenas a forma de
incidéncia da taxa de juros, de simples para compostos, podemos de modo anélogo

construir a tabela:

Meés 1° 20 30 40 5 6° 7° 8° Final
200|200 - 1,05 200 - 1,05* | 200 - 1,05 | 200 - 1,05* | 200 - 1,05° | 200 - 1,05° | 200 - 1,057 | 200 - 1,05¢
200 200- 1,05 200-1,05* 200-1,05* 200-1,05* 200- 1,05 200-1,05° 200-1,05’
200 200 - 1,05 200 -1,05* 200-1,05* 200 - 1,05% | 200 - 1,05°
200 200 - 1,05  200- 1,05 200- 3 1.05* | 200 - 1,05°

200 200-1,05 200 -

Capital

200 200-1,05 200 - 1,05 200 - 1,05°

Tabela 3.3. Capitalizacéo a juros compostos.

A soma dos valores da ultima coluna da tabela fornece o total capitalizado.
Trata-se da soma dos termos de uma PG de razéo 1,05.

Saldo final = 200. (1,05 + 1,05% + 1,053 + 1,05* + 1,05° + 1,05° + 1,057 + 1,05%)
,05°
nal = .1,05.—— = 2.005,31.
Saldo final = 200.1,0 1105

Portanto, o saldo final da aplicagédo sera de R$ 2.005,31.

Comparando os dois resultados do processo de capitalizacao, fica claro que o
processo de juros compostos conduz a um maior valor final (R$ 1.960,00 no caso de
juros simples e R$ 2.005,31 no caso de juros compostos).

3.2 Juros Compostos

Os Juros compostos consistem no regime segundo o qual, ao final de cada

periodo de capitalizacao, os juros calculados sao incorporados ao montante do inicio
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do periodo e essa soma passa a render juros no periodo seguinte, conforme
mostrado no exemplo 3.2 na tabela 3.1 de Juros Compostos. Mais precisamente, no
regime de juros compostos, 0s juros em cada periodo sdo calculados, conforme é

natural sobre a divida do inicio desse periodo.

Teorema 3.1 No regime de juros compostos de taxa i, um principal C, transforma-

se, em n periodos de tempo, em um montante igual a C,, = C,. (1 + i)™

Demonstragao: Para cada k, seja Cj, a divida apés k periodos de tempo. Temos:
Ciy1 = Cp +iC, = (1 410).Cy

Dai, (Ci) é uma progressédo geométricaderazdao 1 +ie C,, = C,. (1 + i)™

Exemplo 3.5 Tomemos um empréstimo de R$ 5.000,00 a juros de 3% ao més. Qual
sera a divida trés meses depois?
Solucao: Basta aplicar a férmula do teorema 3.1.

C; = Cy(1+ 1)3 =5.000.(1 + 0,03)3 = 5.463,64.

Portanto, o valor da divida apos trés meses sera de R$ 5.463,64.

Exemplo 3.6. Marcela aplicou R$ 400,00 num investimento que rende 2% ao més.
Qual o tempo necessario para que ela obtenha um montante de R$ 600,007
Solucéao: Depois de substituido os dados na férmula o aluno tera que aplicar
conceitos de logaritmos.
C,=0Co.(1L+D)"
600 = 400.(1 4+ 0,02)"
600 _ 102m
400 ’
1,02" =1,5
log1,5
n= m =

Logo, o tempo necessario para Marcela obter o montante desejado € de

21.

aproximadamente 21 meses.
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Exemplo 3.7 Em algumas situacbes (prazos pequenos, juros de mora) sdo usados
juros simples e nao juros compostos. No regime de juros simples, 0s juros sdo em
cada época calculados sobre o principal e ndo sobre 0 montante da época anterior.
Por exemplo, um principal igual a 100, a juros simples de 10% ao més evolui de

acordo com a tabela 3.4 abaixo:

n 0 1 2 3 4 5 6 7

C, 100 110 120 130 140 150 160 170

Tabela 3.4: Capitalizagéo a juros simples.

Nao ha dificuldade em calcular juros simples, pois a taxa incide sempre sobre
o capital inicial (ver exemplo 3.3). No nosso exemplo, os juros sdo sempre de 10%
de 100, ou seja, 10.

Entédo C,, = Cy + niCy, o que faz com que os valores de (,, formem uma
progressao aritmética.

Olhando para os graficos 3.2 de evolugdo de um mesmo capital €, a juros de
taxa i, a juros simples e a juros compostos, vemos que o montante de juros
compostos é superior ao montante correspondente a juros simples, exceto se o
prazo for menor que 1. E por isso que juros simples s6 sdo utilizados em cobrancas
de juros em prazos inferiores ao prazo ao qual se refere a taxa de juros combinada
[8].

mintante
Juros compostos

juros simples

4 oo tEM PO

Figura 3.2: Comparando juros simples e compostos.
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3.3 Equivaléncia de Capitais

Inicialmente vale a pena comentar que o valor de uma quantia ndo depende
apenas da quantia, mas depende também da época a qual ela esta referida. Na
mesma data ndo ha davida de que é melhor receber R$ 50,00 do que R$ 10,00, mas
em datas diferentes isto ndo é tdo ébvio. Desse modo, considerando uma situacao
hipotética onde o dinheiro rende 10% ao més, a situacao de pagar R$ 100,00 hoje
ou pagar R$ 110,00 daqui a um més é indiferente.

Assim é mais vantajoso pagar R$ 105,00 daqui a um més do que pagar R$
100,00 agora. Ou ainda, é mais vantajoso pagar R$ 100,00 agora do que pagar R$
120,00 daqui a um més.

Segundo Morgado:

“No fundo, s6 ha um unico problema de Matematica Financeira: que é o
de deslocar quantias no tempo.” [9].

Fazendo uma discussdo sobre o Teorema 3.1, C,, = Cy. (1 4+ i)™ é uma
quantia relacionada ao tempo atual, ou seja, C,, onde transformar-se-a, ap6s n

periodos de tempo em C,.(1+ i)". Isto é, uma quantia, cujo valor atual é A,

equivale no futuro, depois de n periodos de tempo, a A.(1 + i)™, dai podemos
concluir que para descobrir o valor futuro devemos multiplicar o valor atual por
(14 i)™ e para descobrir o valor atual devemos dividir o valor futuro por (1 + i)".

Assim é de grande importancia discutir com os alunos algumas dessas
situacdes, propondo alguns exemplos, nesse caso iremos perceber por parte dos
alunos algumas dificuldades quanto ao fator deslocamento no tempo, evidenciando
a necessidade de fazer algumas exposi¢cdes sobre alguns conceitos importantes.

E importante ressaltar também que ao resolvermos estes problemas, sera
facilitada em muito a compreensao dos mesmos quando fazemos uma figura para
representar a equivaléncia dos capitais.

Essas discussdes se darao a partir dos exemplos a seguir [8].

Exemplo 3.8 Jodo tomou um empréstimo de R$ 4.000,00 a juros de 5% a.m. Um
més depois pagou R$ 2.000,00 e no terceiro més liquidou sua divida. Qual o valor
do ultimo pagamento?
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Solucao: Os esquemas a seguir sdo equivalentes, R$ 4.000,00 hoje equivalem a
soma das parcelas de R$ 2.000,00 e P (veja a figura 3.1).

4. ?00

[ [ [ 1

0

2. (l)OO I P

[ [ | o

0 1 2 3

Figura 3.3: Deslocando as parcelas para a data 0.

Assim, para igualar os dois esquemas, deslocamos todas as parcelas para

uma mesma data, por exemplo, a data 0. Como a taxa i = 0, 05, temos:

2000 P
(140,05 " (140,057
2000 P
1,05 + 1,053
4000.1,053 = 2000.1,052 + P
P =4000.1,05% — 2000.1,052

P = 2.425,50.
Logo, o pagamento final foi de R$ 2.425,50.

4000 =

4000 =

Para a resolucdo do exemplo, podemos deslocar todas as quantias para
qualquer data, por exemplo, na data 1, temos:

4000. (1 + 0,05) = 2000 + —————
(1+0,05) T A 1005

4000.1,05 = 2000 +

1,052
P = 2.425,50.

Notemos que a quantia de R$ 4.000,00 foi deslocada em um més a frente e P
retrocedeu em dois meses. Assim, deslocando todas as parcelas e valores para o

mesmo periodo, é possivel comparar os valores.

Exemplo 3.9 Uma loja oferece duas opgdes de pagamento:

a) a vista com 10% de desconto;
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b) em duas prestacées mensais iguais, sem desconto, a primeira sendo paga
no ato da compra.

Qual a taxa de juros embutidos na venda a prazo?
Solucdo: Considerando o valor do produto como V, observemos o esquema
ilustrado na figura 3.2.

DT
Iw

V7> | 4E
S
0 !

Figura 3.4: Opgdes de pagamento.

Assim, deslocando as parcelas para a data 0, (a data usada nessas
comparacoes é chamada de data focal), temos:

09V—V+ v/z
T2 (1 +0)

14
09V ==.(1+ )

(1+10)

1,8—-1= 0,8

aA+i)
08.(1+i) =1

i=%=1=0,25=25%.
08 4

Nesta condicdo de pagamento esta embutida uma taxa de 25% a.m.

Exemplo 3.10 Um empréstimo de 300 reais, a juros de 4% ao més, foi pago em
duas parcelas. Foi pago R$ 150,00 dois meses apds o empréstimo, e um més apos
esse pagamento o débito foi liquidado. Qual o valor desse ultimo pagamento?
Solucao: Utilizando os esquemas de pagamento abaixo, logo R$ 300,00 na data 0
tem o mesmo valor de R$ 150,00 dois meses apds, mais um pagamento igual a P,
na data 3.
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300
i
0
150 P
i t
0 1 2 <

Figura 3.5: Esquemas de pagamento.

lgualando os valores na mesma data, por exemplo, na data 0, dos
pagamentos nos dois esquemas, obtemos:
150 P 150 P

300 = _
A +0,082 | (140,04

= 1042 T T08%
300.1,043 = 150.1,04 + P
P =300.1,043 — 150.1,04 = 181,46.
Dai, o ultimo pagamento foi de R$ 181,46.

Exemplo 3.11 Determinada loja oferece duas opcdes de pagamento na compra de
um telefone celular:

a) trés prestacdes mensais de R$ 160,00;

b) sete prestacées mensais de R$ 70,00;

Em ambos os casos, a primeira prestacao é paga no ato da compra. Se o
dinheiro vale 2% para o comprador, isto é, para o comprador é indiferente pagar R$
100,00 agora ou pagar R$ 102 daqui a um més. Qual a melhor opgéo para efetuar a
compra desse produto?

Solucao: Para comparar, determinaremos o valor das duas possibilidades de
pagamento na mesma data, por exemplo, na data 2, como nos esquemas abaixo:

160 160 160

I .

o 1 2
/0 70 70 70 70 70 7O
1B I S S S S

o 1 2 3 4 5 6

Figura 3.6: Esquemas de pagamento.
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Para comparar, determinaremos o valor dos dois pagamentos na data 2,

temos:
a =160.(1+ 0,02)% + 160.(1 + 0,02) + 160 = 489,66.
70

— 70.(1 + 0,02)% + 70. (1 + 0,02) + 70
b=70.(1+0,02)"+70.(1+0,02) +70 + 7=505+ 70,022

70
T at002 T ar002)°

= 480,77.

Portanto o comprador deve preferir o pagamento em sete prestagdes. E
comum que muitas pessoas achem que o primeiro esquema & melhor, pois o total
pago é de R$ 480,00 ao passo que o segundo esquema o total é de R$ 490,00.

Exemplo 3.12 Jodo tem trés opcbes de pagamento na compra de vestuario:

a) a vista com 30% de desconto;

b) em duas prestagcdes mensais, sem desconto, vencendo a primeira um més
apds a compra;

c) em trés prestacbes mensais iguais, sem desconto, vencendo a primeira no
ato da compra.

Qual a melhor opgéo para Joéo, se o dinheiro vale, para ele 5% ao més?
Solucao: Fixando o preco do bem em 30, temos os trés esquemas da figura 3.5.

21
F
15 1o
A A
T2
10 10 10
r » 1
0 1 2

Figura 3.7: Comparando 3 esquemas de pagamento.
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Comparando os valores, por exemplo, na data 0, obtemos:

a=21.

b= L + 15 = 27,89.
(1+0,05 (1+0,05)2 ’

c=10+ 10 = 28,59.

(1+0,05) " (1+0,05)2

A melhor alternativa para Jodo € a compra a vista e a pior € a compra em trés
prestacoes.

E interessante observar que a melhor alternativa para uma pessoa A pode
nao ser a melhor alternativa para uma pessoa B. Se a pessoa B € de poucas posses
e compra a prazo, tendo dinheiro para comprar a vista, é provavel que ele invista o
dinheiro que seria usado na compra a vista, em uma caderneta de poupancga que lhe
renderia, digamos 1% ao més. Entdo, para ele seria indiferente comprar a vista ou a
prazo com juros de 1% ao més.

Se a pessoa A é um agiota, por exemplo, ele poderia fazer render o dinheiro
a, digamos, 6% ao més. Entdo seria atrativo para A comprar a prazo com juros de
5% ao més. Logo, o dinheiro tem valores diferentes para as pessoas A e B. A taxa
de juros que representa o valor do dinheiro para cada pessoa é a taxa na qual a
pessoa consegue fazer render seu capital, essa é chamada taxa minima de
atratividade. Para essa pessoa, um investimento s € atrativo se render, no minimo,

a essa taxa [8].

Exemplo 3.13. Professor Marcos tem duas opgdes de pagamento para compra de
um refrigerador:

a) a vista com 30% de desconto;

b) em duas prestacées mensais iguais, sem desconto, a primeira sendo paga
no ato da compra.

Qual a taxa de juros embutidos na venda a prazo?
Solucgao: Fixando o valor do bem em 100, temos os esquemas de pagamento da
figura 3.6.
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70
1
0
50 50
T4
SR

Figura 3.8: Comparando 2 esquemas de pagamento.

Igualando os valores, por exemplo, na data 0, obtemos:

70 = 50 +

(1+10)

70.(1+ i) = 50.(1 + i) + 50
20.(1+ i) =50
i =1,5=150%.

Portanto, a loja cobra 150% ao més na venda a prazo.

Exemplo 3.14 Investindo um capital a juros mensais de 2%, em quanto tempo
dobrara este capital inicial?
Solucgao: Aplicando a formula do Teorema 3.1. temos:
C,=0Co.(1L+ D"
2Cy, = Cy. (1 4+ 0,02)"

1,02" =2
log2
= ——— = 35,
" log1,02 >

Logo, em aproximadamente 35 meses teremos o dobro do capital inicial.

3.4 Taxas Equivalentes

Um resultado importante € a formula que relacionada taxas a periodos de
tempo diversos.



50

Teorema 3.2 Se a taxa de juros relativamente a um determinado periodo de tempo é
igual a i, a taxa de juros relativamente a n periodos de tempo é I, talque 1 + I =
(1+0)™

Demonstracao: Seja A o valor inicial de um capital. Apdés um periodo n = 1, o valor
da grandeza sera A(1 + I). Como o periodo de tempo T equivale a n periodos
iguais a t, o valor do capital sera também igual a A(1 + i)™. Logo, A(1 + i) =

Ad+D"el+1=(1+0D)"

Exemplo 3.15 A taxa anual de juros equivale a 15% ao més é [ talque 1 + 1 =

(1+ 0,15)12. Dai, I = 4,35 = 435% ao ano.

Um erro muito comum € achar que juros de 15% ao més equivalem a juros de
12 X 15% = 180% ao ano. Taxas de 15% ao més e 180% ao ano sao taxas
proporcionais, pois a razao entre elas é igual & razao dos periodos aos quais elas se
referem. Portanto, notemos que taxas proporcionais nao sao equivalentes [8].

Exemplo 3.16 As taxas de 10% ao més, 20% ao bimestre, 60% ao semestre e

120% ao ano sdo taxas proporcionais.

Um problema em Matematica Financeira é o de anunciar taxas proporcionais
como se fossem equivalentes. Uma frase como “180% ao ano, com capitalizacdo
mensal” significa que a taxa usada na operagdo ndo é a taxa de 180% anunciada
(observemos o exemplo 3.15.) e sim a taxa mensal que lhe é proporcional.

Assim, a traducao da expressao “180% ao ano, com capitalizacdo mensal” é
“15% ao més” [8].

Exemplo 3.17 “24% ao ano com capitalizagcdo mensal” significa “2% ao més” e “24%

ao ano com capitalizagao trimestral” significa “6% ao trimestre”.

Exemplo 3.18 Joaquim investe seu dinheiro a juros de 9% ao ano com capitalizagao

mensal. Qual a taxa anual de juros a qual esta investido o capital de Joaquim?
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Solucao: O capital de Joaquim estéa investido a taxa i = 0,75% ao més. A taxa anual
equivalente é [ tal que:
1+1=(1+0,0075)*2.
I =1,0075%2 — 1.
Logo i = 0,0938 = 9,38% ao ano.

A (falsa) taxa de 9% ao ano é dita taxa nominal. A taxa (verdadeira) de

9,38% ao ano é dita taxa efetiva [7].

Exemplo 3.19 A taxa efetiva semestral correspondente a 24% ao semestre com

capitalizagdo mensal de 4% ao més é1I tal que 1+ 1 = (1+ 0,04)°. Logo,

[ = 26,5% ao ano.

Exemplo 3.20 Um empréstimo de R$ 3.000,00 esta anunciado com taxas de 36%
ao semestre capitalizado mensalmente. Qual a taxa efetiva desse empréstimo
anunciado?
Solucao: Temos que 36% ao semestre capitalizado mensalmente, significa taxas de
6% ao més. Logo,
1+1=0+D%
1+1=(1+0,06)5
[ =1,06°—1=0,4185 = 41,85%.
Portanto, a taxa efetiva (verdadeira) desse empréstimo é de 41,85% ao

semestre, e ndo de 36% ao semestre como anunciado.
3.5 Taxa real e taxa aparente

Quanto a esse contexto é preciso dizer que quando ha um aumento salarial,
por exemplo, esse aumento € apenas aparente, pois para obtermos o aumento real
€ preciso descontarmos a inflacao do periodo.

O calculo da taxa real tem como objetivo descontar a inflagdo deste ganho
aparente. Em uma aplicacao financeira, sera permitido apenas o aumento aparente,

logo para calcular a verdadeira rentabilidade, € necessario calcularmos a taxa real.
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Desse modo, podemos imaginar que um capital C foi aplicado durante algum

periodo a taxa I4. Suponhamos ainda que durante o0 mesmo periodo houve uma

inflagdo representada por I;. Queremos saber qual foi 0 ganho real dessa aplicagao
[11].

Vamos comegar com um exemplo.

Exemplo 3.21 Joao recebe R$ 1.000,00 reais de salario mensal e obteve um
aumento de 50% (taxa aparente). A cesta basica que custava R$ 100,00 sofreu um
reajuste de 10% em decorréncia da inflacao desse periodo. Qual o aumento real do
salario de Joédo?
Solugao: E comum dizermos que a taxa real é de 50% - 10% = 40%, mas nio é.
Note que antes do aumento Jodo poderia comprar com seu salario 10 cestas
basicas (1.000/100 = 10) e ap6s 0 aumento ele passou a comprar com seu salario
aproximadamente 13,64 cestas basicas (1.500/110 = 13,64). Assim observamos que
a taxa real, ou seja, seu poder de compra aumentou em 36,64%, € nao em 40%.

Formalizaremos o exemplo 3.21.
O montante é obtido aplicando ao capital a taxa aparente I, assim:
C =0Cy (1+1y).

A taxa aparente € como se o capital tivesse sofrido dois acréscimos
simultaneos, um pela taxa de inflacdo e outro pela taxa real, entdo o montante
também pode ser expresso por C = Cy.(1+1;).(1 + 1), onde I; e I séo
respectivamente a taxa de inflacao e a taxa real.

Logo, temos que a taxa real I, € dada por:

Co-(L+ 1) = Co. 1+ 1). (1 + Ip);
A+ =>0+1).(A+1R);
Assim,
1+1,
k=377, 1

Exemplo 3.22 Vamos resolver novamente o exemplo 3.21, agora usado o resultado

anterior.

Solucao: Temos que: I, = 50% = 0,5; I; = 10% = 0,1.
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Aplicando a férmula,

1—1+I“1 1—1+0’5 1—1’5 1= 0,364 = 36,4%
R=1% " 1401 11 ~ T UUomToRE

Portanto, a taxa de aumento real do salario de Jodo foi de 36,4%.

Exemplo 3.23 Um Fundo de Investimento teve no ano de 2015 um rendimento
aparente de 10%. Qual sera o seu ganho real se considerarmos que nesse mesmo
periodo a inflacado acumulada foi de 6%7?

Solucao: Comentario: Um aluno sem pensar muito poderia responder 4% de ganho
real. Porém, para descobrirmos o ganho real, devemos descontar a inflagdo do
ganho aparente, e nao subtrair.

Assim:
_ 1+1, 1+0,1 1,1

Iy = l=————1=—-1=0,0377 = 3,77%.
R™141 1+ 0,06 1,06 0. 3,77%

Ou seja, o ganho real foi de 3, 77%.

3.6 Aplicacoes das Progressoes Geométricas em problemas financeiros

Acerca desse tema, serdo trazidos a seguir alguns exemplos, onde serdo
usados 0s conceitos de equivaléncia de capitais (secao 3.3) envolvendo as
progressdes geométricas (secao 2.2.).

Exemplo 3.24 Guilherme comprou um automével em 24 prestacdes iguais, sendo a
primeira paga um més apds a compra, cujo preco a vista era de R$ 24.000, 00. Se
0s juros sao de 2% ao més, determine o valor das prestagoes.

Solucao: Analisando o problema, temos:

P P
24000 = .
00=ro00n Taso022 " " Taro02
P P
24000 =

102 T @ozz T wozyE
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1
24000 ="P. (1,02 Tiozt T 1,0224>’
24000_(1 N 1 - 1 )
P \1,02 1,022 1,0224)°

No segundo termo da equacao temos uma progressao geométrica de primeiro

1 ~ 1
termo a; = - erazaoq = .

Aplicando a formula

Assim com o auxilio de uma calculadora cientifica temos:
S, =189
Logo,
24000

18,9;
P
P = 1269,20.

Portanto utilizando a soma dos termos de uma progressao geométrica,

concluimos que o valor da parcela seria de aproximadamente R$ 1.269,20.

Exemplo 3.25 (AV1 — Profmat — 2011 — MA12) Um comerciante, para quem o
dinheiro vale 5% ao més, oferece determinado produto por 3 prestacbes mensais
iguais a R$ 100,00, a primeira paga no ato da compra. Que valor o comerciante
deve cobrar por esse produto, no caso de pagamento a vista?

Solucao: Sabemos que os valores das parcelas sao fixas, portanto devemos trazer
os valores para o presente, uma vez que a cada parcela esta incorporado juros. A
primeira parcela € paga no ato da compra e assim nao incide juros sobre esta. Para

0 pagamento a vista temos:



Preco a vista (Py)

A

0

100 100 100
A 4
R
0 1 2

Figura 3.9. Comparando pagamento a vista com pagamento em 3 parcelas.

Assim para o pagamento a vista o comerciante devera cobrar R$ 285, 94.

100 100

B =100+33005 T T +o05)2°
1 1

By = 100. (1 RN 1,052);

Py =100.2,8594 = 285,94.
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Exemplo 3.26 Carlos tomou um empréstimo de R$ 2.000,00 onde ira pagar 12

prestacées mensais iguais. Se forem cobrados juros de 2% ao més sobre o saldo

devedor, determine o valor de cada prestacao se a 12 parcela é paga:

a) no ato da compra;

b) um més apbs a compra;

c) cinco meses apds a compra.

Solucao: Essa situacdo também pode ser resolvida utilizando progressao

geométrica, sem grandes complicagdes.

a) Pagamento no ato da compra, o juros passam a ser contabilizados a partir
da segunda parcela.

P P P
2000 =P+ H5000 Taroo: T a0 Tt a0
P P P
2000 =P+t @woz T o T T ot
1 1 1

2000 =P.(1+ o+ oz o+t oz

2000 1 1 1 1

5 -t aon T @onz Two: T T o




56

No segundo termo da equacao temos uma progressao geométrica de primeiro

. 1
termoa; = lerazdoq = —.
1,02

Aplicando a formula

1 \12
1-(z02) |
1 )
1~ (1o2)
Assim com o auxilio de uma calculadora cientifica temos:

S, = 10,80.

512 == 1

Logo,
2000
3 = 10,80;
P = 185,18.
Portanto, o valor da prestacao, sendo a primeira paga no ato da compra é de
R$ 185,18.

b) Primeira parcela, um més apds a compra:

P P P
2000 = 11002 TA+0022 a+002° " Taroz
1 1
2000 =Pt 1oz Yo v Y Loz
2000 1 1

P~ Goz 1oz T 1ot T 10z

No segundo termo da equacao temos uma progressao geométrica de primeiro

1 - 1
termoa; = Tog €fazaoq =~

1,02’
Aplicando a formula
1—-q"
Sn = a4 1= q ;
1
o _ 1 1= (g™
02t o1
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S1, = 10,57.
Logo,
2000
5 - 10,57;
P = 189,21.

Portanto, o valor da prestagao, sendo a primeira paga um més apds a compra
é de R$ 189,21.
c) Primeira parcela paga 5 meses apos a compra.

P P P
2000 = A+0,027° (140026 T A+0027 T Fo002)
1 1
2000 = P(o28 T 1026 T 1027 Tt 10210
2000 1 1

P (1,025 * 1,026 * 1,027 * 1,0216)

No segundo termo da equacao temos uma progressao geométrica de primeiro

- 1
eérazaoq = E

termoa; = —

Aplicando a formula

1
1 1-Gg™

S12=1’025. T 1
1,02

512 == 9,77

Logo,
2000 _

P 9,77;
P = 204,70.
Portanto, o valor da prestacédo, sendo a primeira paga cinco meses apos a
compra é de R$ 204,70.

Exemplo 3.27 Laura aderiu a um plano de capitalizagdo de um banco, depositando

mensalmente, R$ 1.000,00 durante 12 meses. Se o banco promete remunerar o
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dinheiro aplicado a taxa de 2% ao més, aplicado a juros compostos, calcule quanto
Laura resgatara ao final do periodo.

Solucgao: Basta calcularmos a soma dos termos de uma PG.
S;, = 1000.1,02 + 1000.1,022 + --- + 1000.1,0212;

S, = 1000. (1,02 + 1,022 + - + 1,0212);

1—1,0212

512 = 1000. <1,021_—1,02

> = 13680,33.

Portanto, o resgate sera de R$ 13.680,33.

Exemplo 3.28 Uma pessoa deseja comprar um carro por R$ 55.000,00 a vista,
daqui a 18 meses. Admitindo que ela va poupar certa quantia mensal que sera
aplicada em letras de cambio rendendo 2,5% ao més de juros compostos, determine
quanto deve ser poupado mensalmente.

Solucao: Deslocamos as parcelas para o futuro na data 18, assim basta

calcularmos a soma dos termos de uma PG.
S;g =P+ P.1,025+ P.1,025% + --- + P.1,02518;
55000 = P.(1 + 1,025 + 1,025% + --- + 1,0258);
1-— 1,02518>_
1-1,025 )’
P = 2.456,85.

Portanto, a pessoa devera poupar R$ 2.456,85 por més.

55000 = P. <1 + 1,025.

3.7 Séries uniformes

Um conjunto de pagamentos, referido a épocas diversas, é chamado de série
e se esses pagamentos forem iguais e igualmente espacados no tempo, a série é
dita uniforme. Podemos entdo formalizar a resolugdo dos exemplos resolvidos

anteriormente na secéo 3.6 no seguinte Teorema 3.3.

Teorema 3.3 O valor de uma série uniforme de n pagamentos iguais a P, um tempo

antes do primeiro pagamento, sendo i a taxa de juros, é igual a:
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1-(1+)™
A=P. ( - ) :
i
Demonstracao:
P P P P
t ¢ ¢ T
g 1 2 & n
Figura 3.10: Série uniforme.
O valor da série na época 0 é:
A= l + P + P + -+ P
140 (1+D?2 0 (1+10)3 1+ )"
A=P ( L + ! + ! + -+ ! )
SO\ 4+i 1402 (1 +0)3 1+ )"/

Logo, no segundo membro da igualdade temos a soma de n termos de uma

progressao geométrica, dai temos:

1 1-(r)
1+i 4_ 1

n

1-1+0)™
= P. ( ) :

A=P

l

1+

Exemplo 3.29 Um liquidificador custa R$ 120,00, € vendido em 8 prestacoes
mensais iguais, a primeira sendo paga um més apdés a compra. Se 0s juros sao de
3% ao més, determine o valor das prestagées.

Solucao: Essas prestacdes sao ditas postecipadas, pois a primeira prestacao so6 é
paga um més depois da compra. Igualando os valores na época 0, observando a
figura 3.9, podemos aplicar diretamente a férmula do Teorema 3.3, assim temos:

120
A
-
0
P P P P
t * 1 1
013_3' 8

Figura 3.11: Esquema de pagamento em 8 prestagdes postecipadas.
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1—(1+0,03)8
0,03 ;
0,03 N
P=120. 1 ooays = 17,10

Portanto, as prestagdes sdo de R$ 17,10.

120 = P.

Exemplo 3.30 Um liquidificador custa R$ 120,00, é vendido em 8 prestacbes
mensais iguais, a primeira sendo paga no ato da a compra. Se 0s juros sao de 3%
ao més, determine o valor das prestacoes.

Solucgao: Igualando os valores na época —1 (essa escolha é muito conveniente pois
dispomos de uma férmula que calcula diretamente o valor da série nessa época),

observando a figura 3.10, obtemos:

120
3

L 4

P P P P P P PP
TSR S S SR SN SRR SRR S
6 7

-1 0 1 2 3 4 5

Figura 3.12: Esquema de pagamento em 8 prestacdes com primeira paga no ato da compra.

L 4

120 1-(1+003)°°
1+003 0,03 ’
120 p 1-(1,03)7°
103 7 003
5 3,6
T —1i(,)(?3—8 =103.(1—-1,039 — 100
0,03

Portanto, as prestacdes sdo de R$ 16,60.

Podemos observar que esses problemas podem ser facilmente resolvidos
sem precisar decorar a férmula do Teorema 3.3 usando as progressdes geométricas

como foi visto na segéo 3.6.
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3.8 Sistemas de Amortizacao

Amortizar é saldar uma divida por um determinado periodo de tempo de
forma parcelada e de acordo com o sistema definido em contrato.

O processo de amortizacdo de um empréstimo consiste nos pagamentos das
prestacées em épocas predeterminadas, cada prestacdo sendo subdividida em duas
partes. Uma parte do pagamento quita os juros e a outra parte amortiza a divida.

Alguns dos principais e mais utilizados sistemas de amortizagao séo:

a) Sistema Americano de Amortizagdo — SAA;
b) Sistema de Amortizagdo Constante — SAC;
c) Sistema de Amortizacao Francés ou Sistema Price.

Qualquer um dos sistemas pode ter, ou ndo, caréncia. Durante o periodo de
caréncia, 0s juros podem ser pagos ou capitalizados, dependendo do contrato de
financiamento.

Para melhor compreensdo, vale langcar mdo de uma planilha para cada
sistema de financiamento, pois através destas planilhas sera possivel ter uma visao
mais ampla da divida em cada periodo do contrato.

Para exemplificar cada um dos sistemas serd considerado o valor de R$
50.000,00 a ser pago em 5 parcelas mensais a taxa de 2,5% ao més.

3.8.1 Sistema Americano de Amortizacao — SAA

Neste sistema, a amortizacdo é realizada ao final do prazo do contrato em um
unico pagamento [11].
As principais caracteristicas desse sistema sao:
e Os juros sao constantes;
e O principal € devolvido apenas no ultimo periodo.
Vejamos na planilha:
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R$ 50 000,00 2,5% ao més -
Periodo Juros Amortizacao Pagamento Saldo Devedor
k Jk = 1.Sdk-1 Ax Pk = A« + Jk Sdi
0 - - - R$ 50.000,00
1 R$ 1.250,00 R$ 0,00 R$ 1.250,00 R$ 50.000,00
2 R$ 1.250,00 R$ 0,00 R$ 1.250,00 R$ 50.000,00
3 R$ 1.250,00 R$ 0,00 R$ 1.250,00 R$ 50.000,00
4 R$ 1.250,00 R$ 0,00 R$ 1.250,00 R$ 50.000,00
5 R$ 1.250,00 R$ 50.000,00 | R$ 51.250,00 R$ 0,00
Total R$ 6.250,00 R$ 50.000,00 | R$ 56.250,00 -

Tabela 3.5: Sistema Americano de Amortizagdo — SAA.

Com base na planilha anterior, observamos o quéo simples e de facil
compreensao é este sistema (SAA).

3.8.2 Sistema de Amortizacao Constante — SAC

As principais caracteristicas desse sistema sao:

e As amortizacbes sdo constantes;

e Os valores das prestacdes e dos juros vao diminuindo ao longo do

periodo.
Vejamos na planilha:
No SAC as amortizagdes sao constantes e € igual ao valor financiado,
dividido pelo niumero de prestacdes, assim temos:
4 = 50 000
kKT 5

Portanto, as amortizagdes sdo de R$ 10.000,00.

=10 000, 1<k<5
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R$ 50 000,00 2,5% ao més -
Periodo Juros Amortizacao Pagamento Saldo Devedor
k Jk = 1.Sdk-1 Ax Pk = A« + Jk Sdi
0 - - - R$ 50.000,00
1 R$ 1.250,00 R$ 10.000,00 | R$ 11.250,00 | R$ 40.000,00
2 R$ 1.000,00 R$ 10.000,00 | R$ 11.000,00 | R$ 30.000,00
3 R$ 750,00 R$ 10.000,00 | R$ 10.750,00 | R$ 20.000,00
4 R$ 500,00 R$ 10.000,00 | R$ 10.500,00 | R$ 10.000,00
5 R$ 250,00 R$ 10.000,00 | R$ 10.250,00 R$ 0,00
Total R$ 3.750,00 R$ 50.000,00 | R$ 53.750,00 -

Tabela 3.6: Sistema de Amortizagdo Constante — SAC.

Observamos pela planilha anterior que as amortizagées em cada periodo sao
constantes e iguais ao valor do empréstimo dividido pela quantidade de parcelas
contratadas. Os juros continuam incidindo sobre o saldo devedor, que nesta situacao
decrescem de forma constante apds cada pagamento. Como consequéncia do
comportamento da amortizagao e dos juros, as prestagdes neste sistema também
sao decrescentes e se comportam como uma progressao aritmética.

Esse plano geralmente € utilizado nos financiamentos habitacionais.

Teorema 3.4 No SAC, sendo n o nUmero de pagamentos e [ a taxa de juros, temos:

_ Sd,

Ak—n,

n—k
Sdk = T.Sdo, ]k = i.Sdk_l, Pk = Ak +]k

Demonstracdo: Se a divida Sd, é amortizada em n quotas iguais, cada quota é

igual a:
Sd,
Ay = —.
k n
O estado da divida, apés k amortizagdes, é:

n—=k

Dy
Sdk =D0_k?= Sdo

As duas ultimas férmulas sao ébvias [9].
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3.8.3 Sistema de Amortizacao Francés ou Sistema Price

Este sistema é também conhecido como Tabela Price. As principais
caracteristicas desse sistema sao:
e Os pagamentos sé@o constantes;
e O valor das amortizacdes é crescente;
e (O valor dos juros é decrescente.
Para construgado da planilha, seguimos 0s seguintes passos:
1°) Primeiramente devemos calcular o valor da parcela. Como o Principal vai
ser devolvido em cinco parcelas iguais, entao pelo Teorema 3.3 temos:
1-aQ+H™
' [
1—(1+0,025)7°
0,025 ’

Assim, com o auxilio de uma calculadora cientifica temos que o valor da

)

50 000 = P.

parcela é:
P = 10.762,34.

2°) No periodo “zero”, que corresponde ao momento inicial do financiamento,
nao ha qualquer prestacado a pagar, tendo em vista que a primeira prestacao sera
paga na data 1.

3°) No periodo “um”, os célculos serao feitos da seguinte forma:

a) o juro devido incide sobre o saldo devedor inicial, ou seja, 2,5% de
50.000,00, isto &, 0, 025 x 50.000, 00 = 1.250, 00.

b) a amortizacdo serd obtida pela diferenca entre o valor da primeira
prestacao e o valor do juro pago, ou seja, a amortizacdo do primeiro més é:
10.762,34 — 1.250 = 9.512,34.

c) o saldo devedor, que se obtém subtraindo do saldo devedor inicial o valor
amortizado nesse més, é dado por:

50.000 — 9.512,34 = 40.487,66.

4°) Nos periodos subsequentes, repetimos os procedimentos do periodo “um”.
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R$ 50 000,00 2,5% ao més -
Periodo Juros Amortizacao Pagamento Saldo Devedor
k Jk = 1.Sdk-1 Ax Pk = A« + Jk Sdi
0 - - - R$ 50.000,00
1 R$ 1.250,00 R$ 9.512,34 R$ 10.762,34 R$ 40.487,66
2 R$ 1.012,19 R$ 9.750,15 R$ 10.762,34 R$ 30.737,51
3 R$.768,44 R$ 9.913,90 R$ 10.762,34 | R$ 20.743,61
4 R$ 518,59 R$ 10.243,75 R$ 10.762,34 R$ 10.499,86
5 R$ 262,50 R$ 10.499,84 R$ 10.762,34 R$ 0,00
Total R$ 3.811,72 R$ 49.999,98 R$ 53.811,70 -

Tabela 3.7: Sistema de Amortizagdo Francés ou Sistema Price.

Observacao: Em geral é necessario um pequeno ajuste na prestacdo do ultimo
periodo para zerar o saldo devedor.

Apbés uma andlise na planilha, vemos que neste sistema, € paga uma
prestacao constante, de forma que uma parcela da prestacdo paga os juros e a
outra parcela amortiza parte do capital e a cada pagamento os juros diminuem e a
quota amortizada aumenta, visto que os juros sdo calculados sobre o saldo devedor.

Assim, neste sistema, logo nas primeiras prestacées sdo pagas grande parte
de juros e as amortizacbes sdo menores, portanto € um sistema que nao convém
quitar, antes do término do financiamento.

Este sistema é utilizado em empréstimos pessoais, obtengdo de
eletrodomésticos, financiamento de veiculos entre outros que possuem parcelas

fixas.

Teorema 3.5 No sistema francés de amortizagao, sendo n o nimero de pagamentos
e [ a taxa de juros, temos:

D [
I G )

Py
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1— (14~ ®0

D, = D,.

kTP —a+ )™
Ji = 1Dy,
A =Py — Jx.

Demonstracao: A primeira féormula € o Teorema 3.3 ja demonstrado anteriormente.
Na segunda férmula, observemos que D, é a divida que sera liquidada,

postecipadamente, por n — k pagamento sucessivos a Pj. Portanto, novamente

pelo teorema 3.3, temos:

1— (14 @0

Dkzpk. i

Substituindo o valor de P, obtemos a segunda férmula.

As duas ultimas férmulas sao débvias [9].

Com o estudo destes sistemas de financiamentos é possivel explorar os
conceitos de matematica financeira, trabalhando com assuntos cotidianos, criando o
que chamamos de percepcado financeira, permitindo ao aluno questionamentos
sobre os principais meios de financiamento do mercado financeiro, de forma a
exercer o seu papel de cidadao, ndo aceitando abusos propostos pelas empresas.

No préximo capitulo apresentamos um breve comentario sobre o uso das
tecnologias na educacao e sugestdes de atividades praticas que serao trabalhadas
com alunos do 1° ano do Ensino Médio com a utilizacdo de diferentes recursos
pedagdgicos, tais como apresentacao de textos e recursos tecnolégicos, como, por
exemplo, planilhas do Excel.
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4 MATEMATICA FINACEIRA NO ENSINO MEDIO COM O USO DAS
TECNOLOGIAS E A VIVENCIA NA SALA DE AULA

Neste capitulo sera feita uma breve consideracao sobre o uso das tecnologias
na educacdo com énfase no uso das planilhas do Excel e por fim apresentaremos
algumas sugestdes de atividades envolvendo problemas financeiros que podemos
resolver facilmente usando as planilhas do Excel, atividades estas desenvolvidas no
més de junho de 2016, com alunos do 1° ano do Ensino Médio na Escola Estadual
Jodo Rodrigues Fernandes, situada na cidade de Auriflama, Estado de Sao Paulo.

4.1 Tecnologia na Educacao

Em 1996, na Lei de Diretrizes e Bases da Educacédo Nacional (LDB) — Lei n®
9394/96 —, a Tecnologia é mencionada, no artigo 32, que ainda vigora: “o aluno de
ensino fundamental deve possuir compreensdo do ambiente natural e social, do
sistema politico, da tecnologia, das artes e dos valores que fundamentam a
sociedade” [3].

Nesse aspecto de dominio da tecnologia, vemos que ela abrange todas as
fases da educacdo “a compreensdo dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos
processos produtivos, relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada
disciplina” [4]

Diante das dificuldades que se apresentam no processo de ensino da
matematica, a utilizacdo de tecnologias, tais como a Informatica, podem propiciar
aos docentes uma ferramenta capaz de transformar os métodos tradicionais de
ensino. Mesmo que nao seja capaz de resolver todos os problemas do processo, é
um instrumento de ensino que fornece meios para o docente obter seus objetivos de
forma adequada, bem como tornar as aulas mais atrativas aos discentes.

De acordo com FISCHER - 2001, o uso das tecnologias de ensino também

permite criar estimulos que ativam e aceleram a aprendizagem.

O problema radical do ensino é vincular a mente do aluno a matéria
objeto de aprendizagem. Isso implica em um ensino individualizado,
de forma que, dada uma matéria a ensinar, o ideal € encontrar, para
cada individuo, o molde adequado a seu nivel de entendimento e
formagcdo, o qual seja capaz de tornar a assimilagdo do
conhecimento algo mais adequado. E ébvio que tais estimulos
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precisam ser ativados para que se acelere a aprendizagem dos
alunos e, por essa razdo, as chamadas “Tecnologias Educativas”,
desde o final do século passado, passaram a ser fator fundamental
no processo de ensino e aprendizagem [15].

Ainda segundo FISCHER - 2001, as principais vantagens que demonstram a

importancia da informatizagdo do ensino sao:

Participacao ativa do aluno como um dos protagonistas do processo
de construcao de sua prépria aprendizagem; a possibilidade de dar
uma atencao individual e diferenciada aos alunos; a possibilidade de
criar micromundos que permitam ao aluno explorar, analisar e
conjeturar; permita  procurar e  administrar  informagdao,
potencializando o desenvolvimento cognitivo do aluno; por meio do
feedback imediato e efetivo, o aluno pode aprender com seus erros
[15].

Existem ainda inUmeras dificuldades em fazer uma relagéo entre a tecnologia
na escola, o professor e o0 aluno, e isso tem prejudicado especialmente a disciplina
da Matematica, uma vez que ela se afasta cada vez mais da realidade do aluno.

A integracao da tecnologia na escola com a disciplina da Matematica, € um
dos maiores desafios dessa nova educacao. Mesmo com a tecnologia a nosso favor,
em muitos lugares faltam recursos e pessoas competentes para desenvolver tal
ferramenta. De certa forma, a capacidade da escola em conseguir alcancar os
objetivos propostos funciona na medida com que a tecnologia é integrada nos
curriculos escolares.

A tecnologia tem avancado numa velocidade muito grande, e no meio
educacional nao é diferente: as planilhas eletrénicas tém sido cada vez mais
utilizadas para facilitar e agilizar célculos que antes eram exaustivos. Assim, as
planilhas eletrénicas, em particular, o software Microsoft Excel, serdo indispensaveis
para o desenvolvimento da préxima secado 4.2. O programa é de facil acesso e
manipulagéo, tanto pelos alunos quanto pelo professor.

A planilha eletrbnica € definida como “uma tabela composta por linhas e
colunas. Nela, as linhas sado identificadas por numeros e as colunas, por letras. A
intersecao entre uma linha e uma coluna é chamada célula”.

Portanto, a definicdo é bastante clara, pois permite compreender que a
localizacdo de uma célula na planilha € igual a localizagdo de um ponto no plano
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cartesiano: ou seja, é s6 analisar as localizagdes horizontal e vertical. Assim, a
célula C8, por exemplo, é a célula localizada na coluna C, na oitava linha.

Um dos motivos para utilizar as planilhas eletrbnicas para o ensino de
Matematica Financeira ndo é apenas o calculo rapido e preciso, mas também
contribuir para a redugéo do tempo gasto com calculos repetitivos e ja conhecidos. A
planilha eletrdnica nos permite solucionar problemas complexos, apresentando
resultados de forma imediata para analise e tomadas de decisao.

Vale mencionar que um outro recurso tecnolégico para resolver problemas
financeiros é a calculadora HP 12C, que é a calculadora financeira mais usada no
Brasil. Porém, seu uso em sala de aula, torna-se inviavel devido seu custo financeiro
ser expressivo. Portanto neste trabalho, optaremos pela utilizagdo da planilha do
Excel.

Nos capitulos anteriores, pudemos perceber o quanto varias férmulas
precisam ser aprendidas e, consequentemente, aplicadas para resolver um
problema de matematica financeira. Veremos na sec¢ao 4.2, como alguns problemas
podem ser facilmente resolvidas por meio das planilhas do Microsoft Excel.

4.2 Sugestoes de Atividades com a Utilizacao das Planilhas do Excel no
Estudo da Matematica Financeira

Primeiramente, apresentamos um pouco da histéria da matematica financeira,
com os alunos do 12 ano do Ensino Médio, motivando-os e fazendo-os refletir sobre
0 conceito de juros.

Posteriormente foram apresentados alguns conceitos basicos sobre a planilha
do Excel conforme citado na sec¢ao anterior.

Relataremos a seguir algumas atividades que foram desenvolvidas em sala

de aula com alunos do 1° ano do Ensino Médio utilizando a planilha do Excel.

Atividade 1- Calculando juros e Pagamentos
Conhecimentos prévios: Nocbes basicas de informatica, taxa de juros e
financiamento.
Material: Anexo |, projetor multimidia e planilha do Excel.
Publico alvo: alunos do 1° ano do Ensino Médio.

Tempo de desenvolvimento: 2 (duas) aulas de 50 minutos cada.
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Objetivos: Resolver problemas financeiros que envolvam célculo de taxa de juros e
valor das parcelas de um financiamento utilizando a planilha do Excel.

Problema 1.1: Paulo deseja comprar um refrigerador, verificou em determinada loja
0 anuncio abaixo:

Figura 4.1: Anuncio Comercial de Refrigerador

Paulo ndo tem condi¢des financeiras de efetuar o pagamento a vista, mas tem
a possibilidade de realizar um empréstimo consignado com taxas de juros de 2% ao
més. Com base nas informagbes do texto apresentado e utilizando a planilha do
Excel responda as questdes:

a) Qual a taxa de juros cobrado pela loja no parcelamento em 18 vezes?

b) Se Paulo tomar o empréstimo consignado também em 18 vezes, qual o

valor da parcela mensal?

c) Qual a melhor op¢ao de financiamento para Paulo?
Desenvolvimento: Primeiramente foi entregue a cada aluno o Anexo |, e na
sequencia resolvemos com os alunos o problema 1 de forma coletiva com a
utiizagdo de um projetor multimidia. Seguimos os seguinte passos descritos na
sequéncia, esclarecendo as possiveis duvidas e revisando 0s conceitos
matematicos.

a) Na planilha do Excel clicar em férmulas, em seguida na tecla do menu f,,

Com esta operacao aparecera a tela:



=
Inserir fungdo

RA=)

Procure por uma funcdo:

Selecione uma funcao:

HIPERLINK

CONT.MUM

Digite uma breve descricdo do que deseja fazer e cligue em 'Ir'| E

Ou selecione uma categoria: | Mais Recentemente Usada

=]

PGTO(taxa;nper;vp;vi:tipo)

taxa de juros constantes.

Ajuda sobre esta funcdo

Calcula o pagamento de um empréstimo com base em pagamentas & em uma

QK

] [ Cancelar

—

Figura 4.2: Tela do Excel — inserir fungao

como mostra a tela a seguir.

7
Inserir fungdo

ER=)

Procure por uma funcdo:

Selecione uma funcdo:

TANA
SOMA
MEDIA

SE
HIPERLINK
CONT.NUM

Digite uma breve descricdo do que deseja fazer e clique em Tr' [Z]

Ou selecione uma categoria:

Mais Recentemente Usada

PGTO(taxa;nper;vpvi:tipo)
Calcula o pagamento de um
taxa de juros constantes.

Ajuda sobre esta funcdo

Mais Recentemente Usada
Tudo

Data e Hora

Matematica e Trigonométrica
Estatistica

Pesquisa e Referéncia

Eanco de Dados

Texto

Logico

Informacdes

Engenharia

-—

T LOS 8 Bm uma

| ok

] ’ Cancelar

—

Figura 4.3: Tela do Excel — inserir fungdo

Em seguida selecione a fungdo TAXA e clique OK.

71

Cligue na seta a direta de “Mais Recentes Usada” e clique em Financeira,
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Aparecera a caixa de diadlogo e sera necessario preencher com os dados dos
problemas.

Nper: nimero total de pagamentos;

Pgto: valor das prestacdes;

Vp: valor presente, com sinal contrario ao do pagamento. Se Vp é preenchido

Vf deve ficar em branco.

Vi: valor futuro, com sinal contrario ao pagamento. Se Vf & preenchido Vp
deve ficar em branco.

Tipo: é o numero 0 ou 1, conforme pagamentos sejam postecipados ou
antecipados. Se for deixado em branco, o Excel assumira 0, considerando

pagamentos postecipados.

Observacao: O Excel trabalha com a “légica do contador”, na qual os pagamentos e

0S recebimentos devem ter sinais contrarios, logo se o valor das prestacoes é

positivo, o valor presente obrigatoriamente deve ser negativo.

7

Argumentos da fungio | ? %1
TAXA
Nper |13 |E| = 18 =
Pgto | 99,80 |E| = 993
Vp |-1099 [ = -1099 I3
Vi (] =
Tipo |E—i| = I / -

= 0,057760845

Retorna a taxa de juros por periodo em um empréstimo ou investimento, Por exempla, use 6%/4 para
pagamentos trimestrais a uma taxa de 6% TPA.

Vp é owvalor presente: a quantia total atual de uma série de pagamentos
futuros,

Resultado da farmula = 0,0577605845

Ajuda sobre esta funcio | K | | Cancelar

Figura 4.4: Tela do Excel — argumentos da fungao

Portanto, a taxa de juros cobrado pela loja é de aproximadamente 5,7% ao més.

b) Na planilha do Excel clicar em féormulas e em seguida na tecla do menu f,.

Cligue na seta a direta de “Mais Recentes Usada” e clique em Financeira. Em
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seguida selecione a funcdo PGTO e clique OK. (Lembre-se que o valor
presente vp deve ser negativo)

Aparecera a caixa de dialogo e sera necessario preencher com os dados dos

problemas.
Argurmentas da fungio |i|ihj
PGTO

Taxa 2% [®] = 002
Nper |13 (=] = 18

vp | jose [f#] = 00

vE ] =

Tipao |E| =5

= 73,30561025
Calcula 0 pagamento de um empréstimo com base em pagamentos e em uma taxa de juros constantes,

Vp & ovalor presente: a quantia total atual de uma série de pagamentas
futuraos,

Resultado da farmula = 73,30561026

Ajuda sobre esta funcdo l OK ] | Cancelar

_—
Figura 4.5: Tela do Excel — argumentos da fungéo

Logo, se Paulo tomar o empréstimo consignado para pagar a vista o refrigerador

na loja sua parcela mensal sera de R$ 73,30.

c) Para Paulo € mais vantajoso o empréstimo consignado pelas condicdes
apresentadas, pois tera um economia mensal de R$ 99,80 — R$ 73,30 = R$
26,50.

Apo6s o desenvolvimento desta atividade, levamos os alunos para a sala de
informatica e propomos aos mesmos que em dupla, reproduzissem a atividade
anterior e resolvessem as situagdes problemas a seguir utilizando a planilha do

Excel.

Problema 1.2: (Exemplo 3.29 — Pagina 58) Um liquidificador custa R$ 120,00, é
vendido em 8 prestacoes mensais iguais, a primeira sendo paga um més apoés a
compra. Se os juros sao de 3% ao més, determine o valor das prestacoes.

Solucao esperada:
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I.-,'f'lrg umentos da fungio IM"'

PGTO
Taxa |3% fe| = 0,03
Nper |3 _ =
Vp 120 [E_y_,] = 1%
Vi | ﬁ = TRes
Tipa |0l Be| = 0

1709476666
Calcula o pagamento de um empréstimo com base em pagamentos & em uma taxa de juros constantes,

Tipo & um valor lagico: pagamento no inicio do periodo = 1; pagamento ao
final do periodo = 0 ou ndo especificado.

Resultado da formula = 1709476666

Ajuda sobre esta funcdo [ oK J ’ Cancelar

Figura 4.6: Tela do Excel — argumentos da fungao

Resposta: O valor das prestacbes com a primeira sendo paga um més apos a
compra é de R$ 17,09.

Problema 1.3: (Exemplo 3.30 — Pagina 59) Um liquidificador custa R$ 120,00, é
vendido em 8 prestacdes mensais iguais, a primeira sendo paga no ato da a compra.
Se os juros sao de 3% ao més, determine o valor das prestacoes.

Solucao esperada:

- - I " - r r » - - . B
Argumentos da fungdo lw

PGTO
Taxa 3% (6] = o003
vp 120 [E] = 120

VE [ i

Tipa |1] = -1
- 16,59686083

Calcula o pagamento de um empréstimo com base em pagamentos e em uma taxa de juros constantes.

Tipo & um valor [ogico: pagamento no inicio do periodo = 1; pagamento ao
final do periodo = 0 ou nao especificado,

Resultado da farmula = 16,59686083

Ajuda sobre esta funcdo [ oK ] I Cancelar

Figura 4.7: Tela do Excel — argumentos da fungao
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Resposta: O valor das prestacées com a primeira sendo paga um no ato da compra
é de R$ 16,60.

Problema 1.4: (Exemplo 3.24 — Pagina 52) Guilherme comprou um automével em
24 prestacoes iguais, sendo a primeira paga um més apds a compra, Cujo preco a
vista era de R$ 24000, 00. Se os juros sdo de 2% ao més, determine o valor das
prestagoes.

Solucao esperada:

-

Argumentos da fungido ? &2
PGTO

Taxa | 2% = 0,02

Nper |24 e = 24

Vp |-24000 = -24000

W Rz =
Tipo |0 FRs| = o0
= 1268,906334

Calcula o pagamento de um empréstimo com base em pagamentos e em uma taxa de juros constantes.

Tipoe € um valor logico: pagamento no inicio do periodo = 1; pagamento ao
final do periodo = 0 ou ndo especificado.

Resultado da formula = 1268,906334

Ajuda sobre esta funcdo oK ] [ Cancelar

Figura 4.8: Tela do Excel — argumentos da fungao

Resposta: O valor das prestacbes com a primeira sendo paga um més apos a
compra é de R$ 1268,90.

Problema 1.5: Calcule a taxa de juros cobrada no anuncio a seguir no pagamento

parcelado.
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iPhone 5C

por apenas

R$79 1:7: 1sals

?1 .4E-?ﬂvista (cada) u

IPhione 5¢
T de16CB

Figura 4.9: Anuncio Comercial — IPhone 5C

Observe que os pagamentos sdo postecipados, ou seja, um més apdés a compra
(0+23 mensais)

Solucao esperada:

[ Argumentos da fungio |M
TAXA
Mper |23 fRe| = 23 -
Pato |72 | = 7 :
Vp | 1487 | - -1se7 =
Wf B =
Tipo @ = -
= 0,017396375

Retorna a taxa de juros por penodo em um emprestimo ou investimento. Por exemplo, use 8%/4 para
pagamentos trimestrais a uma taxa de 6% TRA,

Vp & ovalor presente; a quantia total atual de uma série de pagamentos
futuros.

Resultado da formula = 0,017396375

Ajuda sobre esta funcao | DK | | Cancelar

Figura 4.10: Tela do Excel — argumentos da fungéo

Resposta: A taxa de juros cobrada no anuncio é de 1,74.

Avaliacao da atividade
Apbs o desenvolvimento dessas sequéncia de problemas ficou claro para os
alunos a facilidade de resolver problemas financeiros utilizando o Excel.
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Durante a realizagdo da atividade surgiram algumas duvidas quanto a
representagdo e a aproximagao dos valores em porcentagem, como por exemplo,
0,017396375 na forma decimal, pode ser representado também por 1,74%
multiplicando por 100 e aproximando a quarta casa decimal. Alguns alunos também
chegaram em respostas negativas por nao ter observado que o Excel usa a “légica
do contador”.

A avaliagcdo dos alunos se deu através da observacdo da participacao e
atitude durante o desenvolvimento da atividade.

Com relacdo a utilizacdo do Excel temos a dizer que o resultado foi
satisfatorio, pois grande parte dos alunos apresentam facilidade para aprender a

manusear instrumentos computacionais.

Nas préximas duas atividades iremos resolver as mesmas situagbes
problemas (Exemplo 3.29 - Pagina 58 e Exemplo 3.24 - Pagina 52,
respectivamente) para fins didaticos, possibilitando assim a comparacao entre os
dois sistemas de amortizacdo que serao propostos a seguir:

Atividade 2 - Sistemas de Amortizacao pelo SAC

As principais caracteristicas desse sistema sao:
e As amortizagdes sdo constantes;
e Os valores das prestacbes e dos juros vao diminuindo ao longo do

periodo.

Conhecimentos prévios: Nocoes basicas de informatica, célculo de porcentagens,
conceitos de amortizagao, financiamento, juros e divida e progressao aritmética.
Material: Anexo I, calculadora simples e planilha do Excel.

Publico alvo: alunos do 1° ano do Ensino Médio.

Tempo de desenvolvimento: 2 (duas) aulas de 50 minutos cada.

Objetivos: Construir planilhas de amortizacdo no SAC a partir de uma situacao
problema e identificar as principais caracteristicas deste tipo de financiamento
utilizando a planilha do Excel.

Desenvolvimento: Primeiramente disponibilizamos uma cépia do Anexo Il para
cada aluno distribuidos em dupla por computador. Antes do inicio da atividade
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fizemos uma explanacgéo sobre as principais caracteristicas deste tipo de sistema de
financiamento. Em seguida propomos aos mesmos que observem a resolugdo do
problema 2.1 e em seguida reproduza a mesma na planilha do Excel, e na
sequencia resolvam o problema 2.2 observando a resolugdo do problema 2.1.
Finalizando a atividade foi realizada uma discussdo sobre as principais
caracteristicas deste tipo de financiamento e sua principal aplicabilidade no
cotidiano.

Problema 2.1 - Um liquidificador custa R$ 120,00, é vendido em 8 prestacoes
mensais iguais, a primeira sendo paga um més apdés a compra. Se 0s juros sao de
3% ao més, construa uma planilha de amortizagao pelo sistema SAC.
Resolugao: Primeiramente devemos construir as primeiras linhas da tabela.
Usaremos as colunas A, B, C, D e E para, quantidade de pagamentos (K),
prestacao, amortizacao, juros e divida, respectivamente.

A amortizagdo é constante, igual a 120/8=15, logo a divida cai R$ 15,00 por
més. Portanto os valores iniciais da coluna da divida sao 120, 105, 90. Cada parcela
de juros é 3% da divida no més anterior. Assim as prestacées € a soma da

amortizacdo com os juros. Dai temos:
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Figura 4.11: Planilha do Excel
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Figura 4.18: Planilha do Excel

Apés isso, construiram uma tabela no sistema de amortizagdo pelo sistema

SAC no problema 2.2 a seguir:

Problema 2.2 - Guilherme comprou um automével em 24 prestacdes iguais, sendo a
primeira paga um més apds a compra, cujo preco a vista era de R$ 24.000, 00. Se
0s juros sao de 2% ao més, construa uma tabela de amortizagéo pelo sistema SAC.
Observacao: Antes de iniciar a construgdo da tabela no Excel, utilizando uma
calculadora, preencha as primeiras linhas da tabela a seguir:
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Figura 4.20: Planilha do Excel
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Avaliacao da atividade

Alguns alunos apresentaram dificuldade em realizar o preenchimento das
primeiras linhas da tabela, sendo solicitado o auxilio do professor em alguns
momentos, contudo todos os alunos conseguiram desenvolver a atividade.

Esclarecemos que este tipo de financiamento € muito utilizado no
financiamento habitacional onde os valor das parcelas sdo decrescentes e
reforcamos que observassem na planilha que as amortizagcées sao constantes e 0s
juros diminuem ao longo do periodo.

Observamos também que financiamento de veiculos e de eletrodomésticos
geralmente nao pelo sistema SAC, os problemas foram propostos apenas para fins
didaticos, pois financiamentos habitacionais sdo em geral em grandes periodos,
como por exemplo 300 parcelas, que dificultaria a construcéo da planilha e o objetivo
da atividade. Porém, deixamos como desafio que simulassem um financiamento
habitacional.

Concluimos que os alunos ficaram motivados e participaram de forma

satisfatoria da atividade.

Atividade 3 - Sistema de Amortizacao Francés ou Sistema Price

Este sistema é também conhecido como Tabela Price. As principais
caracteristicas desse sistema sao:
e Os pagamentos sé@o constantes;
e (O valor das amortizacoes é crescente;
e O valor dos juros é decrescente.
Nesta atividade reproduzimos as mesmas situacdes problemas da atividade anterior,

com o objetivo comparar os dois sistemas de amortizacao.

Conhecimentos prévios: Nocdes basicas de informatica, calculo de porcentagens e
conceitos de amortizagdo, financiamento, juros e divida.

Material: Anexo Il e planilha do Excel.

Publico alvo: alunos do 1° ano do Ensino Médio.

Tempo de desenvolvimento: 2 (duas) aulas de 50 minutos cada.
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Objetivos: Construir planilhas de amortizagdo no sistema PRICE a partir de uma
situacdo problema e identificar as principais caracteristicas deste tipo de
financiamento utilizando a planilha do Excel.

Desenvolvimento: Primeiramente disponibilizamos uma cépia do Anexo Il para
cada aluno distribuidos em dupla por computador. Antes do inicio da atividade
fizemos uma explanacgao sobre as principais caracteristicas deste tipo de sistema de
financiamento. Em seguida propomos aos mesmos que observem a resolucdo do
problema 3.1 e em seguida reproduza a mesma na planilha do Excel, e na
sequéncia resolvam o problema 3.2 observando a resolugdo do problema 3.1.
Finalizando a atividade foi realizada uma discussdo sobre as principais
caracteristicas deste tipo de financiamento e sua principal aplicabilidade no
cotidiano.

Problema 3.1 - Um liquidificador custa R$ 120,00, é vendido em 8 prestacoes
mensais iguais, a primeira sendo paga um més apdés a compra. Se 0s juros sao de
3% ao més, construa uma planilha de amortizacao pelo sistema Price.

Para construcdo da planilha usaremos as colunas A, B, C, D e E para,
quantidade de pagamentos (K), prestacdo, amortizacdo, juros e divida,
respectivamente, seguimos 0s seguintes passos:

1°) Primeiramente devemos calcular o valor da parcela. Marcamos na célula
na qual queremos que o resultado apareg¢a, no caso B3, entdo basta utilizar o
comando fy (Ver problema 1.2 da atividade 1).
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Clique em OK, aparecera na célula B3 o valor R$ 17,09.

PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS
2 AutoSoma ~ Ligica~ E Pesquisa e Referéncia = )
X =
Usadas Recentermente = Texto - |ﬂ Maternatica e Trigonometria ~
Financeira = lgData eHora~ |!Ma|s Fungdes -

Biblioteca de Funcées

Inserir
Fungao

B3 =PGTO(3%;8;-120;0)

A B C D E F G H

REVISAO  BXIBIGAQ
=] Definir Nome =

“fl Usar em Férmula

Gerenciador
de Nomes [ Criar a partir da Selegio

Momes Definidos

FOXIT READER PDF

o .
#3o Rastrear Precedentes @ Mostrar Farmulas

o
olf

& Remover Setas -

Rastrear Dependentes 0 Verificagdo de Erros ~

@Avahar Férmula

Auditoria de Férmulas

=

p=a=]
Janela de
Inspecio

Opgdesc
Calculo

Calcu

K Prestagdo Amortizacdo Juros Divida

17,09.

W W Mo bW e
N e R W D

D R I R
BFW NP OD®NO W E WM O

)
)

Planl ®

Figura 4.22: Planilha do Excel
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2°) No periodo “zero”, que corresponde ao momento inicial do financiamento,
nao ha qualquer prestacdo a pagar, tendo em vista que a primeiro pagamento ou
prestacao sera paga na data 1, entdo na célula E2 digitamos o valor da divida, como

mostra a seguir:
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Figura 4.23: Planilha do Excel

3°) Agora vamos preencher a linha que corresponde ao primeiro periodo da
planilha de amortizacao.
A célula de juros, D3, sera determinada digitando =0,03*E2, assim:
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Figura 4.24 Planilha do Excel

Basta teclar ENTER, temos:
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O valor da amortizacao sera determinado efetuando, na célula C3 digitando
=B3-D3.
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Clicando ENTER, temos:
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Fungdo |E] Financeira = |8 Data e Hora = |B Mais Funcées ~ de Nomes £ Crisr a partir da Selecio 1% Remover Setas - (%) Avaliar Formula Inspecie  Caleul

erificagdo de Erros ~

Biblioteca de Funcées Nomes Definidos Auditoria de Farmulas Cal

A B C D E F G H I J K L M N Q [ Q
K Prestagdo Amortizagdo Juros Divida
0 120,00
1 17,09 13,49 3,60

Planl (] ]

Figura 4.27: Planilha do Excel

Por fim devemos calcular o valor da divida no pagamento 1. Este valor sera
colocado na célula E3 digitando =E2-C3.
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. Z AutoSoma E Lagica ~ @ Pesquisa e Referéncia - — Definir Nome ~ E:“ Rastrear Precedentes Mostrar Farmulas m

= 3
Janelade  Opgées
Inspegio  Calculo

Inseri Usadas Recentemente = Texto = |El Matematica e Trigenometria = s ol fx Usar em Farmula =% Rastrear Dependentes /8 Verificagio de Erros =
nserir erenciador
Fungio IE Financeira - I8 peta e Hora = | Mais Funcoes - de Momes [ Criar a partir da Selecio  [% Remover Setas ~

Biblioteca de Fungdes Momes Definidos Cala

F19

A B C D E F G H 1 J K L M N (o] P Q
K Prestacdo Amortizagio Juros Divida
0 120,00
17,09 13,49 3,60 106,51

Planl (O] ]

Figura 4.28: Planilha do Excel

Esta determinada a primeira linha da planilha PRICE. O restante basta clicar
nas quatro células preenchidas desta linha e puxar o cursor até a oitava linha no

caso do problema dado.

PLWIe)  PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAQ EXIBICAQ FOXIT READER PDF

fx > AutoSema - Légica = |EY Pesquisa e Referéncia - =y ElDefinir Nome - F:o Rastrear Precedentes ] Mostrar Férmulas h
] o

i Usadas Recentemente = Texto - @ Matematica e Trigonometria = s , fx Usar em Férmula =7% Rastrear Dependentes ] Verificagdo de Erros + ) 6"@| o
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Figura 4.29: Planilha do Excel
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2 0 120,00
3 1 17,09 13,49 3,60 106,51
4 2| 17,09 13,90 3,20 92,61
5 3 17,09 14,32 2,78 78,29,
6 4 17,09 14,75 2,35 63,54
7 5 17,09 15,19 1,91 48,35
8 6| 17,09 15,64 145 32,71
9 7| 17,09 16,11 0,98 16,60
10 8| 17,09 16,60 0,50 0,00
11 =H
12
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Planl ()] [l

Figura 4.30: Planilha do Excel

Seguindo os passos do problema 1, construa uma tabela no sistema de amortizacao
pelo sistema PRICE no problema 2.

Problema 3.2 - Guilherme comprou um automével em 24 prestacdes iguais, sendo a
primeira paga um més apds a compra, cujo preco a vista era de R$ 24.000, 00. Se
0s juros sao de 2% ao més, construa uma tabela de amortizacado pelo sistema
PRICE.
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4 2 126891 804,68 464,22 22406,41
5 3 126891 820,78 448,13 21585,63
6 4 128891 837,19 431,71 2074844
7 5 126891 853,94 414,97 19894,50
8 6 126891 871,02 397,89 18023,48
9 7 128891 888,44 380,47 1813505
10 8 126891 906,21 362,70 1722884
1 9 126891 924,33 344,58 1630451
12 10 126891 942,82 326,09 15361,70
13 11 126891 961,67 307,23 14400,02
14 12 126891 980,91 288,00 13419,12
15 13 126891 1000,52 268,38 12418,59
16 14 126891 1020,53 248,37 11398,06
17 15 126891 1040,85 227,96 10357,11 1
18 16 126891 1061,76 207,14 829535
19 17 126891 1083,00 18591 821235
20 18 126891 1104,66 164,25 710769
21 19 126891 1125,75 142,15 593094
22 20 126891 114929 119,62 483165
23 21 126891 117227 96,63 3659,38
24 22 126891 1195,72 73,19 246366
25 23 126891 121963 4927 124403
26 24 126891 1244,03 24,88 0,00
27 =H
28
Planl (O] q

Figura 4.31: Planilha do Excel

Avaliacao da atividade

No desenvolvimento da atividade os alunos mostraram-se bastante motivados
por se tratar de um tipo de financiamento mais frequente e apresentaram menos
dificuldades no seu desenvolvimento por ja terem adquirido certa maturidade apds
terem desenvolvido a atividade 2, portando, os alunos desenvolveram a atividade de
forma satisfatéria, com algumas dificuldades pontuais que foram sanadas pelo
professor.

Apbés uma analise na planilha, vemos que neste sistema, € paga uma
prestacao constante, de forma que uma parcela da prestacdo paga os juros e a
outra parcela amortiza parte do capital. A cada pagamento os juros diminuem e a
quota amortizada aumenta, visto que os juros sédo calculados sobre o saldo devedor.

Explicamos que este sistema é utilizado em empréstimos pessoais, obtencao
de eletrodomésticos, financiamento de veiculos entre outros que possuem parcelas
fixas.

Finalizando, propomos aos alunos que observassem que logo nas primeiras
prestagcdes sdo pagas grande parte de juros e as amortizacbes sao menores,

portanto € um sistema que ndao convém quitar, antes do término do financiamento.
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Como conclusdo, podemos notar que os alunos ficaram motivados e

participaram de forma satisfatéria da atividade.
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CONCLUSOES

A utilizacao de recursos tecnolégicos em sala de aula é o grande desafio da
atualidade, especialmente para os professores de Matematica, pois além do dominio
das tecnologias exigem muita leitura e conhecimento tedrico.

Quando proporcionamos ao aluno uma nova forma de aprendizagem,
mostramos que ele pode realizar diversas agdes com 0s recursos tecnologicos
disponiveis, tornando as aulas mais atrativas e significativas e também Uteis a
realidade em que cada um vive, ou seja, tornando a matematica, uma ferramenta
interessante para o nosso dia-a-dia; desmistificando a ideia de que tal disciplina seja
apenas e tao somente algo que exista para tornar dificil a vida académica.

A utilizagado de softwares para ensinar Matematica, sem duvida, torna o
ambiente favoravel para a aprendizagem. O trabalho do professor deve ser
planejado e motivador para o aluno, o que implica em uma aprendizagem
desafiadora, fazendo com que o aluno possa pensar e partir de situacdes problemas
do seu cotidiano, utilizando das diversas ferramentas disponiveis por meio das
tecnologias, para a resolucédo do problema proposto.

A Educacao Financeira, aplicada aos diversos ramos da atividade econémica
representa um importante instrumento para auxiliar nas tomadas de decisées de
ordem pessoal. Assim, o aprendizado de Matematica Financeira proporciona ao
cidadao a possibilidade de compreensao e escolha adequada em caso de analise de
suas dividas, financiamentos, juros, dentre outros.

O Excel, como ferramenta proposta no desenvolvimento deste trabalho,
mostra de maneira eficiente, uma ferramenta (til para as aulas de Matematica e
insercdo na sala de aula; desde que bem planejada pelo professor. Pois, a
tecnologia sendo uma realidade nas escolas proporciona aos alunos um novo e
interessante ambiente de aprendizagem, visto que os alunos se interessam pelo
novo.

O desenvolvimento das atividades com o Excel foi satisfatéria em nossa
analise, pois os alunos mostraram-se motivados e aprenderam de forma significativa
durante o processo, mesmo aqueles que apresentavam dificuldades com a
Matematica. Isso porque, tais atividades praticas, permitram que eles
compreendessem o0s principais tipos de financiamentos para tomadas de decisdes
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de maneira racional, podendo identificar quanto estdo pagando de juros durante um
periodo de financiamento através das tabelas de amortiza¢ées, por exemplo.

Para o desenvolvimento deste trabalho, nos propusemos a estudar sobre a
Educacao Financeira no Ensino Médio. O estudo comecou a partir do Mestrado
PROFMAT, com o estudo da disciplina Matematica Discreta (MA12), posteriormente
com pesquisas nos livros indicados pelo programa e textos disponiveis na internet.

Durante o desenvolvimento do presente trabalho, ndo tivemos a intenséao de
direcionar ao estudo aprofundado da Matematica Financeira, tal qual ocorre em
cursos de Administracdo, Contabilidade e Economia, mas proporcionar ao aluno do
Ensino Médio a oportunidade de aprender o suficiente acerca desse tema e produzir
um material que podera servir para outros professores.

Vale considerar inclusive que, a principio, a intencao seria desenvolver um
trabalho direcionado ao estudo das probabilidades. No entanto, apds notar a
importancia da Matematica Financeira e suas aplicacdes para os estudos do Ensino
Médio, surgiu o interesse pelo desenvolvimento do presente trabalho, voltado a
facilitar o aprendizado dos alunos em um conteddo tdo importante quanto a
Matematica Financeira, utilizando para tanto recursos acessiveis, tais como as
planilhas do Excel.

Nesse contexto, para trabalhos a serem desenvolvidos futuramente, persiste
o interesse na utilizacéo da calculadora HP no estudo da Matematica Financeira, e a
trabalhos, também voltados ao Ensino Médio, que tragam como tema inclusive o
Estudo das Probabilidades, tal como pensado anteriormente.
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ANEXO |
Atividade 1- Calculando juros e Pagamentos

Problema 1.1 - Paulo deseja comprar um refrigerador, verificou em

determinada loja o anuncio a seguir:

Paulo nao tem condic¢des financeiras de efetuar o pagamento a vista, mas tem
a possibilidade de realizar um empréstimo consignado com taxas de juros de 2% ao
més. Com base nas informacdes do texto apresentado e utilizando a planilha do
Excel responda as questdes:
a) Qual a taxa de juros cobrado pela loja no parcelamento em 18 vezes?
b) Se Paulo tomar o empréstimo consignado também em 18 vezes, qual o
valor da parcela mensal?

c) Qual a melhor op¢ao de financiamento para Paulo?

Orientacao para realizacao da atividade:
a) Na planilha do Excel clicar em formulas e em seguida na tecla do menu

fx,» com esta operagao aparecera a tela:



=
Inserir fungdo

RA=)

Procure por uma funcdo:

Ou selecione uma categoria:

Selecione uma funcao:

HIPERLINK
CONT.MUM

Digite uma breve descricdo do que deseja fazer e cligue em 'Ir'| E

Mais Recentemente Usada

=]

PGTO(taxa;nper;vp;vi:tipo)

taxa de juros constantes.

Ajuda sobre esta funcdo

Calcula o pagamento de um empréstimo com base em pagamentas & em uma

| ok

][ Cancelar ]

—
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Cligue na seta a direta de “Mais Recentes Usada” e clique em Financeira,

como mostra a tela a seguir.

7
Inserir fungdo

A=)

Procure por uma fungdo:

Selecione uma fungdo:

TAXA
SOMA
MEDIA

SE
HIPERLINK
CONT.NUM

Qu selecione uma categoria:

Digite uma breve descricdo do que deseja fazer e clique em T’ [Z]

Mais Recentemente Usada

PGTO(taxa;nper;vpviitipo)
Calcula o pagamento de um
taxa de juros constantes.

Ajuda sobre esta funcdo

Mais Recentemente Usada
Tudo

Data e Hora

Matematica e Trigonométrica
Estatistica

Pesquiza e Referéncia

Banco de Dados

Texto

Logico

Informacgdes

Engenharia

-

T [05 2 2m uma

| ok

] ’ Cancelar

—

Em seguida selecione a fungdo TAXA e clique OK.

Aparecera a caixa de diadlogo e sera necessario preencher com os dados dos

problemas.

Nper: niumero total de pagamentos;

Pgto: valor das prestacdes;
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Vp: valor presente, com sinal contrario ao do pagamento. Se Vp é
preenchido Vf deve ficar em branco.

Vi: valor futuro, com sinal contrario ao pagamento. Se Vf é preenchido
Vp deve ficar em branco.

Tipo: é o numero 0 ou 1, conforme pagamentos sejam postecipados ou
antecipados. Se for deixado em branco, o Excel assumira 0, considerando
pagamentos postecipados.

Observacao: O Excel trabalha com a “légica do contador”, na qual os pagamentos e

0sS recebimentos devem ter sinais contrarios, logo se o valor das prestacoes é

positivo, o0 valor presente obrigatoriamente deve ser negativo.

[

Argumentos da fungdo |2 e nd i
TAXA
Nper || B = : -
Pgto [F| =
Vp E = =
vE | =
Tipo |E| = =

Retorna a taxa de juros por periodo em um empréstimo ou investimento. Por exemplo, use 8%/4 para
pagamentostrimestrais a uma taxa de 6% TPA,

Mper & o namero total de periodos de pagamento em um empréstimo ou um
investimenta,

Resultado da farmula =

Ajuda sobre esta funcdo [ QK l | Cancelar

Portanto, a taxa de juros cobrado pela loja € de aproximadamente ao
meés.

b) Na planilha do Excel clicar em féormulas e em seguida na tecla do menu
f,- Clique na seta a direta de “Mais Recentes Usada” e clique em
Financeira. Em seguida selecione a funcdo PGTO e cliqgue OK.
(Lembre-se que o valor presente vp deve ser negativo)
Aparecera a caixa de diadlogo e sera necessario preencher com os dados dos
problemas.
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T I| N
Argumentos da fungdo M

PGTO
Taxa @ =
Nper | E[ =
Vp @ =
i | = nim
Tipo _r-._: =

Calcula o pagamento de um empréstimo com base em pagamentos @ em uma taxa de juros constantes,

Taxa ¢ ataxa de juros por periodo de um empréstimo. Por exemplo, use
6%/4 para pagamentos trimestrais a uma taxa de 6% TPA,

Resultado da formula =

Ajuda sobre esta funcdo l Ok ]I Cancelar |

L

Logo, se Paulo tomar o empréstimo consignado para pagar a vista o refrigerador

na loja sua parcela mensal sera de R$

s

c) Para Paulo é mais vantajoso pelas condicdes

apresentadas, pois tera um economia mensal de R$

Observando as orientacoes para resolver o Problema 1.1, resolva os demais
problemas:

Problema 1.2 - Um liquidificador custa R$ 120,00, é vendido em 8 prestacdes
mensais iguais, a primeira sendo paga um més apdés a compra. Se 0s juros sao de

3% ao més, determine o valor das prestagées.

e | .
Argumentos da fungdo M

PGTO
Taxa @ =
Nper | EI =
vp B =
Vi | =
Tipo _,-_,_: =

Calcula o pagamento de um empréstimo com base em pagamentos & em uma taxa de juros constantes,

Taxa ¢€ ataxa de juros por periodo de um empréstimo. Por exemplo, use
6%/4 para pagamentos trimestrais a uma taxa de 6% TPA.

Resultado da formula =

Ajuda sobre esta funcio l OK ] [ Cancelar

b

Resposta:
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Problema 1.3 - Um liquidificador custa R$ 120,00, é vendido em 8 prestacoes
mensais iguais, a primeira sendo paga no ato da a compra. Se 0s juros sao de 3%
ao més, determine o valor das prestagdes.

r I| -
Argumentos da funcio M

PGTO
Taxa E'ﬁ_ =
Nper . E‘f =
vp [ -
vi B =
Tipo ﬁ =

Calcula o pagamento de um empréstimo com base em pagamentos e em uma taxa de juros constantes,

Taxa ¢ ataxa de juras por periodo de um empréstimo. Por exemplo, use
6%/4 para pagamentos trimestrais 3 uma taxa de 6% TPA.

Resultado da farmula =

Ajuda sobre esta funcag [ OK ] [ Cancelar

b

Resposta:

Problema 1.4 - Guilherme comprou um automével em 24 prestacdes iguais, sendo a
primeira paga um més apés a compra, cujo preco a vista era de R$ 24000, 00. Se os
juros sédo de 2% ao més, determine o valor das prestacoes.

4 | .
Argumentos da fungdo M

PGETO
Taxa | =
vp (Bl -
Vi ool =
Tipo =

Calcula o pagamenta de um empréstimo com base em pagamentos & em uma taxa de juros constantes,

Taxa € ataxa de juros por periodo de um empréstima, Por exemplo, use
6%/4 para pagamentos trimestrais a uma taxa de 6% TPA.

Resultado da formula =

Ajuda sobre esta funcdo [ oK ] [ Cancelar

E +
Resposta:
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Problema 1.5 - Calcule a taxa de juros cobrada no anuncio a seguir no pagamento

parcelado.
iPhone 5C
por apenas
- R$79 s
" o ﬁsl .45?1?“5@ (cada) %

IPhione 5
i de 16CHE

Observe que os pagamentos sdo postecipados, ou seja, um més apdés a compra

(0+23 mensais)

Argumentos da fungdo | 7 || |

TAXA
Nper | R A
Pato |§'ﬁ =
Vo B i
Ui Bl =
Tipo E = -

Retorna a taxa de juros por periodo em um empréstimo ou investimento. Por exemplo, use 6%/4 para
pagamentos trimestrais a uma taxa de 6% TPA,

Mper € o numero total de periodos de pagamento em um empréstimo ou um
investimentao.

Resultado da formula =

Ajuda sobre esta funcdo QK ] | Cancelar

[

Resposta:
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ANEXO Il
Atividade 2 - Sistemas de Amortizacao pelo SAC - Sistema de
Amortizacao constante
As principais caracteristicas desse sistema sao:
e As amortizacbes sdo constantes;
e Qs valores das prestacbes e dos juros vao diminuindo ao longo do

periodo.

Observe a resolucdo do problema 2.1 e em seguida reproduza a mesma na
planilha do Excel.

Problema 2.1 - Um liquidificador custa R$ 120,00, é vendido em 8 prestacdes
mensais iguais, a primeira sendo paga um més apdés a compra. Se 0s juros sao de

3% ao més, construa uma planilha de amortizagéao pelo sistema SAC.

Resolugcao: Primeiramente devemos construir as primeiras linhas da tabela.
Usaremos as colunas A, B, C, D e E para, quantidade de pagamentos (K),
prestacao, amortizacao, juros e divida, respectivamente

A amortizacdo é constante, igual a 120/8=15, logo a divida cai 15 por més.
Portanto os valores iniciais da coluna da divida sdo 120, 105, 90. Cada parcela de
juros é 3% da divida no més anterior. Assim as prestacoes é a soma da amortizagao

com os juros. Dai temos:
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A B C D E
K Prestacdo Amortizacdo Juros Divida
o 120,00
1 18,60 15,00 3,60 105,00
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Como no SAC, as colunas formam uma progressao aritmética, basta marcar
as colunas e arrastar o mouse para baixo, depois de ter posicionado o mouse no

canto direito inferior, como mostra nas ilustragbes a seguir:

INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAO EXIBICAQ FOXIT READER PDF

= E—|. 2= = Bolnserit - - A

- 2]
=3 Geral " B = E’ bl - m‘ zY H
B - E'- 95 00 4 fg Formatagio Formatar como Estilosde Classificar Localizare

Condicional~  Tabela~  Célula~ [E1Formatar~ &~ ¢ Fijrar~ Selecionar~

Area de Transferéncia Fonte [ Alinhamento ] Mimero ] Estilo Células Edicda

A2 o

A B C D E F G H I J K L M N o P Q
Prestagio Amortizagdo Juros Divida
] 120,00
1 18,60 15,00 3,60 105,00
2l 1815 15,00 3,15 90,00

=

Wom N B W R e

B ORg RD ORI R RS R R R R e
[ = v e = L PR R ST T RSN IV AT S <

Planl (O] 4



EXIBICAQ

™ Er—

Klar NIS- e B Beogom W
- Condicional =

REVISAQ FOXIT READER PDF

7

E'j,‘ T
= -4
Formatagdo Formatar como Estilos de

Tabela~
£ Estilo

FORMULAS

LAYOUT DA PAGINA

PAGINA INICIAL DADOS

%
By -
]

INSERIR

Calibri

e

&

Célula ~

Area de Transferéncia & Fonte & Alinhamento ] Numero

A2 o

A B C D E F G H I J K L M

&= Inserir -
E" Excluir -

(= Formatar -

Células

> -
-

& -

106

A
FAGE |
Classificar Localizar e

e Filtrar = Selecionar =

Edicao

K Prestagio Amortizagdo Juros Divida

120,00
105,00
90,00

18,60
18,15

15,00
15,00

3,60
3,15

W~ RWw R

0
z
2
3
4
3|
6
7

Planl @

EXIBICAQ
=

'|II =3 |Nﬂmero -

L e
NI S- - D-A- = == BH- - %o
r Condicional =

PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAQ FOXIT READER PDF

I i

E.s:“
Formatagao Formatar como Estilos de
Tahela~ Célula~
Estila

Celibri

Area de Transferéricia 1 Fonte £l Alinhamento N MNumera e}

E2 120

A B C D | E F G H I ] K L M

E‘“Insew *
E" Excluir ~

= Formatar -

Células

> -
-

@~

A
FAGEN |
Classificar Localizar e

e Filtrar = Selecionar -
Edicio

-
=

'Prestagio Amortizagio luros Divida

UI‘N

18,60
18,15

15,00
15,00

3,60]
3,15|

BEwe o - ns
- N R R AR =Y

| Plani )




PAGINAINICIAL  INSERIR  LAYOUT DAPAGINA  FORMULAS  DADOS  REVISAQ EXIBIGAQ FOXIT READER PDF

Ty emi e a ks S=EHe & B B B

107

2 4y

) E"‘ Excluir -~ ’ .
Colar — i i v «0 00 Formatagdc Formatar como Estilos de Classificar Localizar e
. ~ N I 5 - - h-A- = == B Eoonom G CUHdICIU!’s13|' Tabela - Célula ~ E Fomatar- £ - eFiltrar = Selecionar -
Area de Transferéncia Fonte [ Alinhamento [ Nimero [ Estilo Células Edicio
D3 3,6
A B C | D E F G H 1 J K L M N o] p Q
1 K Prestagdo Amortizacio Juros Divida
2 0 120,00
3| 1 18,60 15,00 105,00
4 2 18,15 15,00 3,15] 90,00
5 3 75,00
] 4 60,00
7 3 43,00
8 6 30,00
9 7 15,00
10 8 0,00
11
1z
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
Planl (O] |
PAGINAIMICIAL  INSERIR  LAVOUTDAPAGINA  FORMULAS ~ DADOS  REVISAO  EXIBICAD  FOXIT READER PDF
T h ks ==y e | B P Fmc 204
A CT— o B [ 7 o 2 by
Colar « NI 5- - . A' == = E . = 9, 000 (_\53 :)93 Furrr}a.tag'a'u Formatar como Est}lusde e . - C\a.sslflcar Localizar e
- Condicional *  Tabela~  Célula~ [EllFormatar— &~ e Fiitrar v Selecionar
Area de Transferéndia Fonte ] Alinhamento [ Numero ] Estilo Células Edicdo
D3 3,06
A B C | D E F G H 1 J K L M N o] P Q
1 K Presta¢do Amortiza¢do Juros Divida
2| 0 120,00
3| 1 18,60 15,00 3,60 105,00
4 2 18,15 15,00 3,15 90,00
5 3 2,70/ 75,00
6 4 2,25 60,00
7| 5 1,80 45,00
8 6 1,35 30,00
9 7 0,9( 15,00
10 8 0,45 0,00
11 =
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

Planl ® HE |




EXIBICAQ

108

PAGINA IMICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAD FOXIT READER PDF
‘D ‘?é | Calibri - A A= £ =2 MNirmero - E;‘ %‘:IHSEH[ " 2 - %‘Y H
By - Ermclir ~ @ C i
Colar - NI S- = &= 9= E w | Bl 9% 000 ‘,’o“ _,DE Formatagéo Formatar como Eit'\\os de| iu . . Classificar Localizar e
- Condicional~  Tabela - Celula~r [ Formatar =7 eFiltrar~ Selecionar~
Area de Transferéncia & Fonte ] Alinhamento F} Mmera [F] Estilo Células Edicdo
c3 15
A B € D E F G H 1 1 K L M N ] P Q
1K Prestagio Amortizagio Juros Divida
2 | o 120,00
3 | 1 18,60 15,00 3,60 105,00
4 2 18,15 3,15 90,00
5| 3 2,70 75,00
LB 4 2,25 60,00
7| 5 1,80 45,00
8 6 1,35 30,00
9 7 0,90 15,00
10 8 045 0,00
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
Planl ® [
PAGINAIMICIAL  INSERIR  LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS ~ DADOS  REVISAO  EXIBICAD  FOXIT READER PDF
TE fem  nkx ==EHe T H B e 2 iy M
Colar ar N T 5- - Iy, A' = = & 3= E . =2 95 000 t‘-ﬂg fS Formatagie Formatar como Estilos de %,, Buclur - Wl Classificar Localizar e
- Condicional = Tabela~  Célula~ [EJFormatar= &~ e filrar v Selecionar
Area de Transferéncia Fonte [ Alinhamento ] Mimero [ Estilo Células Edicdo
B3 18,6
A | B | C D E F G H 1 1 K L M N o] P Q
1 K Prestagio Amortiza¢do Juros Divida
2| 0 120,00
3| 1 18,60 15,00 3,60 105,00
4 2 18,15 15,00 3,15 90,00
5 3 17,70] 15,00 2,70 75,00
6 4 17,25] 15,00 2,25 60,00
7| 5 16,80 15,00 1,80 45,00
8 6 16,35 15,00 135 30,00
9 7 15,90 15,00 0,50 15,00
10 8 15,45 15,00 045 0,00
11 =
1z
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
Planl *® [4]



109

Seguindo os passos do problema 2.1, construa uma tabela no sistema de

amortizagao pelo sistema SAC no problema 2.2 a seguir:

Problema 2.2 - Guilherme comprou um automével em 24 prestacdes iguais, sendo a
primeira paga um més apds a compra, cujo preco a vista era de R$ 24.000, 00. Se
0s juros sao de 2% ao més, construa uma tabela de amortizagéo pelo sistema SAC.

Observacao: Antes de iniciar a construgdo da tabela no Excel, utilizando uma

calculadora, preencha as primeiras linhas da tabela a seguir:
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ANEXO Il

Atividade 3 - Sistema de Amortizacao Francés ou Sistema Price

Este sistema é também conhecido como Tabela Price. As principais
caracteristicas desse sistema sao:
e Os pagamentos sé@o constantes;
e (O valor das amortizacGes é crescente;

e (O valor dos juros é decrescente.

Problema 3.1 - Um liquidificador custa R$ 120,00, é vendido em 8 prestacoes
mensais iguais, a primeira sendo paga um més apdés a compra. Se 0s juros sao de
3% ao més, construa uma planilha de amortizagao pelo sistema Price.

Para construgao da planilha, seguimos 0s seguintes passos:

1°) Primeiramente devemos calcular o valor da parcela. Marcamos na célula
na qual queremos que o resultado aparega, no caso B3, entdo basta utilizar o
comando fy (Ver problema 2 da atividade 1).
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Cligue em OK, aparecera na célula B3 o valor R$ 17,09.
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2°) No periodo “zero”, que corresponde ao momento inicial do financiamento,
nao ha qualquer prestacado a pagar, tendo em vista que a primeira prestacao sera
paga na data 1, entdo na célula E2 digitamos o valor da divida, como mostra a
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3°) Agora vamos preencher a linha que corresponde ao primeiro periodo da
planilha de amortizagéo.
A célula de juros, D3, sera determinada digitando =0,03*E2, assim:
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Basta teclar ENTER, temos:
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O valor da amortizacdo serd determinado efetuando, na célula C3 digitando

=B3-D3.
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Clicando ENTER, temos:
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Por fim devemos calcular o valor da divida na época 1. Este valor sera

colocado na célula E3 digitando =E2-C3.
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Esta determinada a primeira linha da planilha PRICE. O restante basta clicar
nas quatros células preenchidas desta linha e puxar o cursor até a oitava linha no

caso do problema dado.
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Seguindo os passos do problema 3.1, construa uma tabela no sistema de

amortizacao pelo sistema PRICE no problema 3.2.

Problema 3.2 - Guilherme comprou um automével em 24 prestacdes iguais, sendo a

primeira paga um més apds a compra, cujo preco a vista era de R$ 24.000, 00. Se

0s juros sao de 2% ao més, construa uma tabela de amortizacado pelo sistema

PRICE.



