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Objetivos

A intencao dos autores com o presente trabalho é apresentar algumas sugestoes de
abordagem a respeito de nimeros complexos, assunto este apurado no ensino médio.
Também visa transparecer que esta matéria poder ser incluida na grade curricular de
maneira obrigatéria nao apenas de maneira opcional como argumenta os Parametros
Curriculares Nacionais (PNC’s). Os PCN’s dizem que tradicionalmente, a Matemdtica do
ensino médio trata da ampliacao do conjunto numérico, introduzindo os niumeros comple-
zos. Como esse tema isolado da resolugao de equagoes perde seu sentido para que 0S nao
continuardao seus estudos na drea, ele pode ser trabalhado na parte flexivel do curriculo
nas escolas.

O problema é que esta argumentacao abre margem para que ou o assunto nao seja
trabalhado, visto que o tempo é limitado, ou quando é possivel, o mesmo se limite ape-
nas as operacoes algébricas. Em virtude desse cenario apresentado, nosso trabalho visa
contribuir para algum tipo de mudanga no tratamento deste tema. Nesse sentido, da-
remos maior enfoque ao aspecto geométrico dos niimeros complexos, visto que trazem
propriedades interessantes e também promovem a revisao de alguns aspectos estudados

na geometria plana Euclidiana e também em coordenadas no plano.



Resumo

Inicialmente, este trabalho oferece um levantamento da histéria dos ntmeros com-
plexos, sua importancia atual e aplicagoes. Os nimeros complexos serao definidos bem
como sua estrutura algébrica, além de apresentarmos suas propriedades e também alguns
teoremas. Serao sugeridas atividades utilizando a sala da tecnologia das escolas, que po-
dem trazer um beneficio maior para a aprendizagem. Esta dissertacao tem como cerne o
aspecto geométrico dos nimeros complexos, dando uma justificativa de sua importancia
no ensino médio, tornando o ensino dos niimeros complexos atrativo para os alunos.

Palavras-chave: Numeros complexos, Conceito, Geometria.



Abstract

Initially, this work provides a survey of the history of complex numbers, their current
applications and importance. The complex numbers are going to be defined and their
algebraic structures presented, as well as some properties and theorems. Some activities
will be suggested using the laboratory at schools, what can bring a better benefit for
learning. The core of this dissertation is the geometric aspect of the complex numbers,
giving a justification of its importance at high school, making the teaching of complex

numbers more attractive for the students.

Keywords: Complex Numbers, Concept, Geometry.
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CAPITULO 1

Introducao

O surgimento dos numeros complexos remonta ao século XV I com a solucao de
equagoes algébricas de grau 3. Por volta do ano 1515, Scipione Del Ferro (1465 — 1526),
professor de mateméatica da Universidade de Bolonha, conseguiu encontrar a solucao da
equacao cubica utilizando provavelmente fontes arabes. Ele nao publicou nada a respeito,
confiando a descoberta a Antonio Fiori, um de seus discipulos. Por volta de 1535, Nicolo
Fontana de Brescia, mais conhecido como Tartaglia, (o Tartamudo) devido as lesdes em
sua face obtidas na sua infancia, declarou ter descoberto uma solucao algébrica para a
equacao cubica z2 + px? = n.

Acreditando que se tratava de uma mentira por parte de Tartaglia, Fiori langcou um
desafio a Tartaglia envolvendo equacoes ctibicas. Poucos dias antes da disputa Tartaglia
também obteve a solucao da ciibica x® + mz = n o que levou a ser vencedor nesta
disputa, pois sabia resolver dois casos de cubicas, enquanto Fior apenas um. Anos mais
tarde, Girolamo Cardano um génio, inescrupuloso que ensinava matematica e praticava
medicina em Milao conseguiu depois de muito esfor¢o persuadir Tartaglia a lhe mostrar
a solucao da cibica z3 + mx = n.

No ano de 1545 Girolamo Cardano langou a Ars Magna, um grande tratado em latim
de algebra e 14 estava a solugao de Tartaglia. Apds o lancamento Tartaglia protestou de
maneira veemente contra Cardano alegando que fora autor da descoberta, porém suas
justificativas foram rebatidas por Ludovico Ferrari um dos mais brilhantes discipulos
de Cardano, que afirmou que seu mestre recebeu informacoes de Del Ferro, através de
um terceiro personagem, ao mesmo tempo em que acusava Tartaglia de ter plagiado a
solugao de Del Ferro. E essa polémica prosseguiu, no qual Tartaglia com certeza se deu
por satisfeito de sair vivo. Como os personagens desta novela nem sempre colocaram a
verdade em primeiro plano, existem muitas variagoes desta mesma histéria nao sabendo

ao certo quem é o mocinho deste episéddio.

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCAO

A resolucao da ciibica 23 + mx = n estd descrita na Ars Magna (A Grande Arte) é

essencialmente a seguinte. Inicialmente, consideremos a identidade
(a—b)* + 3abla — b) = a® — b°.

Se pudermos escolher a e b de modo que 3ab = m e a® — b® = n, teremos x = a — b.

{ 3ab=m (1.1)

Resolvendo o sistema,

)
at—b=n

encontramos

R OO OO

Observe que da equagao 3ab = m, temos a = . Substituindo a = ¥ em a® — b* = n
segue que:
3
- =ns (%) — b =n e 271° 4+ 27nb* — m?* = 0.

Fazendo b® = y, temos 27y? 4+ 27ny — m® = 0. Assim, temos uma equacao do segundo

grau em y. Sendo que o discriminante é A = (27n)? + 4.27m?, teremos:

-5 G

Tomando y = —3 + (%)2 + (%)3 e tendo b = y, obteremos:

- {5 @ G

Desde que a® — b® = n, segue da igualdade anterior que

{5 GTCy

Portanto,

R OO ERIORON

Esta férmula dava uma solugao para muitas cuibicas, no entanto em alguns casos gerava
algumas aberragoes. Em sua obra L’Algebra Rafael Bombelli (1526 — 1572), discipulo de

Girolamo Cardano, chegou em uma dessas aberracoes quando aplicou a férmula apre-
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sentada na Ars Magna & equacao x® — 152 — 4 = 0 obtendo

v =24 VT2 - {/—2 4 V101

Claramente, Bombelli ficava incomodado com raizes quadradas de niimeros negativos
(dizia que eram inuteis e sofisticadas), porém, Bombelli operava livremente com elas,
aplicando as regras usuais da algebra. No seguinte caso, Bombelli utilizando a identidade
(a+b)3 = a®+ 3a%b + 3ab® + b e tomando na identidade a = 2 e b = /=1 mostrou que

2++V-1)P=2++/-121
e analogamente tomando a = —2 e b = v/—1 obteve
(=2 ++V—1)? = -2+ V/—121.

Portanto,

x:{’/2+\/ﬁ—€/—2+m
= e+ vaTp - Y2+ vy

= (2+vV-1)— (=24 V-1
= 4.

De fato 4 satisfaz a equacao 2® — 152 —4 = 0, alids, a equacao possui mais duas raizes
reais. Assim embora os matematicos deste tempo se sentissem desconfortaveis com raizes
quadradas de nimeros negativos continuavam a operar com elas. Bombelli trabalha-
va sistematicamente com a quantidade v/—1 que hoje chamamos unidade imaginéria e
representamos por i. Posteriormente Caspar Wessel (1745 — 1818), Jean Robert Argand
(1768 — 1822) e Johann Carl Friedrich Gauss (1787 — 1855) foram os primeiros autores
a notar a associacao, familiar, entre niimeros complexos e pontos do plano. Wessel e
Argand nao eram professores de matematica, Wessel era um agrimensor, nascido em
Josrud, Noruega, e Argand um guarda-livros, nascido em Genebra, Suica. Parece nao
haver duvida que a prioridade da ideia cabe a Wessel, com um artigo apresentado a Real
Academia Dinamarquesa de Ciéncias em 1797 e publicado nas atas dessa Academia em
1799. A contribuicao de Argand figura num artigo publicado em 1806 e mais tarde em
1814, apresentado nos Annales de Mathématiques de Gergonne. Mas o artigo de Wessel
permaneceu excluido do mundo matematico em geral até que foi descoberto por um
antiquario cerca de noventa e oitos anos depois de ter sido escrito. Foi entao publicado na
oportunidade do centendrio de seu primeiro aparecimento. Esse atraso no reconhecimento
geral da realizacao de Wessel explica por que o plano complexo recebe o nome de Argand

e nao de Wessel.
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A contribuigao de Gauss se encontra numa memoria apresentada a Sociedade Real de
Gottingen em 1831, posteriormente reproduzida em suas Obras Reunidas. Gauss assinalou
que a ideia bésica da representacao pode ser encontrada em sua tese de doutorado de
1799. A afirmacao parece procedente e explica por que o plano complexo frequentemente é
chamado de plano de Gauss. Porém, esta ideia ja estava latente na sugestao dada por Jonh
Wallis (1616 — 1703) ja em 1673, de que os nimeros imagindrios puros eram suscetiveis
de ser representados numa reta perpendicular ao eixo real. A simples ideia de considerar
as partes real e imaginaria de um nimero complexo como as coordenadas retangulares
de um ponto do plano fez com que os matematicos se sentissem muito mais a vontade
com os numeros imaginarios, pois esses numeros podiam ser efetivamente visualizados,
no sentido de que cada ntmero complexo corresponde a um tnico ponto do plano e vice
versa. Ver é crer, e ideias anteriores sobre a nao existéncia e o carater ficticio dos niimeros

complexos foram abandonados.

Com relacao as raizes enésimas de um numero complexo o jovem professor Roger
Cotes(1682—1716) do famoso trinity College de Cambridge conseguiu um resultado muito

importante que na nossa notacao moderna ficaria assim:

In(cos @ + isin 6)

Isso poderia ter levado & famosa "relacao de Euler”:
cosf +isinf
que no caso conduziria a ”férmula de De Moivre”:
(cosf + isinB)" = cos(nh) + isin(nh)

o que resolveria o problema de encontrar raizes.

Abraham De Moivre (1667 —1754) no ano de 1722, utilizando fatos que j& havia escrito
em 1707, obteve um resultado que implica na deducao da férmula que leva seu nome hoje,
embora tenha se limitado apenas a casos particulares e nunca tenha chegado a enunciar
ou demonstrar a férmula no caso geral. Essa tarefa coube a Leonhard Euler(1707 — 1754)
,que utilizando o trabalho de Cotes conseguiu provar a ”*”férmula de De Moivre’no caso
de n real. Com isso as raizes no campo dos complexos ficou definitivamente estabelecida
e acabou aquelas duvidas que rodeavam os matematicos da época, que acreditavam que
raizes de diferente ordem de ntiimeros complexos levariam a introducao de diferentes tipos

de complexos.

Coube ainda a Euler a interpretacao geométrica dos nimeros negativos que surgiu
com a representacao geométrica dos complexos. Euler, em 1748, formulou a identidade
e = cos(f) + isin(#) que deu significado aos logaritmos de ntimeros negativos, pois no

campo dos reais log, z sé tem significado quando z > 0,a # 1 e a > 0. Foi observado
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que os logaritmos de niimeros negativos sao nimeros imaginarios puros. Substituindo na

identidade de Euler # = 7 temos que:
€™ = cos(m) +i - sin(r) < In(e"™) = In(—1) < ir = In(-1).

Realmente FEuler conseguiu algo inédito, conseguiu unir a unidade imaginaria e o
nimero irracional numa mesma expressao. Anos mais tarde, Willian Rowan Hamilton
(1805 — 1865) deu um tratamento muito elegante aos nimeros complexos. Ele associou o
complexo x + yi com o par ordenado de niimeros reais (z,y). Hamilton mostrou que se
pode comecar com o plano, definir soma e o produto de pares ordenados de uma maneira
conveniente e acabar com algo idéntico aos niimeros complexos. Os estudantes da época
somavam e multiplicavam numeros complexos considerando que os nimeros complexos

fossem polinomios lineares, ou seja, a soma era feita da seguinte forma:

(21 + y18) + (22 + y2i) = (21 + 2) + (Y1 + 12)i

e a multiplicacao
(l’l + ylz) . (ZL’Q + ygl) = (.Ill’g — y1y2> + (ZElyg + ZEle)i.

Ora como um numero complexo x + yi fica inteiramente determinado pelos niimeros
reais x e y, ocorreu a Hamilton dar sua representacao de maneira desmistificada e simples
pelo par ordenado de nimeros reais (z, y). Definiu entao a igualdade de dois pares (z1,y1)
e (x2,y2) pelas condigdes x1 = x5 € y; = yo. A adigdo e a multiplicagao de tais pares foram
definidas por ele baseando-se na forma como era somado e multiplicado dois complexos,

pelos matematicos da época. Assim temos a soma e o produto da seguinte forma:
(@1, 91) + (22, 92) = (21 + T2, Y1 + Y2),

(x1,y1) - (22,y2) = (X122 — Y1Ya, T1Y2 + Y122).

Com essas definigoes, é facil mostrar que adi¢ao e a multiplicacao de pares ordenados
de niimeros reais sao comutativas e associativas e que a multiplicacao é distributiva em
relacao a adigao, assumindo-se obviamente que essas leis valham para a adicao e a mul-
tiplicagao usuais dos nimeros reais. Deve-se notar que assim que o sistema dos ntimeros
reais estd imerso no sistema os complexos. Isso significa que, identificando-se cada niimero
real a com o par correspondente (a,0) essa correspondéncia preserva a adi¢ao e a multi-

plicagao, pois temos:
(a,0) + (b,0) = (a +b,0) e (a,0)-(b,0)= (ab,0).

Na préatica, um nimero complexo da forma (r,0) pode ser substituido pelo nimero
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real r associado a ele. Para obter a forma antiga de um ntmero complexo, a partir de

Hamilton, notemos que todo niimero complexo pode ser escrito da seguinte forma:

(z,9) = (,0) +(0,y) = (z,0) + (3,0) - (0, 1) = = + s,

em que (0, 1) é representado pelo simbolo i e identificamos (z,0) e (y,0) com os nimeros

reais x e y. Finalmente, observamos que
i =(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

Dessa forma se eliminou a aura mistica que rodeava os niimeros complexos, pois nao
tem nada de complicado trabalhar com pares ordenados do plano. Este foi um grande

feito realizado por Hamilton.



CAPITULO 2

Representacao dos nimeros complexos

2.1 Representacao cartesiana
Seja R o conjunto dos nimeros reais. Consideremos o produto cartesiano R x R = R?,
R* ={(z,y);z € Rey e R},

isto é, R? é o conjuntos dos pares ordenados (z,y) em que x e y sao niimeros reais. Vamos

tomar dois elementos, (z1,y1) e (72, y2) pertencentes a R? e dar trés definicoes:

a) Igualdade: dois pares ordenados sdo iguais se, e somente se, suas coordenadas sao
iguais.

(x1,171) = (2, 42) © 1 = T2 € Y1 = Yo.

b) Adi¢ao: chama-se soma de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujos
primeiro e segundo termo sao, respectivamente,a soma dos primeiros e a soma dos

segundos termos dos pares dados.

(w1, 91) + (72, 92) = (21 + T2, Y1 + Y2).

¢) Produto: chama-se produto de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujo
o primeiro termo ¢é a diferenca entre o produto dos primeiros termos e o produto
dos segundos termos dos pares ordenados dados e cujo o segundo termo é soma dos

produtos do primeiro termo de cada par dado pelo segundo termo do outro.

(x1,y1) - (22,y2) = (X122 — Y1Ya, T1Y2 + Y122).

17



18 CAPITULO 2. REPRESENTACAO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Chama-se conjunto dos nimeros complezos, e representa-se por C, a colecao dos pares
ordenados de ntimeros reais para os quais estao definidas a igualdade, a adigao e mul-
tiplicacao de pares ordenados. Vamos representar cada elemento (z,y) € C, com z e y

nameros reais, pelo simbolo z. Deste modo,

z2€C& z=(x,y), sendo z,y € R.

2.1.1. Propriedades da adigao em C

Teorema 1 A operacao de adigao em C verifica as sequintes propriedades:
A1) (21 +22) + 23 =21+ (22 + 23), V 21,22 € 23 € C (propriedade associativa);
Ag) z1+ 20 =20+ 21, ¥V 21 e 25 € C (propriedade comutativa);
As) Je e C tal que z+e =2, V z € C (existéncia do elemento neutro);

Ay) 32 €C tal que z+ 2 =e, V z € C (existéncia do elemento simétrico);

Demonstragao:
Ay) Sejam 21, 22 € z3 nimeros complexos onde z; = (a,b), 2o = (¢,d) e z3 = (e, f), devemos
provar que

(214 22) + 23 = 21+ (22 + 23), V 21,20, 23.

De fato, como em R vale a propriedade associativa, temos:

(21 +22) + 23 = [(a,0) + (¢,d)] + (e, [) = (a+ b,c+d) + (e, f) = [(a +b) +e,(c+d) + f]
=la+ (c+e),b+ (d+ f)] = (a,b) + (c+e,d+ f) = (a,b) + [(¢c,d) + (e, )]
:Zl+(22+23)

Ay) Sejam z1, zo € C com 21 = (a,b) e z9 = (¢,d), devemos mostrar que z; + 23 = 29 + 21.
De fato,

21+ 20 = (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) + (a,b) = 20 + 2.

Asz) Seja z = (a,b) € C, devemos mostrar que existe e = (z,y) tal que z+e =z, V z € C.
Note que

at+zxr=a {JJZO
=

(a,b)+(l‘,y)=(a,b)®{ b+y=>h

y=0

Portanto, existe e = (0,0), denominado elemento neutro da adigado, que somado a

qualquer complexo z da como proprio resultado o z.
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Ay) Seja z = (a,b) € C, devemos mostrar que existe 2/ = (z,y) € C tal que
z+72 =e VzeC.

Impondo esta condicao, teremos

(a,b)—l—(x,y):((),())(:){ ate=0 @{ S

b+y =0 y=—b

Logo, existe z/ = (—a,—b), denominado elemento simétrico ou inverso aditivo, que

somado ao complexo z da como resultado o elemento neutro da adicao.

2.1.2. Subtragao em C

Sejam z; e 29 em C com z; = (a,b) e 25 = (¢,d), temos do Teorema 1 que existe

(inico) complexo z € C tal que z; + z = 2. De fato,
ntz=208(2+21)— 2 =2 — 21.
Desde que z+ (21 — 21) = 2+ € = 25 — 21 entdo z = z3 — 2. Ou seja,
z2=2zy—2 = (a,b) — (¢,d) = (a — ¢,b—d).

Esse nimero z € C é chamado de diferenca entre z; e z,.

Exemplo 1 Calcule a subtragio dos complezos abaizo: (6,4) — (8,2) = (6 — 8,4 —2) =
<_27 2)

2.1.3. Propriedades da multiplicacao C

Teorema 2 As operacoes de multiplicacao em C verificam as sequintes propriedades:
M) (z122)25 = z1(2223), V 21,22 € 23 € C (propriedade associativa) ;

M) 2129 = 2921, ¥V 21 € 2o € C (propriedade comutativa);

Ms) 3 e, € C tal que ze,, = 2, V 2z € C (existéncia do elemento neutro);

M,) 3 2 € C tal que z2' =e, Y z€ C, z# 0. (existéncia do elemento inverso)
Demonstragao:

M) Sejam zy, 29, z3 € C com z; = (a,b), z3 = (¢,d) e z3 = (e, f), devemos provar que

(2122)23 = 21(2223).
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De fato,

(@ b)(c.d)](e, ) = (ac — bd, ad + be) e, f)

(ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f — (ad + bc)e]
a(ce —bf) —b(de + cf),a(de + cf) + b(ce — df)]
= (a,b)(ce — bf,de + cf)

— (@B)[( d)(e, )] = 21(z225).

(2122)23

=
=
=

Ms) Sejam z1, 25 € C com 2, = (a,b) e zo = (¢,d), devemos mostrar que 2129 = 2927. De
fato,

2125 = (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc) = (ca — db, da + ¢b) = (¢, d)(a,b) = z221.
Ms3) Devemos provar que existe e, = (z,y) € C tal que
zem =2, V z=(a,b) € C.

Impondo esta condicao, teremos

— by = —1
(a,b)(z,y) = (a,b) & (ax — by, bz + ay) = (a,b) < ar —oy=a N T ‘

Portanto, obtemos e, = (1,0).
M,) Seja z = (a,b) € C, devemos mostrar que existe 2’ = (z,y) € C tal que
zz'=e, ¥ ze€ C—{(0,0)}.

Impondo esta condigao, teremos

ar —by =1 = 5%
(a,b)(x,y) = (1,0) ©{ <:>{ ) Iy

b:v—i—ay:() m

Logo, existe z’ chamado inverso multiplicativo de z.

2.1.4. Divisao em C

Dados os complexos z1 e 23, com z; = (a,b) # (0,0) e z2 = (¢,d), pelo Teorema 1
z
existe um tunico complexo z € C tal que z12 = 2. De fato, z = 22 € C é chamado de
21
quociente entre z9 € zq,

! i ! !
212 =29 2(212) = 2120 & ez = 2120 & 2 = z,29.
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Dai, segue que

Z (ac—i—cb ad—cd)

2 a2 + b2 a? +b?

Exemplo 2 Calcule

Resolucao:

(1,2)_<1 ) 3 -4\ /11 2
(3,4) 7 32442732442 ) \25725)°

2.1.5. Propriedade distributiva em C

Em C a operacao de multiplicagao ¢ distributiva em relagao a adicao, isto é, dados os

complexos z1, 29, 23 € C em que 21 = (a,b), 22 = (¢,d) e 23 = (e, f), tem-se
21(20 + 23) = 2120 + 2123, V 21,29,23 € C.
De fato,

a,b)[(c,d) + (e, f)] = (a,b)(c + e, d + [)

= [a(c+e) = b(d+ f),b(dc + e) + a(d + f)]

(ac — bd) + (ae — bf), (ad + bc) + (af + be)]
a,b)(c,d) + (a,b)(e, f)

= 2129 + 2123.

21(22 + 23) =

— o~

A.—|

2.2 Forma algébrica de um nimero complexo

2.2.1. Imersao de R em C

Vamos considerar o subconjunto R C C que é formado por todos os pares ordenados

cujo a segunda coordenada é zero, isto é:
R ={(z,y) € R?;y = 0}.

Consideremos agora a aplicagdo f : R — R que associa cada « € R ao par (z,0) € R.

Vejamos que a fungao f é bijetora e preserva as operadores de adi¢ao e multiplicagao.
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Figura 2.1: Imersao de R em C.

. Nesta fungao temos que o par (z,0) € R é o correspondente, segundo f, de z € R,

ou seja, f € sobrejetora;

. Dados z € Re 2’ € R, com = # 2, entdo os seus correspondentes (z,0) € R e
(2',0) € R, sao distintos, de acordo com a defini¢ao de igualdade de pares ordenados,

ou seja, f € injetora.

. A soma a+ b, com a,b € R, estd associada ao par (a + b,0) € R, que é a soma dos

pares (a,0) e (b,0), correspondentes de a e b, respectivamente. Logo,

fla+b)=(a+b,0)=(a,0)+ (b,0) = f(a) + f(b), (somaem C).

. O produto ab, com a,b € R, estd associado ao par (ab,0), que é produto dos pares

(a,0) e (b,0), respectivamente:

f(ab) = (ab,0) = (a,0)(b,0) = f(a)f(b), (produtoem C).

Devido a aplicacao f : R — R ser bijetora e conservar as operacoes de adicao e

multiplicacao, dizemos que R e R sao isomorfos, ou seja, estamos considerando que R e

R tem a estrutura de um espago vetorial. Neste caso, operar com (z,0) leva a resultados

analogos aos obtidos operando com x. Dai, podemos empregar a seguinte identificagao:

x=(z,0), Vo eR.

Aceita estd igualdade, temos em particular que 0 = (0,0), 1 = (1,0) e R = R.

Portanto, o corpo R dos reais passa a ser identificado com um subconjunto do corpo C

dos niimeros complexos:

RcC.
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2.2.2. Unidade imaginaria

Chamamos de unidade imagindria e indicamos por i o nimero complexo (0, —1). Note
que
ZQ = (07 1)(07 1) = (_170) = _17

isto é, a propriedade basica da unidade imaginéria é
i? = —1.

As poténcias de 7 apresentam um comportamento interessante. Vamos observar o que

acontece quando calculamos as sete primeiras poténcias de i.

i’ =1
it =i
it =—1
PP=i=(=1)-i=—i

Estas poténcias se repetem em ciclos de 4. De fato, temos que ™4 = " = .1 = "
Isso nos permite estabelecer uma regra para o calculo de poténcias de i. Agora para

calcular " basta dividir n por 4, e sendo r o resto da divisao, temos " = ¢". De fato,

=t = = (i) =10 =
Exemplo 3 Calcular i*°.

Resolucao: Como o resto da divisao de 50 por 4 é 2, temos que i*° =% = —1. n

2.2.3. Representacao algébrica
Dado um nimero complexo qualquer z = (x,y) temos que
z=(2,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (y,0)(0, 1),

isto é, apos identificacoes,

z =T+ yt.
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Logo, todo nimero complexo z = (x,y) pode ser escrito da forma z = z + yi, chamada

forma algébrica do nimero complexo.

O T

Figura 2.2: Representacao algébrica de um nimero complexo.

No plano cartesiano nimeros representados no eixo-z sao da forma (x,0) = z + 0.4,
isto é, sao numeros reais. Por este motivo o eixo-z das abcissas é chamado de eixo real.

Os complexos representados no eixo-y sao da forma (0,y) = 0 + yi. Esses complexos
sao chamados de niimeros imaginarios puros.

As coordenadas de = e y do complexo z = x + yi sd@o denotados, respectivamente,
por Re(z) e Im(z). Chama-se real todo nimero complexo cuja parte imaginaria é nula.
Chama-se imaginario puro todo niimero complexo cuja parte real é nula. Assim: z = x+0¢
éreal e w =0+ yi (y # 0) é imagindrio puro.

A forma algébrica z = z + yi é muito mais pratica que o par ordenado (z,y) na
representacao dos niimeros complexos, uma vez que ela facilita as operagoes. Vamos ver
como fica as defini¢oes para igualdade, soma e multiplicagao de complexos, usando a forma
algébrica.

e [gualdade: Os complexos a + bi e ¢+ di sao iguais se, somente se, a = ce b = d, em

particular, tem-se a + bi=0 se, e somente se, a =0 e b= 0.

e Soma: (a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+d)i, isto é, a soma de dois complexos forma um
complexo que tem parte real formada pela soma das parte real de cada complexo e

a parte imaginaria formada pela soma das partes imaginarias dos complexos dados.

e Multiplicagao: (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i, isto é, o produto de dois
nimeros complexos ¢ o resultado do desenvolvimento de (a + bi)(c+ di) , aplicando

a propriedade distributiva e considerando que 2 = —1 :

(a+bi)(c+di) = ac+ adi + bei + bdi* = ac + adi + bei — bd = (ac — bd) 4 (ad + be)i.
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Exemplo 4 Calcule as somas e os produtos dos nimeros complexos abaizo.
a) (243i)+(4—1i)=6+2i
b) 243i)—(4—1)=-2+4i
c) (2+430)(4—1i)=8—2i+12i — 3i* =11+ 10i

d) (2+30)2 =22 42230+ (3i)2 = =5 + 12

Definigao 1 Seja z € C, chama-se raiz quadrada de z, e denota-se \/z, a um nimero

complexo z, tal que
VZi=2,8 (3,)° =2
Exemplo 5 Considere a equagdo az? —bz+c=0 coma#0 e a,b,c € R. Se,

i) A =b*— 4ac > 0 entao temos duas raizes reais,

ii) A =0b? — 4ac < 0 entao temos raizes complexas conjugadas.

Resolucao: Observe que

2
A
az? +bz+c=0+— (z—l—i) = —.

2a 4q2
b\ 2
Seja z = x + yi e desde que (z + 2—> ¢ um numero real temos:
a
by 2 B
(rta) —v' =15 (2.1)
(z+2)y=0

Tendo em vista a segunda equagao em (2.1), se y = 0 e vale i)(A > 0) entdo z = x e da

primeira equacao em (2.1) concluimos que

b+ VA

z
2a
sao raizes.
A — b le i)(A < 0) entdo pod bt — VA Dai
gora, se x = —5- e vale i7)(A < 0) entao podemos obter que y = Y5—. Dai,
obteremos como raizes
b N |A| ~ b |A| .
z2=—— i1 e Z=-——— 1.
a 2a 2a 2a
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Exemplo 6 Resolva a equagdo 2> —2z+2 =0 em C.

Resolugao: Temos que,

—b+Vb*—4dac —(-2) (=2)2—-412 24+4-38 L4
Zz = g g g 7.
2.a 2.1 2

Para resolvermos o préximo exemplo vamos definir a raiz quadrada de um nidmero

complexo.
Exemplo 7 Encontrar as raizes quadradas de 3 — 41.

Resolucao: Queremos encontrar os complexos z = x + yi, x e y reais tais que 22 = 3 — 4i.
Ou seja,
22 = (z+yi)’ =2+ 2zyi — y* = 3 — 4i.

Para que esses complexos sejam iguais eles devem possuir as mesmas coordenadas. Dai,

segue que

2
Da identidade 22y = —4 tem-se y = ——, substituindo em 2> — y*> = 3 obtemos
x

z* — 3z — 4 = 0. Dai, temos 22> = 4 ou z? —1. Como z ¢ real, ocorre apenas duas

2
possibilidades: © = 2 ou x = —2. De y = ——, obtemos y = —1 ou y = 1, respectivamente.
x

Portanto, as raizes sao —2+1e —2 — 1.

2.2.4. Conjugado de um nimero complexo

Chama-se conjugado do complexo z = = + yi ao complexo z = x — yi. E facil ver que
complexos conjugados tém imagens simétricas em relacao ao eixo real.

Note que z.Z é um nimero real, pois,
2.z = (z+yi).(z —yi) = 2* — y%* = 2 + ¢
Exemplo 8 Determine o conjugado dos complexos abaixo.
1) z=24i=2z=2—1.

2) z=-3—4i=z=—3+4

2.2.5. Uso do conjugado na divisao

Para dividirmos niimeros complexos multiplicamos dividendo e divisor pelo conjugado

do divisor, o que tranforma o problema em uma divisao por um numero real. Observe
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z=x+Yi

Z=x—yi

Figura 2.3: Conjugado de um complexo.

que, dados z; = a+bi e z3 = ¢+ di com z; # 0 temos:

z c+di  (c+di).(a—bi) ca+db—cbi+adi ac+db ad—cb
21 a+bi (a+bi).(a—0bi) a — b%? A+ a2+ b2
2+ 31

Exemplo 9 Resolva 1 .

—1

Resolucao:
2431 2+3i 4+1  8+2i+ 12+ 3i? 5 144

A—i  4—id+i 16 — 22 TR
Exemplo 10 Resolva a equagao 2z —zZ = 1 + 6u.

Resolucao: Tomando z = x + yi, com z e y reais, obtemos
2.(z+yi) — (x —yi) = 1 + 6i.
Dai, tem-se x = 1 e 3y = 6. Portanto, z = 1 + 2.

Teorema 3 Se z e w sdo numeros complexos entao:
i) 2+ w=2z+w.
i) z—w=2Zz—w.
iii) ZW = Zw.

iv) Se w # 0, <§) =

Z
W
v) z € real se, e somente se, z = Z.

vi) Z ==z
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vii) Sen € um inteiro positivo (2)" = z".

Demonstragao:

i) Sejam z = a + bi e w = ¢+ di, com a, b, c e d reais, temos:

z+w=(a+c)+ (b+d)i
logo,
z+w=(a+c)—(b+d)i=(a—0bi)+ (c—di) =2+ w.
i1) De maneira andloga a i) temos z — w = Z — .

i1i) Sejam z = a + bi e w = ¢ + di, com a, b, ¢ e d reais, temos:
2w = (ac — bd) + (ad + bc)i
entao
zw = (ac — bd) — (ad + be)i = (a — bi)(c — di) = Zw.

iv) Se w = ¢+ di, com ¢ e d reais nao nulos simultaneamente, temos:

1 1 c—di c—di

w c+di (c+di)(c—di) 2 +d*

l_ 1 c+di c—i—di_(l)

W c—di (c—di)c+di) A+

B[4

v) Sez=1x+0i, x € R, Z =12 — 0i = z. Reciprocamente se z = Z e z = a + bi temos:

w
Dali,

z=z2&a+bi=a-bi200=0b=0
vi) Se z = x + yi entdo Z = (2) = = — yi = x + yi.

vii) Finalmente, vii) decorre da aplicagao reiterada de 7ii).

2.3 Forma trigonométrica dos niimeros complexos

2.3.1. Mobdulo e argumento de um nimero complexo

Fixe um sistema de coordenadas no plano. Vamos, agora, representar cada complexo

z = x + yi nao mais pelo ponto P(z,y), mas sim pelo vetor O? = (x,y). O médulo de
um complexo z = x 4+ yi ¢ o modulo do vetor O?, ou seja, ¢ o valor r da distancia de sua
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imagem P a origem, onde temos

|z|:r:\/x2+y2:\/2-z.

Um argumento de um complexo z # 0, por definicao, é qualquer dos angulos 6 que
o vetor O? forma com o semieixo positivo dos x. Mas é interessante observar que um
nimero complexo tem uma infinidade de argumentos, dois deles sempre diferindo entre
si de um multiplo de 27. O argumento que pertence ao intervalo | — 7, n] é chamado
argumento principal e é representado por argz.

Se 6 é um argumento de z = x + yi entdo z = rcos(d) e y = rsin(f), o que permite
escrever

z =rcos(f) +i.rsin(f),

que é chamada forma trigonométrica ou polar de um nimero complexo. Os ntmeros r e

0 sao chamados coordenadas polares do ponto P(x,y) do plano.

Figura 2.4: Representacao trigonométrica de um complexo.

+ ai
-1, a real.
1—as

Exemplo 11 Determine

3 _ l+ai l+4+a l14+a  (14+ai)> 1+2ai—a®> 1-a
Resolugao: Seja z = = = = —

) l—ai l—ai 1+ai 1+a 1+a  1+a
, a
e
_ ) 1-a?]” 2¢ 17 1-2a+a*+4a® 142 +a* (1+a)?
Assim |z]* = + — — _ _
1+ a? 1+ a? (1+a)? (1+a)? (1+a)?
1.
e
Portanto, —i—az- =1.
— ai

Exemplo 12 FEscrever o complexo z = 1 — i na forma polar.
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Resolucao: Temos que r = /12 + (—1)2 = v/2 e também que

cos(f) =—=—= e sind) ===

V2 rV2

T 1 i Y 1
r

) ) T ) )
assim um dos valores possiveis para 6 é T e a forma polar ou trigonométrica de z é

7 7
z:\/i(cosf—i-i.sin%).

Geometricamente:

7n/4

\ 4

-
\2

Figura 2.5: Exemplo 12.

Exemplo 13 Qual a relacdo entre os arqgumentos de um nimero complezxo e seu simétrico?

Resolucao: Seja 6 o argumento de um complexo z, de modo que z = z + yi =
r(cosf + isinf). Seja w = —x — yi o simétrico de z, onde a é seu argumento. Como

r=/(—2)2+ (—y)? = /22 + 2, entdo w = r(cos a+isina). Sendo sin § = g, cosf = =
r r

x

e sina = _Q7 cosa = ——. Entao, a — 0 ¢é igual uma quantidade impar de meias voltas,
r r

ouseja, a —0=2k+1) -7, ke Z.

180°

arg(w) = 180° + 6

Figura 2.6: Exemplo 13.
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Exemplo 14 Mostre que se as imagens dos complexos z,w e s sao vértices de um triangulo
equildtero entdo 2% + w? + s? = 2w + ws + sz.

s—w w—z
Resolugao: Temos que arg = arg = 120°. Dai temos que

w
(s —w) = (z — s)(cos 120° +isin 120°) e (w — 2) = (s — w)(cos 120° 4 i sin 120°) que
. . S—w w—z . .
implica que = . Assim, da igualdade vamos ter:
Zz—8§ s—w
e APRN (s—w)* = (z—8)(w—2) &= *—2ws+w? = 2w—2"—ws+sz <
z—Ss s—w
s* +w® + 2° = 2w + ws + sz.

Figura 2.7: Exemplo 14.

As operagoes com os numeros complexos, exceto a adicao e subtracao, se fazem mais
facilmente na forma polar do que na algébrica, ou seja, se o nimero complexo ja esta na
forma polar o processo da multiplicagao e divisao serd mais rapido, porém quando esta na
forma algébrica a forma polar nao ¢é tao vantajosa assim. Vamos mostrar isso enunciando

e provando alguns teoremas.

Teorema 4 Se z; = ry[cos(0;) + i.sin(61)] € zo = ro[cos(y) + i.sin(6s)] entao
2129 = r1r3[cos(fy + O5) +i.sin(0; + 65)],

esery #0
S r—l[cos(Ql — 0y) +i.sin(0; — 65)].

22 T2

Demonstragao:

2129 = r1(cos(61) + i.sin(6y)).ro(cos(0z) + i.sin(6s))
= r179[cos(0y) cos(6y) + i cos(0y) sin(fy + i sin(6;) cos(fy) + i* sin(6;) sin(6s)]
= ryra[cos(0y + 63) + i.sin(0; + 6s)].

Para mostrarmos a segunda parte, basta mostrar que 7*[cos(0y — 0) + i.sin(6) — 05)]

multiplicado por z, € igual a z;. Ora pelo que ja foi provado na primeira parte, para
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multiplicar dois complexos devemos somar os argumentos e multiplicar os médulos. Como

drp=rpe (01 — 03) + 65 = 01, temos:

E[(:03(91 — 03) + i.sin(6; — 6,)].

T2

Observacao 1 Observe que arg(z122) = arg(z;) +arg(z2) e arg (j—;) = arg(z;) —arg(2s).

01+ 62
21

[
[

Figura 2.8: Produto entre complexos.

Z2

0, 0o —

o

Figura 2.9: Quociente entre complexos.

Agora serd mostrado algumas propriedades interessantes do mdédulo de um nimero

complexo.
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Teorema 5 Sejam z; e zo numeros compleros quaisquer, entdo:

i) |z122] = |21]]22] ;
i) 2L —|Z—1|, se zg #0 ;
Z9 ‘22|

ZZZ) |Zl —|—22| S |Zl| + |22‘ .

Demonstragao: i) Ja sabemos que ]z|2 = 2Z e Z129 = Z1Z». Utilizando as propriedades

comutativa e associativa da multiplicacao temos:

|2120]* = (m122) (7122) = |21 2] = |21 = (|2 ]]22])? = [2122] = [21]] 2.
i1) Notemos inicialmente de i) que |—| = m Assim segue que
Z9 Z9
Z1 1 1 |Zl|
—|=|a—|=lal|—| = lali5 =
22 Z2 22 B |22]

i1i) Vamos considerar os complexos e na forma polar, ou seja,

{ 21 = r1[cos(0y) + i.sin(6,)]
29 = To[cos(fs) + i.sin(6s)]

Temos que:

21 + 29 = (rycosby + rocosby) +i(ry sinfy + rosinby),

|21 + 25| = \/(r1 cos 0y + 15 cos 05)2 + (71 sin 6y + rosin 6,)2

= \/rf + 12 + 2r179(cos 01 cos Oy + sin 6 sin 0y)

= \/T’% + 7’% + 27"17“2 COS(@l — 92)

Como cos(f; — 6;) é no maximo 1, temos:

|21 + 29| < \/T% +7“% +2rry = /(11 +12)2 =711 + 12 = |2 + |22

2.3.2. Primeira formula de Moivre

Teorema 6 Sen € inteiro e r # 0, entao

[r(cos(f) + i.sin(0)]" = r"[(cos(nd) + i.sin(nh)].
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Demonstracao: Paran = 0 e n = 1, a férmula é 6bvia. Para n inteiro maior do
que 1 a férmula decorre da aplicagao reiterada da formula da multiplicagdo. Provemos a

formula no caso de inteiro e negativo. Seja n = —m com 0 < m € Z. Temos

1

[r(eos(8) +&.sin()]" = [r(eos(8) +&.sin(O)]™ = T v A

1(cos(0) + i.sin(0))
[( 0s(0) + i.sin(9)|™

= [( 0s(0 — m@) + i.sin(0 — mo)]

=1~ "[(cos(—m0) + i.sin(—mb)] = r"[(cos(nf) + i.sin(nd)]

Exemplo 15 Calcule (14 iv/3)%.

Resolucao: O complexo 1+ iv/3 tem médulo 7 = 2 e argumento 6 tal que
cos(f) =

Dai, desde que 0 = g tem-se

20 20 20
(1+iv3)* = (2 [COS% + isin ED = 2% [cos =T 4 isin —Wl :

3 3 3
m 21 L L
desde que = = 6T + 5 e 67 é o numero inteiro de voltas, segue que
2m 2 1 3
(14 iV3)*0 =2% [0053—1—23111%]_220(2 —|-\/7_1)_

Exemplo 16 Determine o menor numero natural n para o qual (1 — Z\/g)" € 1magindrio

puro.

Resolucao: Temos que: z = 1 — iy/3 apresenta médulo » = 2 e argumento principal

5
0= %, entao:

n n onm . . dnmw
2" =2". [ cos — +12sin — | .
6 6

. <. , f. . m
Para que 2" seja imagindrio puro é necessario que seu argumento seja da forma 5 +km,

on
k € 7Z, pois cos Tﬂ = 0. Assim, temos:

Snww 5n 1 6k + 3
e = .
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Como k é inteiro, 6k + 3 deve ser multiplo de 5 e k£ > 0, pois n é natural. O valor minimo

para n ocorre quando k = 2 pois 6 - 2 + 3 = 15. Potanto para k = 2 temos n = 3.

Exemplo 17 Calcule o valor da soma S = 1+ cosf + isinf + cos20 + isin20 + ... +
cos(n#) + isin(nd).

Resolucao: Note que a soma é uma PG com 1° termo igual a 1 e razao cosf + ¢sin 6.
Se z = cos 6 + isin f temos que a soma é:

2 —1  (cosf+ising)"tt —1

2—1  cosf+isinf—1

Assim:

(cos(#) + isin(F))" ! —1 _ cos(0(n+1)) +isin(0(n+ 1))
cos(f) +isin(d) — 1 cos(f) +isin(f) — 1 '

Observe que fazendo p = n + 1 vamos ter:

cos(pd) +isin(ph) —1 11— 281n2(%9) + 2i sin(%e) cos(%a) —1  2sin %9[— sin %9 + i cos %0]

cos(f) +isin(f) —1 1—2sin +2isinfcosf —1 B 2sin 4[—sin & 4 icos ¢
o o (5 +2) +isn (5 2)]
sin g [cos(Z + &) +isin(Z + 9)]
Sinp—e 0 2] Ja 0
= é . cos(% — 5) + sin(p— ~J)

sin

2.3.3. Raiz enésima {/2 de um nimero complexo

Seja z € C, chama-se raiz enésima de z, e denota-se {/z, a um nimero complexo zj

tal que
V=2 (2)" = 2.

Exemplo 18 Calcular /1.

V3 1 VB

Resolucgao: Observe que 1, ) + 27 e—35~ 27 sdo as raizes de v/1, pois

1¥=1

—1 /3 3

(#8) =1
3

(3-i) =1

Agora, surge a seguinte pergunta. Como saber o nimero de raizes de /z ? Com o préximo

resultado veremos como saber ao certo o nimero de raizes de {/z.
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2.3.4. Segunda férmula de Moivre

Teorema 7 Dado um complexo z = r(cosf +isinf) en € N, n > 2, entdo existem n

raizes enésimas complexas de z que sao da forma:

0 2k 0 2k
zk:W{cos(EjLTﬂ)—i—isin(ﬁ—i—TW)], em que /r € Ry, k€ Z,

ek=0,1,...,n—1.

Demonstragao: Vamos determinar os complexos zp tais que /z = z. Se z, =

p(cos o + isin ) e sabendo que (zx)" = z temos:
p"(cosna + isinna) = r(cos + isinf).

Assim, p" =r = p= rena =0+ 2kt = o = B2kt — 04 27 oo k€ Z. Supondo

n n n o
que 0 < 6 < 27, vamos determinar os valores de k para os quais resultam valores de «

compreendidos entre 0 e 27:

0
Ek=0=a=—

n

0 2
l{;zliozz——i——7r

n n

0 2
k=2=a=—+42°8

n n

0 2m
k=n—1=a=—-—+(Mn-1)—
n n
Estes n valores de o no sdo congruentes por estarem no intervalo [0, 27|, portanto, dao
origem a n valores distintos para zp. Quando tomamos k = n temos:

0 2 0
k:n:>a:—+ﬁz——|—27r.
n

Este valor de o é indispensavel por ser congruente ao valor obtido com k = 0. Fato
andlogo acontece com k € {n+1,n+2,n+3,...} ek € {—1,—2,-3,—4,...}. Entao para
obtermos os valores de z;, é suficiente fazer k € {1,2,3,...,(n—1)}. u

Observacao 2 Podemos concluir entao que todo niumero complexo z nao nulo admite n

raizes enésimas distintas, as quais tém todas o mesmo mddulo /v e argumento principais

2
formando uma progressao aritmética de razao — e primeiro termo igual a —.
n n



CAPITULO 3

Interpretacdo geométrica dos niimeros complexos

3.1 Soma de dois complexos

A soma de dois nimeros complexos no plano Argand-Gauss tem uma interpretagao
bem interessante. Podemos considerar os ntmeros complexos como sendo vetores no
plano, assim a soma de dois complexos sera a soma de dois vetores, ou seja, a soma sera

a diagonal do paralelogramo formado pelos vetores dados.

D

Figura 3.1: Soma de dois complexos.

Sejam z; = a+bi e zo = c+di dois complexos cujos afixos sao P; e P, respectivamente.
—
O complexo z = 21 + 29 = (a + ¢) + (b + d)i tem afixo P tal que OP = OP; + OP; em
5P OF o OF. s P ,
que OP, OP; e OP; sao vetores. Notemos que o vetor OP pode ser obtido pela regra do
paralelogramo e seu maédulo é

r = 7’% + 7’% + 27’1T2 COS(91 — 92)

37
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3.2 Produto de z pelo complexo cosf + 2sinf

Quando multiplicamos um complexo z por cos(f) + i.sin(f), o vetor que representa z
sofre uma rotacao de um angulo 6 em torno da origem. Sabemos que para multiplicar

dois complexos multiplicamos os médulo e somamos os argumentos. Como
cos(0) + i.sin(6),
tem moédulo 1 entao
z.(cos(0) +i.sin(6)),

tem o mesmo médulo de z. O argumento de z.(cos(#) + i.sin(f)), é o argumento de z
aumentado de . Logo, o vetor que representa z.(cos(f) + i.sin(f)), é o resultado da

rotacao do vetor z de um angulo € em torno da origem.

2.(cos O + isinf)

Figura 3.2: Produto de z pelo complexo cosf + i sin 6.

T
No caso de multiplicar z por ¢ temos que o vetor z sofre uma rotacao de §rad, pois

. m .. ™ T ~ .
1 = COS (§> + 14 sin <§> . Observe que para encontrar o simétrico de z em relacao a origem

bastava multiplicar z por —1, pois —z = i%z2.
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Figura 3.3: Produto de z po 1.

[ s : N s
Ja no caso da divisdo de z por i temos que o vetor sofre uma rotacao de Erad no

sentido horario, pois E = cos ((9 — g) + 7sin (6’ — g) .
1

Figura 3.4: Quociente de z por .

3.3 Rotacao de coordenadas no plano

Uma aplicagao importante da multiplicacao de nimeros complexos na forma trigo-
nométrica é possibilitar a rotacao de coordenadas. Ja sabemos que para multiplicar dois
complexos na forma trigonométrica, basta multiplicarmos os médulos e somarmos os ar-
gumentos. Assim se um ponto (z,y) deve ser rotacionado, em relagao a origem 6 radianos

no sentido anti-horario é preciso multiplicar o nimero complexo = + yi pelo complexo
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1(cosf + isinf).

Exemplo 19 Determinar as novas coordenadas do ponto A(3,4) apds uma rotagdo de

™ . . .. - .
§rad no sentido anti-hordrio em relacao a origem.

A(3.4)

Figura 3.5: Exemplo 19.

Resolugao: O ponto A(3,4) representa geometricamente o nimero complexo z = 3+4i.

~ ™ . . , . . T ’
Para haver uma rotacao de —rad no sentido anti-horario precisamos multiplicar o niimero

™ .., m ™ .., m . ~
complexo z por 1 (COS 5 + ¢sin §> Como temos 1 (COS 5 + ¢sin E) = ¢ entao basta
multiplicar z por ¢,

(344i)-i=—4+3i=(—4,3)

Entao as novas coordenadas do ponto A sdo —4 e 3, ou seja, A’ = (—4, 3).

Exemplo 20 Determinar as novas coordenadas do segmento AB, com A(1,1) e B(3,4)

T
apos uma rota¢ao de §rad o sentido anti-hordrio em relagao ao ponto A.
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B(3.4)

A(1,1)

Figura 3.6: Exemplo 20.

Resolugao: O ponto A(1,1) e o ponto B(3,4) representam geometricamente os nimeros
complexos w = 1+4+1i e z = 3+ 4i. Como a rotagao é em torno do ponto A, devemos
rotacionar apenas o numero complexo ¢, que é equivalente a diferenga z — w (no caso,
t=z—w=2+3i) e depois somé-lo novamente com w. Assim para haver uma rotagao
de grad no sentido anti-horario precisamos multiplicar por ¢ e depois somar ¢t 4+ w, pois

a rotacao é em torno de w :
t'=(2+4+3i)-i=—-3+2i
t+w=-3+2i+14+i=-2+3i

Assim as novas coordenadas do ponto B sao —2 e 3, ou seja, A se mantém apds rotacao
e B'=(-2,3).

Exemplo 21 Determinar as novas coordenadas do segmento AB, com A = (—1,0) e

T
B(5,—4), apés uma rotagao de 3 rad no sentido anti-hordrio em relagao ao ponto A.
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A(~1,0)

A

B(5,—4)

Figura 3.7: Exemplo 21.

Resolugao: O complexo responsavel pela rotacao pedida é z = 1 (COS% + ¢ sin %) =

B=(5-4)=2=5—4i
O complexo ¢ que representa AB ét =z —w = (5 — 4i) — (—1) = 6 — 4i. Efetuando a
1 3
rotagao de t temos: ' = (6—4i) (5 + §z> = 3+3v3i—2i+2v3 = (2v/3+3)+(v/3-2)i.

Entao:

wHt =1+ (2V3+3) + (V3 -2)i = (23 +2) + (V3 — 2)i, ou seja, B' =
(2V3 +2,4/3 - 2).

T
O ponto A(—1,0) se mantém apds a rotagao de grad.

Exemplo 22 ABCD ¢é um quadrado. Se A(1,2) e B(2,5), determine as coordenadas de
CeD.

Resolugao: Ha duas solugoes para construcao do quadrado , conforme a figura abaixo.
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D e
A
1 B
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
e ——— -
D, (&

Figura 3.8: Exemplo 22.

Na solucao de cima temos que E é obtido de E por uma rotacao de g no sentido
anti-horério. Portanto, (D — A) = (B — A) (cosZ +isinZ). D — (1+2i) = (1+3i)-ie
D=1=2i+1i—3i*=—-2+3i = (-2,3). Observe que AD = BC. Dai, D — A= C - B,
onde temos C' = B+ D — A. Como D(—2,3) segue que C(—1,6). Na solugao de baixo,
A é ponto médio de DD;. Logo A = D—;Dl e dal segue que D; = 24 — D = (4,1).
Analogamente, C; = 2B — C = (5,4).

3.4 Interpretagao geométrica de /=

Note que, veja Se¢ao 2.3.4., os argumentos principais de {/z formam uma progressao
o . 27 : ) - -
aritmética que comega com — e tem razao —. Assim as raizes enésimas de {/z dividem

n n
a circunferéncia de centro (0,0) e raio {/r em n partes congruentes, isto é:

a) Se n = 2 as raizes sao pontos diametralmente opostos.

b) Se n > 3 as raizes correspondem aos vértices de um poligono regular inscrito em

. N . A ™
uma circunferéncia de raio /7 e angulo central —.
n
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Figura 3.9: Poligono regular de n lados.

Exemplo 23 Calcular as raizes cibicas de 8.

Resolucao: Desde que z =8, r =8 e 6 = 0, temos:

t 2k 2k
zkzxa/g(cos%—l—isin?ﬂ), k=0,1,2.

Dai se,

a) k=0=2-(cos0+isin0)) = 2;

2 2
b) k=1=2- (cosg—l—ising) = —141iV/3;

4 4
c) k=2=2- (cos?ﬂ—l—ising) = —1—14V/3.
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2= —1+V3i

).
7

Figura 3.10: Raizes ctbicas de 8.

3.5 Sugestoes de atividades com o Geogebra

3.5.1. Soma e diferenca de dois complexos no geogebra

Vamos agora utilizar o geogebra para fazer somas e subtragoes entre dois complexos.
Sejam u e v dois complexos, onde u = 1+ 2i e v = 3 + 4. A soma e a subtragao de dois

complexos no programa geogebra é:

t=u+v e d=u—w.

Primeiramente no campo de entrada do programa digitaremos os ntimeros complexos

u e v em seguida digitaremos as operagoes t =u+v e d =u —v.
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t=4+3

Figura 3.11: Soma e diferenca de complexos no geogebra.

Pela figura é possivel observar que a soma de u e v é a diagonal do paralelogramo

formado pelos nimeros complexos u e v.

3.5.2.  Multiplicagao e divisao de dois complexos no Geogebra

A utilizagdo do geogebra para o calculo do produto e do quociente entre dois com-
plexos serve inicialmente para ver algumas regularidades e dai chegar na 1° férmula De
Moivre e mostrar ainda que é mais facil operar o produto e o quociente entre dois com-
plexos utilizando a forma trigonométrica de um nimero complexo. Vamos agora utilizar
o geogebra para fazer multiplicacoes e divisoes entre dois complexos. Sejam u e v dois
complexos, onde u = 1+ 27 e v = 3+ 4. A multiplicacdo e a divisao de dois complexos no

programa geogebra é: p=ux*v, ¢=7.

No caso do produto u * v é possivel notar que o argumento do produto é a soma dos
argumentos de u e v e seu modulo e o produto dos médulos de u e v, ja no caso * teremos
que o seu argumento é a difirenca dos argumentos de u e de v e seu médulo é a razao
entre os médulos de u e v. Para calcular o argumento de u devemos digitar no campo de
entrada do programa geogebra o comando angulo[u] e para encontrar o valor do médulo
de u devemos digitar o comando distancia[(0, 0), u]. Vamos obter os argumentos de u e v,

seus modulos e depois obter o argumento do produto u * v e seu médulo. Temos dai que:
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p=1+7Ti
arg(p) = 81.87°
Ip| = 7.07

w=1+2i
arg(u) = 63.43°
lul = 2.24
v=3+1
arg(v) = 18.43°

o] = 3.16

Figura 3.12: produto de complexos no geogebra.

Agora vamos obter o resultado da divisao de u e v seu argumento e seu médulo.

Y g(u) = 63.43
arg(u) 1 ) 1
g=-+<-1
2 2
Ju| =2.24
arg(q) = 45°

lg =0.71

arg(v) = 18.43°
o] = 3.16

Figura 3.13: Quociente entre complexos no geogebra.

Observe que o modulo do quociente entre os complexos u e v é a razao entre os modulos
de u e v e 0 argumento do quociente ¢é a diferenca do argumento de u pelo argumento de

.

3.5.3. O produto de um complexo z pela unidade imaginaria

no Geogebra

Outro fato interessante é multiplicar um ntimero complexo u pela unidade imaginaria

v = 1. Se u = 1 + 2¢ vamos verificar no geogebra que o nimero complexo [ obtido pelo
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produto de u por v = 7 é um complexo que possui o mesmo médulo de u, onde u sofre

~ . . . N ™
uma rotagao no sentido anti-horéario segundo um angulo de §rad.

u

arg(u) = 63.43°
arg(l) = 153.43°

Figura 3.14: Produto de um complexo por ¢ no geogebra.

Para obter o simétrica de u, ou seja —u, basta multiplicar o complexo u por —1 = 2.

Observe que o simétrico de um complexo é a reflexao pela origem (0, 0).

w=14+2i

arg(u') = 63.43° + 180°
arg(u) = 63.43

u=-1-2i

Figura 3.15: Simétrico de um complexo no geogebra.

3.5.4. Produto de um complexo pelo seu conjugado no Geogebra

Podemos mostrar no geogebra que o produto de um complexo 2z por seu conjugado z

¢ sempre um numero real. Dado z =1+ 27 temos que Z =1 — 2i e 2Z = 5.
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22=25

@]

Figura 3.16: Produto de um complexo pelo seu conjugado no geogebra.

3.5.5. Argumentos do produto e do quociente entre dois com-

plexos no Geogebra

Outro fato interressante que pode ser questinado na sala de aula com a utilizacao do
geogebra é o seguinte: Dados z e w complexos, o que pode se afirmar sobre os argumentos

z
de zw e — , quando:
w
i) zw é real?
i) zw é imaginério puro?

ey Ry,
iii) — é real?
w

iv) — é imagindrio puro?
w
i) Se tomarmos z = 1 4 2i e w = —4 + 8, vamos ter que zw = —8 e neste caso zw é

real. No geogebra vamos observar que o argumento de zw é 7rad.

Note que zw serd real quando o argumento de zw for um multiplo de nrad. Se
z =ri(cosf; +isinf) e w = ry(cos by +isinby) temos que zw = ryryfcos(fy + 02) +
isin(fy + 03). Assim zw é real quando sin(f; + 05) = 0, portanto 0; + 6 = kxr, com
ke Z.

Observacao 3 6 e 0, sao angulos suplementares no caso 0 < 6, < 0y < 7.

ii) Se tomarmos z = 1 + 2i e w = 4 4 2i, vamos ter que zw = 107 e neste caso zw é

. . 7 . / 7.‘-
imaginario puro. No geogebra vamos observar que o argumento de zw é Erad.
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Y

arg(w) = 116.57°
w=—4+8i

arg(z) = 63.43°

z=1+2i

arg(zw) = 180° = 7 rad
zw = —20 \

Figura 3.17: Produto de dois complexos que geram um niimero real.

2w = 10¢

arg(zw) = 90° = % rad

z=1+2i
arg(z) = 26.57°

w=4+2

arg(w) = 63.43°

Figura 3.18: Produto de complexos que geram um imaginério puro.

. . T
Note que zw serd imaginario puro quando o argumento de zw for 5 +km com k € Z,

pois devemos ter cos(6; + 65) =0

~ A T
Observacao 4 0 e 0, sao angulos complementares no caso 0 < 0y < 6y < 5

iii) Como - r1ra[cos(fy — 6s) + isin(f; — 6,)], segue que Z 6 real quando
w w

0y — 60y = km com k € Z.

z T
vi) Neste caso — ¢ imagindario puro quando 0; — 0y = 5 +km, keZ
w
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Aplicacoes a Geometria plana

Da geometria Euclidiana sabemos que dois pontos distintos determina uma tnica reta
e que dados trés pontos distintos temos um triangulo, onde podemos classificd-lo quanto

a seus lados. Podemos assim fazer alguns questionamentos:

1. Dados dois complexos z; e z5 com z; # 25 no plano Argand-Gauss, serd possivel

encontrar a equacao da reta que passa pelos afixos z; e 297

2. Dados trés complexos z1, 2o e z3 distintos, serd possivel classificar quanto aos lados
o triangulo determinado pelos trés afixos sem ter que calcular a distancia entre os

afixos dados?

Estes questionamentos serao objetos de nosso estudo nas préximas segoes.

4.1 Equacao da reta

Consideremos sobre um plano 7, um sistema de coordenadas de tal forma que a cada
complexo z = z + yi esteja assosciado um tnico par (z,y). Ou seja, estabelecemos a
seguinte funcao f:

f:C—m

z +—> (a,b)

Sejam z; e zo nimeros complexos tais que os pontos P e () do plano 7 sao definidos
por f(z1) e f(z2) respectivamente, e consideremos o ponto X = f(z), um ponto genérico
da reta determinada por P e ().

o1
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Figura 4.1: Reta que passa pelos pontos P e Q).

Pela figura acima, temos que o vetor ﬁ ¢ um multiplo do vetor Q?, dai temos:
(X—-P)=t(Q—P), teR.

Sendo X — P =2z—2 e @ — P = 2z, — 21, obteremos a equagao da reta que passa pelos

afixos z1 e z5. Assim temos:
ﬁzt-éﬁ’@z—zlzt-(@—zl).
Portanto, a equacao da reta que passa pelos afixos z; e zo é:
z—t-(z0—2)—21=0, tekR (4.1)
Observe que se t = 0, temos z = z; e se t = 1, temos z = 2z, ou seja, podemos ver que

para cada t € R obtemos um z pertencente a reta r da figura acima.

Exemplo 24 Determine a equagao da reta r que passa pelos niumeros complexos z; =

2 —4i e zo =1+ 3i. Verifigue se o complexo z3 = 1+ 1 pertence a esta reta.

Resolucao: Inicialmente, a equacao da reta r que passa pelos afixos z; e z5 é dada por

z—1- (29— 21) — 21 = 0, ou seja, apds alguns calculos, a equagao da reta r é
z—t-(=1+7i)—2+4i=0.

Agora, vamos verificar se z3 € r. De fato,

1-52

=t (1 T) =24 4i=0& 14i—t (C147i) =2—diet=—n

Assim, £ = 1— 54 (36 21

a7 50 + %> ¢ R. Portanto, z3 ¢ r. Observe que para o quociente
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a+bi
c+di

, (. . a ¢ .
€ R é necessario e suficiente que it Com efeito, temos:

a+bi a+b c—di ac+bd bec—ad.

c+di c+di c—di E+d2 + 02+b21'

bc — ad

25 =0, ou seja, bc — ad = 0.

Para ser real, devemos ter

4.2 Condicao de alinhamento de trés complexos
Sejam z1, z9 € z3 nimeros complexos tais que f(z1) = A, f(z2) = B e f(z3) = C, onde
A, B e C pertencem ao plano 7. Serao colineares os pontos A, B e C' se existir um t € R,

tal que z3 — 21 =t - (20 — 21), ou ainda:

t =

z3 — %1 23—21_<23—21)_Z3—21 (4.2)

Z9 — 21 Zo — 21 2o — 21 722—51.
Da identidade acima temos:
(23 — Z]_)(EQ — 21) — (2’2 — Zl)(gg —21) =0.

Desenvolvendo os produtos segue uma condi¢ao necessaria e suficiente para que trés pontos
estejam alinhados,

21 51 1
(23 — 21)(72 — 51) — (Z2 — 21)(23 — 21) =0« 29 Z9 1 | = 0. (43)
z3 23 1

Exemplo 25 Verifique se 0s pontos z1 = 141, 2o = 3+41 e 23 = —2+5i estao alinhados.

Resolucao: Os afixos 21, 25 e z3 nao sao colineares, pois

1+i 1—-i 1
344i 3—4i 1|=—34i#0.
—245i —2—5i 1

Observacao 5 Em (4.2) deve ser t necessariamente real, caso contrdrio os afixos z1, zo
e z3 nao estarao alinhados. Observe que se z1 =2 +1, 20 =3 —1 e z3 =6 — Ti teremos
zs—z  6-Ti—(2+i) 4-8 24

t= = = =—€eR
2z 3-i-(2+9) 1-2i 5 °

Portanto, neste caso os trés afixos sao colineares.
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Da equagao (4.1), segue uma outra forma de representar a equacao da reta que passa

pelos afixos z1 e 2z, a saber:
Z— 21 zZ— 51

29— 21 Zo—Z1
ou ainda,

2(Zo—Z1) —Z(22 — 21) = 21(Z2 — Z1) — Z1(22 — 21). (4.4)

Esta caracerizagao da reta serd muito importante para os resultados que serao apresenta-

dos logo a frente. Como aplicacao temos alguns resultados:

1. Sabendo que a equacao da reta que passa por z; e z3 é

Z(EQ — 21) — E(ZQ — Zl> = 21(22 — 31> — 21(22 — 2'1),

segue que no caso particular de |z;] = |z2] = 1, o que na verdade significa que
_ I _ . .
Z1 = — e Zo = — temos que a equacao da reta fica da seguinte forma:

21 <2

2+ 21292 = 29 + 27.

2. Vamos determinar a equacao da reta que passa por z; e esta na direcao de z,. Temos
, Z— 21 zZ— 51 . ,
dai, que z — 21 = azy com a € R. Portanto, = ——, isto é:
) Z2

3. Aplicando o item 2 podemos encontrar a equacao da reta s que passa por z; e 25 €

estd na direcao de z3. Assim a equacao é:

z zZ Z3 53

Zo—21 Z2—Z1 29—z Za—Z1
ou ainda,

Z(EQ — 21) — 2(22 — 21) = 23(52 — 21) —53(22 — 21).

4. Dados z; e 2o nimeros complexos. Para determinar a equacao da reta t que passa

por z; e é ortogonal a 25 se faz necessario observar que se tomarmos um complexo

- ~ ~ BT, .
genérico z € t, entao devemos ter que a razao ¢ imaginario puro, o que
22
equivale a dizer que:
Z— 21 zZ— 21
+——=0,
22 <2
ou ainda;
z Fi 21 Z1
—t ===+ =
Z2 22 2 22
2=z . N ‘ . ~
O caso de o complexo —— ser imagindrio puro serda melhor compreendido na se¢ao

Z2



4.3. CLASSIFICACAO DOS TRIANGULOS 55

destinada a classificacao dos triangulos.

5. Como aplicagao do item anterior, vamos determinar a equagao da reta perpendicular
a reta determinada por z; e z5 e que passa por z3. Assim temos que a equacao da

reta é:

z z Z3 53
+ = — = + = —
Z2 — X1 Z9 — X1 Z9 — 21 Z2 — 21

0 que é equivalente a
2(32 — 21) +E(22 — 2’1) = 23(22 — 31) +§3(2’2 — Zl).

Para resovermos o proximo exemplo daremos a definicao de reta mediatriz a um seg-

mento dado.

Definicao 2 A mediatriz de um segmento € a reta perpendicular ao segmento passando

pelo seu ponto médio.

Exemplo 26 Determinar a equacdo da reta mediatriz ao segmento formado pelos afixos

Z1 € Z9.

Resolucao: A reta mediatriz é a reta perpendicular a reta determinada por z; e z5 passando

21 T k2 . ~
em . Assim temos que a equacao é:
_ _ _ Z1+ 22, _ Zot+7%Z
2(22—21)+Z(22—21): 12 2(22—21>+( 22 1) (22—21)
ou ainda,

W% —7) + 2z — 21) = |2 — |2

4.3 Classificacao dos triangulos

23 — 21 ~ ~ . /o
Temos que, se t = € R, entao 2y, 25 e z3 estao alinhados, caso contrario 2y, zs
% — 2
. . . . 23 — 21
e z3 irao determinar um triangulo. Vamos considerar o complexo A = , chamado
22— 2
relagdo simples de trés complezos. Sejam arg A = 6, pois 0 = arg(z3 — 2z1) —arg(z, — 21) =
z3 — 21 z3 — 21 N , -
arg ( ) e | = g, o angulo 0 é formado pelos lados Z3z7 e Z327.
22— 2 122 - 21‘

Z1

22 23

Figura 4.2: Triangulo 1.
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Observando o triangulo da figura acima, vamos analisa-lo quanto a seu lados, de acordo

23— 2
com a identidade A = = L
22— 2
1. Se [\ =1= |23 — 21| = |22 — 21| = D z12923 & isdsceles.
2. Se A for imaginério puro, entdo cos(f) = 0, pois x = |\|cos(f). Dali, segue que

s . PPN
0= Erad e por consequéncia, Azjzo23 € retangulo em 2.

3. Se A for real como ja vimos anteriormente segue que z1, 23 € z3 estao alinhados e

nao temos a formagao de um triangulo.

1 3
4. Se tivermos \ = 5 + \/7—@', entao |A\| = 1, logo

|23 — 21| = |22 — 21| € O = grad.

Portanto, o triangulo Azjz923 é equilatero. Deste modo, podemos caracterizar um

triangulo de acordo com A.

Observacao 6 Daremos uma caracterizagao mais geral para os triangulo equildteros logo

a frente.

4.4 Area do triangulo

J& sabemos calcular a drea de um triangulo utilizando a geometria, o calculo diferencial
integral e utilizando os conhecimentos de vetores. Nosso objetivo nesta se¢ao é encontrar
a area de um triangulo fazendo uso da algebra dos nimeros complexos.

Considere o triangulo Az 2023 de vértices 21, 20 € 23 € N1, Ny e N3, projecoes ortogonais

de 21,29 € z3 respectivamente sobre o eixo Ox.

Figura 4.3: Area de um triangulo.
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Pela figura acima temos:

A(Aplpgpg) = A(tl"apéZiOP1P2N1N2) -+ A(trapézioPngNgNl) — A(trapézioPQNgNng)

1 1
= —(PyNy + PiN;)NyN; + §(P1N1 + P3N3)Ni N3 — §(P2N2 + P3N3)NyNs
1 1
= =(y2 +y1) (w1 — 22) + §(y1 +y3)(z3 —x1) — §(y2 + y3) (x5 — x2)

= [(y2 +y1)(x1 — 22) + (Y1 +y3) (w3 — 21) — (y2 + y3) (23 — 22)]

[ Y Y Y Oy

= 5[($1y2 — y1%2) + (T2y3 — Yox3) + (T3y1 — y3z1)]

Temos dai:

. . _ 1.,

a) (r1y2 — y1e) = Im[(x1 — 117) (2o + y2i)] = Im(Z129) = §Z(z122 —Z129);
. . _ 1., _

b) (xays — yows) = Im[(xe — y2i)(x3 + y3i)] = Im(Z223) = 5@(2223 — Z923);
. . _ 1., _

¢) (x3y1 — ysz1) = Im[(z3 — y3i)(z1 + 119)] = Im(Z321) = §z(zgz1 —Z321);

A(AP1P2P3) = 2(2122 — Z129 + 2253 — 2223 + 2'351 - 7321), ou ainda,

; 21 El 1
A(A.Plpgpg) = Z 2o Z9 1. (45)
z3 23 1

E claro que este determinante é imaginéario puro, ja que

|z 7z 1
! z 1
- 22 22
4 —

zZ3 23 1

¢ real positivo ou negativo. No caso de ser negativo devemos tomar o valor absoluto.

Podemos escrever o determinante acima da seguinte forma:

Zy 29

23 23

para isto basta observar que pelo teorema de Laplace temos que:

21 El 1 _
_ 21z 21z
zZ9 22 1| =

) 52‘

Z3 23

Z3 53 29 Z9

z3 73 1
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No entanto observe que:

z21 21 Z1 =1

z3 23 Z3 23

Portanto a area do triangulo também pode ser dado por:

il )

Exemplo 27 Classifique o triangulo formado pelos nimeros complexos zy = 1+ 41, z5 =

Z1 2z z1 Z1

zZ3 23

A(AP1P2P3) = %2 %2 +

z3 33 29 Za

14 2i e 23 =54 2i. Determine sua drea e o valor de sin A e cos A.

Resolugao:
A(z1)
A
B(z) Cl(z3)
Figura 4.4: Triangulo 2.
23— 2
i) Vamos primeiramente calcular o complexo A\; = 3 L Assim temos que A\; =
29 — 21

V3

. 1 , N . . L
142i. Como |\ # 3 + 72, 0 A z12923 nao é equilatero e como A\, nao é imaginario

puro segue que o triangulo Az;2923 ndo é retangulo em A(z;).

A=)

A

B(z) C(z3)

Figura 4.5: triangulo 3.

23 — 22

ii) Vamos agora determinar o complexo Ay = . Temos que Ay = —2i. Neste caso,

Rl — %2
como Ay é imagindrio puro, entao temos que o triangulo Az;zo23 tem um angulo

reto em B(zs).
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Figura 4.6: Triangulo 4.

iii Mesmo ja tendo classificado o triangulo Az;z523 vamos encontrar A3, onde A3 =

— 2 1
L7 %8 Assim temos que A3 = E gz Como |A1| # 1, [Aa] # 1, e |[A3] # 1 segue o
Z9 — Z3
triangulo Az;z923 nao isésceles.

Q)

Figura 4.7: Triangulo 5.

iv) Vamos agora calcular a drea do triangulo. Temos que:

2 1 . . ] .
A:ZL Z9 72 1 :4_1 1+27, 1—-2¢ 1 :Z(_16l):4

v) Vamos calcular agora sin A. Sabemos que a drea de um triangulo é dado por A =

1 A N
éabsinA, onde a = |23 — 21| e b = |25 — z1|. Dali temos que sin A = - Assim
a
segue que:
21 zZ1 1 144 1—4:7 1
sin A — . - ! 142 1-2 1 ! (—164) 2v5
mA=—|2 z = —— i 1—2i = ——(—16i) = —.
2ab | 7 7 2.-2v/5-2 8v/5 5

2 Zy 1 542 5-2i 1
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vi) Vamos agora calcular o cos fl, J& sabemos que sin? A+ cos? A= 1, dai segue que:

COSQA:1—sin2A<:)COSQA:1— (

)

Porém, como A percente ao intervalo (0, ), pois é angulo interno de um triangulo,

V5

segue que cos A = —.

5

4.5 Area de um poligono convexo

A partir da drea de um triangulo, veja equagao (4.5), vamos determinar a férmula

geral que determina a area de um poligono convexo, que é formado por n afixos.

E conhecido da geometria plana que um poligono convexo de n lados pode ser decom-

posto em n triangulos. Assim, a area de tal poligono é a soma das areas dos n triangulos.

Figura 4.8: Poligono convexo no plano Argand-Gauss.

Seja P um poligono convexo de n lados e sejam Py, Ps, ... P, (afixos) percorridos no

sentido anti-horario, entao

A A(P,P,P3) + A(P,PsP,) + ...+ A(PLP,_1P,),

poligono —
onde A(P, P Py,1) corresponde a drea do k-ésimo triangulo. Assim temos que

( )

2k 2k

z1 21 Z1 Z1

A(PlPkPkJrl) - + +

| .

2k Zk 2kl Zht1 Zh1 k41
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Entao a area do poligono é :

1 21 51 Z9 22 21 Z1
Apoh’gono — U ~ |t T

4 22 X2 Z3 %3 23 Z3
1 Z1 31 z3 23 21 21

+ - |+ S+ o
4 Z3 %23 24 <4 24 24
[ 21 z Zn-1 Zn-1 Z1 21

+ Z _ + -~ _ .

Zn—1 Rn-—1 Zn Zn Zn  Zn

Na expressao observe que sempre o determinante de A(P; Pyy1Pg12) se anula com detr-
minante de A(P,PyPyy1). Logo temos que:

i ( >| (4.6)

Observagao 7 (Area de um poligono reqular) Ja sabemos que as raizes enésimas de

A - 21 % I I Z1
poligono — - - e -
22 22 %3 23 Zn Rn

um complexo determinam um poligono reqular no plano Argand-Gauss. Assim, sendo

20y 21,22, -+« Zn_1 QS Taizes de um complexo z temos que drea do poligono reqular é:
1 20 zo Z1 21 20 20
Apolz’gono =z |+ o+ + _ : (4.7)
21 21 22 22 Zn—1 “n-—1

4.6 Area de um poligono regular

Na se¢ao anterior chegamos a uma equacao que calcula a area de um poligono convexo,
vide (4.6), e também de um poligono regular, (4.7), baseado em equagoes formadas por

determinantes.

Nosso objetivo nesta secao é obter uma férmula que calcule a area de um poligono
regular formado pelas raizes enésimas de um complexo z = x + yi, ou seja, encontrar
uma férmula que calcule a area de um poligono regular sem ter que encontrar as raizes
de z = x + yi. Serd que ¢é possivel encontrar uma féormula que dependa simplesmente de
x,yen?

Sejam 2g, 21, 22, 23, - - - , Zn_2, Zn_1 as raizes enésimas do complexo z = x 4+ yi e seja l a

medida do lado do poligono regular formado por tais raizes, isto é:
|21 — 20| = |z — 21| = |23 — 22| = |za — 23] = ... = |201 — Zn_2| = |20 — 20_1| = L.

Assim temos que:
L=z — 2], ke{l,2,3,...,n}.
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Z71*2 e o ° 3

Zn—1 z2

20 21

Figura 4.9: Poligono regular formado pelas raizes enésimas de um complexo.

Sabemos que

{ <9+2k7r) - (9+2k7r)]
2, = p | cos +sin )
n n

com p = Yr = R/x? + y? e@-arctan( >ek:€Ze

n n

Assim segue que:

0 + 2km 0+ 2m(k—1)

2k — Zk—1 = p | COS —cos | ——=
n n

. [0+ 2kn . (O0+2m(k—1)

+ip |sin —sin | ———
n n

{ , (9+9+2k7r+2k:7r—27r) <9—9+2k‘7r—2k7r+27r)}
= p |2sin sin o

. [0 — 9+2k7r—2k7r+27r 0+ 0+ 2km + 2k — 27
+ p |2¢s1n o

) 20—4k:7r—27r . (T 20 + 4km — 27
—p{—Qsm( o )sm<ﬁ)+22sm< >COS( o )]

Temos dai que:

o | oo 20+ 4kmr =27\ | o7 Lo (T ) 20 + 4km — 27
Zr—2K—1] = ¢ /4p? |sin o sin (ﬁ>+sm (ﬁ) cos o =
\/4p sin < > 1 =2psin <W>
n n
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Portanto, o lado do poligono é:
1 =2psin (=) =2%/a7 + ysin (©). (4.8)
n n

Sabemos que o poligono regular pode ser dividido em n triangulos tomando o centro

da circunferéncia circunscrita como um vértice comum a todos esses n triangulos.

Sendo p é o raio da circunferancia circunscrita ao poligono, podemos calcular a area
de um desses triangulos. Denotemos por h a altura de um destes triangulos relativa a sua
base [. Pelo teorema de Pitdgoras temos:

20 - 21

Figura 4.10: Triangulo isésceles de base [ e lados medindo p.

2 i 2
1\ 2 12 4p” sin (—) -
2 2 n
:h, — <:,‘>h: 2 — 2_ 00 ANRZ <—>
P + (2) P 1 P 1 peos\
Logo, a area do triangulo é:
h-1l
Ap = - = p? cos (%) - sin (%) : (4.9)

Como a area de um poligono corresponde a soma das areas dos n triangulos segue que:

n o o . (27
Apoh’gono =n-Ap = 5 " p sin <W) .

Portanto, a drea do poligono reqular é:

n o . (27
Apoligono = 5 V2?4 y? - sin (7) . (4.10)
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4.7 Pontos notaveis de um triangulo

Teorema 8 As trés mediatrizes de um triangulo se intersectam em um ponto chamado
circuncentro do triangulo cuja distancia aos vértices do triangulo € a mesma (raio da

circunferéncia circunscrita ao triangulo).

Figura 4.11: Circuncentro.

Demonstragao: Sejam 21, z5 e 23 vértices de um triangulo no plano Argand-Guss. As

equagoes das mediatrizes, vide exemplo (26), correspondentes aos lados z3z1, Z322 € Z321

sao respectivamente:

( 2(Zo —71) +Z(20 — 21) = |2 — |21 (1)

2(Z3 — Z2) + Z(23 — 22) = |23* — |22]* (2)

\ 2(Z1 —Z3) + Z(21 — 23) = |21 — |23 (3)

Observe que somando duas equacoes quaisquer obtemos a restante. Por exemplo, somando
as equagoes (1) e (2) obteremos a (3). Portanto, segue que as mediatrizes se intersectam
em um unico ponto denominado circuncentro do triangulo formado pelos afixos z;, 2z e

zZ3.

Vamos agora determinar o ponto de intersecao das mediatrizes de Z32z7, 2323 € Z327.
Para isso basta resolvermos o sistema anterior. Pela equagao (2) temos
2 2 = _ =
25" — [2a]” — 2(25 — %)

zZ= .
Z3 — %2

Substituindo (2) em (1) segue que:

|23]° — |2af® — 2(25 — %)

2(Ze —71) + (22 — 21) = |22f* = 2%,

23 — 22
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entao

2(Z2 —71) (23 — 22) + (22 — 21)(|23]” — |22]%) — (22 — 21)(Fs — Z2) 2 = (23 — 22) (|22 — |21 ]?).

Portanto, o ponto de intersecao das mediatrizes de Z32z7, Z323 € 2321 € :

_ |21 (22 — 25) + |22 (25 — 21) + [28]*(21 — 22)
31(2’2 — 23) +§2(23 — 21) +E3(21 — 22)

Definicao 3 A altura de um triangulo € o segmento perpendicular a um lado de um

triangulo a partir do vértice oposto.

Observagao 8 Para a demonstragao do proximo teorema a palavra altura terd o signifi-

cado de reta que passa por um vertice e € perpendicular ao lado oposto a este vértice.

Teorema 9 As trés alturas de um triangulo se intersectam em um ponto chamado orto-

centro do triangulo.

Figura 4.12: Ortocentro.

Demonstragao: Sejam z1, 25 e 23 vértices de um triangulo no plano Argand-Guss. As

equacoes das alturas correspondentes aos lados Z3z7, Z329 € Z3z1 sao respectivamente as

seguintes:
(

Z(EQ — 21) +2<22 — 21) = 23(22 — 21) +§3(22 — Zl) (1)

S 2(Z3 —Z2) + Z(23 — 22) = 21(Z3 — Z2) + Z1(23 — 22)  (2)

L Z<51 — 23) —f-g(Zl — 23) = 22(21 — 53) —1—22(21 — 23) (3)
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Observe que somando duas equacoes quaisquer obtemos a restante. Portanto, segue que
as alturas se intersectam em tnico ponto denominado ortocentro do triangulo formado

pelos afixos z1, 29 € z3.

Vamos agora determinar o ponto de intersecao das alturas de Z3z7, Z323 e z3z;. Para

isso basta resolvermos o seguinte dado acima. Pela equagao (1) temos

23(Z2 — Z1) + Z3(220 — 21) — 2(Z2 — Z1)

Z9 — 21

7z =

Substituindo (1) em (3) segue que:

L 1% (23 — 22) + |22 (21 — 28) + |23*(22 — 21) — Za(28° — 23) — Za(25” — 27) — Zs(2” — 27)
51(22 — 2’3) + 52(2’3 — Zl> +23(21 — 22)

Substituindo z na equagao (2) verificamos que z é sua solu¢do também. [ ]

Definicao 4 A mediana de um triangulo € um segmento que liga um vértice ao ponto

médio do lado oposto.

Observacao 9 Para a demonstra¢ao do prorimo teorema estamos considerando que a
palavra mediana significa reta que contém um vértice e intersecta o ponto médio do lado

oposto a este vértice.

Teorema 10 As trés medianas de um triangulo se intersectam em um ponto chamado

baricentro do triangulo.

24

Figura 4.13: Medianas.

Demonstragao: Sejam z1,29 e z3 vértices de um triangulo no plano complexo e sejam

Z4, 25 € zg 08 pontos médios de Z32z7, Z32z1 e Z3z3 respectivamente. Assim temos que

21+ 22 _23+21 23 + 29

9 y 25 = 9 e Zg — 9 .

Z4 =
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Temos dai que a reta suporte da mediana relativa ao lado Z32z7 é a reta que passa por z3

e por zy4. Segue, veja equacao (4.4), que a reta procurada é:
2(24 - 33) — 2(24 — 23) = 23(34 — 33) — 33(24 — 23).
Substituindo z4, na equacao anterior, obteremos:

Z(El +§2 — 223) — Z(Zl + Z9 — 22’3) = Z3(21 + 22 — 233) — 53(21 + Z9 — 22’3) (1)

De maneira andloga obtemos as outras retas suportes das medianas. Temos dai que as
retas sao:
(

Z(El + 52 — 2?3) — E(Zl + 29 — 223) = 23(21 +§2 — 223) — 23(21 + 29 — 223) (1)

Z(Eg +Z1 — 272) — 5(23 + 21— 222> = 22(53 s 2§2> — 52(23 + 21— 222> (2)

Z(Eg + 32 — 2?1) — 5(23 + 29 — 221) = 21(23 +22 — 221) — 21(23 + 29 — 221) (3)

Temos que uma das trés equacoes acima é combinacao linear das outras duas, dai con-
cluimos que as retas suportes das medianas se intersectam em um tnico ponto chamado

baricentro do triangulo de vértices z1, 29 € z3. [

Observagao 10 Também temos uma outra forma de demonstrar este resultado. Pode-
mos utilizar a equacao paramétrica da reta mediana relativa ao lado Z1z3. A equacao da

mediana relativa a Z1z3 €:

2 21+ 29 + 23 .
Observe que se tomarmos t = 3 vamos obter z = ————— que pertence a mediana.
De maneira andloga com as outras medianas vamos obter o mesmo resultado. Concluimos

entao que as medianas se intersectam em um unico ponto e o seu baricentro € dado por:

Z1+ 29 + 23
— s

~ . 2 L : . .
Observacao 11 Foi tomado t = —, pois ja sabemos da geometria Euclidiana que o bari-

centro de um triangulo divide as medianas na razao 2 : 1.

4.8 Semelhanca de triangulos

Na geometria Euclidiana plana, os triangulos sao as pecas bésicas e a congruéncia e a
semelhanca de triangulos, os conceitos fundamentais. Ndés comecaremos caracterizando a

semelhanca de triangulos em termos de ntimeros complexos.
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Definicao 5 Sejam z1, 2o, 23, w1, wo, w3 numeros complexos. Nos dizemos que os triangulos
Nz12023 e ANwiwows sdo semelhantes, e escrevemos Nzyza23 &= Nwiwaws se, € somente
se, o angulo em zj € igual ao angulo em wy, , k = 1,2,3, e tém mesma orientagao, isto €,
ambos anti-hordrios ou ambos hordrios. No caso de terem orientacdo oposta, isto €, um
no sentido anti-hordrio e outro no sentido hordario, entao escreveremos /N\zyza23 € Teverso

ao Awywews (Veja figura a sequir).

Observacao 12 FEstamos considerando nesta secao os casos de semelhanca de triangulos
ja conhecidos da geometria plana Euclidiana, AA (angulo-angulo), LLL(lado-lado-lado) e
LAL(lado-angulo-lado).

Figura 4.14: Triangulos semelhantes.

Teorema 11 Os Az1z923 e Awiwows sao semelhantes se, e somente se,

21 Wy 1
z3 — %1 W3 — Wi
= = | Z2 W2y 1|=0.
R2 — %1 Wz — Wi
23 w, 1
Demonstracao:  Temos que dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se, (caso
LAL) as razoes entre as medidas de dois pares de lados correspondentes sao iguais e os
N - . e . . <N . |”F3— 21 Wz — Wy
angulos entre estes lados sdo iguais (incluindo a orientagao), isto é: =
22— 2 Wo — Wy
e
21 Wq 1
z3 — %1 w3 — Wy z3 — %1 w3 — Wy
arg ——— = ar = = =29 wy 1/|=0.
R2 — %1 Wz — Wy R2 — %1 Wz — Wy
23 w, 1
[ ]

Observacgao 13 Observe que Awijwows &~ AWiWaws3.
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Coroldrio 1 Az zyz3 = Awywaws (reverso) se, e somente se,

_ _ 21wy 1
23— %1 W3 — Wy _
= — &= | 29 Ws 1|=0.
22— 21 Wy — Wy _
23 Ws 1
Demonstragao: De fato, temos que Awiwows ~ Awjwewsz € como Aziza23
Awiwyws temos por transitividade que Azqz923 & AW W 3. ]

Figura 4.15: Triangulos com orientagao opostas.

4.8.1. Caracterizacao de um triangulo equilatero

Inicialmente vamos fazer um comentério sobre as raizes cibicas da unidade, as quais
serao importantes no desenvolvimento desta secao. Sabemos que 2% = 1, possui trés raizes

complexas, onde as raizes sao:

1
21:1, 22:—§+—i, 23:—5—

| S
| %

Ja sabemos é que estas raizes determinam no plano complexo um triangulo equilatero.
Vamos agora denotar 2z, por w, ou seja, 2o = w. Usando estd notacao vamos ter que

23 = w?, de fato observe que:
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Figura 4.16: Raizes da unidade.

Além do mais é possivel observar que:

2

i) w? =w, pois w? é obtido geométricamente pela reflexao de w em torno do eixo real.

ii) w? +w+ 1 =0, pois temos que de w® —1 =0 <= (W? +w+ 1)(w—1) = 0, onde
w # 1. Assim temos que w? +w + 1 = 0.

Teorema 12 Sejam z1, 29 e z3 € C, entao Nz12923 € equildtero se, e somente se Nz 2923 &2

AZng Z9.

Demonstragao: Como Azjzo23 &~ Az3z129 segue que:

23 — 21 22 — 23

29 — 21 Z1 — 23 ’
Da seguinte proporcao temos:
2 2 2 _
23 + 25 + 25 — 2321 — 2223 — 2122 = 0.

Vamos agora usar o fato de conhecermos as raizes da unidade. Como exposto acima

sabemos que as raizes de 2% = 1 sdo:

Zeque wr+w+1=0, pois w# 1.

lLbwe w
Observe que as seguintes igualdades sao equivalentes:

2 2 2, .2, .2
(21w + wzo + wz3) (21 + w2e +wzz) = 0 <= 25 + 25 + 25 — 2321 — 2223 — 2122 = 0.
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De fato,

(21w + w2y + wW23) (21 + W2y +w2g) = 22 + wW2d + w2k + 212007 + 2120w+
+ 2223w4 + z2z3w2 + 2123w2 + 2123w
=27 + w?2l + Wi + m (W +w)+
+ zpzg(w? + w?) + (W? + w)z129

2 2 2
= 23 + 25 + 23 — 2321 — 2223 — 2122

jad que w? +w+1 = 0 temos que w® = 1, w? +w = —1 e w* + w? = —1. Sendo que

(21w + w2y + w?23) (21 + w?2e + wzs) = 0 segue dai que:
(1w + wzg +w23) =0 ou (21 + w2 + wzs) = 0.

Observe que destas duas igualdades temos:

2
23— 21 w”—1

= = (21w + w2y +wz3) =0
29 — 21 w—1

23— 21 w—1
3 = — = (2 + w?z +wz) = 0.
29— 21 w?—1

Observe que:

2
- 1
Z_Z :Uju—l = 2w —w) — 2w — 1)+ 23(w—1) = 0.

21w — w?) — (W — W) + 23W? —w) = 2w — 21W? — 2w + 2w + 230? — 230
= 21 + 2w + 23w + (—21w? — 25 — 23w)

1
= 21 + 2w + z3w® — = (21 + 20w + 230%)
w

1
= (21 + 2w + 23w?) (1 — —) :
w

1
Como (1 — —) # 0 segue que 21 + zw + 23w? = 0. De maneira analoga, vale que
w

23— 21 w—1
= — = (21 + W’z + wzs).
29 — 21 w?—1

Assim podemos concluir que o triangulo formado pelos vértices z1, zo e 23 é equildtero se
, e somente se, Azj 2923 ~ Alww? ou Az 2925 ~ Alw?w. m
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4.9 Teorema de Napoleao

Teorema 13 Se sobre cada lado de um triangulo qualquer tragarmos um triangulo equildtero
externo ao triangulo dado, entdo os centros desses trés triangulos equildteros determinam
os vértices de um triangulo equildtero.

Demonstragao: Sejam z1, z5 e 23 0s vértices de um triangulo dado e Azow, 23, Az z3ws
e Awyzoz tridngulos equildteros com a mesma orientacao que Alww?, onde temos que
w? = 1. Sejam (i, ( e (3, respectivamente os centros desses triangulos. Sabendo que os
trés triangulos construidos sobre os lados do Az 2923 sao equildteros, entao cada um deles

deve satizfazer as equagoes abaixo:

2o +ww; +w?zs =0
21+ wzs +wws =0 .

Wo + W22 +w221 =0

Figura 4.17: Teorema de Napoleao.

Para que A(1(2(3 seja equilatero os vértices (i, (» e (3 devem satisfazer a seguinte
equacao:
1+ w4+ w3 = 0.
Observe que:
2

w w
(21 + 29 + U)Q) + g(Zg + w; + 22) + ?(wg + z3 + 21)

[(2’2 + wwq + w2z3) + (21 + wzg + wzwg) + (wg + wzy + WQZl)} .

G+ wl + WG =

Wl — W]+

Portanto, ¢; + w(, + w?(3 = 0 e segue que o triangulo A(((s é equildtero. E assim o
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teorema fica provado. |

4.10 Problema da ilha do tesouro

O problema a ilha do tesouro é um classico problema onde se pode utilizar a algebra
dos nimeros complexos para sua resolucao. Este problema mostra que é possivel utilizar
o conhecimento dos nimeros complexos para resolver problemas geométricos.

O enunciado do problema ¢é o seguinte: Dois piratas decidem enterrar um tesouro em
uma ilha. Escolhem, como pontos de referéncia uma drvore e duas pedras. Comeg¢ando na
arvore, medem o numero de passos até a primeira pedra. Em sequida, dobram sequndo um
angulo de 90°, a direita e caminham o mesmo numero de passos até alcancar um ponto,
onde fazem uma marca. Voltam a arvore, medem o niumero de passos desde a arvore até
a sequnda pedra, dobram a esquerda, seqgundo um angulo de 90°, e caminham o mesmo
numero de passos até alcancar um ponto, onde fazem uma marca. Finalmente enterram
o tesouro exatamente no ponto médio entre as duas marcas.

Anos mais tarde os piratas voltam a ilha e decidem desenterrar a o tesouro, mas para
sua decep¢ao, constatam que arvore nao existe mais (o vento, a chuva e os depredadores
a haviam arrancado).

Entao um dos piratas decide arriscar. Escolhe ao acaso um ponto da ilha e diz: “Vamos
imaginar que a avore estivesse aqui.” Repete os mesmos procedimentos descritos acima e
consegue encontrar o tesouro. Dai fica o questionamento: Coincidéncia ou o pirata usou
algum artificio matematico para encontar o tesouro? A relacdao deste problema com os
complexos se da porque podemos considerar um nimero complexo como um vetor no

plano complexo, isto é:

1. No plano complexo, a diferenga entre dois complexos traduz o vetor origem no
primeiro ponto e extremidade no segundo; é o que se costuma formular por: AB =
B—-A

2. Multiplicar um complexo pelo nimero i (a unidade imaginaria) equivale a gira-lo

de um angulo reto positivo.
A figura ilustra a situacao do problema. Sendo a A a arvore, P e () as pedras, o

tesouro estd no ponto T médio dos pontos P’ e )'. Considerando os pontos pertencentes

ao plano complexo, nao importando onde esteja a origem, tem-se:

_P+Q _PoiP=A)+Q+i(Q-4) _P+Q QP
-T2 T 2 Ty TV

T

De fato, observe que:

P—P=i(A-P)eP =P+i(A—P) < P' =P —i(P— A)
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Q'

Figura 4.18: Ilha do tesouro.

e analogamente temos que
Q-Q =i(A-Q) = -Q =-Q—i(Q - A) = Q = Q+i(Q - A).

Esse resultado demonstra que a localizagao do tesouro independe da localizacao da arvore,
ou seja, o pirata era conhecedor de recursos matematicos. O mesmo problema poderia ser
resolvido utilizindo geometria analitica tomando um sitema de coordenadas cartesianas

adequadas. Observe a figura abaixo.

A = (a,0)

0=(0,0)

—~ ~ " Marca 2

Marca 1

Figura 4.19: Ilha do tesouro 1.
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Seja B = (¢, d) a localizagao da drvore e O=(0,0) e A=(a,0) a localiza¢ao das pedras.
Observe que o tesouro esta no ponto médio das marcas 1 e 2. Sabendo as coordenadas

das marcas 1 e 2 é possivel encontrar o ponto médio T que é a localizagao do tesouro.

A
B =(c,d)
de - - — - - - — — =
A=(a0)
0 =100 LIp 0
e~ M
e ——— —o T
Ml =(d, -c)

Figura 4.20: Ilha do tesouro 2.

Vamos determinar sa coordenadas de da marca 1 e vamos denota-la pelo ponto Mj.
Observe que os triangulos AOQB e AM; PO sao congruentes, pois temos que as hipo-
tenusas OB e M,0 sao congruentes, além do mais os angulos BOQ e M;OP sao com-
plementares o que implica que os angulos OBQ e M;OP sao congruentes assim como 0s
angulos BOQ e OM;P. Desta forma os lados correspondentes sao congrunetes e como
Q) = (¢,0) as coordenadas da marca 1 sao M; = (d, —c).

Vamos determinar as coodenadas da marca 2. Denotando por M, a marca 2 observe
que os triangulos BAQ e M,AR sao congruentes pois temos que as hipotenusas BA e
ADM, sdo congruentes e os angulos BAQ M,AR sao complementares o que implica que os
angulos QBA e RAM,; sao congruentes, assim como os angulos QAB e RM,A. Portantos
aos lados correspondentes sao iguais e com @ = (¢,0) temos que My = (a — d,c — a).

Como T ¢é ponto médio de M; e Ms, segue que:

T_ d+a—d —c+c—a _[a —a
N 2 ’ 2 S \20 2 )7

Assim temos que para encontrar o tesouro nao dependemos da localizacao da arvore, pois

observe que o ponto médio T dependera unicamente do valor de a. [ ]
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B = (cd)

- MZ = (a-d,c-a)

Figura 4.21: Ilha do tesouro 3.

B = (c,d)

A= (a,0)

0=(0,0)

A MZ = (a-d,c-a)

=
-7 a a
M, = -c) T=\3""2

Figura 4.22: Ilha do tesouro 4.




CAPITULO 5

Conclusao

Através de tudo que pude ver nesta dissertagao, lembro-me de uma frase que costumava
ouvir nos tempos de graduacao do professor José Luiz: ” A Matematica é generosa.” Esta
frase mostra que podemos resolver um mesmo problema com varios conhecimentos. Nos
meus estudos percebi realmente agora a importancia dos numeros complexos e como
podemos resolver problemas utilizando sua dlgebra. A conclusao que qualquer pessoa tira
ao ler estas paginas é que os nimeros complexos devem ser ensinados no nivel médio,
pois possibilitam a revisao de assuntos ja estudados e apliam a visao de alguns conceitos.
A parte histérica apresentada traz seu desenvolvimento e mostra que sua construgao
ao longo da histéria levou a novas descobertas nos campos da matemaética e fisica e a
parte geométrica nos faz retornar a geometria Euclidiana e a resolucao de problemas.
Muitos problemas da geometria plana podem ser resolvidos com os nimeros complexos
de maneira mais simples. Esta dissertacao mostra apenas alguns pontos importantes e ela
busca deixar no leitor um gosto de quero mais, até por que realmente existe muita coisa

aprender sobre os nimeros complexos e suas aplicacoes na geometria.

7
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