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Resumo

Este trabalho apresenta inicialmente conceitos importantes como o principio de in-
ducao matematica, sequéncias, progressoes e recorréncias de primeira e segunda ordem.
Em seguida apresentamos a sequéncia de Fibonacci em situagoes como na magica de
nimeros, as fragoes que geram a sequéncia, o problema de quadratura e o fractal de Gros-
sman, que sao assuntos que podem ser inseridos no ensino médio. Também apresentamos
o triangulo de Pascal, relacionando-o com a sequéncia de poténcia de dois, sequéncia
de poténcia de onze e a sequéncia de Fibonacci. E para finalizar, destacamos algumas
sequéncias interessantes que nao sao muito conhecidas no ensino médio, apresentadas em
artigos da Revista do Professor de Matematica, como a progressao exponencial, progres-

sao aritmético-geométrica, progressao geométrico-aritmética e niimeros misticos.

Palavras-chave: Sequéncias, Sequéncias de Fibonacci, Triangulo de Pascal, Progressao

Aritmético-Geométrica, Progressao Geométrico-Aritmética.
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Abstract

This work presents important concepts such as the principle of mathematical induc-
tion, sequences and progressions first and second order recurrence. Then we present the
Fibonacci sequence in situations like the magic numbers, fractions that generate the se-
quence, the quadrature problem and Grossman of fractal, which are subjects that can
be inserted in high school. We also present Pascal’s triangle, linking it to the two power
sequence, eleven power sequence and Fibonacci sequence. And finally, we highlight some
interesting sequences are not well known in high school, presented in articles of Mathema-
tics Teacher Magazine as the exponential progression, arithmetic-geometric progression,

geometric-arithmetic progression and mystical numbers.

Keywords: Sequences, Sequences Fibonacci, Pascal’s Triangle, Arithmetic-Geometric

Progression, Geometric-Arithmetic Progression.
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INTRODUCAO

As sequéncias sao contetidos obrigatérios do curriculo do ensino médio. As progressoes
aritméticas e geométricas tém aplicabilidades em varios ramos da atividade humana. Essas
progressoes fazem parte do curriculo escolar em Mato Grosso do Sul no segundo ano do
ensino médio. Nesta dissertagao, apresentaremos sequéncias que trazem um raciocinio
mais elaborado, utilizando estratégias e aplicagoes das fomulas. Também serd visto o
triangulo de Pascal, que é um assunto apresentado no terceiro ano, onde mostraremos
que em algumas de suas propriedades, estao relacionadas as sequéncias da base dois, da
base onze e a de Fibonacci. Assim, esperamos fornecer aos professores formas diferentes
de apresentar os contetdos.

O trabalho desenvolvido esta dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo defi-
niremos o que sao sequéncias, principio de indug¢ao matemaética, as progressoes aritméticas
e geométricas, onde apresentaremos as formulas dos termos gerais e as somas dos n primei-
ros termos de cada uma. Também serd feito um breve estudo sobre recorréncias lineares
de primeira e segunda ordem.

No segundo capitulo, serd apresentada a sequéncia de Fibonacci, trabalhando o pro-
blema dos coelhos, relacionando-o com uma recorréncia de segunda ordem linear e homo-
génea. Serao apresentados, também, as fragoes que geram a sequéncia de Fibonacci, a
sequéncia de Fibonacci na magica com nimeros, um problema de quadratura chamado de
“quebra-cabeca” de Fibonacci e o fractal de Grossman, que, em cada estdagio do fractal,
temos os numeros de Fibonacci.

No terceiro capitulo, sera apresentado o triangulo de Pascal e algumas sequéncias.
Inicialmente, é definido o triangulo de Pascal e a demonstragao da relacao de Stifel. Em

seguida, o triangulo de Pascal sera relacionado com a sequéncia da poténcia de dois, a



sequencia da poténcia de onze e a sequéencia de Fibonacci.

No quarto capitulo, serao vistas algumas sequéncias interessantes nao apresentadas
no ensino médio, como a progressao exponencial e sua definicao, a férmula do seu termo
geral, o calculo de sua razao e o produto dos n primeiros termos. A Progressao Aritmético-
Geométrica que é uma sequéncias numérica de termos consecutivos de uma PA, ordena-
damente multiplicada por uma PG e a Progressao Geométrico-Aritmética que é uma
sequéncia numérica de termos consecutivos de uma PG, ordenadamente somados a uma
PA. E para encerrar o capitulo, serao estudados os ntimeros misticos na sequéncia de
numeros de base 10, que sao escritos usando-se apenas os algarismo 1 e algumas de suas

propriedades.



Capitulo 1

SEQUENCIAS E RECORRENCIAS

1 Sequéncias

Definicao 1. Uma sequéncia é uma funcao f : N — R, que associa a cada niumero
natural n, um nimero real f(n). Denotamos f(1) = a1, f(2) = ag, ...,f(n) = ay,,... e a

sequéncia por (ay,) = (a1, az, ..., ay, ...), onde chamamos a,, de n-ésimo termo da sequéncia.
Vejamos agora algumas defini¢coes importantes.

Definicao 2. Uma sequéncia (a,) ¢ limitada quando o conjunto de seus termos € li-
mitado, ou seja, quando existem numeros reais ¢ e d, tais que ¢ < a, < d, para todo

n € N.

1
Exemplo 1. A sequéncia a, = — para todo n € N ¢é limitada, pois 0 < a, < 1,
n

para todo n € N.

Definicao 3. Uma sequéncia (a,) € denominada:
i) decrescente , se a,1 < a,, para todo n € N,
i) crescente, se a,y1 > an, para todon € N,
ii1) nao crescente, se a,,1 < a,, para todo n € N,

iv) nao decrescente, se a,1 > a,, para todo n € N.



Toda sequéncia crescente, decrescente, nao crescente e nao decrescente é chamada de
sequéncia mondotona.
O teorema a seguir, serd utilizado no capitulo 4, na segao 4.2 e sua demonstracao

encontra-se em [8].

Teorema 1. Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

2 Principio da Inducao Matematica

Teorema 2. Seja P(n) uma sentenca sobre N, e seja a € N. Suponha que:
i) P(a) é verdadeira, e

ii) qualquer que sejan € N com n > a, sempre que P(n) é verdadeira, implica P(n+1)
¢é verdadeira.

Entao P(n) é verdadeira para todo nimero natural n > a.

Este teorema é uma ferramenta que sera utilizada ao longo do texto e sua demonstra-

¢ao encontra-se em [7].

Exemplo 2. Prove que, para todo n € N:

1)2n + 1
12492 432 442 4. g2 = T )6< n+1)

Solucao:

11+1)(2-1+1 1-2-3 6
i) Para n =1, temos P(1): 1% = (1+1)( T ): = — =1. Logo P(1) é

2
6 6 6
verdadeira.

ii) Suponhamos que para algum n > 1, P(n) é verdadeira. Assim temos:

nn+1)2n+1)
6

P4+22 43+ 40’ =



Somando em ambos os lados (n + 1)?, temos:

n(n+1)(2n+ 1)

1242243% 440’4 (n+1)? = ; +(n+1)°
P+224+3%+ - +n*+(n+1)7° = n<n+1)6(2n+1)+6(n21)2
124224324402+ (n+1)? = (n+1)[n(2n—%1)+6(n+1)]
22 R g (1) = (n+1)(2n;+7n+6)
2424324 4nt(nt1)? = (n+1)(n—|;52)(2n+3)
2424321 4nt(nt1)? = (n+1)[(n+1)21][2(n+1)+1]

Porém 12422432 4~ 4 n? 4 (nt1)2 = T DD p RO+ D1 piy ).

Portanto, pelo Principio da Indugao Matematica, P(n) é valido para todo n € N, isto
»  nmn+1)2n+1) n
B 6

6 124+22+3+---+n

3 Progressao Aritmética

Definicao 4. Uma sequéncia na qual a diferenca entre cada termo e o termo anterior é
constante é chamada de Progressao Aritmética. Fssa diferenca constante é chamada

de razao da progressao e representada pela letra .

Exemplo 3. Um corpo caindo livremente (desprezando-se a resisténcia do ar) tem,
ao final do primeiro sequndo, velocidade de 9,8m/s; velocidade de 19,6m/s no final do
sequndo sequinte; de 29,4m/s no final do terceiro sequndo; e assim por diante.

Essa situacao problema gera uma Progressao Aritmética do tipo (9, 8;19,6;29,4;...),

a PA tem a; = 9,8 e razao r = 9, 8.

3.1 Foérmula do termo geral de uma Progressao Aritmética

Teorema 3. Se (a,) € uma progressao aritmética de razdo r, entao a, = a; + (n — 1)r,

para todo n € N.



Demonstracao: Seja (ay,as, -+ ,a,), uma Progressao Aritmética de razao r. Pela defi-

nicao, temos que:

g —ay = T
a3 —ay = T
as —az = T
p —Qp—1 = T

Somando essas n — 1 igualdades, obtemos a,, — a; = (n — 1)r, isto é, a, = a; + (n — 1)r.

Portanto o termo geral de uma Progressao Aritmética é:
an=a1+(n—1)r, VYn=>L1
[

Exemplo 4. Um pequeno cometa periodico do nosso Sistema Solar com um periodo orbi-
tal de 13 anos teve sua tultima passagem pelo planeta Terra em janeiro de 2010. Quantas
vezes ele visitou a Terra desde que o Brasil foi descoberto? Em que ano foi sua primeira

passagem na era da descoberta do Brasil?

Solucgao: Os anos de passagem do cometa no planeta Terra foram 2010; 1997, 1984, ....
Podemos notar que essa sequéncia de anos, formam um Progressao Aritmética de razao
—13 anos.

O termo de ordem n dessa progressao ¢
an = a1+ (n—1)r = a, = 2010 — 13(n — 1) = 2023 — 13n
Como a,, > 1500, temos que

2023 — 13n > 1500

13n < 2023 — 1500
523

13

n < 40,23...

n <

7



Portanto, os termos dessa progressao que sao maiores que o ano de 1500 sao os 40
primeiros, aj, as, as, ..., as9. Logo ele visitou o planeta Terra apds a descoberta do Brasil
40 vezes.

Para sabermos a primeira vez que ele visitou o planeta Terra apds a descoberta do

Brasil, basta calcularmos a4g. Assim:
a0 = 2023 — 13 - 40 = 2023 — 520 = 1503.

Portanto o cometa visitou o planeta Terra apés a descoberta do Brasil no ano de 1503.

3.2 Representacao geométrica de uma Progressao Aritmética

Em uma progressao aritmética, o termo geral é dado por um polindbmio em n,

an=a;+(n—1r=r-n+(a;—r).
e Se r # 0, ou seja, se a progressao nao for constante, esse polinomio é de grau 1.
e Ser=0ea; #0,isto é, a progressao é constante, e esse polinomio tem grau 0.

Assim, temos que

Se a progressao aritmética tiver razao r # 0 entao é chamada de progressao aritmética
de primeira ordem. Reciprocamente se em uma sequéncia o termo de ordem n for dado
por um polinémio em n, de grau menor ou igual a 1, ela serd uma progressao aritmética.

Com efeito, se a,, = an + b, entdo (a,) é uma progressao aritmética na qual a = r e
b=a, —r,ouseja, r=aea =a+b.

Uma progressao aritmética é uma funcao polinomial do 1° grau onde, para cada i € N
se associa um a; € R, ou seja, (1,a1), (2,a2),(3,a3),...,(n,a,). O grafico dessa fungao é
uma sequéncia de pontos colineares no plano.

O gréfico da funcao polinomial do 1° grau é uma reta, enquanto o grafico de uma PA
¢ o conjunto de pontos dessa reta de abscissas dos niimeros naturais.

Dai, (a,) é uma progressao aritmética se, e somente se, os pontos do plano que tém

coordenadas (1,a1), (2, as2), (3,a3), ... estdo em linha reta.
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Figura 1.1: Grafico da P.A.

3.3 Soma dos n primeiros termos de uma Progressao Aritmética

Teorema 4. A soma dos n primeiros termos da progressao aritmética (a,) € igual a

(a1 + an)n

Sy = 5

Demonstracao: Temos S,, = a;+as+asz+---+a,_1+a, e S, = a,+a,_1+- - -+az+as+a;
Dai,
25, = (a1 + a,) + (ag + apn—1) + (a3 + ap_2) + -+ + (an + a1)
como ag +ap 1 =a1+r+a+n—1—1)r=a+a +(n—1r=a +a,.
Podemos observar que, ao passar de um parénteses para o seguinte, a primeira parcela

aumente de r e a segunda parcela diminui de 7, o que nao altera a soma, ou seja,
a1+ ap =02+ 0y =03+ apo="-""

Desta maneira, todas as somas sdo iguais a primeira (a; + a,), € como temos n parén-

teses, segue que:

2-5,=(a1+a,) -nous,=

Exemplo 5. Qual é o valor da soma dos 30 primeiros termos da progressao aritmética

5,9,13,17,...7

Solugao: Temos que agzp =a; +29-r=5+4+29-4=5+116 =121

Assim



(5+121)-30 3780

= = 1890
2 2

530 =

Exemplo 6. Qual é a soma dos n primeiros niumeros inteiros e positivos, ou seja,

1+2+3+4+5+6+---+n?

Solugao: Sendo a; = 1 e a,, = n, utilizando a férmula da soma dos termos de uma PA

finita, temos:

(a1 +a,)-n  (14+n)-n _ nn+1)

S, = - -
2 2 2

Observacao 1. Podemos notar que S,, ¢ um polinomio do segundo grau em n, sem termo

independente.

Generalizando, temos que substituindo a,, = a; + (n — 1) - 7 na férmula da soma do n

primeiros termos de uma PA | segue:

<a1+a1—|—n r—r) (2a1+n r—r)
S, = 5 -n

Sh,

2 (2'_g>2

Ser # 0, .S, € um polinémio do segundo grau em n, desprovido de termo independente,

Sn

que pode ser reescrito da seguinte forma:

Sn:anQ—i-bnnaquala:geal—g:b,ouseja,r:2aea1:a+b.

Se r =0, 5, é um polinomio de grau menor que 2, sem termo independente.

Definicao 5. Defini-se para sequéncias o operador A, chamado de operador diferenca,
por Aa, = apyq1 — Q.
Dai, temos que uma sequéncia (a,) é uma progressao aritmética se e somente se

(Aa,) = (a1 — a,) é constante.

Definigao 6. Uma progressao aritmética de sequnda ordem é uma sequéncia (a,) na

qual as diferencas Aa, = an+1 — ay, entre cada termo e o termo anterior, formam uma

10



progressao aritmética nao constante.

Exemplo 7. A sequéncia (a,) = (6,2,0,0,2,6,...) é uma progressao artimética de se-
gunda ordem, isto €, é uma sequéncia onde Aa, = a,y1 — a, formam a progressao arit-

mética nao-constante (—4,—2,0,2,4,...). Qual € a expressao geral de a,?

Solucao: Como a diferenca forma uma progressao aritmética nao-estacionaria, onde o

primeiro termo é -4 e a razao é 2, assim:

by =0pi1—an=bi+(n—1)-r=—4+(n—-1)-2=2n—6.

Temos:
ay — a1 = —4
as —az = —2
ag—as = 0
p—ap1 = 2-(n—1)—6=2n-38
Somando, obtemos
an—a1 = —4—-24+0+2+---+(2n—-238)
0 —a — (—4+2n—-8)-(n—1)
2
a, —a; = n>—Tn+6.

Logo

An=01+n>—Tm+6=64+n>—T+6=n>—Tn+12

4 Progressao Geométrica

Definicao 7. Uma sequéncia na qual € constante o quociente da divisao de cada termo

pelo termo anterior é chamada de progressao geométrica. Fsse quociente ¢ chamado
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de razao da progressao e € representado pela letra q.

Exemplo 8. A sequéncia (2,10,50,250,...) é uma PG na qual a; = 2 e a razao é

q=>5.

4.1 Formula do termo geral de uma Progressao Geométrica

Sendo (a,) uma progressao geométrica, temos que cada termo sequente é encontrado

multiplicando o termo anterior pela razao q. Dai

2 = dai-q

as = Cl2'q:&1'Q'q:a1'q2
as = ag-qzal-qQ-q:al-q?’
an = ap-¢""

Portanto o termo geral de uma PG é a,, = a; - ¢"~ ', n € N.

Exemplo 9. Se a populacao de um pais cresce 3% ao ano, quanto crescerd em n anos?
Solucao: Temos que i = 3% = 0,03
Populacao inicial: Py

Populagao apés 1 ano: Py - (1+0,03) = By - (1,03)
Populacao apés 2 anos: Py - (1,03) - (1,03) = Py - (1,03)?

Populagao apds n anos: Py - (1,03)"
Portanto a populagao daqui n anos é de Py - (1,03)"
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4.2 Representacao geométrica de uma Progressao Geométrica

Uma Progressao Geométrica é uma fungao que associa a cada niimero natural n o valor
a,, onde o grafico dessa fungao é formado por uma sequéncia de pontos pertencentes ao

grafico de uma funcao exponencial.

Ly

Ly

L)

Figura 1.2: Grafico da P.G.

4.3 Soma dos n primeiros termos de uma Progressao Geomé-

trica

Teorema 5. A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (a,,) de razao

qg#1, ¢

Demonstragao: Seja a soma dos n termos de uma PG dada por:
Sp=ai+ay+az+---+ap
Multiplicando S,, por ¢, temos

13



q-Sn=q-a1+q-atqg-agt---+q-ap
Como q-a; =as, q-az =as, q-as = g, ... , ¢ Gy = Apy1. Assim
q-Spn=ay+az+as+ -+ ap1
Fazendo S,, — ¢ - S, temos

Sn_an = a1 —Aap+41

Sn-(1—q) = a1 —ar-q"

Portanto,

No caso em que |¢| < 1 ,temos lim ¢" =0, ou seja,
n—+o0o

ai

lim S, =
n—-+00 1— q

Exemplo 10. Determine a fracdo geratriz da dizima periddica 0,3333333....

Solugao: Seja x = 0,33333..., podera ser escrito por z = 0,3 4+ 0,03 + 0,003 + -- -, ou

ainda, z = 3 + 3 + i + dai temos que esse x é a soma de uma progressao
7107100 T 1000 ! q Pros

geométrica de razao q = 10 Como 0 < ¢ < 1, com primeiro termo a; = 10’ temos que
3 3
10

1
1— —
10

Portanto,

1
0,3333333... = 3
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5 Sequéncias de Recorréncia

Defini¢ao 8. Uma relagao de recorréncia para a sequéncia (a,) € uma formula que ex-
pressa a, em termos de um ou mais termos anteriores da sequéncia, isto €, ai,...apn_1,

para todos os numeros naturais n. com n > nyg.

Exemplo 11. A sequéncia de nimeros impares {1,3,5,7,...} € uma sequéncia recor-
rente, que pode ser definida por a,.1 = a, +2,(n > 1), com a; = 1.

Nas sequéncias recorrentes faz necessario saber o primeiro termo para que se possa
identificar a sequéncia.

Alguns exemplos importantes de sequéncias recorrentes sao a P.A e a P.G.
Exemplo 12. Uma P.A (a,) de razao r e primeiro termo a pode ser definida por

Upy1 = ap +1,(n =2 1), com a; = a.

Exemplo 13. Uma P.G (a,) de razio q e primeiro termo a pode ser definida por
Upy1 = Ay - q, (n = 1), com a; = a.
6 Recorréncia Linear de Primeira Ordem

Definicao 9. Uma recorréncia é de primeira ordem quando um termo a,.1 depende do
termo a,. A recorréncia € dita linear, quando a funcdo formada pela mesma for do pri-

meiro grau.

Exemplo 14. As recorréncias a1 = 5a, —n? e a,,1 = na, sao lineares e a recorréncia
= a,? ndao é li També d t d it enct 7]

Gni1 = Ap° nao € linear. Também podemos notar que as duas ultimas recorréncias sao

homogéneas, pois nao possui termo independente de a,.

Exemplo 15. Resolva a recorréncia a,y1 =n - a,,a; = 1.
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Solucgao: Temos que

Ay = Qaq

as = 2- Q9

ay, = 3 as

a, = (n—1) a,1
Multiplicando ambos os lados, temos as-ag-aq4----a, = a;-2-as-3-az--+-(n—1)-a,_1.
Dividindo ambos os membros por as - a3 - a4 - - a,_1, pois todos os termos sao nao

nulos.
Temos a, = (n — 1)!- ay.

Como a; = 1, podemos concluir que a,, = (n — 1)!
|

Exemplo 16. A formula do termo geral de uma P.A pode ser encontrada por uma
solucao de recorréncia de primeira ordem nao-homogénea. A mesma pode ser escrita pela

TeCOTTéncia anyy = a, +1,(n = 1), com a; = a. Resolvendo a recorréncia, temos:

ay = ai1+r
as = Qo +7r
a, = az—+r
Ap = Qp-1+7T

Fazendo a soma de cada membro, temos

az +az+as+---+ap=a+r+ay+r+a+r+-+ap1+r

Subtraindo ambos os membros da igualdade por as + a3 + a4 + - -+ + a,_1 , temos

a, =a;+ (n—1)-r que é a férmula do termos geral da P.A.
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Como a; = a , temos que a, =a+ (n—1) - . [

Exemplo 17. A Formula do termo geral de uma PG também pode ser encontrada por
uma solucao de recorréncia de primeira ordem, porém homogénea. A mesma pode ser
escrita pela recorréncia a,y1 = q - a,, com a; = a e a # 0. Resolvendo a recorréncia,

temos

Gy = (q-a
as = (-az
a4y = (¢-as
anp = (ap-1

Multiplicando os termos de cada membro, temos

-1
n cQpe1 * Qp_g * Gy A7

Dividindo ambos os membros da igualdade por a,_1 - --- - as - as, segue

n

a, = ¢" - a, que é a féormula do termo geral de uma PG.

n—1

Como a; = a, temos que a, =q¢" " - a

7 Recorréncia Linear de Segunda Ordem

Definicao 10. Uma recorréncia que expressa a, o em funcdao de seus anteriores i1
e a, serd chamada de recorréncia de segunda ordem. Trataremos de recorréncias

lineares de sequnda ordem homogéneas e com coeficientes constantes onde:
Qpt2 + Papt1 + qan, = 0
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Vamos admitir que ¢ # 0, pois caso contrario teremos uma recorréncia linear de
primeira ordem.

Podemos associar cada uma das recorréncias a uma equagao do segundo grau, do tipo
r? +pr+q = 0, chamada de equagao caracteristica. Uma observacao importante é que
se ¢ # 0 entao 0 nao podera ser raiz da equagao caracteristica.
Teorema 6. Se as raizes de r*> +pr +q = 0 sGo ry e 19, entdo x, = c1(ry)" + ca(ry)"
€ solugao da recorréncia a,is + pans1 + qa, = 0, quaisquer que sejam os valores das

constantes c; e cy.

Demonstragao: Substituindo z,, = ¢;(r1)™ + ¢2(r2)" na recorréncia, temos

nio + Pang1 +qan = cr(r)"? 4+ ea(r2)" + pler ()™ + ca(r2)™) + q(en(r)" + ca(ra)™)
= 1(r)"((r)* + pri+ @) + ca(r2)"((r2)* + pra + q)
= ¢1(r1)"0 + co(r2)"0 = 0.
Dai, podemos concluir que z,, € uma solucao da recorréncia.

Teorema 7. Se as raizes de r? + pr +q = 0 sdo 1 e ry, com ry # 19, entdo, todas as
solugdes da recorréncia anyo + pany1 + qa, = 0, sdo da forma x, = c1(r1)"™ + co(r2)", ¢
e co constantes.

A demonstragao encontra-se em [9].

Exemplo 18. Determine a solugao da recorréncia
Gnio + 30,11 — 4a, = 0.

Solugao: A equacao caracteristica da recorréncia é r?2 +3r —4 = 0, resolvendo a equacao,
temos r; =1ery = —4.
Dai temos que as solugoes da recorréncia sao as sequéncias da forma z,, = ¢1(1)" +

co(—4)", isto é, x,, = ¢1 + co(—4)", sendo ¢ e ¢y constantes arbitrarias.
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Capitulo 2

SEQUENCIA DE FIBONACCI

Neste capitulo iremos falar sobre sequéncia de Fibonacci. Serd apresentado alguns
artigos da Revista do Professor de Mateméatica com resultados curiosos que envolvem a

sequencia de Fibonacci.

Sequéncia de Fibonacci

Definicao 11. Chama-se sequéncia de Fibonacci a sequéncia definida recursivamente por

F1 =1le F2 =1
F,=F, 1+ F,_ 5, para todon > 2

Os termos dessa sequéncia sao chamados de Numeros de Fibonacci.

O problema dos coelhos e a sequéncia de Fibonacci

O matemético Eduard Lucas (1842 - 1891), em 1877 nomeou essa sequéncia como
sequéncia de Fibonacci (veja [10]). Um dos motivos foi o problema proposto pelo mate-

matico italiano Leonardo de Pisa, que propos em seu livro Liber Abacci, de 1202 o seguinte:

Quot paria coniculorum in uno anno ex uno pario germinentur?
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O que significa para a traducao na lingua portuguesa:

Quantos casais de coelhos descendem de um casal em um ano?

Leonardo passa a explicar o seu problema e a sua solugao, como segue:

Um casal de coelhos recém-nascidos foi posto num lugar cercado. Quantos casais de
coelhos serao produzidos num ano, se a natureza desses coelhos é tal que a partir do
segundo meés um casal gera a cada més um novo casal de coelhos que se torna produtivo
ao fim de dois meses?

Temos uma solucao:

i) no primeiro més, temos apenas um casal de coelhos recém-nascidos;

ii) no segundo més, temos o casal adulto e fértil;

iii) no terceiro més, o casal adulto gera o primeiro par de coelhos, sendo assim temos

dois casais;

iv) no quarto més, temos o primeiro casal, o casal jovem que nasceu no més anterior e

mais um novo casal gerado pelo primeiro casal, sendo assim, temos um total de trés casais;
V) no quinto més, temos dois casais adultos que geram mais dois pares de casais e um
casal que nasceu no més anterior que nao gera nenhum ainda, sendo assim temos um total

de cinco casais;

vi) no sexto meés, temos trés casais adultos que geram mais trés casais e dois casais

que ainda nao geram nenhum casal, sendo assim temos um total de oito casais;

vii) e assim por diante.
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meés || numero de casais do més anterior | nimero de casais recém-nascidos | total
1° 0 1 1
2° 1 0 1
3° 1 1 2
4° 2 1 3
5° 3 2 5
6° 5 3 8
7° 8 5 13
8° 13 8 21
9° 21 13 34
10° 34 21 55
11° 55 34 89
12° 89 55 144

Tabela 2.1: Contagem dos casais de coelhos més a més

Notemos que a solucao do problema dos coelhos gera os doze primeiros termos da

sequencia de Fibonacci.

A sequéncia de Fibonacci é uma recorréncia linear de segunda ordem, homogénea de

coeficientes constantes,
Qpt2 + Plpy1 + qa, = 0

ondea; =ay,=1,p=—-1,g=—-1en> 1.

A sequéncia de Fibonacci tem a equacdo caracteristica 7> —r — 1 = 0, cujas raizes sio:

S
B

I+
€ Trg =
2 2

ry =

Assim as solugoes dessa recorréncia sao:
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o) ()
2 2

Vamos calcular os valores de c¢; e ¢y, substituindo os valores F} = 1 e Fy = 1, segue

que:

Substituindo em F;,, temos:

. 1+v5) 1 [1-V5\"
"5 2 NG 2

que ¢é a férmula que gera os nimeros de Fibonacci.

1 Fracoes que geram a sequéncia de Fibonacci

Mauricio Zahn, em [20], apresenta um resultado curioso sobre a sequéncia de Fibonacci.

Como visto, a sequéncia de Fibonacci é definida recursivamente por:

Fl =1le F2 =1
F,=F, 1+ F,_o, para todo n > 2,

ou seja, cada termo da sequéncia, a partir do segundo, é obtido pela soma dos dois
anteriores, assim, a sequéncia de numeros de Fibonacci é: 1,1,2,3,5,8,13,.... Temos
uma relagao curiosa:

Utilizando um programa computacional adequado e considerando as representacoes

decimais das seguintes fracoes:
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100 10000 1000000 100000000
89 7 9899 ' 998999 * 99989999

e assim por diante.

Temos que:

1
109 = 1,12359550561797752808988764044943820224719101123...

89
10000

0899 1,0102030508132134590463683200323264976260228...

1000000
998999

= 1,001002003005008013021034055089144233...

100000000

900%9909 — 1» 00010002 1300210034
50050900 — 1+ 0001000200030005000800130021003400550089

Observando os digitos das representagoes decimais, podemos notar que geram os ter-

mos da sequéncia de Fibonacci!

Vamos justificar esses resultados.

—14+v56 —1-+5
2 7 2

Consideremos a funcao f: R — { } — R definida por

fla) = ——

-z —a?
Podemos notar que a expressao que define f pode ser representada por

1 1
f(x>:1—x—a:2:1—x(1+x)

Dai, se = é tal que |z(1 + x)| < 1, temos que a ultima expressao é a soma infinita da

progressao geométrica (1,x(1 + ), z%(1 + x)?, ...) que tem razao ¢ = z(1 + x). Ou seja,

1 1 - .
l—z—22 1 —z(l+4x) 22[9:(14—@] -

l+z(l+z)+ [zl +2)P+ [z +2)P+ [zl +2)* + [zl +2)]° + [2(1 +2)]° + ... =
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L+z+ 22+ 221+ 22+ 22) + 23(1 + 32 + 322 + 23) + 2 (1 + 4z + 62% + 423 + 2) +
(1 + 52 4+ 1022 + 1023 + 5zt + 2°) + 2°(1+ ..) + ... =

l+z+224+224+20 + 2 + 28 + 32 + 32 + 28 + 2 + 42 + 625 + 427 + 28 + 2° +
520 + 1027 + 1028 + 522 + 210 + 26 + ... =

1+x+2224+323 + 524 +8x° + 1325+ ... =

+oo
Fy + Fyz + Fya? + Fya® + Fea' + Fa® + .. = ) Foa”.
n=0

Portanto,
1 iy
@)= gy = L B se e 4 2)| <1
Assim, para x = 0, 1 temos:
1 1 100
O 1 = fny [ —
T =T i~ 1 _ 1 s

que pela série infinita determinada, implica
f(0,1) = 1+0,142(0,1)>+3(0,1)* +5(0,1)* +8(0,1)® + 13(0,1)® 4+ 21(0,1)" + ...
= 1,12359550561797752808988764044943820224719101123...

Assim, para x = 0,01 temos:
1 1 10000
0,01) = = =
1(0,01) 1—0,01—(0,01)2 1_L_ 1 9899 ’
100 10000

que pela série infinita determinada, implica

£(0,01) = 140,01+ 2(0,01)*+ 3(0,01)* 4 5(0,01)* +8(0,01)° + 13(0,01)® + ...
= 1,01020305081321345590463683200323264976260228...
E assim por diante, podemos atribuir valores sucessivos para z, sendo 0,001, 0, 0001,
etc.

Notemos que, quanto menor o valor que atribuiremos para x da sucessao descrita, nas

casas decimais aparecem mais termos da sequéncia de Fibonacci.
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2 Utilizando a sequéncia de Fibonacci na magica com
numeros

Licia Resende P. Bonfim, em [2], traz uma “brincadeira” cujo assunto estd relacionado
a algumas propriedades da sequéncia de Fibonacci.

A brincadeira é a seguinte:

O professor entrega para o aluno uma folha com dez linhas em branco, numeradas de 1
a 10, e pede para eles escolherem dois niimeros inteiros, digamos entre 1 a 20, e anotéa-los
nas duas primeiras linhas.

Feitas as escolhas, o professor solicita aos alunos que escrevam, em cada linha, a partir
da terceira, a soma das duas linhas anteriores, e assim sucessivamente até chegarem na
décima linha.

Vejamos um exemplo:

Linha | Nuumero

—

9

14

23

37

60

97

157

254

© |0 | N | O | OB W N

411

—_
@)

665

Tabela 2.2: Exemplo com dois nimeros escolhidos

Terminada a construcao da lista o professor pergunta:
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- Qual a soma dos dez niumeros?

Antes que os alunos terminem de calcular a soma, sem o professor saber os dois
primeiros niimeros iniciais, é possivel dizer qual é o resultado desde que o mesmo forneca o
sétimo elemento da lista. Para que isso ocorra, o professor deve ser habil na multiplicagao
por 11, pois o resultado é 11 vezes o elemento da sétima linha. No exemplo citado, a soma
é 1727, que é o produto de 11 por 157.

O professor também pode “adivinhar” a divisao da linha 10 pela linha 9, com duas
casas decimais. Esse quociente é igual a 1,61, isso acontece para quaisquer que sejam oS
dois ntimeros iniciais inteiros escolhidos no inicio da brincadeira.

Por que o truque funciona?

Sejam z e y dois nimeros escolhido inicialmente pelos alunos.

Linhas | Numeros

p—t

X

Y

r+y

T+ 2y

2z + 3y

3T + Hy

S5z + 8y

8z + 13y

© | 0 | N | O | Ok W N

132 + 21y

—_
)

21z + 34y

Tabela 2.3: Dois nimeros escolhidos quaisquer

Os dez numeros da lista sdo os da tabela e sua soma total é 55z + 88y = 11(bz + 8y),

ou seja, 11 vezes o elemento da sétima linha.
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Essa explicagao acima é para deteminar a soma dos dez ntimeros utilizando apenas o
sétimo numero.

Agora para determinarmos o quociente da linha 10 pela 9, vamos utilizar a seguinte

propriedade:
Propriedade 1. Se a, b, ¢ e d sao nimeros positivos tais que % < g, entao 2 +d esta
tre Lo +
entre — e —.
b d
21 34 21 34 21z 34y
Assi — =1,615384 ¢ — = 1,619047, t — < —,1 — < —=. Pel
ssim, como 13 , € o , , temos, 3 < o7 0go 32 < 21y ela

21 34

propriedade, o resultado da divisao ST H %y da linha 10 pela 9 estara entre os niimeros
13z + 21y

21 34

3 e oTE o que confirma que o resultado independente dos valores iniciais com duas casa
é1,61.

Analisando os ntimeros da Tabela 2.3, observamos que a partir do terceiro, eles sao
obtidos somando-se os dois anteriores, com a diferenga que os dois niimeros iniciais nao
necessariamente sejam iguais a 1. Logo é natural que as propriedades da sequéncia de
Fibonacci possam ser reinterpretadas na sequéncia construida na atividade. Observando
a tabela, notemos que os coeficientes de y nas linhas de 2 a 10 sao os primeiros termos
da sequéncia de Fibonacci. Também a partir da terceira linha os coeficientes de x geram
também sequéncia de Fibonacci.

Assim, caso o professor queira que os alunos percebam a sequéncia, pode pedir para
que os mesmos avancem na lista. Ao chegar nas linhas 24 e 25 os nimeros gerados
serao da forma 17711x + 28657y e 28657 + 46368y, respectivamente. Dai o quociente

28657 ~ 1,6180339 e 16368 ~ 1,6180339. Como ocorre

17711 28657
coincidéncia em sete casas decimais, o professor podera “adivinhar” o quociente com o grau

desses dois nimeros estara entre

de precisao melhor, sem o conhecimento prévio dos dois niimeros iniciais ou quarquer outra
informacao.

Uma pergunta natural que surge é a seguinte: Se avangarmos na sequéncia, para qual
nimero os quocientes de termos sucessivos se aproximam?

A resposta a essa pergunta é dada pelo teorema a seguir:

A ~ n+1
Teorema 8. O limite da razao

, quando n tende ao infinito € aproximadamente
n

1,618..., mais precisamente,
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B 1445
n—+oo Fn o 2

Demonstracao: Temos que:

. - 1 1_'_\/3 n+1 1_\/5 n+1
n+1_ﬁ 2 - 2

neg () - (59
5 2 2
Assim
i L3 n+1_ L — B n+1 45 n+1 = V5 n+1
Fyiy 5 2 2 ( 2 _<2 )
F, 15 (15T 15\ [1-v5\"
V5 2 B 2 2 B 2
(=)
<1+\/5)n+1_ A2
2 145\ (1-V5 "
B ] 2 1445 1+5
B [ 1-v5\' ] 2 1=\
C+ﬁy_h_ 2 1+V5
2 145\
I 2
Como —1<1;£<1temos:




Logo,

1+\/5_1_<1+\/5

n+1
1_¢5>+
1

. Fn+1 . .
lim —— = lim — = lim
n—+oo Fn n—+oo 2 1 — \/5 n—4o0o

1— | —Y°
1++5
_14vE o 146
B 2 2
Portanto,
i Fun _14V5
n——+oo Fn o

3 Quebra-Cabeca de Fibonacci

14++5

1— L=V5
1++5

)’n—i—l

- lim
n—-+o0o
1 - (

1-+5
1+45

Bruno Alves Dassie em [5], traz um problema de quadratura muito interessante, chamado

de quebra-cabeca de Fibonacci.

Esse quebra-cabecga de Fibonacci é um problema de quadratura de um quadrado, que

consiste em cobrir um quadrado usando ladrilhos retangulares. A solucao apresentada é

bastante interessante, pois as pecas sao compostas a partir dos niimeros da sequéncia de

Fibonacci: 1,1,2,3,5,8,13,... e assim por diante.
Observe o exemplo abaixo:

Considere as pecas:

IxS

@ 0

58

Com essas pecas, podemos montar o quadrado:
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5x8

1x1] 1x2

2x3

Denominando como Quebra-Cabeca de Fibonacci o problema de montar um quadrado
com um numero impar de retangulos cujas dimensoes sao dadas pelos termos iniciais e
consecutivos da sequéncia de Fibonacci.

Mas uma pergunta muito interessante seria: O problema sempre tera solugao?

Uma teorema interessante sobre a sequéncia de Fibonacci é o seguinte:

Teorema 9. Se somarmos um numero impar de produtos cujas parcelas sejam niumeros
sucessivos da sequéncia, iniciando com 1 X 1 obtemos o quadrado do ultimo numero. Ou

seja,

a1 X ag+ Gy X a3 +az X ag+ -+ + o X Qp_1 + a1 X @ = (an)*
sendo a;, © = 1,2,...,n 0s primeiros termos da sequéncia e n € par.
Demonstragao: Vamos utilizar o principio de indugao matematica.

i) O teorema é valido paran =2, pois a1 X as =1-1=1 = (ay)*.

ii) Suponhamos vélido para n = k, ou seja,
ap X g +az X az+ag X ag + -+ + ap_9 X ag_1 + ap_1 X ax = (az)?

sendo a, um termo de ordem par na sequéncia de Fibonacci. Agora, vamos provar
que o teorema ¢ valido para aj., pois teremos um nimero impar de parcelas, ou seja,

queremos provar que:
a1 X Gy 4 Gy X a3 4 a3 X Qg + -+ -+ Qg1 X Qg + A X Qg1+ Qg1 X Gpyn = (Gpg2)”

Usando a hipétese de inducao, temos que

a1 X Gz +ag X ag+ag X ag+ -+ ap—1 X @ + Qg X Qg1 + Q41 X Qpq2 =

_ 2 _
= (ag)? + ag X Qg1 + Qg1 X Qg2 = @ X (g + apr1) + Qg1 X Qgpo.
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Mas ay + ax11 = a2 entao
2
ap X (g + Qgy1) + Qg1 X Qpgo = A X gz + Qg1 X Gz = Qg X (A + apg1) = (Grg2)
[ |

Portanto, o teorema foi demonstrado, porém nao basta apenas isso para mostrar que
o quebra-cabeca pode ser montado, pois é possivel exibir alguns exemplos de retangulos
com soma de suas areas igual a um quadrado perfeito, mas que nao formam um quadrado.

Um exemplo ¢é a soma das dreas dos retangulos 1 x 1 e 1 x 3 é igual a 4, mas com esses
retangulos nao podemos montar um quadrado 2 x 2.

Por inducao, iremos provar que o quadrado pode efetivamente ser montado. Vamos
mostrar que, se n é par com as (n — 1) pecas (retangulos de dimensoes (a; X ag, as X as,

csy Qp_1 X ay)), podemos formar um quadrado de lado a,,.

1 =a+ta
i TR S Y

Utilizaremos o principio de inducao matematica.

i) Para n = 2, o retangulo 1 x 1 = a; X as é um quadrado.

ii) Suponhamos que possamos montar um quadrado de lado a; com as primeiras (k—1)
pegas, sendo k par. Os préximos retangulos da sequéncia sao ay X ari1 € Agp1 X Agio.

Como agio = ag + ags1, esses retangulos podem ser justapostos ao quadrado de lado
ay, de modo a formar um quadrado de lado ajyo. Assim com as primeiras k + 1 pegas
(com k + 2 par) também podemos montar um quadrado de lado ags.

Portanto, pelo principio da indugao matematica, os primeiros (n—1) retangulos podem
ser justapostos de modo a formar um quadrado de lado a,, quando n é par.

O interessante é que o argumento geométrico substitui com vantagens o argumento

puramente algébrico, porque, além de mostrar que a soma das areas dos primeiros (n —1)
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retangulos (n par) é igual a (a,)?, mostra que eles podem ser justapostos formando um
quadrado.

E bastante interessante notar que, em ambas as demonstragoes, ao passar de k para
k 4+ 2 nao usamos o fato de que k é par. Mas o préprio resultado sé vale, para k par
(para um numero impar de retangulos). Isso ocorre porque, comegando de 1, temos um
quadrado inicial, mas caso comecassemos de 2, nao daria certo, pois os retangulos 1 x 1

e 1 x 2 nao formariam um quadrado.

4 O fractal de Grossman e a sequéncia de Fibonacci

Ana Licia Braz Dias, em [6], traz o Fractal de Grossman relacionando a sequéncia
de Fibonacci. O Fractal de Grossman, criado pelo matematico George Grossman (1997),
tem algumas propriedades importantes, sendo uma delas o aparecimento da sequéncia de
Fibonacci.

A construcao de um fractal é um processo que nao se completa em um nimero finito de
passos. Ele se da pela aplicagao de uma regra de transformacao em determinadas partes
do objeto resultante, repetidas vezes. Idealmente, infinitas vezes.

Existem trés informacoes importantes para que se construa um fractal:

i) Qual a semente;

ii) Qual é a transformacgao ou o procedimento gerador;

iii) Onde serd aplicado o procedimento gerador.

Falando especificamente do fractal de Grossman, sua construgao é gerada a partir de

um triangulo retangulo isésceles.

Figura 2.1: Estagio 0

A regra de iteracao para a construcao do fractal, consiste na construcao de duas

projecoes ortogonais. Vamos descrever o procedimento:
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A vpartir do vértice do angulo reto, baixemos uma perpendicular ao lado oposto (a
hipotenusa). Do ponto onde essa perpendicular intercepta a hipotenusa (o ponto médio),
construiremos outro segmento de reta, dessa vez perpendicular a um dos catetos. A
escolha do cateto é importante: Se A é o vértice do angulo reto, D é o ponto de sobre a
hipotenusa e F é o ponto sobre o cateto, este deve ser escolhido de forma que o ponto A
fique a sua direita. Assim eliminamos a regiao triangular formada no interior da figura.

Considerando o triangulo da Figura 2.1 como o estégio 0, o procedimento consiste em,
partindo do ponto A, construir a perpendicular ao lado BC, que intercepta BC em D.
Tracando DE, a perpendicular a AB que passa por D, de tal forma que o ponto A fique a
direita da semirreta DF, resultando a Figura 2.2, estagio 1, no qual o triangulo retangulo
isosceles original foi substituido por dois novos triangulos retangulos isdsceles com um

espago vazio triangular entre eles.

Figura 2.2: Estagio 1

A estrutura do estdgio 1 é a configuracao que posteriormente sera observada em varias
partes de estagios mais avancados do fractal, no entanto em escalas e posicoes diferentes.
(autossemelhanga)

Agora, temos duas informagoes importantes sobre o fractal de Grossman:

i) A semente;

ii) O procedimento.

Agora, devemos obter apenas mais uma informagcao: onde o procedimento sera aplicado
a cada iteracao?

Respondendo a essa questao importante, serd sempre nos triangulos de maior area, a
cada estagio, e apenas neles.

Observando a Figura 2.2 do estagio 1, o triangulo ADFE foi retirado do fractal, e nele

nao ocorrera mais nenhuma transformacao. Temos, entao, somente dois triangulos BED
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e ACD, dos quais ACD é o maior. Assim, fazendo o procedimento apenas no triangulo

ACD, obteremos o estagio 2, como mostra a Figura 2.3:

Figura 2.3: Estagio 2

Dai tiramos uma pergunta: Quantas regioes triangulares temos no estagio 2 do fractal?

Respondendo a essa questao: sobraram trés regices triangulares, pois retiramos duas
até este estagio.

Assim, depois de responder a essa pergunta, permaneceremos como candidatos a fu-
turas transformagoes apenas trés triangulos. Observando a Figura 2.3, notamos que dois
deles sao congruentes, e de drea maior que a do terceiro. Entao sera nesses dois triangulos
maiores que aplicaremos o procedimento gerador para obtermos o estagio 3 como mostra
a Figura 2.4.

Vamos demonstrar que realmente os triangulos BED e AFD do Estagio 2 sao con-

gruentes e de maior area.

Lemal- ABED=AAFD

Demonstracao: Sejam AB = a, AC = a e BC = av/2, pois a semente é um triangulo
retangulo isésceles.
Apo6s os procedimentos iniciais, no estagio 2, temos:

— 2 —
1)BD = %—, pois D é ponto médio de BC;

ii) BE = g, pois E é ponto médio de BA:;

S [2a? 2 —
i) AD = % = %_, pois AD é altura do triangulo ABC,;
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iv) AF = g, pois F é ponto médio de AC.

Analisando os ABED e ANAF D, pelo fato de

i) Os dois triangulos sao retangulos;

Pelo caso de congruéncia Cateto-hipotenusa, podemos concluir que os triangulos
BED e AFD sao congruentes. B

Lema 2 - Area ABED é maior que a area AFGC

Demonstracao: Utilizando as férmulas das areas, temos:

, B x ED 2 x4 a?
Tr€aABED B B 3
i GC x GF %ﬁ X %ﬁ 202 a?
rea = = - — =
akeo 2 2 32 16
Dali,

Areappgc = 3 Areaprpgp.

Portanto os triangulos ABED e AAF D tem maior drea. l

Figura 2.4: Estagio 3

Lembrando que o procedimento parte sempre dos angulos retos e prosseguem em sen-
tido horario.

Observando a Figura 2.4, que é o estagio 3 do fractal de Grossman, notemos que ainda

retém cinco triangulos, dos quais um trio e um par sao congruentes entre si.
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O trio consiste nos triangulos de maior area, ou seja, nesses que iremos aplicar o pro-

cedimento gerador, assim obtendo o estagio 4, figura 2.5. Como mostra a figura a seguir:

Figura 2.5: Estégio 4

E assim sucessivamente,

Figura 2.6: Estagio 5

Relacionando o fractal de Grossman com a sequéncia de Fibonacci

Vamos contar e analisar o nimero de triangulos a cada estégio.

Sera que podemos prever o nimero de triangulos envolvidos em uma iteragao do fractal
de Grossman?

Vamos observar os primeiros estdagios e procurar alguma regularidade.

i) No estdgio 0 temos apenas um triangulo, que participou da primeira iteragao;

ii) No estdgio 1 havia um triangulo maior e outro menor. Neste caso apenas um, o
maior, participou da iteragao;

iii) No estagio 2 envolveu apenas dois triangulos;

iv) No estdgio 3 envolveu apenas trés triangulos.

Até o momento, poderiamos ser tentados a concluir que a préxima iteracao envolveria
quatro triangulos, pensando que o niimero deles estivesse sempre sendo acrescido de uma
unidade. Porém ao analisarmos o estagio 4, mostra que foram envolvidos cinco triangulos.

No estagio 5 o nimeros de triangulos “grandes”, que serao usados na préxima iteracao, é
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oito. Notemos que a sequéncia de triangulos que serao usados para a iteracao € a sequéncia
de Fibonacci, na qual cada termo é a soma dos dois anteriores.

Se denotarmos por @, € g,, n > 1, o numero de triangulos maiores e menores a cada
etapa, respectivamente, teremos Q, 11 = qn + Qn, Gni1 = Qn. Segue Qni1 = Qpn + Qn-1,
o que define a sequéncia de Fibonacci. E esse resultado, permite dizer que o estagio 6 da
construgao do fractal de Grossman terd 13 triangulos maiores.

Interessante também, é que a sequéncia de Fibonacci é obtida se contarmos o ntimero
de triangulos menores a cada estagio, bem como se contarmos o niimero total de triangulos
a cada estéagio.

A tabela a seguir é uma mostra dos numeros de Fibonacci:

Estagio n | Triangulos menores ¢, | Triangulos maiores @), | Total de triangulos T,
1 1 1 2
2 1 2 3
3 2 3 5
4 3 5 8
5 5 8 13

Tabela 2.4: Numeros de Fibonacci
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Capitulo 3

TRIANGULO DE PASCAL E
ALGUMAS SEQUENCIAS

Neste capitulo estudaremos o triangulo de Pascal e algumas sequéncias contidas no
mesmo, isto é, a sequéncia da poténcia de 2, a sequéncia da poténcia de 11 e a sequéncia

de Fibonacci.

1 O Triangulo de Pascal

Para definirmos o Triangulo de Pascal, primeiramente vamos definir o que é um ntmero
binomial.

Definicao 12. Chama-se nimero binomaial o niumero

(¥)

onden,k € Nen > k.

Agora podemos definir o Triangulo de Pascal.

Definicao 13. Chama-se Triangulo de Pascal ao conjunto formado pelos nimeros

binomiais f

binomiais apresentam o mesmo valor de n e em cada coluna apresentam o mesmo valor

>, dispostos em linhas e colunas de tal modo que em cada linha os nimeros

de k. As linhas e colunas do Triangulo de Pascal sdo numeradas a partir de zero.
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Dai, podemos escrever o Triangulo de Pascal usando os niimeros binomiais da seguinte

forma:
0
1
0
1 1
1 1
0 1
2 2 2 19 1
0 1 2
3 3 3 3
1 1
0 1 2 3 33
4 4 4 4 4 14 6 4 1
0 1 2 3 4
5 5 5 5 5 5
1 10 1 1
0 1 2 3 4 5 o 10105
6 6 6 6 6 6 6
1 6 15 20 15 6 1
0 1 2 3 4 5 6
7 7 7 7 7 7 7 7
1 21 21 1
0 1 2 3 4 5 6(7) 7 3535 7

Triangulo de Pascal e os coeficientes binomiais

Este triangulo também chamado de aritmético e de Triangulo de Tartaglia em alguns
paises, ja era conhecido no século XII, e algumas de suas propriedades foram estudadas
pelos matematicos Yang Hui na China e por Omar Khayyam na Pérsia (veja [13].

Blaise Pascal (1623 - 1662) tem seu nome fortemente associado ao triangulo, pois foi o
primeiro a escrever um tratado sobre o triangulo aritmético. O nome Tartaglia, pseudo-
nimo do italiano Niccold Fonana (1500 - 1557) vem porque foi um dos primeiros a publicar

na Europa.

Teorema 10. (Relagcdo de Stifel) A partir da terceira linha do Triangulo de Pascal,
cada elemento entre o primeiro e o ultimo, pode ser obtido pela soma de dois elementos
consecutivos da linha anterior sendo o sequndo o elemento imediatamente acima do que

se quer obter. Usando a notacao de numeros binomiais podemos escrever essa relacao

()= ()G
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Demonstragao:

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
( . >+<k—1) T M= 1=R) =Dk
(n—Fk)(n—1)! k(n —1)!

=Bk (n—1—k) " k(k=Dl(n—k)!
n—k)-(n—1)+k-(n—1)!

El(n — k)!
_ (n— Ik + (n— k)]
kl(n — k)!

2 O Triangulo de Pascal e a Sequéncia da Poténcia

de 2

Defini¢ao 14. Denomina-se Binémio de Newton, a todo binémio da forma (a + b)",

para todo n = 0.

Teorema 11. A equacao geral para o desenvolvimento do binomio de Newton é:

— (n n—kpk Y\ ni0 Y no171 n 17n—1 Y\ o1n
n_ _ pla... b b
(a+D) % <k)a b <O)a b +<1>a + +<n_1)a —|—<n>a ,

para n > 1.

Demonstracao. Vamos utilizar o principio de indugao matemaética.

Seja P(n) : (a+ b)" = Xn: (Z) a"kk,

k=0

i) O teorema é vélido para n = 1, pois P(1): (a+b)' =a+b= ((1)) a't? + (i) a’b! =
a+b

ii) Suponhamos que P(n) seja valido para algum n > 1. Vamos provar para n + 1.

(a+b)" = (a+b)(a+b)"

Utilizando a hipoétese de inducao, temos
n

(a+b)" =(a+b)(a+b)" = (a+Db) Z (k) a”FyP

k=0
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Efetuando a propriedade distributiva:

a+b)" = a (n)an_kbk—l—b (n) a" ok
(a+1b) ; . ’; L

— Z (Z) an—i—l—kbk + Z (Z) an—kbk—H
k=0

k=0

A primeira soma pode ser escrita como:

zn: (Z) an iRyl — gt zn: (Z) g ikpk
k=1

k=0
(Z) ok phL

S ( n )an+1kbk
k—1

=1

A segunda soma pode ser escrita como:

Z (Z)an—kbk—l-l R

k=0

—_

n—

B
S |l
o

ol

Assim, temos que

pyntl  —  gntl g opntl n n n+1-kpk
(a+b) a™tt 4 +;Kk +{,_ )]
= gttt g (” )an+1—kbk

n+1
1

k=0

Logo ¢ vélido para n + 1. O que podemos concluir pelo principio de indugao matematica

que

- n n n n n
hy = nfkbk — nbO nflbl . 1bn71 Obn
e =3 (o = (G (ot (1 e ()

paran > 1.

Vamos mostrar que a soma de cada linha do triangulo de Pascal é uma poténcia de 2.

Veja a Figura 3.1:
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Figura 3.1: Soma de cada linha e a poténcia de 2

Ao somarmos os coeficientes binomiais de uma mesma linha teremos uma poténcia de
2.

Corolario 1. Para todo n € N,

o= (o) (1) ()< (5) ()=

Demonstragao. Aplicar o teorema 11 paraa=5b=1

Portanto a soma de cada linha do triangulo de Pascal ¢ uma poténcia de 2.

3 O Triangulo de Pascal e a Sequéncia da Poténcia

de 11

Cada linha do triangulo de Pascal pode ser gerada utilizando o binomio de Newton.

(a+b)°=1 1
(a+0b)=1la+1b 11
(a+0)* = 1a* + 2ab + 1b* 1 2 1
(a+0)% = 1a® + 3a*b + 3ab® + 1b° 1 3 3 1

Observando o triangulo de Pascal, cada linha como um nimeros inteiro, obtém-se as
poténcia de 11. Essas poténcias sao geradas da seguinte maneira: basta substituir no

quadro acima a =10 e b = 1.

Linha 0: 110 = 1(10°) = (g)(mo) =1
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Figura 3.2: Triangulo de Pascal e Poténcia de 11 com expoente 0

Linha 1: 11! = 1(10') + 1(10°) = ((1)) (10%) + G) (10 =10+1=11

Figura 3.3: Triangulo de Pascal e Poténcia de 11 com expoente 1

Linha 2: 11* = 1(10%) + 2(10") 4+ 1(10°) = (3)(102) + G)(lol) + @)(100) =
100 +20 + 1 =121

Figura 3.4: Triangulo de Pascal e Poténcia de 11 com expoente 2

Linha 3: 11% = 1(10%) +3(10%)+3(10") +1(10°) = (3) (10%)+ (i’) (10%) + (;’) (10Y) +

3
(3) (10°) = 1000 + 300 + 30 + 1 = 1331
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Figura 3.5: Triangulo de Pascal e Poténcia de 11 com expoente 3

0 1

4 4 4
(2) (102) + <3> (10Y) + <4> (109) = 10000 + 4000 + 600 + 40 + 1 = 14641

Linha 4: 11% = 1(10%) + 4(10%) + 6(102) 4 4(10") 4 1(10°) = (4) (10%) + <4> (10%) +

1
1 1

i &2 &1
i &0 &0 &

...“: 14641 = 11"
i S5, &1 &0 £58 &8

Figura 3.6: Triangulo de Pascal e Poténcia de 11 com expoente 4

Linha 5: 11° = 1(10°) + 5(10*) + 10(10%) + 10(10?) + 5(10") + 1(10°) = (g) (10%) +

5 5 5 5 5
(1) (10%) + (2> (10%) + (3> (102) + (4) (10") + (5> (10°) = 100000 + 50000 + 10000 +
1000 + 50 + 1 = 161051

1 4 3] 4 1

Figura 3.7: Triangulo de Pascal e Poténcia de 11 com expoente 5

Utilizando o Binémio de Newton, temos:
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n

Linha n: 11" = (104 1)" = <g> (107)(1°) + (?) (1071 (1)L + (2) (10"2)(1)2 +- - +
(1) ot e () a0y =

ctoer- (s (Yo (oG )

Assim podemos notar que os coeficientes de cada linha formam o triangulo de Pascal.

4 O Triangulo de Pascal e a Sequéncia de Fibonacci

A partir do triangulo de Pascal também podemos obter os nimeros de Fibonacci, para
isso, basta somar os numeros das diagonais como na Figura 3.8. Comecgando da primeira
diagonal 1, a segunda 1, a terceira 1 +1 =2, a quarta 2+ 1 =3, a quinta 1 +3 + 1 =5,

e assim por diante.

Figura 3.8: Triangulo de Pascal e a Sequéncia de Fibonacci

Teorema 12. A soma dos elementos da n-ésima “diagonal inversa” do Triangulo de Pas-

cal € o numero de Fibonacci F,,.

Demonstragao: Observando a Figura 3.8 e a sequéncia de Fibonacci, devemos provar

que:
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h = F =1
F..o = F,.1 + F, para n=0.

temos que:

o O
I
—_

O =
I
—_

S W
+

S N
N N N N
+
RS
—_

+
AN
—

+
POUR
(SN

ot

+
N
—

=}

3

o
+

3
O—i-o-i-v
—  +
\—//-\
—+ 3
—
— 3 =
,_._i_\/\_/

)
e
Yoo ()

Fn—i—l -

3

Fn+2 =

e
I
~ N~ N~ /\Q/\/‘\/\/‘\

ou seja,

46



ko< L
2
n+1
P < 5
n+2 n
< -2
S 5 5 +
Como queremos demonstrar que Fj,;1 + F,, = F,, 12, vamos dividir em dois casos.
-1 1 —1+2
i) Quando n for impar, temos que k = nT, p = n;_ _ 2+ =k+1le

s = k + 1 independente da paridade.

Assim,

Fn+1+Fn -

) <n + 1k—+(zf + 1))

(0050
=0 )]

1
aplicando a Relacao de Stifel, (Z) + ( I j_ 1) = (Zi_ 1>, obtemos:

I +F_n—|—1+n+1+n+ +n+1—k:
e W) 1 2 E+1 )

1 2
Comos=k+1e <n—(i)— )z (ng— ):1, obtemos

+2 +1 to-
Fon+E= (") + (" T )+ (D) + o+ ("7 077) = e
0 1 2 s
|

.. n n - . -
ii) Quando n for par, temos que k = 5 © Como p < 5 + 57 como p é inteiro, entao
n
p = 5 = ke s =k+ 1, pois independe da paridade. Ja que k = p, F,,;1 e F, terao o

mesmo numero de parcelas. Assim
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Fop+F, = n31)+(2>+---+<n+;_k>

(-1 ()
")) O )+ ()
A0

Novamente aplicando a relagao de Stifel, temos

I +F_n—|—1+n+1+n+ +n—|—2—k+n—k

N 1 2 k k

Lembrando que n = 2k e s = k+1, obtemos n+2—k = n+2—(s—1), n—k = 2k—k =k
en+2—s=2k+2—-s=2(k+1)—s=2s—s=s. Como

(3)-00)-
. (n z-k) _ (n+2s—_(f—1))
() =) =001

o +

_l_

Assim,
n—+ 2 n+1 n n+2—(s—1 n+2—s
Fn+1+Fn: + + +---+ ( ) + :Fn+2
0 1 2 s—1 s
Portanto, F,, .1 + F,, = F,.o é valida para qualquer n > 0.
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Capitulo 4

SEQUENCIAS INTERESSANTES

Neste capitulo estaremos vendo algumas sequéncias interessantes apresentadas em

artigos da Revista do Professor de Matematica.

1 Progressao Exponencial

Célia Barros Nunes, em [12], traz um relato de experiéncia de um aluno do ensino
médio que deu o nome a uma sequéncia interessante. Essa sequéncia foi denominada por

Sequéncia Exponencial (PE).

Definicao 15. Uma PE é uma sequéncia com primeiro termo sendo um determinado
nimero real (positivo), e os termos sequintes obtidos elevando-se cada termo anterior a
um expoente-razao E.

Vejamos com um exemplo a diferenca entre uma PA, uma PG e uma PE.

Uma PA com a; =2 er =2: (2,4,6,8,...)

Uma PG com a; =2 e q=2: (2,4,8,16,...)

Uma PE com a; =2 e F =2: (2,4, 16,256, ...)

Foérmula do termo geral

Sendo o primeiro termo da PE igual a a;, temos

1° termo: aq;

2° termo: ay = (a;)%;
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3° termo: a3 = (as9)? = (a4

4° termo: a4 = (a3)? = (ay
n° termo: a, = (an_1)¥ = (a1
Portanto a, = (a,_1)* = (a1)®""" ¢ a férmula do termo geral de uma PE.

Analizando o exemplo temos que:

ap = 2
ay = 22 =4
as = (2)7 =2*=16;

ag = (2) = (2)8 = 256;

Calculo da razao de uma PE dados o primeiro termo e o ultimo termos
Seja uma PE (aq,as, ..., a,). Como a, = (al)En_l, temos

Aplicando logaritmo de base 10 em ambos os lados,

log(a,) = log(a1)”" ™ on log(a,) = B~V log(ay)

Entao,

_ log(an) ou B — D log(ay,)

Er-1) —
log(a) log(ay)

Produto dos n primeiros termos de uma PE

2 3
Observando a PE (a1, a¥ ol a?",..) = (a1, as, a3, a4, ...).
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Fazendo o produto P dos termos, temos
P g al . a2 . a3 ..... an — (al)(1+E+E2+“'+En71)

Notemos que, 1, F, E?, ..., E" ' é uma PG, tal que a; = 1 e arazao g = F

Utilizando a fémula da soma dos termos de uma PG, temos que

n 1
Sn:M para q # 1.
q —

N (E"—1) (E™-1)

E = = )
ntao S 71 71
Portanto
(E"-1)
P = (al) E-1

2 Uma resposta para uma pergunta

Carlos Alberto M. de Assis e Raphael Antunes do Santos, em [1], traz um relato de
experiéncia com alunos do ensino médio, onde coloca uma questao do livro fundamentos
da matemadtica elementar do autor Gelson lezzi e outros, que diz: “Mostre que x =

\/2 +1v2+ V2 -+ - éum numero inteiro”.

Podemos resolver essa questao da seguinte forma:

=242+ V2+- -
?=2+ux

P —r—2=0

Resolvendo a equacao temos que x; = —1 ou xs = 2, dai os alunos concluiram que
T =2.

Ao resolvermos a questao, ha algo que podemos nos perguntar:
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E se o x da questao fosse escrito da seguinte maneira: x = \/3 +V3+V3I+-
r = \/4 +V4+ 4+ ou ainda, r = \/5 + 5+ b+ - e assim sucessivamente?

Mas precisamente, para que valores de n,n > 0, teremos que x = \/n +v/n+vn+---

é inteiro?

Generalizando o raciocinio, tomando x = \/ n++/n++/n+---. Elevando ao qua-

drado, temos

?=n+zx

2 —x—n=0.

14+ +v1+4n 1—-+v1+4n
—e e —
2

Resolvendo a equagao, temos que x; =

Claro que = > 0, logo:

1+v1+4n

r=
2

Notemos que, para x ser um inteiro positivo, necessariamente 1 + 4n devera ser um

quadrado perfeito (necessariamente impar) e somente neste caso. Sendo D = 14-4n, vamos

analisar os quadrados impares, construindo uma tabela, onde mostra os correspondentes
D—-1

do valores de n = e os seus respectivos valores para . Uma observacao é que D

nao podera ser um, pois para isso n = 0, porém n > 0.

D—1 1++vD

D n=———|\¢r=——
4 2
32=9 2 2
52 =25 6 3
72 = 49 12 4
92 =81 20 5

Assim, podemos notar que, a primeira linha significa que x = \/ 24 V2+V2+ =
2, a segunda linha = = \/6 + V6 + 6+ --- =3, e assim por diante.
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1++vD

De um modo geral, sendo x = — tiramos que D = (2z — 1)? e, portanto,
substituindo em n, temos que n = %

Isso mostra que x pode assumir qualquer valor natural maior do que 1, mas n sé pode
assumir os valores n = w, que formam a Progressao Aritmética de segunda

ordem (2, 6, 12, 20, 30, 42,...).
Assim, temos que \/3+ V34 13+ --- nao é inteiro, mas \/12—1— \/12+ V124 ¢

um inteiro igual a 4.

Devemos tomar alguns cuidados com este raciocinio realizado.

Primeiro, devemos explicar que, nessas equacgoes, os “pontinhos” indicam que esta
ocorrendo um processo infinito, mais precisamente, um processo de limite.

Por tras da expressao \/2 + /24 V2 + - estd a sequéncia 1 = V2, o = V2 + V2,
T3 = 2+ 2 ) e .

Quando escrevemos x = \/2 +vV2+ 2+ - pretende-se que x seja o limite dessa

sequencia.

:

Quando escrevemos x? = 2 + x, usamos a “aritmética dos limites”, como “o limite do
quadrado é o quadrado do limite”, “o limite da soma é a soma dos limites”, etc. Esses
teoremas sao aplicados apenas quando temos a certeza da existéncia dos limites.

No presente caso, é claro que a sequéncia v'2, V2 + v/2,1/2 + V2 + /2, ... é crescente,
ou seja, cada termo ¢ maior que o anterior.

Também temos que todos os termos dessa sequéncia sao menores do que 2.

Vamos provar utilizando o principio de indugao matematica.

Para k =1, temos que 1 = V2 <2

Suponhamos que seja verdadeira a sentenca para algum k natural, ou seja x, < 2.

Temos que T4, = /2 + 1 < v/2 + 2 = 2. Dai pelo principio de inducao matemadtica,
podemos concluir que todos os termos dessa sequéncia é menor que 2.
Finalmente, como a sequéncia é crescente e limitada superiormente, pelo teorema 1,

ela tem um limite.
(22 — 1)2 —1]
1 )

De modo andlogo é valido para qualquer n da forma
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3 Progressoes Aritmético-Geométricas e Progressoes
Geométrico-Aritméticas

Iremos ver duas progressoes que nao sao estudadas no ensino médio, porém que estao
muito ligadas as progressoes importantes do ensino basico. Rui Eduardo Brasileiro Paiva,
em [15], traz essas duas progressoes interessantes.

159 13
Observemos a sequéncia —

,—, —,—,... . A pergunta é se esta sequéncia é uma PA ou
2°4°8° 16

uma PG?

Podemos notar que os numeradores formam uma progressao aritmética de razao igual
a 4 e os denominadores formam uma progressao geométrica de razao igual a 2.

Essa pergunta muitas vezes deixa os estudantes confusos, pois seu conhecimento do
assunto ¢é limitado as progressoes aritméticas e geométricas.

Temos o objetivo de encontrar respostas usando sequéncias obtidas pelo produto or-

denado dos termos consecutivos de uma PA e uma PG, bem como sequéncias obtidas pela

soma ordenada desses termos.

3.1 Progressoes Aritmético-Geométricas

Termos consecutivos de uma PA a,a + r,a + 2r,a + 3r,...,a + (n — 1)r, ... quando or-
denadamente multiplicados por termos de uma PG 1,q,¢?%, ...,¢" !, ... geram a sequéncia
a,(a+1)q, (a+2r)¢, ..., (a+ (n—1)r)g" ", ... que é denominada progressio aritmético-

geométrica.

Definicao 16. Uma PAG ¢é wma sequéncia (a,) cujo termo geral € dado por

a, = (a+ (n—1)r)¢g" !, sendo a, r e q constantes nao nulas e q # 1.

Exemplo 19. A sequéncia 1, g, Z, g’li’ ... ¢ uma PAG, onde a razdio da PA ér =1,
a=1 e arazao daPG’éa
Assim, o termo geral é
an = la+ (n—1Drl¢g" ' =1+ (n—1)1] (%)n_l =n- 2n1_1

o4



59 13 17
Exemplo 20. A sequéncia 1, 39978 ¢ uma PAG, onde a razao da PA ér =4,
1
oa=1 eamzdodaPGég.
Assim, o termo geral é
N\ 4n-—3
= — gt =(4n—-3)- (=) =—-2
w=lat o=y = n-3)- (3) =55

Agora vamos determinar a férmula para encontrar a soma dos n primeiros termos de

uma PAG.

Proposigcao 1. A soma S,, dos n primeiros termos de uma PAG é dada por

g _all=q") rqll —ng"" +(n-1)q"]
T 1-g¢ (1-q)

Demonstragao: Temos:

Sp=a+ (a+r)g+(a+2r)¢®+--+a+(n—1)rj¢g" e

q.S, =qa+ (a+71)¢*+ (a+2r)¢®* + -+ [a+ (n — 1)r|¢". Fazendo S,, — ¢S, segue
que

So(1—q)=a+rql+q+@P+¢@E+-+¢2) —aq" — (n—1)rqg", calculando a soma
da PG (1+q+¢@+ ¢+ -+ ¢ 2), temos:

Exemplo 21. Qual é o valor, em func¢ao de n, da soma S, =1+ 11 + 111 4+ 1111 +
%
11111 4 -+ - 4 1111...1111°¢

n 1‘s

Solugao: Temos que

S, = 1+(1+10"+ (1+10"+10*)+ -+ (1 4+ 10" +10* +--- + 10" 1)

= nl4+(n—1)10" + (n —2)10% + (n — 3)10% + - -+ + 3.10" % 4+ 2.10" 2 + 1.10"*
Notemos que é a soma de uma PAG cujo temo geral ay ¢ dado por
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ay = [n+ (N —1)(=1)]10V 1

onde,a =n,r=—1eq=10.

Utilizando a férmula da soma da PAG, temos:

g n(1—10") . (—=1)10[1 — n10"! + (n — 1)10"] B 10" — 9n — 10
T1-10 (1 —10)2 B 81

Uma observagao importante é que quando |g| < 1, o limite, quando n tende a infinito,

q" € zero. Assim o limite de S,, dos n primeiros termos de uma PAG de primeiro termo a,

razao aritmética r e razao geométrica ¢, com |g| < 1, quando n tende a infinito é igual a:

a rq
S = +
l—q (1—-g¢)?
Exemplo 22. Quant [ 1+2—|—3+4+5+ 9
X . Quanto vale a soma — =
p 218 16
Solucgao:
1
a rq 1 9
1—q+(1—q)2 T+ 1
1—= 1-=
2 2

Um problema interessante usando uma PAG

Raphael Alcaires de Carvalho, em [4], traz um problema em que utilizamos a PAG para
sua resolucao.

Observemos o problema proposto:

“Em uma antiga prisao hd uma passagem secreta que conduz a um porao onde hd trés
tuneis. O primeiro, tunel A, leva a liberdade em 5 horas, o sequndo, tunel B, leva em
10 horas, e o terceiro, tunel C, leva de volta ao ponto de partida (pordo) em 12 horas.
Considere que os presos fugitivos sejam pessoas perturbadas mentalmente a ponto que
mesmo utilizando o terceiro tunel, de nao perceberem que retornaram ao ponto de partida
e asstm tentarao escapar sempre utilizando os trés tuneis. Determine em média, quanto
tempo os presididrios fugitivos que descobrem os tuneis, levariam para escapar.”

Para resolvermos esse problemas além de utilizarmos o conceito de PAG, devemos en-

tender que é um problema de valor esperado. Observemos a defini¢ao a seguir:
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Definicao 17. Valor esperado de uma varidvel aleatoria € a soma das probabilidades
de cada possibilidade de saida da experiéncia multiplicada pelo seu valor. Isto €, representa
o valor médio “esperado” de uma experiéncia se ela for repetida muitas vezes.

Agora vamos resolver o problema proposto anteriormente.

Solucgao: As possibilidades para os presos fugitivos sairem da prisao pela passagem secreta
sao:

i) Sair pelo tunel A;

ii) Sair pelo tunel B;

iii) Entrar no tinel C e depois sair pelo tinel A;

iv) Entrar no tinel C e depois sair pelo tinel B;

v) Entrar no tinel C duas vezes e sair pelo tinel A;

vi) Entrar duas vezes no tunel C e sair pelo tinel B;

E assim por diante.

Fazendo um diagrama de arvores com as possibilidades, temos:

Situagao [

SimacioV

Siacio VI

Figura 4.1: Diagrama de arvore de possibilidades de saidas do porao

Para o preso sair, ele demora, em cada umas das situagoes descritas:
i) 5 horas;

ii) 10 horas;

iii) (12 4 5) horas;

iv) (12 + 10) horas;

v) (124 12 + 5) horas;
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vi) (12 + 12 4 10) horas;
e assim por diante.

Agora, analisando a probabilidade de o preso sair em cada uma dessas situacoes é:

1

l)g7

1

11)37

o111

i) = = = —;
3 3 9

) 1 1 1

v) == =—;
3 3 9
L1

V373737 97’
gLl 1

W3'3°37 97

e assim por diante.

Portanto, o tempo médio T para o preso sair da prisao é calculado da seguinte maneira:

1 1 1 1 1 1
T=--5+=-104+--(12 —(12+410)+ —= - (12+12 —(12+12+10)+- -
3 0+3 1047 ( +5)+9 (12+ 0)+27 (12+ +5)+27( +12+10) +

Dai podemos separar essa soma da seguinte forma:

11 1 111 12 3
= 5~(—+—+—+~-->+10~(—+—+—+--~)+2-12~(—+—+—+-~

39 27 39 27 9 27 81
1 1 1 1 1 1 1 2 3
= B T 10- (= +2 4+ — ... 2.12- 2 (1+2 424 ...
5(3+9+27+ >+0(3+9+27+ )+ 9<+3+9+ )
1 1 1 1 1 1 2 3
e T e T =1+ ...
sendo Sy 3+9+27+ Sy 3+9+27+ e S3 +3+9+

1
T:5~51+10-Sg+2-12-§-53
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Analisando as somas S7, Sy e S3 segue que:

1
As somas infinitas S; e S3, sdo somas de uma PG de razao 3 Ja S3 é uma soma
infinita de PAG.
Calculando S; e Ss:

3
Calculando Ss:

1 1
1.- —
a rq 1 3 1 3 3 3 9
S = ey P — —_ = — _ = =
3 1—q+(1—q)2 1_1+ N2 24—% 2—1—4 1
3 (173 39
1 1 1 9 486
Portanto, T=5-=+10- = +2-12- - - — = — = 13,5 horas.
ortanto, 2+ 2+ 91 36 ,0 horas
Assim, o prisioneiro leva em média 13h30min para sair da prisao.
3.2 Progressoes Geométrico-Aritméticas
Termos consecutivos de uma PG a,aq, ag?, ..., aq" !, ..., quando ordenadamente soma-
dos com os termos consecutivos de uma PA 0,r,2r,...,(n — 1)r,..., geram a sequéncia

a,aq +r,aq® + 2r,...,aqg" ' + (n — 1)r, ... denominada progressao geométrico-aritmética

(PGA).

Definicao 18. Uma PGA € uma sequéncia (a,) cujo termo geral, a, é dado por

a, = aq" ' + (n—1)r, sendo a, v e q constantes ndao nulas e q # 1.
Exemplo 23. A sequéncia (7,25,71,201,583,...) é uma PGA, gerada pela PG

(7,7 % 3,7x32,...) e pela PA (0,4,8,12,...).

Seu termo geral € a, =7 x 3" 1 +4n — 4.
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Exemplo 24. A sequéncia (1,2,7,8,13,14,--+) é uma PGA, gerada pela PG (1,—1,1,
e pela PA (0,3,6,9,...).

Seu termo geral € a, = (—1)""!' +3n — 3.
Proposicao 2. A soma S,, dos n primeiros termos de uma PGA é dada por

_a(l—q") (n—1)nr

Demonstragao: Temos que

Su = a+(ag+7)+(aq?+2r) + -+ (ag" + (n— 1)r)

S, = (a+aqg+ag®+---+ag" ) +[0+r+2r+---+(n—1)r] (1)

—1

g e

Notemos que a soma dos n primeiros termos da PGA é a soma dos termos da PG mais

a soma dos termos da PA. Utilizando a férmula da soma dos n primeros termos da PG e

a férmula da soma dos n primeiros termos da PA, segue

a(l—q"
a+aq+aq2+...+aqn_1_—%g) (2)
e
-1
O+r+2r+---—|—(n—1)r———(n 2)rn (3)

Substituindo (2) e (3) em (1), podemos concluir

_a(l—q") (n—1)nr
Sn = 1—gq + 2

4 Numeros Misticos

Nesta secao iremos ver os niimeros misticos na sequéncia de nimeros que, na base 10,

sao escritos usando-se somente o algarismo 1.

Frederico Reis Marques de Brito, em [3], traz algumas propriedades importantes dessa

sequencia.

Os numeros que, na base 10, sao escritos usando-se somente o algarismo 1:
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1,11,111,1111, 11111, ...

tém uma série de peculiaridades que despertam um olhar matematico interessante.
Esses nimeros sao chamados de repunidades, nome adotado por Albert H. Beiler em
1964, significando algo como unidades repetidas.

Indicamos a n-ésima repunidade por R,:

R,=1111---1111
—_—

n algarismos

10" —1
9
Temos também que R,, pode ser definida recursivamente por:

Notemos que R, =1+ 10+ 10> +--- + 10" ! =

Ri=1leR,=10R,_1+1,n>2.

Samuel Yates, em seu artigo de 1978, impressinado pelas propriedades das repunidades,

refere-se a elas como “misticas”. Vejamos algumas curiosidades sobre as repunidades

12 = 1
112 = 121
1112 = 12321

11112 = 1234321

111111111% = 12345678987654321

E o que hé de comum nos seguintes produtos?

Rs-Rs = 1233321

R;- Ry = 1222221

Re- Ry = 123444321

Ry - Ry = 1234567887654321

Ri3- Rs = 123333333333321
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Notemos que todos os resultados sao palindromos, ou seja, niimeros que tém uma
representacao decimal que lida da direita para a esquerda, coincide com a lida da esquerda

para a direita. E um fato geral é:
R,.R,,,comm <nem <9, ésempre um nimero palindromo.

Observamos que se m > n, m > 9, R, - R,, nao podemos garantir que é um ndmero
palindromo. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 25. Considerando m = 11 e n = 10, temos:

Rip - Ry = 12345679010987654321

0 que nao € um numero palindromo.
Vejamos algumas proposigoes interessantes dessa repunidade.

Proposicao 3. (R, — n) é sempre multiplo de 9.

Demonstragao: Vamos utilizar o principio de indu¢ao matemaética.
i) Para n = 1, temos que a afimacao é verdadeira, pois Rj —1=1—-1=0.
ii) Suponhamos verdadeira para algum n que (R, —n) é multiplo de 9,
isto é, R,, —n = 9k, com k € Z.Entao
Royi—(n+1)=10.R,+1—-n—-1=9R,+ (R, —n) =9R, + 9% = 9(R, + k)
¢ multiplo de 9, o que comprova a afimacao.

Portanto, (R, —n) é sempre miltiplo de 9 para todo n. [ |

Analisando para 2 < n < 10, temos algo interessante.

Ry—2 11-2

Para n = 2, temos 1
9 9
Ry—3 111-3
Para n = 3, temos 5 = 5 =12
-4 1111 -4
Para n = 4, temos a = =123

9 9
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Rs—5 11111 -5

= 1234
9 9

Para n = 5, temos

Rg—6 111111 -6

= 12345
9 9

Para n = 6, temos

Ry —7 1111111 -7

Para n = 7, temos 5 5 = 123456

— 11111111 —
Para n = 8, temos Hs — 8 = 5 8 = 1234567
Para n = 9, temos Ho =9 MM =79 o0 5678

9

Rip—10 1111111111 — 10
B 9

Para n = 10, temos = 123456789

Uma Aplicacao interessante

Numa sequéncia dos numeros naturais de 1 a N, o numero total de digitos escritos é

n(N + 1) — R, n representa a quantidade de digitos de N.

Exemplo 26. Se N = 14, ao escrevermos 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, escreve-

mos um total de digitos igual a 19, e nesse caso,

n(N+1)—R,=2(1441) — 11 =30 — 11 = 19.

Proposicao 4. Exceto R; = 1, nenhum R,, é quadrado perfeito.

Demonstragao: Observemos que

Ry
R
Ry

= 11=4-243
= 111=1004+11=4-254+4-24+3=4-27+3

= 1111 =1100+11=4-2754+11=4-2754+4-2+3=4-2774+3

= 111---11=111---100+ 11 =100 R,o + 11 =4 - (25R, 2 +2) +3 =4t +3. (4)
em que t = 25R,,_o + 2. Portanto, para n > 2, R,, deixa resto 3 na divisao por 4.
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Porém como todas as repunidades sao impares, se algum deles fosse um quadrado
perfeito, seria o quadrado de algum ntmero impar.

Assim, R, = (2k+1)? = 4k*+4k+1 = 4(k*+k)+1, ou seja, R, seria da forma 4q+1.
O que mostra que R, deixaria resto 1 na divisao por 4, contrariamente o que vimos em
(4).

Portanto, nenhum R,,n > 2 é um quadrado perfeito.

64



CONCLUSAO

Nesta dissertacao, foram apresentadas diferentes situacoes envolvendo sequéncias,
progressoes, sequencias de Fibonacci e o triangulo de Pascal.

A sequéncia de Fibonacci, pode ser aplicada em varios exemplos que podem ser de-
senvolvidos no ensino médio. Um exemplo é o problema de quadratura, que pode ser
construido utilizando o material concreto, relacionando-o com os nimeros de Fibonacci, e
um outro é o fractal de Grossman, que a medida que os estagios do fractal sao realizados,
a sequencia de Fibonacci vai sendo construida.

Quanto ao estudo sobre o triangulo de Pascal, ao desenvolver o tema e buscar a ligagao
do conteudo com as sequéncias, foi produzido um material diferenciado dos apresentados
nos livros didaticos. O trabalho traz formas de desenvolver o assunto relacionando o
nimero binomial que forma o triangulo de Pascal com as sequéncias de poténcia de dois,
de onze e de Fibonacci.

Ao desenvolvimento dos assuntos de sequéncias interessantes, como as Progressoes
Geométrico-Aritméticas e Progressoes Aritmético-Geométricas, no quarto capitulo que
envolveram PA e PG em uma tnica sequéncia e vice-versa, proporcionou conceitos novos
e diferentes.

Assim, esta proposta de trabalho, objetiva contribuir com os professores de ensino
médio na preparacao de suas aulas sobre sequéncias, buscando assim, aprofundarem o

conhecimento dos seus alunos.
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