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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo abordar o Ensino e a Aprendizagem Mediada, a
Modelagem Matematica e elementos que influenciam no envolvimento e desenvolvimento
do intelecto do aluno nas aulas de Matematica focando na resolucdo de problemas em

especial problemas de Programacao Linear.

Como consequéncia, fornecer ao professor do Ensino Médio um apoio pedagdgico que
va ao encontro das ansiedades existentes nesse segmento da educacao. Ansiedades que
surgem frente ao desinteresse do aluno e 0 mau desempenho em virtude da abordagem
tradicional que tem mostrado falhas no que diz respeito a um aprendizado que seja

significativo e se consolide para toda a vida do educando.
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1. Introducao

O processo de Ensino e Aprendizagem de Matematica aponta para grandes mudancgas
de forma a estabelecer relacbes com as demais disciplinas e atividades da educacao
(interdisciplinaridade), com a futura atuagdo profissional do aluno e também com o
exercicio da cidadania. Algumas novas tendéncias e propostas surgem da necessidade do
professor se adequar a esta nova pratica, com atividades que envolvam circunstancias do
dia-a-dia do aluno ou a Matematica de situagbes reais, promovendo a resolu¢ao de

situacdes problemas, tarefas de investigacao e atividades de modelagem.

Em uma simples busca na web, pode-se perceber que a terminologia “resolucdao de
problemas” ndo é especifica da Matematica. Este é um tdpico presente em campos de
estudo como as engenharias, informatica, administracdo, economia, fisica, quimica,
biologia, medicina, dentre outros. Muitos dos problemas abordados nessas dareas de
conhecimento podem ser readequados para uma abordagem no ensino médio, pois se
tratam de problemas bem contextualizados e com origem em situacdes concretas. Essa
abordagem pode ser utilizada para introduzir o estudo de novos tdpicos despertando a

curiosidade e o interesse pela matematica.

Motivacdo, facilitacdo da aprendizagem, preparacdo para utilizar a Matematica em
diferentes areas, desenvolvimento de atividades gerais de exploracao e compreensao do
papel sociocultural da Matematica sdo argumentos apresentados por BARBOSA (2003) e

gue devem fazer parte do curriculo de Matematica.

Neste trabalho apresentamos uma cole¢cdo de métodos e conceitos que podem auxiliar
o dia-a-dia do professor de matematica melhorando a comunicagdo e o envolvimento dos
alunos nas aulas de Matematica. Apresentamos também uma proposta de abordagem de
problemas de Programacao Linear, utilizando os métodos ja citados, para o Ensino Médio,
visto que a Programacao Linear tem como pré-requisito varios temas estudados no Ensino

Médio, sendo uma boa opcdo de aplicacdo destes métodos e temas.

No capitulo 2, colocamos a disposi¢do do leitor os métodos de ensino e alguns conceitos
importantes para o desenvolvimento de um bom processo de aprendizagem, que estimule

o aluno e eleve a participacdo e o interesse nas aulas de Matematica. Métodos e conceitos
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gue, se bem aplicados, transformam uma aula magante em uma aula dindmica e formadora

de seres pensantes, que questionam e buscam mais conhecimento.

No capitulo 3, introduzimos os pré-requisitos necessarios para iniciarmos o estudo da
resolucao de problemas de Programacdo Linear, que no capitulo 4 é feito enfatizando os

métodos tratados no capitulo 2.

A escolha pela Programacdo Linear ocorreu, pois, € um assunto rico em aplicacdes
cotidianas, situagdes que estdao préximas a realidade dos alunos e ainda apresenta uma

estreita relagdo com varios conceitos estudados no Ensino Médio.

Nossa abordagem ainda sugestiona a inser¢do deste assunto no Ensino Médio, ndo com
profundidade, mas em nivel intermedidrio para fornecer ao aluno uma aplicacdo,
fechamento e significado a determinados conteudos a fim de consolida-los. Conteudos tais

como: Fungdes, Matrizes, Sistemas Lineares, etc.



2. Métodos Didaticos

Para ensinar qualquer assunto nado é suficiente apenas dominar o assunto, é importante
saber aborda-lo de maneira conveniente evitando ser pedante, ou seja, é necessario ser
claro, coerente, estabelecer um didlogo adequado com os interlocutores (alunos), um
didlogo que esteja no nivel intelectual destes interlocutores. Para tanto, abusamos de

metaforas, analogias e métodos.

A seguir daremos destaque para dois métodos: Experiéncia de Aprendizagem Mediada
e Modelagem Matematica, que aliados a prdtica de ensinar através da resolucdo de
problemas estimula o intelecto dando significado ao conhecimento e despertando no aluno

o desejo de buscar mais informacgdo sobre o assunto abordado.

As grandes referéncias para os métodos de Modelagem Matematica e Experiéncia de
Aprendizagem Mediada sdo, respectivamente, GEORGE POLYA, MARIA SALETT
BIEMBENGUT e REUVEN FEUERSTEIN, com destaque para FEUERSTEIN.

POLYA, reconhecido por sua obra cldssica, “A arte de resolver problemas”, um marco
para o ensino de Matematica. BIEMBENGUT, dedica-se a pesquisa em Processos e Métodos
de Ensino e Aprendizagem, em especial, Modelagem Matematica desde 1986. FEUERSTEIN,
psicologo, judeu e israelense, nascido em 21 de agosto de 1921 em Botosan (Roménia),
criador das teorias: Experiéncia da Aprendizagem Mediada (EAM), e o Programa de
Enriquecimento Instrumental (PEI). Ja na infancia mostrava suas qualidades: aos 3 anos ja
falava duas linguas e aos 8 ensinava o hebraico as crianc¢as de sua comunidade. Em 1944 a
Romeénia foi ocupada e Feuerstein, que neste periodo ensinava em Bucareste numa escola

para filhos de deportados, foi mandado para um campo de concentracao.

Afortunadamente conseguiu escapar e imigrou para Israel, onde se dedicou a
educacdo dos adolescentes sobreviventes ao Holocausto. Tratava-se, a maior parte, de
orfdos, pertencentes a diversas culturas, provindos de numerosos paises europeus e
africanos, que, devido as terriveis experiéncias vividas, apresentavam caréncias cognitivas

muito semelhantes aos individuos com deficiéncia mental.



Foi a partir dos estudos com estes adolescentes que Feuerstein e seus colaboradores
desenvolveram a EAM (Experiéncia de Aprendizagem Mediada) com intuito de aperfeicoar,
corrigir e desenvolver as funcdes cognitivas deficientes que se tornou conhecida no mundo

como Método Feuerstein.

Uma busca pelos textos destes autores pode ser uma acdo enriquecedora para

professores de todos os niveis de ensino.

2.1. Ensino e aprendizagem mediada através da resolucio de

problemas.

No inicio da infancia, a crianga usa os sentidos para observar e experimentar as
sensacoes e consequéncias, explorar o ambiente é uma das maneiras mais poderosas que
a crianga tem (ou deveria ter) a disposicdo para aprender. Mas o contato com o meio nao
€ o unico modo de adquirir saberes. Na realidade, boa parte das relacées entre o individuo
e seu entorno ndo ocorre diretamente. Em todos os casos, um elo intermediario se interpde

entre o ser humano e o mundo.

Em sua obra, o bielorrusso Lev Vygotsky (1896-1934) dedicou espaco ao estudo desses
filtros entre o ser e 0 ambiente. Com a nocdo de mediacdo, ou aprendizagem mediada, o
pesquisador mostrou a importancia deles para o desenvolvimento dos chamados

processos mentais superiores:

e planejar ac¢des;
e conceber consequéncias para uma decisao;

e imaginar objetos etc.

Tais mecanismos psicoldgicos é que distinguem o homem dos outros animais e sao
fundamentais na aquisicdo de conhecimentos. Isto foi demonstrado através de diversas
experiéncias com animais. Um macaco consegue pegar uma banana no alto de uma jaula
se houver um caixote no mesmo ambiente. No entanto, se ndo houvesse o caixote, o
macaco nem sequer cogitaria buscar outro objeto que o aproximasse de seu objetivo.

"Enquanto o macaco precisa ver o instrumento, o ser humano consegue imagina-lo ou



conceber outro com a mesma fungao", afirma Marta Kohl de Oliveira, professora da

Universidade de S3o Paulo (USP).

2.1.1. Elementos mediadores: os instrumentos e os signos.

O exemplo anterior também é Gtil para distinguir os dois tipos de elementos mediadores

propostos por Vygotsky: Os instrumentos e os Signos.
Os instrumentos

Ao estar entre o homem e o ambiente, eles ampliam as possibilidades de transformacao
da natureza, aumentam a precisdao e facilitam o trabalho. Alguns animais, sobretudo
primatas, até sdo capazes de utilizd-los eventualmente, mas sé o homem pode conceber o
uso mais sofisticado, o homem é capaz de criar e transferi-los para outros de sua geracao

e das geracgdes futuras.
O signo

Exclusivamente humano. Signo é "qualquer objeto, forma ou fenébmeno que representa
algo diferente de si mesmo"!. Um exemplo claro de signos é a linguagem, por exemplo, a
palavra cadeira remete ao objeto concreto cadeira. Nesse momento quando o leitor leu
“cadeira”, por mais que ndo haja uma cadeira no ambiente que o rodeia ele imagina ou se
lembra de uma cadeira. Para o homem, a capacidade de construir representa¢gdes mentais
gue substituam os objetos do mundo real é um traco evolutivo importante: "Ela possibilita
libertar-se do espaco e do tempo presentes, fazer relaces mentais na auséncia das
préprias coisas, fazer planos e ter intengdes", escreve Marta Kohl de Oliveira no

livro Vygotsky: Aprendizado e Desenvolvimento, um Processo Socio Histdrico.

Esta caracteristica é fundamental para a aquisicdo de conhecimentos, pois permite
aprender por meio da experiéncia do outro. A crianga, por exemplo, ndo precisa por a mao
na chama de uma vela para saber que ela queima. Esse conhecimento pode ser adquirido,

por exemplo, com o conselho da mae. Quando o pequeno associa a representa¢cdo mental

tdicionario Houaiss



da vela a possibilidade de queimadura, ocorre uma internalizagao do conhecimento - e ele

ja ndo precisa das adverténcias maternas para evitar acidentes.

2.1.2.A interacao e a internalizacao.

Para Vygotsky, a interacdo realizada entre individuos, face a face, tem uma fungao
central no processo de internalizagdo. No livro A Formagéo Social da Mente: O
Desenvolvimento dos Processos Psicolégicos Superiores, afirma que "o caminho do objeto
até a crianga e desta até o objeto passa por outra pessoa". Por isso, o professor tem papel

privilegiado dentro do conceito de aprendizagem mediada.

Evidentemente ndo se adquire conhecimentos exclusivamente com os educadores. A
aprendizagem é um processo que ocorre de forma conjunta, onde as relagdes colaborativas
entre alunos podem e devem ter espaco. "Mas o professor é o grande orquestrador de
todo o processo. Além de ser o sujeito mais experiente, sua interagao tem planejamento e
intencionalidade educativos", explica Maria Teresa de Assuncdo Freitas, docente da

Universidade Federal de Juiz de Fora (UFJF).

E preciso atencdo, por parte dos educadores para ndo cometer excessos a respeito da
aplicacdo pratica da ideia de mediacdo. A crenca de que o aprendizado se da apenas na
relacdo entre individuos, alguns educadores abusam das aulas em que todas as atividades
sao realizadas em grupo. N3do é porque a aquisicao de conhecimentos ocorre, sobretudo,
nas interacdes que estar sempre em contato com o outro é essencial as aulas. "Os
momentos de internalizagdo s3ao essenciais para consolidar o aprendizado. Eles sao
individuais e reflexivos por definicdo e precisam ser considerados na rotina das aulas" 2, diz

Maria Teresa.

2 http://revistaescola.abril.com.br/formacao/vygotsky-conceito-aprendizagem-mediada-636187.shtm|?page=2



Trecho de livro

"O aprendizado adequadamente organizado resulta em desenvolvimento
mental e pbe em movimento vdrios processos de desenvolvimento que, de

outra forma, seriam impossiveis de acontecer." 3.

O trecho acima destaca, que o aprendizado precisa ser organizado - pelo professor que
¢ a figura dotada de conhecimento especifico e capaz de mediar o conhecimento. Por outro
lado, os estudantes devem construir suas proprias ideias baseados no que foi trabalhado

em sala, com os colegas e o professor.

Feuerstein®, diz que a aprendizagem mediada é um tipo especial de interagdo entre o
mediador e o mediado - professor e aluno, respectivamente. Essa interacdo deve ser
caracterizada por uma colocagdo intencional e planejada do professor que age entre os
estimulos externos e o aluno. O professor tem a funcdo de selecionar, dar forma, focalizar,
intensificar os estimulos e levar o aluno a refletir sobre as relagdes possiveis com suas
proprias experiéncias ja vividas, a fim de alcancar uma aprendizagem significativa,

intensificando as mudancas no sujeito.

Os resultados alcangados pela aprendizagem mediada dependem da qualidade da
interacdo entre mediador/professor e mediado/aluno. Estabelecer com o aluno relagées
baseadas na colaboragdo mutua e na coordenacdo das a¢des dos individuos a fim de
alcancar os objetivos é fundamental. O docente que tem sua a¢do pautada pela mediacao,
ndo pode ter um perfil de dominacdo e o autoritarismo, mas sim de a negociacdo,

colaboracdo e didlogo. Enfim, posturas que facilitam a aprendizagem.

A mediacdo deve ser fundamentada na reflexdo e no planejamento e, ao planejar sua

mediacdo, o professor deve levar em conta que:

v' Tem um papel de parceiro na aprendizagem;

v E uma testemunha privilegiada do embate entre o mediado e o ambiente;

3 Lev Vygotsky no livro 4 Formagdo Social da Mente: O Desenvolvimento dos Processos Psicolégicos Superiores.

4 FEUERSTEIN, Reuven. FALK, Louis. FEURSTEIN, Rafi. Definitions of essential concepts and terms.A workingglossary. Jerusalém: ICELP,
1998. Apud MEIER, Marcos; GARCIA, Sandra. Mediacdao da Aprendizagem: contribuigdes de Feuerstein e de Vygotsky. Curitiba, 2007.
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v E um observador do comportamento do mediado, avaliando-o e favorecendo
seu progresso, sua melhoria no pensar;

v’ Instaura uma relacdo de ajuda e n3o de sancionamento, de coer¢3o;

v Tem uma tarefa essencial de organizar o contexto, imaginando e propondo
situacdes-problema adequadas.

v Deve colocar-se no lugar do outro, perceber sua ldgica e suas intencdes.

Com o trabalho de media¢ao o aluno acaba adquirindo mais autonomia em relagao ao

seu aprendizado e a interveng¢do do professor torna-se menos frequente e necessaria.

A seguir citamos as estratégias que fundamentam a Experiéncia de Aprendizagem
Mediada. O texto que segue é baseado em um trabalho de Regilene Ribeiro Danesi Ron,
especialista em Educagdo Profissional da Geréncia de Educa¢do do SENAI/SP. RON, tem

como base de seus textos os trabalhos de Feuerstein e Vygotsky.

2.1.3.Experiéncia de Aprendizagem Mediada - EAM

A aprendizagem mediada possibilita que o individuo adquira os pré-requisitos cognitivos
necessarios para uma boa atividade mental, como dito anteriormente, o aluno torna-se
mais autébnomo e independente durante a resolucdo de problemas e aceitacdo de novos
desafios. A mediacao pode ser dividida em trés fases:

v" Planejamento: precede a ac3o, e o mediador deve refletir sobre seus objetivos e
ter a capacidade de prever, de antecipar agdes e reacgdes.

v’ Interagdo: execucdo do que foi planejado com a simultidnea reflexdo sobre os
objetivos e o que estd sendo executado, sobre a prépria interagdo. Aqui ja se inicia
a proxima fase, a avaliacdo.

v Avaliagdo: do que aconteceu, ou seja, se o que foi planejado realmente ocorreu de

forma adequada e com resultados relevantes; se os objetivos foram alcancados.
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2.1.3.1. Critérios de Mediacao

Feuerstein, define critérios de mediacdo que podemos ter como referéncia para avaliar
o perfil e a qualidade da mediacdao oferecida pelo professor. Alguns considerados
universais, pois sdo fundamentais e devem estar sempre presentes na interacao entre

mediador mediado.

Intencionalidade e reciprocidade

A intencionalidade pressupde que o professor esteja determinado a aproximar-se do
aluno, a ajuda-lo e a compreender o que estd sendo aprendido. O conceito de
reciprocidade advém do fato de que o professor e o aluno compartilham dessa intencao,
ou seja, o professor esta preocupado em ensinar com qualidade e que o aluno realmente
aprenda enquanto que o aluno ao perceber esta intencdo responde aos estimulos tendo a
partir dai um papel mais ativo e preocupado com sua prépria aprendizagem. Para que isto
ocorra, o professor deve estar aberto as respostas do aluno que demonstra reciprocidade
ao cooperar, ao esforcar-se para mudar e envolver-se no processo de aprendizagem.

O aluno percebe a intengdo do professor através da maneira como ele organiza os
estimulos, como estabelece canais comunicativos para transmitir sua intengdao e como cria

vinculos para garantir e facilitar a aprendizagem.

Portanto, a reciprocidade, é uma resposta explicita do aluno a esta postura do professor
de querer ensinar e preocupar-se com o resultado, ou seja, se realmente houve um
aprendizado. Para obter essa reciprocidade o professor deve, por exemplo:
v' Provocar curiosidade: apresentar uma tarefa, um problema de maneira
desafiadora para gerar uma expectativa no mediado, uma motivacdo para resolver
a atividade proposta.
v' Compartilhar intengdes: o mediador pode encontrar uma maneira de transmitir ao
mediado os motivos pelos quais escolheu trabalhar, em determinado momento,

certos conteudos e atividades.
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v Criar desequilibrios: o mediador pode criar, intencionalmente, dissonancias,
apresentando absurdos e contradicdes, para atrair a atengdao do mediado e ajuda-
lo a criar a necessidade de aprender para resolver esse desequilibrio.

v Proporcionar exposi¢do repetida aos estimulos (treinar): o mediador expde o

mediado ao mesmo estimulo de forma repetida, facilitando a formacao de habitos.

Transcendéncia

E o comportamento que o professor consegue estimular no aluno para que ele nio se
limite a resolver problemas imediatos da aula. O professor deve criar condi¢des para que o
aluno seja capaz de generalizar o que foi aprendido, ou seja, que o aluno consiga estender
os exemplos para conceitos mais abrangentes, para as situacdes do dia-a-dia e do trabalho
e que conecte a aprendizagem atual com as anteriores e com as provaveis situacdes
futuras. O professor deve sempre estar conectando em seus discursos do presente com o
que foi visto anteriormente e com o que ainda serd visto, s6 o professor tem essa visao
panoramica do contexto e do processo de aprendizagem que ele estd mediando. Para
alcancar a transcendéncia o professor deve, por exemplo, ajudar o aluno a:

v’ Discernir elementos essenciais inerentes as atividades realizadas.

v Extrair e generalizar principios, formular regras e reconhecer a utilidade de
elementos comuns as varias atividades.

v Orientar-se para necessidades futuras, superando o momento presente.

v Enriquecer seu repertério de experiéncias por meio de orientacdes familiares e

inovadoras.

Mediagdo do significado

Um dos problemas que os professores encontram nos dias de hoje é conquistar o
interesse dos alunos para o assunto que pretende ensinar. Dar significado ou conectar o
assunto a algo que seja significativo é uma das estratégias adotadas. Para tanto, é
necessario que o aluno se aproprie da finalidade das propostas e de sua aplicabilidade. O
significado aumenta envolvimento ativo e emocional no desenvolvimento dos estudos. O

professor pode apresentar o significado mas também pode preferencialmente ajudar o
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individuo a buscar significado em tudo o que vive e experimenta. Claro que nem sempre
haverd uma resposta imediata, mas o processo de busca ja € um meio de desenvolvimento
do conhecimento no contexto da pergunta. Qualquer questdo ou fato pode ser
questionado, “Por que vou fazer isso?” “Para que vou fazer isso?”. Para mediar o significado
o professor pode, por exemplo:

v’ Atribuir significado afetivo e social sobre os vérios aspectos das experiéncias
compartilhadas, inclusive sentimentos e atitudes pessoais e valores socioculturais
universais. Responda as perguntas: “Por que ... ? Para que ... ?”

v' Encorajar a busca pelo significado, fazendo com que o mediado questione os
propdsitos de suas experiéncias de vida e atividades propostas.

v" Ajudar o mediado a diferenciar entre significados pessoais e significados universais.

Ha, ainda, outros critérios que ndo sdo considerados universais, mas complementam e

enriquecem o processo de mediacgao.

Mediagdo do sentimento de competéncia

E 0 momento que o professor tem para motivar o aluno fazendo com que ele perceba
sua capacidade. O aluno precisa saber que o sucesso em uma tarefa demonstra em parte
sua propria competéncia. Cabe ao professor ser o agente que transmite ao aluno o valor
de sua conquista mediante o esfor¢o investido para isso. Para mediar o sentimento de
competéncia, o professor pode, por exemplo:

v Propor tarefas desafiadoras, assegurando um equilibrio entre a familiaridade e a
novidade das atividades.

v' Ajudar o mediado a entender seus préprios processos mentais, tanto no caso de um
comportamento apropriado quanto deficiente.

v’ Atribuir valor ao desempenho eficiente, fazendo com que o mediado interprete seu
progresso.

v' Prevenir a frustracdo em caso de fracasso, enfatizando os pré-requisitos para a
realizacdo da atividade proposta e mostrando o nivel de investimento empregado,

mesmo que ainda sem o sucesso esperado.
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Mediag¢do do comportamento de compartilhar

E o estimulo que o professor pode provocar no sentido de desenvolver no aluno a
capacidade de cooperar. O professor deve ensinar a importancia do respeito mutuo e de
considerar as necessidades e pontos de vista diferentes dos colegas. Apesar das diferencas
que separam o aluno de seus colegas e até mesmo do professor, todos tém objetivos e
interesses em comum e isso deve ficar claro para os alunos.

Para mediar o comportamento de compartilhar o professor pode, por exemplo,
encorajar o aluno a compartilhar suas experiéncias de vida, abrindo um canal de

comunicacdo para comecar o dia contando algo pessoal.

Mediag¢do do controle e regulagéo da conduta

Nesse momento o professor deve estimular o autocontrole do aluno. Ensina-lo a lidar
com a impulsividade e também com a passividade, ou seja, quando o aluno demora demais
para iniciar ou ndo estd disposto a realizar qualquer atividade. O professor deve mostrar
para o aluno a importancia de controlar suas emocdes perante as diversas situacées que
enfrenta no dia-a-dia. Para mediar o controle e a regulacdo da conduta o professor pode,
por exemplo:

v Fornecer os pré-requisitos necessarios para a realiza¢do da atividade.

v Assegurar que o mediado esteja consciente do nivel de complexidade da atividade
proposta e de seus pré-requisitos antes de resolvé-la.

v' Adiar a resposta do mediado quando este antecipa uma reacdo prematura e
impulsiva.

v Encorajar a resposta do mediado quando percebe que este é capaz de responder

adequadamente.

Mediagdo da Individuagdo e da diferenciagdo psicoldgica

Para MEIER (2007, p.150), é quando o sujeito ird constituir-se como individuo por meio
de autorreflexdes e autoconhecimento, porém, ela ocorre por meio dos relacionamentos

com outros sujeitos. Para mediar esse critério, o professor pode, por exemplo:
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v’ Estimular respostas divergentes e encorajar o pensamento independente e original
do mediado. Aceitar o mediado como pessoa singular e entendé-lo como
participante ativo da aprendizagem, capaz de pensar de forma diferente do seu

companheiro e do professor.

Mediagdo da conduta de busca, de planejamento e de realiza¢éo de objetivos

As criancas que ndo desenvolvem esse comportamento de busca, planejamento e
realiza¢do de objetivos acaba sempre buscando a gratificagao imediata, torna-se impulsiva,
sempre buscando satisfacdo imediata. Portanto, a media¢do deve direcionar o aluno para
o habito de estabelecer objetivos através de um planejamento e a busca destes objetivos.
O aluno deve encarar os objetivos estabelecidos como um desafio que deve ser vencido.

Para mediar esse critério, o professor deve fazer com que o aluno planeje de forma

adequada e realista as diferentes atividades que ira desenvolver.

Mediagdo do desdfio: busca pelo novo e complexo

O ser humano, quando ndo busca o novo é pela necessidade de conforto, seguranca e
sobrevivéncia. Isso implica a falta de mudanca. No entanto, hd também uma necessidade
de se transformar e, para isso, é necessario experimentar algo novo. Para mediar esse
critério o professor pode, por exemplo:

v' Fazer com que o aluno aprenda a lidar com mudancas, sabendo manter-se em
situacOes que impliqguem desequilibrio.

v' Promover situacdes em que os alunos se sintam desafiados na execuc¢do de suas
tarefas.

v' Mostrar ao aluno como medir e controlar riscos, criando um clima de seguranca.

Mediagdo da consciéncia de modificabilidade humana

Mesmo ndo estando entre os critérios universais, € um critério fundamental. Neste
momento vale lembrar os pressupostos da teoria de Feuerstein: “todos os seres humanos

sdo modificaveis”; “meu mediado especifico € modificavel”; “eu, o mediador deste
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mediado, posso ajuda-lo a se modificar”; “eu, mediador, sou modificavel”; “o sistema, o
contexto, o ambiente dentro do qual eu, mediador, estou interagindo é modificavel”. Para
mediar esse critério, o professor pode, por exemplo:
v' Fazer com que o mediado tome consciéncia de que pode mudar seu préprio
funcionamento cognitivo.
v Auxiliar o mediado a perceber que é capaz de produzir e processar informacgdes e
tomar conhecimento de seu potencial e de suas dificuldades, passando a ter

consciéncia do que deve ser modificado.

Mediagdo da escolha da alternativa otimista

A reacdo do aluno frente a situacdes problemas onde pode-se ter sucesso ou fracasso
determina sua postura otimista ou ndo. A maioria dos alunos que tem dificuldades com a
matematica coloca-se no grupo dos pessimistas pensando ou dizendo: “isso é muito dificil”,
“nao é pra mim”, “ndo consigo”, etc. Desta forma este aluno ja esta fadado ao fracasso. O
professor deve fazer com que o aluno perceba que a reacdo otimista fard com que ele
perceba melhor as alternativas, os caminhos possiveis, as estratégias que possibilitardo
que ele alcance os objetivos e vencga os desafios. Essa escolha estd estreitamente ligada ao
sentimento de competéncia desse individuo.

Para mediar a escolha da alternativa otimista o professor pode, por exemplo, levar o

aluno a perceber que existem possibilidades de resolver situagées complexas e vencer os

obstaculos que se apresentam.

Mediagdo do sentimento de pertenca

Sentimento de pertenca é aquele que faz com que o aluno seja individualista, ndo aceite
opinides deferentes das suas. Se o sentimento de pertenca nao for trabalhado, o aluno
acaba se isolando, comprometendo outras qualidades pessoais que devem ser
desenvolvidas, como por exemplo, o trabalho em equipe, o compartilhar. Para mediar o
sentimento de pertenca o professor pode, por exemplo:

v Desenvolver no aluno o sentimento de coletividade, de n3o estar sozinho, de poder

fazer parte da sociedade.
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v

Propiciar oportunidades para que o mediado conviva e aceite uma gama maior de

opinides.

Dessa forma, uma postura mediadora por parte do docente pode conduzir o aluno ao

desenvolvimento de fungGes cognitivas e, consequentemente, operagées mentais, ndao

somente de fundamentos técnicos e cientificos, capacidades técnicas, sociais, organizativas

e metodoldgicas e conhecimentos.

Para uma mediacdo de qualidade, considerando os diversos critérios propostos por

Feuerstein, RON (2011) coloca uma lista de a¢Ges que o professor deve desenvolver:

v

I N N N N N N N N N N U N N N N N R NN

Estabelecer o nivel inicial de funcionamento do mediado, observando e coletando
informacodes;

Identificar, tratar e ou encaminhar para tratamento deficiéncias psicomotoras;
Ajudar o mediado a tomar consciéncia e verbalizar processos mentais;

Ajudar o mediado a adquirir estratégias cognitivas eficazes;

Identificar fatores afetivo-emocionais que possam prejudicar a aprendizagem;
Identificar habilidades sociais deficientes;

Identificar fungdes cognitivas deficientes;

Elaborar tarefas desafiadoras;

Apresentar tarefas de modo motivador;

Preparar tarefas alternativas;

Privilegiar tarefas que conduzam a transcendéncia;

Atribuir significado as tarefas;

Disponibilizar recursos diferenciados;

Encorajar a aprendizagem coletiva;

Aplicar tarefas individualmente adaptadas;

Criar situacdes de desequilibrio;

Transmitir ao mediado uma crenga sincera na sua modificabilidade;

Selecionar estimulos;

Relacionar as tarefas atuais com as antigas;

Relacionar as tarefas atuais com situac¢des futuras;

Regular a intensidade e a frequéncia da mediacao;

Estabelecer relagdes entre os contelddos formativos de varias unidades curriculares

(interdisciplinaridade);
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Regular e adaptar respostas e reagdes do mediado a varias situagdes de
aprendizagem;
Monitorar a interacdo, controlando a reciprocidade do mediado, a intensidade da

mediagdo, a adequagdo do ambiente e a efetividade dos estimulos.

Para comecar a trabalhar com uma postura mais mediadora, é possivel mudar pequenos

aspectos na atuagao docente como, por exemplo:

v

No inicio de uma aula ou atividade apresentar o que serd feito, como sera feito e
porque sera feito.

Ao final de uma aula ou atividade perguntar o que foi aprendido ou realizado. Isso
ajuda a trabalhar a memdria do aluno e fazé-lo perceber que pode se modificar.
Encorajar os alunos a resumir os acontecimentos do dia numa sequéncia para
melhorar a capacidade do aluno de analisar e sintetizar.

Fazer conexdes entre fatos atuais, passados e futuros para ajudar o aluno a
melhorar sua percepcao global da realidade.

Elaborar situa¢des desafiadoras possiveis de serem realizadas, mas ndo faceis
demais, para trabalhar o sentimento de competéncia dos alunos.

Pedir aos alunos, antes de resolverem um problema ou iniciar uma atividade, que
coloquem no papel os principais passos que pretendem seguir.

Propor tarefas variadas e repetidas para fazer com que o aluno internalize o que
desenvolveu: conceitos, conhecimentos, habilidades, fung¢des cognitivas etc.,
possibilitando a transcendéncia.

Fazer com que o aluno entenda o processo que utilizou para solucionar problemas
e realizar atividades, bem como o processo que seus colegas utilizaram.

Pedir exemplos aos alunos durante as aulas e a realiza¢do de atividades, mostrando
se o exemplo é valido ou ndo para possibilitar a transcendéncia.

Compartilhar entre os professores suas experiéncias e as de seus alunos.

Todo o processo de mediacdo requer um objetivo, que se torna mais facil de alcancar

quando o tema abordado tem significado para o mediado. E importante que o tema

abordado seja relevante para o mediado e que ele tenha consciéncia disso.
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2.1.4. Aprendizado significativo.

Aprendizagem significativa € o conceito central da teoria a aprendizagem de David
Ausubel. Segundo MOREIRA (1999) "a aprendizagem significativa é um processo por meio
do qual uma nova informacdo relaciona-se, de maneira substantiva (ndo-literal) e ndo-
arbitrdria, a um aspecto relevante da estrutura de conhecimento do individuo". De maneira
mais simples, os conhecimentos que sdo trazidos ao aluno pelo professor se conectam ao
conhecimento prévio do aluno. AUSUBEL (1963) define este conhecimento prévio como
“conceito subsungor ou simplesmente "subsungor". Subsuncor sdao estruturas que surgem
no momento que a nova informacdo se conecta com a ja existente. Sua abrangéncia vai

depender da frequéncia com que o significado sobre o assunto especifico é colocado.

Portanto, a aprendizagem significativa ocorre quando é estabelecido o link, entre a nova
informacdo e os conceitos relevantes ja existentes na estrutura cognitiva do aluno. A
aprendizagem significativa implica no desenvolvimento do conceito subsuncor. Os novos
assuntos s6 sdao absorvidos de maneira relevante para o aluno se houver real significado, e
ja se refiram a conceitos e proposicdes pré-disponiveis, que proporcionam as ancoras

conceituais.

Nesse aspecto a resolugao de problemas é uma ferramenta util para dar significado aos

diversos temas abordados no processo de aprendizagem.

2.2. A Resolucao de problemas.

Ao analisarmos os Parametros Curriculares Nacionais, de 1998, e as Orienta¢des
Curriculares para o Ensino Médio, de 2006, encontramos alguns trechos que indicam a
resolucao de situacdes problemas como uma das metodologias a serem adotadas no
Ensino Médio. No primeiro documento publicado em 1998, o MEC aponta como objetivos

do Ensino Médio:
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“Os objetivos do Ensino Médio em cada drea do conhecimento devem
envolver, de forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos
praticos, contextualizados, que respondam as necessidades da vida
contemporanea, e o desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e
abstratos, que correspondam a uma cultura geral e a uma visdo de mundo.
Para a drea das Ciéncias da Natureza, Matematica e Tecnologias, isto é
particularmente verdadeiro, pois a crescente valorizacdo do conhecimento
e da capacidade de inovar demanda cidaddos capazes de aprender
continuamente, para o que é essencial uma formacao geral e ndo apenas um
treinamento especifico.” (BRASIL, 1998, p.6)

Apesar da recomendacgdo grande parte dos professores sdao inseguros quanto ao seu uso

por varios fatores, por exemplo, citamos dois:

A falta de leitura sobre o tema, dificultando que ele torne a resolucdo de
problemas uma pratica frequente em suas aulas.

A sensacdo que o professor pode ter de que estd perdendo tempo. Pois
facilmente pode-se ocupar o espaco de uma aula inteira apenas para a discussao

e compreensdo de um problema.

Quanto a questao do tempo em sala de aula deve-se considerar a afirmagao de Pdlya

(2006, p. v):

“Um professor de Matematica tem, assim, uma grande oportunidade. Se
ele preenche o tempo que lhe é concedido a exercitar seus alunos em
operacOes rotineiras, aniquila o interesse e tolhe o desenvolvimento
intelectual dos estudantes, desperdicando, dessa maneira, a sua
oportunidade. Mas se ele desafia a curiosidade dos alunos, apresentando-
Ihes problemas compativeis com os conhecimentos destes e incutir-lhes o
gosto pelo raciocinio independente e proporcionar-lhes certos meios para
alcancar este objetivo, entdo estarda desenvolvendo seus alunos
intelectualmente.”

George Podlya, conhecido por sua obra classica, “A arte de resolver problemas”, é um

marco para o ensino de Matematica, principalmente quando se fala em “resolucao de

problemas”. No capitulo “Em aula”, temos a descricdo de estratégias e atitudes esperadas

de um professor, de forma que ele consiga desenvolver no aluno operacdes mentais Uteis

ao seu aprendizado.

Sdo sugeridas etapas que levardo a resolucdo do problema, tais como:
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Compreensao do problema;
Estabelecimento de um plano;

Execucdo do plano;

SRR

Retrospecto.

POLYA destaca a importancia em escolher corretamente os problemas para os seus
alunos, tanto no que diz respeito ao nivel quanto ao contexto. Nao tao dificeis, nem muito
faceis, naturais e interessantes, que desafiem a curiosidade e que sejam adequados ao
conhecimento do aluno. Reservar um tempo para a discussao do problema, apresenta-lo
adequadamente, dentro do contexto correto. Entdo, o professor comeca a ajudar o aluno
com intervencgdes discretas, “ndo muito pouco” para ndo haver pouco progresso e “nem

muito” para que o aluno tenha o que fazer. (POLYA, 1997, p.3)

A fim de escolher de forma adequada os problemas que vao colaborar na consolidagao
ou introdugao de um conceito, podemos nos basear no que PEREIRA (2002) cita. Segundo

PEREIRA (2002), as caracteristicas de um bom problema sdo as que seguem:

Ter enunciado acessivel e de facil compreensao;
Exercitar o pensar matematico do aluno;
Exigir criatividade na resolugao;

Ser util para a introduc¢do ou consolida¢do de ideias e/ou conceitos matematicos;

AN N NN

N3o deve ser muito facil ou muito dificil e sim natural e interessante.

Durante a utilizacdo da resolucdo de problemas como metodologia de ensino, o
professor deve manter uma postura de interatividade com os alunos. Afinal a interatividade
entre alunos e professor é a base desta metodologia. O professor ndo deve dar respostas,
mas responder as perguntas com novas perguntas de tal forma que conduza o aluno a
resolucdo do problema. As novas perguntas devem auxiliar “discretamente, apenas

indicando a dire¢do geral, deixando muito para o estudante fazer” (POLYA, 2006, p.3)

Oportunizar ao aluno descobertas matematicas é um dos principais objetivos do
processo de ensino e aprendizagem nas aulas de matematica, conforme POLYA destaca em

seu livro “A arte de resolver problemas”:
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“Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas ha sempre
uma pitada de descoberta na resolucdo de qualquer problema. O problema
pode ser modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as
faculdades inventivas, quem o resolver por seus prdprios meios
experimentara a tensao e gozara o triunfo da descoberta. Experiéncias tais,
numa idade susceptivel, poderdo gerar o gosto pelo trabalho mental e
deixar, por toda a vida, a sua marca na mente e no carater (POLYA, 2006,

p.V)II

A Pesquisa Operacional € um dos ramos da Matemadtica que se ocupa da resolugdo de
problemas de grande aplicabilidade em situacdes concretas. Nesse trabalho, nosso foco
serd a Programacao Linear pois é uma das subdreas da Pesquisa Operacional mais utilizada
e por ser possivel seu estudo introdutério no Ensino Médio. A simplicidade dos conceitos
basicos necessarios é a maior vantagem em se utilizar problemas de Programacao Linear.
Assuntos como a solugdo de desigualdades do primeiro grau, matrizes e determinantes que
ja sdo tradicionalmente abordados no ensino médio sdo pré-requisitos para a resolucao de

problemas de Programacao Linear.

Apesar do tema Programacao Linear ndo fazer parte do curriculo do ensino médio, a
aplicabilidade e possibilidade de seu uso na introducdo ou complementacdo de outros
conceitos justifica a sua introdugao nesse nivel de ensino. Assim, estes problemas podem
levar o aluno a perceber as interconexdes existentes entre os diversos conceitos tratados

pela matematica no Ensino Médio.

Os problemas de Programacdo Linear, sdo problemas onde queremos maximizar ou
minimizar alguma variavel, ou seja, queremos otimiza-la, e Problemas de otimizacao
despertam a curiosidade e desafiam os alunos a buscar solu¢des para situacdes relevantes
gue muitas vezes fazem parte do dia-a-dia do aluno. Além disso, estimula o estudo e
aprofundamento de conceitos matematicos contribuindo significativamente para a
formacdo do aluno, dando a ele uma postura mais critica frente a muitas situacdes que ele

enfrentara durante sua vida adulta.
O ensino de Matematica é habitualmente realizado seguindo o modelo:

v' Defini¢do de conceitos (axiomas, proposicdes, etc.)

v' Exemplos
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v' Exercicios de fixa¢3o

Problemas de aplicacdo, quando muito, sdo utilizados no final dos capitulos, servindo
apenas como uma maneira de apresentar algumas aplicagGes praticas dos conceitos
abordados, o que é valido, porém ndo deveria ser a Unica pratica. Também devem ser
utilizados como disparador (fato desencadeador) da curiosidade, do interesse, da

necessidade de se aprender matematica.

Os alunos costumam dar importancia apenas aos conteudos que ele julga possuirem
aplicagOes reais para a sua realidade de vida, profissional ou futuro escolar. Dai, surge a
necessidade, por parte dos professores, em relacionar de maneira mais clara a matematica

escolar com suas aplicagoes.

Ha vontade de muitos professores em mudar, porém se ndo houver apoio tedrico e
pedagdgico de uma equipe comprometida, ele tende a voltar ao ensino tradicional, onde
se sente mais seguro. Afinal, a grande maioria foi educada desta forma, desde a educacgao

basica até o fim de sua graduac3o. E onde estdo seus referenciais.

A escolha de problemas de otimizagdao contribui com a perspectiva de promover um
enfoque mais contextualizado das ideias matematicas estudadas. Problemas dessa
natureza possuem uma grande aplicabilidade em situa¢des concretas, vivenciadas no
cotidiano da sociedade em que vivemos. Reduzir custos, maximizar lucros, obter a melhor
distribuicdo de rotas em uma empresa de transportes, distribuir adequadamente os
alimentos em uma dieta alimentar com menor custo, sdo alguns exemplos de situa¢des que

podem ser utilizadas.

Qualquer que se aventure a resolver um problema precisa interpreta-lo, organizar os
dados, identificar o objetivo e decidir qual seria o melhor modelo ja existente, ou se ndo
existir, criar um, para que se alcance a solucdo. Para enfrentar estes problemas precisamos

conhecer a Modelagem Matematica.
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2.3. Modelagem matematica

2.3.1. 0 que é Modelagem e o que é Modelo.

Como dizia Galileu Galilei (1626): “O universo (...) ndo pode ser compreendido a menos
gue primeiro aprendamos a linguagem no qual ele estd escrito. Ele esta escrito na
linguagem matematica e os seus caracteres sao o triangulo, o circulo e outras figuras
geomeétricas, sem as quais é impossivel compreender uma palavra que seja dele: sem estes,
ficamos as escuras, num labirinto escuro."

E é com esse objetivo que estamos numa incansdvel busca procurando sempre
sistematizar os fendmenos e acontecimentos, estruturas e situacdes do dia-a-dia. E para
iniciarmos nosso assunto, tomemos um exemplo bem cotidiano!

Vamos pensar em um cozinheiro. Ao elaborar uma receita, o cozinheiro tem varios
objetivos. Os ingredientes que tem a sua disposi¢dao, os sabores que pretende obter,
guantas pessoas quer servir, etc. Quando o cozinheiro estd testando, acrescentando ou
tirando ingredientes, estd ocorrendo um processo criativo que equivale a modelagem. Ja
quando a receita esta pronta e atende sua necessidade ele tem em maos um modelo.

Esta analogia exemplifica bem a diferenca que devemos ter clara quando falamos de
modelagem matematica. Modelo Matematico é o produto final que se obtém apds um
processo denominado modelagem matematica.

Se outra pessoa ou ele mesmo utiliza essa receita em outro momento, ou até mesmo
faz algumas altera¢cdes como quantidades de determinados ingredientes, temos um
exemplo de uma aplicagdao do modelo.

J4 no caso de outra pessoa ou o préprio cozinheiro realizar alguma alteracdo mais
profunda, um novo processo de modelagem comecga.

Enfim, em termos gerais o Modelo Matematico é o produto final do processo de sua
criacdo, a Modelagem Matematica.

Se buscarmos entre as primeiras situacdes onde ha Modelagem Matemadtica, nos
encontraremos na primeira metade do século VI a.C. e o inicio do século V a.C., quando o
matematico fildsofo grego Pitdgoras comprovou o famoso teorema que recebe seu nome.

Teorema que até hoje serve de modelo para vérios calculos geométricos.
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Segundo BASSANEZI (2006), um modelo matematico é um conjunto de simbolos e
relagdes matemadticas que representam, de forma simplificada, uma parte da realidade.
Partindo desse ponto a Modelagem Matematica pode ser entendida como processo de
criagdo do Modelo Matematico, como ficou evidente no exemplo do cozinheiro.

O papel dos Modelos Matematicos é amplamente reconhecido na sociedade devido as
aplicagdes bem sucedidas, que tem impactos diretos ou indiretos no desenvolvimento de
tecnologias e no comportamento das pessoas. Eles servem de maneira satisfatéria a tarefa
de descrever e predizer fenébmenos, fisicos, naturais e sociais, cabendo ao modelador a

tarefa de cria-los e conforme seus interesses e objetivos.

2.3.2.A modelagem Matematica no contexto da Educacao

Basica.

No contexto da Educagcdo Matematica a Modelagem Matemadtica tem influéncias fortes
da Matemadtica Aplicada como exemplificado no inicio, em que o ato de modelar é
apresentado em termos de construgdo de um Modelo Matematico, traduzido em
esquemas explicativos, podendo ser uma equagao, um sistema de equagdes ou inequagdes
algébricas, um gréfico, uma tabela, etc. Também e ao mesmo tempo na Educacdo
Matematica pode ser compreendida no contexto das praticas escolares, como uma
atividade em consonancia com objetivos de uma educa¢ido matematica critica. E no campo
da transicao de base da pratica do matematico aplicado a pratica docente no ensino e a
aprendizagem de Matematica que surgem uma variedade de concepcdes de modelagem.

Segundo BASSANEZI, trabalhar com modelagem no ensino ndo é mera questdao de
ampliar conhecimento matematico, mas, sobretudo, de se estruturar a maneira de pensar
e agir do aluno. Espera-se que, durante o processo de modelagem, alunos e professor
adquiram e desenvolvam o senso critico, ou seja, uma forma de cidadania baseada no
entendimento comum.

Ainda, na visdo de BASSANEZI, a Modelagem matematica pode ser utilizada como
estratégia de ensino e aprendizagem, sendo um caminho para tornar a matematica, em

qualquer nivel, mais atraente e agradavel.
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Desta perspectiva a modelagem no ensino é uma estratégia de aprendizagem, onde "o
mais importante nao é chegar imediatamente a um modelo bem sucedido, mas caminhar
seguindo etapas nas quais o conteudo matemadtico vai sendo sistematizado e aplicado"
(BASSANEZI, 2006, p. 38).

Diversos autores propdem intervencdes em salas de aula por meio da inclusdo da
Modelagem Matematica nas propostas de ensino. Assim, esses professores poderao
experimentar no contexto de sua prépria sala de aula esta acdo, desenvolvendo seus
conhecimentos praticos sobre a modelagem. Podemos afirmar que uma das dificuldades,
e a0 mesmo tempo, vantagens, para fazer a modelagem é que existem concepgdes
diferentes sobre os objetivos e sobre a forma de conduzir este trabalho, ou seja, existem
concepgdes diferentes sobre a Modelagem Matemadtica. Entendemos que na diversidade
de concepc¢des de modelagem, o professor terd uma variedade de subsidios para
desenvolver suas proprias praticas com modelagem coerentes com diversos contextos e
objetivos educacionais.

Nota-se nas afirmacgbes de diversos autores, algumas ja mencionadas acima, sobre a
guestdo do contexto da modelagem quando concebida como estratégia pedagdgica, que
ela oferece ao aluno a oportunidade de conviver com conteudos Uteis e com significados.

Quando concebem Modelagem Matematica como um método ou uma metodologia de
ensino e aprendizagem, BIEMBENGUT e HEIN (2005) propdem que atividades devem partir
de temas do cotidiano dos alunos. Afirmam que ao participarem de um trabalho com
modelagem, no qual o conteudo vincula-se a realidade, professores e alunos tornar-se-ao
mais entusiastas no decorrer do processo de ensino e aprendizagem da Matematica e
perceberdo mais facilmente o papel que lhes cabem na preparacdo do individuo para atuar
no meio circundante. A men¢do de que um trabalho com Modelagem Matematica deve
partir de temas que facam parte da vivéncia dos alunos é também defendida por outros
estudiosos da comunidade brasileira de educadores matematicos.

Mas quais sdo as etapas para elaborarmos um bom Modelo Matematico? Ao responder
esta pergunta estaremos sistematizando algo que provavelmente ja é rotina de muitos

professores e alunos.
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2.3.3. As etapas da Modelagem Matematica

Na visdo de BASSANEZI (2006), “Modelagem é um processo dinamico utilizado para a
obtencéo e validacdo de modelos matematicos. E uma forma de abstragdo e generalizagdo
com a finalidade de previsdo de tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na
arte de transformar situa¢des da realidade em problemas matemadticos cujas solugdes
devem ser interpretadas na linguagem usual”.

Ele defende ainda que a modelagem de uma situacao ou problema real deve seguir uma
sequéncia de etapas, descritas a seguir:

v Experimentagdo: E o momento onde se processa a obtengdo de dados;

v Abstragdo: E o procedimento que deve levar & formulacdo dos Modelos
Matematicos. Nesta fase procura-se estabelecer: Selecdo de varidveis, problematizacao,
formulagdo de hipdteses e simplificacdo.

v" Resolug¢do: O Modelo Matematico é obtido quando se substitui a linguagem natural
das hipdteses por uma linguagem matematica coerente — e como num dicionadrio, a
linguagem matematica admite “sindnimos” que traduzem os diferentes graus de
sofisticacdo da linguagem natural;

v’ Validagdo: E o processo de aceitacdo ou ndo do modelo proposto. Nesta etapa, os
modelos, juntamente com as hipoteses que Ihes sdo atribuidas, devem ser testados em
confronto com os dados empiricos, comparando suas solu¢des e previsdes com os valores
obtidos no sistema real. O grau de aproximacdo desejado destas previsdes serd o fator
preponderante para validacao;

v' Modificagdo: Alguns fatores ligados ao problema original podem provocar a
rejeicdo ou aceitacdo dos modelos. Quando os modelos s3ao obtidos considerando
simplificacGes e idealizacdes da realidade, suas solu¢des geralmente ndo conduzem as
previsdes corretas e definitivas, pois o aprofundamento da teoria implica na reformulacao
dos modelos. Como nenhum modelo deve ser considerado definitivo, podendo sempre ser
melhorado, agora poderiamos dizer que um bom modelo é aquele que propicia a
formulacdo de novos modelos, sendo esta reformulacdo de modelos uma das partes
fundamentais do processo de modelagem.

Maria Salett Biembengut e Nelson Hein (2005) concluem que Matemdtica e realidade

sdo dois conjuntos disjuntos, e a modelagem é um meio de fazé-los interagir.
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No ponto de vista do aluno isso € um “fato”, porém todo matemadtico sabe que
Matematica é uma linguagem utilizada para descrever o mundo através dos nimeros e das
formas, portando essa disjuncdo ndo descreve a real relacdo entre o mundo e a
matematica.

III

Desta forma, a interacdo, que permite representar uma situacdo “real” com modelo
matemadtico, quebra esse ponto de vista do aluno e envolve uma série de procedimentos
descritos a seguir:

v Interagio:

o Reconhecimento da situag¢ao problema;

o Familiarizagdo com o assunto a ser modelado, referencial tedrico.

v Interpreta¢do matematica do problema:

o Formulacdo do problema, hipdtese;

o Resolugdo do problema em termos matematicos.

v" Modelo Matematico:

o Interpretagdo da solugao;

o Validacdo do modelo, avaliacao.

Se o0 modelo ndo atender as necessidades que o geram, o processo deve ser retomado
na segunda etapa — Interpretacdo matemadtica do problema — mudando-se ou ajustando
hipdteses, varidveis, etc.

Existe uma teoria intitulada TEORIA DOS QUATRO PASSOS, proposta por POLYA, que

sistematiza a resolucdo de problemas. Vejamos a seguir mais detalhes.

2.3.3.1. Teoria dos Quatro Passos (Pdlya)

George Podlya, referenciado em inUmeros trabalhos que tratam da resolucao de
problemas, é chamado de “pai da moderna teoria da resolucdo de problemas” por ter
escrito alguns livros que tratavam deste tema. Em um deles, “A arte de resolver
problemas”, no primeiro capitulo chamado “Em Aula”, ele define 4 etapas/passos que

estruturam a resolucdo de um problema. A seguir, apresentamos estes passos:
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12 Passo — Compreensao do Problema:

v'  Ler atentamente o problema, quantas vezes forem necessdrias até ter certeza de
total entendimento de todos os termos analisados.

v' Reescrever o problema com as suas proprias palavras e se possivel discutir com
outras pessoas.

v Identificar as informagdes necessarias para a resolucdo do problema e verificar se

todas elas podem ser encontradas no problema.
22 Passo — Deduc¢dao de um Modelo Matematico que descreva o problema:

v’ Dar nomes as varidveis do problema e classifici-las em dependentes e
independentes.
v' Traduzir o problema para uma linguagem matematica usando uma equacdo ou

inequacao.
32 Passo — Resolug¢ao do Modelo Matematico e verificagdao da solugdo encontrada:

v' Resolver a equacdo utilizando métodos algébricos e verificar a veracidade do
resultado encontrado ou:

v' Com um computador, resolver graficamente o problema e se possivel através de
métodos algébricos verificar a veracidade do resultado, ou:

v' Caso n3o haja outra forma de resolucdo, resolver o problema graficamente ou

numericamente.
42 Passo — Fazendo a Interpretacdo da solugdao encontrada (Validagao).

v Interprete o resultado encontrado e verifique se ele é possivel dentro do problema
proposto. Isso, no caso de os resultados ndo refletirem os dados correntes sobre o
processo.

E importante observar que as etapas da modelagem matematica estdo baseadas e

podem ser encaixadas nos quatro passos de POLYA, ou seja, as etapas da modelagem

sdo um detalhamento dos quatro passos de POLYA.
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2.3.4.Exemplos de Modelagem Matematica

Maximizando a area.

Com a necessidade de avaliar uma infinidade de problemas onde é preciso determinar
em que situagdes os valores sao maximos ou minimos surgiram modelos matematicas que
vem sendo modificados, adaptados e aprimorados para esta finalidade. Grande parte
destes modelos envolve principalmente fungdes e como consequéncia a analise de pontos
criticos, derivadas e integrais. No ensino médio temos certa limitacdo na exploracdo desses
modelos, ndo podemos explorar, infelizmente, o calculo diferencial e integral, porém
temos definidas as fungdes de 12 e de 29 graus, onde temos ferramentas para determinar

seus maximos e minimos.
O problema

Em um terreno, na forma de um triGngulo retdngulo, serd construido um jardim
retangular. Sabendo-se que os dois menores lados do terreno medem 9m e 4m, Quais

devem ser as dimensées do jardim para que ele tenha a maior drea possivel?”
Maximizando a area.

O primeiro passo é fazer uma leitura do problema abstraindo na forma de um

esbogo/desenho os dados fornecidos pelo enunciado. Veja a figura 1.

4m

JARDIM

VT|

P
<«

v

9m

Figura 1: Jardim dentro de um terreno triangular.

> UEG 2012
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Formulagao e Resolugao.

Com este exercicio podemos explorar a relacdo de dependéncia entre as grandezas:
Distancias e Areas; definir uma fungdo como um caso particular de relagdo entre duas

grandezas; trabalhar semelhanca de triangulos; etc.

E importante que o aluno tenha familiaridade com esses assuntos, ou seja, este é um
exercicio para ser discutido depois de um contato prévio dos alunos com os pré-requisitos

que o exercicio pede.

Estabelecendo uma relagdo entre os lados do tridngulo e os lados do retangulo.

A

JARDIM y

L

<
<

A
v

w‘

v

9m
Figura 2: Dimensd&es do jardim dentro de um terreno triangular.

Depois de nomear os vértices, podemos estabelecer uma relacdo de semelhanca entre
os tridngulos DEC e ABC. Note que o angulo € é o mesmo para ambos os tridngulos, além
disso, o angulo E = B = 90°, assim pelo caso de semelhanca de triangulos, “4ngulo
angulo” os referidos triangulos sao semelhantes. Dai, podemos dizer que os lados

correspondentes destes triangulos constituem a proporgao:

que é equivalentea: y = — %x + 4. Nesse ponto o professor pode destacar a relacao de

dependéncia entre os lados do retangulo.

. R . . 4 . .
A drea do retangulo é dada por A=x-y, porém, y = —;x+4, ou seja, a area

depende de x, assim,
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Alx) = x(—%x +4)

4 2
A(x) = —§x + 4x

t _—2_45,

2:(-3) -2

e b
Onde o vértice é dado por =

E este é ponto de maximo visto que o coeficiente de x* é negativo.

Portanto, o valor de x que torna a drea maxima é x = 4,5; entdo,

Concluindo, assim, que o jardim tera a maior area se suas dimensodes forem 2m e 4,5m.

Representagao grafica das fungdes envolvidas

E importante explorar as caracteristicas dos graficos destas fun¢des ja que o ponto

critico, o maximo, é justamente o que soluciona o problema.

A(x]n. N

--- Ponto de

maximo.

Figura 3: Grafico das fungdes envolvidas no problema do Jardim, ponto de maximo.
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Analisando formas e tipos de embalagens.

“Através da necessidade de transportar uma infinidade de mercadorias, foi necessdrio
criar os primeiros recipientes e bolsas que podemos considerar como as primeiras

embalagens, que muitas vezes eram confeccionadas com peles de animais.

Com o tempo foram surgindo novas formas de embalagens, devido a necessidade de
adequacgdo aos mais diversos tipos de produtos. Em uma embalagem convém destacar a
aparéncia, o custo, eficiéncia e comunica¢éo. Para criar uma embalagem é necessdrio
sabermos para que fins ela serd utilizada e como serd seu transporte, s6 assim podemos
adequar a melhor forma. A ideia da atividade proposta foi retirada de BIEMBENGUT e HEIN
(2005) e a intencdio é levar o aluno a desenvolver conceitos de geometria plana e espacial;
sistemas de medidas: linear, superficie, volume, capacidade e massa e fun¢do de 22 grau,

podendo ser adaptada para qualquer periodo escolar.®
Confeccionando uma caixa

A atividade atente qualquer faixa etdria, para criancas serve como exercicio de
coordenagdo motora, e conforme a faixa etdria aumenta podemos colocar mais conceitos,
tais como, conceitos geométricos, nocdo de geometria espacial e se necessario, introducao
de medidas lineares e de numeros racionais na forma decimal. No processo de

desenvolvimento da atividade os alunos devem:

1. Fazer um desenho em perspectiva de uma caixa na forma retangular.

2. Tomar uma folha de papel na forma retangular, e fazer uma caixa com medidas
previamente definidas.

3. Com o uso de régua e lapis, fazer as marcacdes adequadas em todas as bordas.

4. Fazer as dobraduras necessarias.
Quantidade de Material utilizado

A partir do 62 ano, podemos colocar o problema mais direcionado para a otimizacao.

Podemos falar da preocupacdo em otimizar as embalagens de modo que elas atendam

6 Retirado de (Araujo & Chuquipoma, 2013)
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necessidades das industrias e dos consumidores, como por exemplo, confeccionar

embalagens funcionais, de baixo custo e onde se utilize a quantidade minima de material.

Levar para a sala embalagens, desmontda-las mostrando a sua planificagdo e calculando
as areas das figuras planas que a compdem é um exercicio que vai envolver o aluno e trazé-

lo para o problema.

Ainda no 62 ano é conveniente o uso de quadrados de 1 cm de lado onde sera oportuno

cobrir toda a superficie planificada com quadrados sem sobreposi¢ao.
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Figura 4: Planificagdo da caixa (Problema de quantidade de material)

Depois de toda a exploracdo da embalagem, nas séries seguintes, a preocupacao é
mostrar para os alunos que para confeccionar uma caixa podemos utilizar uma folha
guadrada e com o objetivo de minimizar o desperdicio de material, porém de tal forma que
obtenha-se o Maior volume possivel. A partir do 92 ano, é oportuno apresentar o conceito
de funcao, funcdo polinomial, pontos criticos e dominio. J4 no curso superior podemos

explorar a ideia de volume maximo com aplicacdo da derivada.
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Formulagao e Resolugao

Utilizando uma folha de papel na forma quadrada com lado medindo 30 cm, precisamos
determinar a altura maxima para que a caixa construida a partir desta planificacdo tenha

volume maximo. Exploramos ai, o tipo de funcdo e seu dominio de validade.

30

A
v

30

A
Y

. I

-]

Figura 5: Dimensd&es da planificagdo (Problema de quantidade de material)

Primeiro devemos equacionar o volume da caixa em func¢do da altura que até entdo é
desconhecida. Nesse momento, a primeira etapa da modelagem, ou seja, o
reconhecimento da atividade proposta e também a familiarizacdo com o assunto a ser
modelado, esta sendo aplicada. Podemos atribuir valores para cada uma das dimensdes,
para que os alunos possam observar a variagdo do volume de acordo com os valores
atribuidos. Aqui também é pertinente, explorar com os alunos o fato de que ndo podemos
atribuir qualquer valores, ou seja, hd um conjunto de valores que se encaixam, mas estes
valores ndo sdo todos os numeros reais. Dai, o aluno perceberd o dominio da situacao

problema e da funcdo que a descreve.
v(x) =4, h
Onde A, é a area da base e h é a altura da caixa.

Partindo entdo para a segunda etapa do processo de modelagem onde iniciamos com a

formulacdo da atividade proposta e com a resolucdo da atividade em termos de modelo.
Logo, temos para o volume a funcao:
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v(x) =(30—-x)%-x 0<x<15
v(x) = 4x® — 120x* + 900x
Representagao grafica da fungao.

Na figura , logo a seguir, podemos observar seus pontos criticos, ou seja, de maximo
local e minimo local, justificando que a derivada é igual a zero. Passamos aqui a executar a

terceira etapa, interpretagao da solugao e validagao do modelo.

Através da derivada de v(x), calculamos a altura que permite encontrar um volume

maximo da caixa a ser construida.
Sendo v(x) = (30 — x)? - x,0 < x < 15, ao calcular a derivada temos:
v'(x) = 12x* — 240x + 900

Sabemos que a fung¢do tem pontos criticos onde sua derivada possui as raizes, ou seja,
onde v'(x) = 0, entdo encontramos x; = 15ex, =5e como 0 < x < 15 o valor de x;
nao atende o estabelecido (validagdo da solugao), portanto x, = 5 sera o valor da altura

procurada para que tenhamos o volume maximo.

Problemas reais ou que estdo préximos da realidade do aluno, sdo os mais faceis de
serem modelados por eles. Uma classe de problemas que nos permite uma modelagem
rica em conceitos e aplica¢des sao os problemas de Programacao Linear, a seguir daremos

algumas definicdes basicas e veremos um exemplo deste tipo de problema.
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Figura 6: Representagdo Grafica da fungdo Volume, considerando seu dominio.
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3. Programacao Linear

3.1. Historico

O desenvolvimento de técnicas para resolver sistemas de inequacdes lineares ndo é uma
pratica recente. Pesquisas surgiram desde antes da Segunda Grande Guerra, mas foi
durante a Guerra que equipes interdisciplinares de cientistas promoveram um grande
crescimento das pesquisas relacionadas a essas técnicas, para desenvolver o uso de
materiais e sua logistica. Essas pesquisas, voltadas para diferentes dreas do setor bélico,
visavam principalmente dois resultados fundamentais: reduzir custos militares e maximizar
as baixas inimigas. E nesse periodo que se considera o surgimento da Pesquisa Operacional,
um método cientifico de tomada de decisbes, da qual a Programacao Linear é uma das
subareas com amplo espectro de aplicacdes.

A Programacao Linear é um modelo matematico constituido de uma fungdo linear
(denominada fungao objetivo), de restricdes técnicas e de ndo negatividade, representadas
por um grupo de inequacdes ou equacgdes lineares, que advém das restricdes de recursos
do problema estudado.

O problema onde queremos otimizar alguma grandeza linear é dito um Problema de
Programacao Linear, ou seja, maximizar ou minimizar, uma fungao linear com n variaveis,
gue devem satisfazer uma quantidade m de restricdes técnicas, sendo todas as variaveis
lineares e ndo negativas.

A funcdo a ser otimizada é chamada de funcdo objetivo e o conjunto de solucdes é
chamado de conjunto (ou regido) vidvel ou factivel. A ndo negatividade das varidveis se
explica pelo fato delas representarem quantidades produzidas. As restricdes podem estar
na forma de igualdades ou desigualdades, mas como a igualdade x = b equivale as
desigualdades x < b,—x < —b podemos assumir que todas as restricdes estdo na forma
de desigualdades.

Pesquisadores foram contratados pelos governos da Inglaterra e dos EUA para buscar
solucdes para os problemas de otimizacdo relacionados as operag¢des militares. Porém, o
ano de 1947 é considerado como o ano de inicio da Programacao Linear. Entdo sé em 1947,

devido as questdes de confidencialidade, houve a divulgacdo do “Método Simplex” para a
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resolucdo de problemas de Programacao Linear, por Georg Dantzig’, que liderava um grupo
de pesquisadores da SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs). A partir dai
essa area de pesquisa da Matemadtica desenvolveu-se rapidamente, sendo utilizada para

solucionar problemas de otimizagao nas mais diversas areas do conhecimento.

As diversas areas onde a Programacao Linear é aplicada sdo: dosagem (mistura, receita
ou blending) — alimentacao, formulagdes de ragdes, fabricacao de adubos, ligas metalicas,
petrdleo e minérios; transporte; investimentos; avaliacdo de recursos — fabricas, fazendas;
localizagdo industrial; designa¢do; compras; fluxo de redes, entre outras. O maior destaque
é para a aplicacdo da Programacado Linear no setor industrial. Modelos de transporte e de

fluxo em redes também sdo utilizados em logistica com excelentes resultados.

Quando resolvemos um problema de otimizacdo, percebemos que existem diversas
maneiras para distribuir os recursos envolvidos de maneira a satisfazer as restricdes. No
entanto, precisamos determinar aquela que, satisfaz as restricdes do problema e ainda
consiga fazé-lo de forma otimizada. Segundo (SILVA, 2013) duas etapas sdo essenciais para

a resolugdao de um Problema de Programacgao Linear:

v" A modelagem do problema;

v" 0 método de solucdo do problema.

No caso de um Problema de Programacao Linear, é possivel resolvé-lo pelo método
conhecido como “Método Grafico”, se o nimero de varidveis for menor ou igual a trés,
possibilitando sua visualizacdo no plano ou no espaco. E ainda temos o método mais
utilizado, computacionalmente, para obter solu¢cbes que é o Método Simplex, um
algoritmo que leva rapidamente a solucdo quando utilizado, mesmo que o problema
contenha vdrias variaveis. O Método Simplex ainda tem uma versao manual, conhecida

como Tableau utilizada para fins didaticos.

7 George Bernard Dantzig (Portland, 8 de Novembro de 1914 — Califérnia, 13 de maio de 2005) foi um matematico estadunidense,

autor da declaragdo formal do problema de transporte , elaborou a teoria e a sua resolugdo computacional baseada no método simplex,
em 1941. Por este feito também é considerado "pai da programagao linear".
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Segundo definicdo em GIORDANO (2008), um problema de otimizagdo é dito de

Programacao Linear se ele satisfizer algumas propriedades:

v" Quando tiver uma Unica funcdo objetivo.

v' Sempre que a varidvel de decisdo aparecer tanto na funcdo objetivo quanto nas
funcdes de restricdo, deve aparecer somente como poténcias de expoente 1 e,
quando muito, multiplicada apenas por uma constante, ou seja, equagdes ou
inequacdes do 12 grau.

v" Nenhum termo da func3o objetivo ou de qualquer restricdo pode conter produto
de varidveis de decisdo, que caracterizaria grau maior ou igual a 2.

v Os coeficientes das variaveis de decisdo da func¢do objetivo e de cada restricdo sdo
constantes.

v As variaveis de decisdo podem assumir tanto valores reais como também valores

inteiros.

Ainda temos, segundo (SILVA, 2013) “et. al.”, que: Problemas com mais de uma fungao
objetivo sdo chamados multiobjetivos ou programas de meta. Problemas que nao
satisfazem as propriedades 2 e 3 sdao chamados de nao-lineares. Problemas em que os
coeficientes dependem também do tempo sdo chamados de programagio dindmica®. Se
os coeficientes ndo forem constantes, mas de natureza probabilistica, os problemas sado
classificados como um programa estocastico. Se as varidveis de decisdao forem restritas a
valores inteiros, e o problema a valores inteiros, o problema é chamado de programacao
inteira, ou ainda, programacao inteira-mista quando a restri¢cdo inteira se aplicar somente

a um subconjuntos das varidveis de decisdo.

3.2. Defini¢coes Basicas

Antes de apresentarmos os métodos mais utilizados para resolver problemas de Programacao

Linear, precisamos exibir alguns conceitos (ARAUJO & CHUQUIPOMA, 2013):

Defini¢do 1: (Conjunto Convexo) Um subconjunto D do R™ é chamado de convexo se

para quaisquer dois pontos A e B de D o segmento AB estd inteiramente contido em D.

8 A programacdo dindmica é uma programagao aplicavel a otimizagdo de eventos que sofrem uma sequéncia de estados, podendo ser
aplicada a sistemas lineares ou ndo lineares.
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A figura 7 é a visdo geométrica de um conjunto convexo e de um conjunto ndo convexo no

espaco R?:

B

Convexo Nao convexo

Figura 7: Visdo geométrica de um conjunto convexo e de um conjunto nio convexo no R?

Definigdo 2: (Semiplanos) Dados uma reta r de equacdoy = ax + b em um plano m, esta
reta divide o plano t em dois semi-planos a e 3. As inequagcbesy < ax+bey > ax +

b séo chamadas de desigualdades lineares que definem os semi-planosa e .

Por exemplo, quando queremos encontrar os pontos p = (x,y) que satisfazem a

desigualdade y < 2x + 4 procedemos da seguinte maneira:

I.  Analisamos a retay = 2x + 4, e percebemos que a mesma corta o eixo das
abscissas em A = (—2,0) e o eixo das ordenadas em B = (0,4), dividindo o

plano ™ em dois semi-planos: a e 8, conforme a figura 8:

Plano a

Plano f8

Figura 8: Semiplano beta.
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Il.  Observamos na figura acima, que ao tomar um ponto arbitrario no plano £, por
exemplo, C = (1,1), vemos que ele satisfaz a desigualdade y < 2x + 4; pois:

y=1<2x+4=2-1+4=6

Logo, como o ponto C € [ foi arbitrario e verifica a desigualdade, o plano [ sera o

conjunto de todos os pontos p = (x,y) que satisfazem a desigualdade y < 2x + 4.
Uma demonstrag¢dao mais detalhada pode ser encontrada em (Lima, 2006).

Teorema 1 (Conjunto convexo poliedral): Um conjunto de interse¢cbes ndo vazias de

inequacdes lineares em R? sempre formam um conjunto convexo poliedral.
A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em BELGRADA (1988).

Definigdo 3 (Conjunto Vidvel): Um conjunto convexo é dito conjunto vidvel na programagdo
linear se ele é definido pelas interse¢ées de um sistema de equagdes e inequacdes lineares.
Cada ponto deste conjunto é denominado de ponto vidvel e cada desigualdade é uma

restricdo do problema de programacgdo linear.

Observagdo 1: Dado algumas inequag¢bes e analisando suas intersecbes teremos um
conjunto convexo de pontos que serGo as solucdes destas inequagdes. Caso duas

desigualdades formem uma interse¢@o vazia, entdo o problema ndo tem solugdo.

Por exemplo, o conjunto de solucdes do sistema:

V< —x+2;
y<x+2;
y=0

é o conjunto dos pontos P = (x,y), limitados pela interse¢do dos semi-planos

determinados por cada uma das desigualdades, conforme a figura 9:
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Figura 9: Intersecgcdo dos semiplanos.

Definigdo 4 (Pontos extremos): Dada uma regido D poliedral convexa fechada do R™
(determinada por um sistema de equagdes e inequacgdes lineares), os vértices desta regido
D sdo os pontos da regido que satisfazem um dos possiveis sistemas de n equacdes lineares
independentes, obtidas substituindo-se as desigualdades por igualdades. Estes vértices sdo
pontos extremos da regido D e, portanto possiveis solu¢des dos problemas de Programacdo
Linear.

Definigéo 5 (Fungdo Objetivo): Uma fungdo f: Q c R™ = R para a qual procuramos o
valor mdximo ou minimo no conjunto D €  é chamada de fungdo objetivo.

Para problemas relacionados com a Programacao Linear, o conjunto D representard um
conjunto viavel. Dado um problema de programacdo linear, estamos interessados na
existéncia de solucbes de tal problema, dai, o Teorema Fundamental da Programacdo
Linear, que sera apresentado a seguir, fornece as condi¢Ges necessarias para a existéncia
de um maximo ou minimo de uma funcdo em uma regido poliedral convexa D (conjunto
vidvel). Os seguintes lemas sdo importantes na demonstracdo do Teorema Fundamental da
Programacao Linear.

Lema 1: Seja f: Q € R™ - R uma fungéo definida por f(xq4, X3, ..., Xp) = A1 X1 + QX5 +
-+ ay,x, +b,a;,b € R e seja P um ponto interior ao segmento AB c Q do R", isto é,
P=2A+(1—-A)B <A< 1. Entdo teremos f(A) < f(P) < f(B) ou f(B) < f(P) <
f(A).

Lema 2: Seja f: Q € R™ = R uma fungdo definida por f(xq4, X3, ..., Xp) = @1X1 + A3X5 +
-+ ay,x, + b,a;, b € R. Se dentre os valores que f assumir num segmento AB do R" o
valor mdximo (minimo) for assumido num ponto P interior deste segmento, entdo fserd
constante em AB.

A prova destes lemas podem ser encontradas em BOLDRINI (1980)
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Teorema 2 (Teorema Fundamental da Programagdo Linear): Seja f: Q c R™ - R uma
fungdo definida na regido poliedral convexa D do R™ por f(xq,X3,...,X,) = a@1X1 +
a,x; + -+ a,x, +b,a;,b € R. Suponha que f assuma um valor mdximo (minimo)
nesta regido. Entdo, se D possui vértice(s), este valor mdximo (minimo) serd assumido num
vértice.

Demonstra¢ao: A demonstracdo sera feita paran = 2.

Seja D c R™. Suponha que o valor maximo (minimo) de f seja assumido em um ponto
P de D, considerando todas as regides poliedrais convexas possiveis R? podemos ter:

i. O ponto Pé um vértice. (Neste caso o teorema ja estd provado)

ii. O ponto Pestd numa aresta. Do Lema 2, fassumira este valor maximo (minimo)
em toda aresta. Como aregido D possui vértice(s) esta aresta contera um vértice
v obrigatoriamente, portanto, f(P) = f(v).

iii. O ponto Pestd no interior de D. Neste caso, f sera constante em toda regido D.
De fato, seja Qoutro ponto de interior de D. Como D é poliedral convexa, o
segmento QP esta contido em D; além disso, como P é interior podemos
considerar um prolongamento QQ’ que contém P deste ainda contido em D. Do
Lema 2 segue que f é constante em QQ’ e portanto, f(P) = f(Q).

Qi
Regido D

Figura 10: Teorema Fundamental da Programacao Linear

A seguir, apresentamos os Métodos de resolucdo de problemas de Programacao Linear
e problemas sugeridos para serem aplicados em sala explorando os métodos de ensino:
Experiéncia de Aprendizagem Mediada, e Modelagem Matematica.
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4. A EAM e a Modelagem Matematica aplicadas a problemas de

Programacao Linear.

Para explorar melhor as ideias, vamos propor um problema ao qual sera aplicado o
método Geométrico e o Método Simplex. A escolha adequada do problema, como ja foi
discutida anteriormente é de suma importancia para um bom desenvolvimento cognitivo
do aluno. Problemas contextualizados, que estimulem a curiosidade, que ndao sejam nem
muito faceis nem muito dificeis, etc., ndo esquecendo que o comportamento do professor
durante a mediag¢do na discussdao também é importante. Um problema bem interessante é
o Problema da Merenda Escolar, pois estd inserido no cotidiano escolar e ira estimular os
alunos a pensarem na solucao de forma natural. Claro que muitos tentardo resolvé-lo de
imediato, e até pode acontecer de algum, encontrar a solugdo 6tima, porém, os alunos
ainda ndo conhecem os métodos de resolucdo de problemas de Programacdo Linear,
entdo, usardo o processo de tentativa e erro que é muito bom, pois, no fim isto dard um

maior valor nos métodos que serdo apresentados.

4.1. Método Geométrico

O Método Geométrico é recomendado somente para modelos simples com apenas duas
varidveis de decisdo. Representar o modelo graficamente traz a vantagem de facilitar a
visualizacdo das principais caracteristicas do processo de decisdo. Considere o exemplo a

seguir:

“Uma fabrica produz garrafas de licor e de aguardente. Uma mdquina automatiza parte
do processo de fabricac@o. Para produzir uma caixa de 12 garrafas de licor utiliza-se a
mdquina por 3 horas, mais 2 horas para que um operdrio faca o acabamento. A produg¢do
de uma caixa de 12 garrafas de aguardente necessita da mdaquina por apenas 1 hora, mas
o seu acabamento por um operdrio demora 3 horas. No periodo de uma semana a fdbrica
dispbe de 58 horas de trabalho manual e de 45 horas de uso da mdquina. O lucro na venda
de uma caixa de licor é de RS 50,00 e o lucro da caixa de aguardente é de RS 40,00. Sabendo
que toda produgdo ja tem comprador, qual deve ser a produgcdo semanal de cada tipo de

caixa de modo que o lucro seja o0 mdximo possivel?”
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Organizando o dados em uma tabela, obtemos:

Horas Lucro por
Garrafas
Maquinas Operarios caixa (RS)
Licor (x) 3 2 50
Aguardente (y) 1 3 40
Tempo maximo 45 58 z=f(xy)
por semana

Neste problema temos duas restricées:

a. O uso da maquina esta limitado a 45 horas semanais;

b. O tempo de trabalho de um operdrio esta limitado a 58 horas semanais.

Assim, obtemos o sistema:

3x +y <45
2x + 3y <58
x>0ey>0
As desigualdades acima correspondem a semiplanos onde a intersecdao dos mesmos nos

da uma regido poligonal convexa, chamada de regido viavel onde os vértices sdao os

melhores candidatos a solucdo 6tima.

As restrigdes x, y = 0, sdo chamadas de restrigoes de ndo-negatividade, restringem as

solucdes possiveis ao primeiro quadrante.
Por fim, a fungdo objetivo z = f(x,y), que pretendemos maximizar, dada por:
z =5x + 4y

é tomada para z = 0, em seguida, sdo observadas suas curvas de nivel na direcdo da
regido vidvel até que uma delas tenha apenas um ponto em comum com a regido (ponto
de tangéncia), que ndo seja a origem. Apds este procedimento, percebemos o motivo pelo

qual os vértices sao os melhores candidatos a solugdo étima.
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3x+y =45
Ponto de Tangéncia

2x+ 3y < 58

R -\i ‘\\
. ot
e egido .«
\

& . 5
. Viavel

. W .

Figura 11: Regido vidvel e regido inviavel.

Agora para ilustrar melhor a resolu¢ao de um Problema de Programacao Linear pelo

Método Geométrico, vamos considerar o Problema da Merenda:

Problema da Merenda Escolar:

“Uma empresa é contratada para fornecer alimentag¢do a alunos da rede publica de
ensino. Um dos pratos a ser servido é polenta com molho de carne moida. A empresa tem
por objetivo obter o maior lucro possivel, porém, cumprindo as exigéncias do contrato com
a Secretaria de Educacg@o. Segundo este contrato, cada por¢do servida aos alunos deve
conter um minimo de 400 kcal de energia, 65 gramas de carboidratos e 15 gramas de
proteinas e ndo pode conter menos que 60 gramas de carne. Cada 100 gramas de farinha
de milho (“fubd”) fornece 350 kcal de energia, 80 gramas de carboidratos e 6 gramas de
proteinas. A carne moida refogada fornece a cada 100 gramas, 170 kcal de energia, 9
gramas de carboidratos e 15g de proteinas. Considerando que 100 gramas de fubd custam
RS 0,20 e que 100 gramas de carne custam RS 1,00, determinar a quantidade de cada
alimento para que a empresa obtenha o menor custo sem descumprir o contrato.” ®

A mediacdo que o professor fard com os alunos em cima deste problema pode ser

embasada pelas seguintes questdes:

9 Retirado do trabalho: “PLANO DE AULA PESQUISA OPERACIONAL PARA O ENSINO MEDIO”, escrito por Jorge Melo Paulo Flores,
orientado por: Maria Paula Fachin, Porto Alegre — 2009 - UFRS
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“Qual é o objetivo da empresa?”

o prato da merenda escolar?”

“Quais sdo as exigéncias da Secretaria de Educagdao?”

“Que produtos compdem o prato servido na merenda escolar?”

v' “Quais sdo as grandezas que podem variar nesse problema?”

“Qual a quantidade de nutrientes por 100 gramas de cada alimento que compde

Ao tentar responder estas discussdes o grupo de alunos concluird que os macro

nutrientes, a energia e o custo por por¢ao sdo dependentes das quantidades de fubd e de

carne. Portanto, estdo identificadas as varidveis. Durante a mediagdo, é natural que os

alunos tentem resolver o problema por tentativa e erro. Seguem algumas tentativas que

podem surgir:

Primeira tentativa

Quantidade | Carboidratos Proteinas Energia Custo
Alimento
(Gramas) (Gramas) (Gramas) (Kcal) (RS)
Farinha de
100 80 6 350 0,20
Milho (Fuba)
Carne 100 9 15 170 1,00
Total 200 89 21 520 1,20
Tabela 1: Problema da Merenda, primeira tentativa.
Segunda tentativa
Quantidade | Carboidratos Proteinas Energia Custo
Alimento
(Gramas) (Gramas) (Gramas) (Kcal) (RS)
Farinha de
Milho 80 64 4,8 280 0,16
(Fuba)
Carne 80 7,2 12 136 0,80
Total 160 71,2 16,8 416 0,96

Tabela 2: Problema da Merenda, segunda tentativa.
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Terceira tentativa

Quantidade | Carboidratos Proteinas Energia Custo
Alimento
(Gramas) (Gramas) (Gramas) (Kcal) (RS)
Farinha de
Milho 90 72 5,4 315 0,18
(Fuba)
Carne 60 5,4 9 102 0,60
Total 150 77,4 14,4 417 0,78

Tabela 3: Problema da Merenda, terceira tentativa.

Somente apds alguns resultados é que o grupo perceberd que qualquer resultado que
fosse superior aos requisitos basicos seria uma solucdo possivel. Perceberdo, entdo, que o
objetivo é buscar entre os resultados possiveis, aquele que mais se aproxima das condicdes
minimas e que gera o menor custo. Esse nivel de compreensao, se alcangado pelos alunos,
e provavelmente serd, é bastante satisfatorio e importante para a compreensao posterior

dos métodos de solugdo através da Programacao Linear.

E nesse momento, quando todos ja estdo ambientados com o problema de otimizac3o,
gue deve ser iniciado a sistematizacdo do conteludo utilizando-se os quatro passos

sugeridos por POLYA (2006), para a resoluc¢do de problemas:

Compreensao;
Elaboragdao de um plano;

Execucdo do plano;

P w N

Avaliacdo dos resultados obtidos.

Lembre-se que em cada passo a participacao do professor é de grande importancia, pois
apesar de ndo dar as respostas finais para a solu¢do do problema, ele deve formular
perguntas que contribuam para que o aluno seja encaminhado a resolver o problema

proposto.

A participacdo dos alunos durante a sistematizacdo ocorre durante a explanacao,

através de questionamentos enunciados pelo professor.
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Primeiro Passo (Compreensdo do problema):
Através de questionamentos, ja citados:

“Qual é o objetivo da empresa?”
“Quais sao as exigéncias da Secretaria de Educagao?”

v
v
v" “Que produtos compdem o prato servido na merenda escolar?”
v

“Qual a quantidade de nutrientes por 100 gramas de cada alimento que compde

o prato da merenda escolar?”

v' “Quais sdo as grandezas que podem variar nesse problema?”

Buscou-se identificar as varidveis e as restricGes apresentadas no enunciado do

problema.
Variaveis:
x = quantidade de fuba em hectogramas (100g)
y = quantidade de carne moida em hectogramas (100g)
Custo da por¢ao de merenda (minimizar):
z =0,20x + 1,00y
Sujeito a:
[ 6x + 15y > 15 (restri¢do de proteinas)
80x + 9y = 65 (restricdo de carboidratos)
< 350x + 170y = 400 (restri¢do de energia)

y = 0,6 (restricdo de carne)

\  x;y = 0 (restri¢bes de ndo negatividade)
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Segundo Passo (Elaborag¢do de um plano):

Com o problema devidamente compreendido e equacionado, passa-se a elaboracdo de
um plano para sua resolugdo. Este problema poderia ser resolvido de varias formas. Porém,
como primeira forma de solucdo é recomendado o uso do Método Gréfico. Usando este
método retomamos as ideias de desigualdades, funcdo do primeiro grau, representacao
grafica de fungdes e desigualdades, dominio e imagem de uma fun¢do. Todos estes
assuntos ja abordados no primeiro ano do ensino médio. Desta forma, podemos aplicar o
Método Grafico para uma solugao de um Problema de Programacao Linear, no segundo
ano do ensino médio. Assim, os tépicos do primeiro ano serdo retomados de forma
contextualizada, significativa. O tratamento do problema em termos de equacao da reta,
posicOes relativas entre retas e a interseccao de retas, dao significado aos conhecimentos
dos alunos. Ainda pode-se destacar a importancia da analise do grafico para a obtencao da

melhor solugdo possivel, de acordo com as condicdes impostas pelo problema.
Terceiro passo (Execugao do plano):

Escolhido o método grafico para a resolugdo do problema, passou-se a representagao
de cada uma das restri¢cdes representadas pelas inequacdes e posterior interpretacdo dos

resultados obtidos.
Tomamos para cada desigualdade a equacdo da reta correspondente:
6x + 15y > 15 - 6x + 15y = 15
80x + 9y > 65 - 80x + 9y = 65
350x + 170y = 400 - 350x + 170y = 400

y>06-y=06

A figura 12 mostra a representacgdo grafica da reta 6x + 15y = 15:
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Figura 12: Representagdo gréfica da reta 6x + 15y = 15
Os resultados possiveis para a desigualdade 6x + 15y = 15 é representada pelo semi-
plano formado por todos os pontos da reta e dos pontos localizados acima da reta 6x +

15y = 15. Sua representagdo fica como na figura 13:

Figura 13: Representagdo do semiplano 6x + 15y > 15.

A seguir, na figura 14, temos os semiplanos que satisfazem as desigualdades referentes
as restricOes de carboidratos, energia e quantidade minima de carne. Ndo esquecendo que
somente sdo Uteis os valores positivos para as varidveis x e y. Portanto somente foram
considerados como soluc¢des possiveis os valores pertencentes ao primeiro quadrante.
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80x + 9y = 65 350x + 170y = 400 y =06

Figura 14: Semiplanos: 80x + 9y > 65;350x + 170y > 400; y > 0,6

Representando os quatro semiplanos em um mesmo sistema de coordenadas
cartesianas (Figura 15) podemos identificar a regido que contempla as solugdes vidveis do
problema.

Solugdes vidveis

80x + 9y = 65

350x + 170y = 400

6x + 15y = 15

Figura 15: Intersecgdo dos semiplanos: 80x + 9y > 65;350x + 170y > 400; y > 0,6

A drea em azul mais escuro, (Figura 15) limitada pelas retas: 6x + 15y = 15; 80x +

9y = 65; 350x + 170y = 400; y = 0,6 e o eixo Oy, representa a regido que contém
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todas as solugdes viaveis do problema. Porém, como se pode observar na figura, esse

problema apresenta infinitas solugdes.

A partir dessa figura devem ser realizados alguns questionamentos aos alunos sobre o

método que seria usado para encontrar a melhor solugdao do problema:

v' “Devemos usar novamente o método de tentativa e erro, como ja foi feito
anteriormente?

v/ “Caso essa fosse a escolha, entdo qual seria a utilidade do método grafico?”

v' “Serviria apenas para excluir os valores improvaveis?”

v' “Haveria algo ainda a representar graficamente?”

Ao questionar se ainda havia algo ndo representado na figura, sugira que os alunos
voltem ao passo de compreensdao do problema, eles devem verificar se ainda hd alguma

equacdo ndo utilizada. Logo algum deles perceberd que a equacao do custo:
z =0,20x + 1,00y

ndo fora utilizada em nenhum momento. Sugira, entdo, que se faca a representacao grafica

(figura 16) para a reta que representa o custo igual a zero, 0,20x + 1,00y = 0.

Figura 16: Reta representante do custo igual a zero, 0,20x + 1,00y = 0.

Neste ponto retomam-se os conceitos de coeficiente angular e de coeficiente linear de

uma reta. Em seguida, a questao é:
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v' O que representa o custo z na equagdo z = 0,20x + 1,00y, caso isoldssemos

uma das variaveis?

O objetivo nesse ponto da mediacao é fazer com que o aluno perceba que o valor de z
dividido por um dos coeficientes representa o coeficiente linear da reta dada. Outra

pergunta que deve ser feita é:
v" 0 que ocorreria com o coeficiente linear, caso fosse alterado o valor de z?

Ora, substituindo alguns valores para z, facilmente o aluno perceberd que o coeficiente

angular ndo sofre alteracdes quando o custo z é modificado.

Assim, conduzimos os alunos a conclusdo de que o custo poderia ser representado por

qualquer reta que estivesse acima da reta 0,20x + 1,00y = 0.

Essa conclusdo permite a proposicdo de que a melhor solucdo seria representada pelo
primeiro ponto de tangéncia entre a reta 0,20x + 1,00y = 0 e a regido vidvel. Essa
proposicdo deve ser sistematizada através do Teorema 2, que para o aluno, pode ser

simplificado como segue:

“Se existir uma unica solugdo que otimiza (maximiza ou minimiza) uma fungéo
objetiva linear, entdio esta solugdo deve corresponder a um vértice (ou ponto extremo)

do poligono de solugbes vidaveis”.

— 020x+ 1,00y =0

Curvas de niveis da
fungdo custo (z)

O ponto D é a solucdo dtima
do problema — primeiro ponto

-
-
-
-

da regido viavel a interceptar
uma paralela a funcdo objetivo
{minimizacao).

Figura 17: Representagdo geral do problema inclusive da solugdo étima.

54



Como o objetivo era obter o menor custo possivel, atendendo as restricdes
estabelecidas, entdo o primeiro vértice da regido viavel que interceptasse uma curva de
nivel representaria o custo minimo, ou seja, a solugdo 6tima para o problema. Neste caso

essa solucdo sera representada pela intersec¢ao entre as retas:

6x + 15y =15

Portanto, resolvendo o sistema:
6x + 15y = 15
y =206
Obtém-se como solugdo: x =1ey = 0,6

Portanto, o menor custo possivel foi igual a:

z=020-10+1,00-0,6

z=10,80

O ultimo passo consiste em avaliar os resultados obtidos. Sugira a turma que reflitam
sobre o problema, buscando verificar a validade da solucdo. O resultado obtido deve ser
comparado com o obtido substituindo-se os outros vértices da regido viavel na funcao
objetivo, a conclusao deve ser que realmente parax = 1 ey = 0,6, a fungdo custo z tem

o menor valor possivel, ou seja, solugdo étima.

A seguir, veremos o Método Simplex, e uma sugestdo de aplicacdo deste método

utilizando a técnicas de mediacdo, modelagem e resolucdo de problemas.
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4.2. Método Simplex

George Dantzig é conhecido como o “pai da programacao linear” por ter viabilizado a
solucdo de muitos problemas da programacao linear através de um algoritmo chamado de
Método Simplex que é bastante popular e com boa aceitagdo em areas onde diversas

necessidades e restricdes influenciam um valor que precisa ser otimizado.

O algoritmo pode ser implementado de varias maneiras diferentes, mas o principio é

basicamente o mesmo.

A ideia é bem simples. Primeiro, atribui-se valor zero as variaveis, que tem pouca
interferéncia na solugdao. Em seguida, aumentamos gradativamente a variavel que tem
maior influéncia positiva no resultado da fun¢do objetivo, ou seja, aquela que possui o
maior coeficiente. Esta é chamada de "varidvel ativa" e sua importancia inicial se deve ao

fato de que é a mais “lucrativa” delas, ou seja, a que mais nos aproxima da otimizacao.

Ao passo que a variavel ativa cresce, o algoritmo verifica todas as restri¢es, até que
uma delas deixe de ser atendida. Esta restricdo recebe o nome de "restri¢do ativa". Entao,
conhecemos o valor mdximo da varidvel ativa. Em seguida passamos para a proxima
varidvel que nos aproxima da boa solucdo, sempre levando em consideracdao o maior valor
gue a primeira pbéde atingir. A cada mudanca destas, o Simplex converte todos os
coeficientes (inclusive os da fungdo objetivo) de acordo com os limites encontrados nas

sucessivas restricdes ativas.

O procedimento é repetido até que os coeficientes da fun¢do objetivo sejam negativos.
Isso significa que o incremento das varidveis apresenta-se como um decréscimo do total
atingido. No fim, os valores buscados sdo conhecidos por meio de um sistema de equacgdes

com origem no problema inicial.

A maioria dos exemplos sdo de maximizacdo, porém o Simplex também soluciona casos
em que se deseja encontrar o menor valor possivel. Custos e gastos sdo alguns dos
resultados comumente buscados nestas situacoes.

Para problemas de minimizacdo basta adaptar o algoritmo. Na maioria das vezes o que
se faz é simplesmente inverter todas as relagdes, multiplicando os coeficientes por-1e
fazendo com que o problema original seja encarado como uma maximizacao.
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O Simplex é um método computacional, porém, para fins didaticos, o Simplex também
pode ser aplicado manualmente no formato do método, conhecido como Tableau. O
Tableau consiste em se colocar todas as informacdes devidamente organizadas em um
quadro, fazendo-se exatamente o que a maquina faria. O Simplex é muitas vezes ensinado
desta forma para facilitar a compreensdo do método e para que as pessoas tenham um

bom dominio desta técnica de otimizagao.

A execucdo manual do algoritmo pode ser feita utilizando-se um produto de matrizes.
Coloca-se os coeficientes devidamente dispostos em linhas e colunas, em seguida,
multiplica-se esta matriz por uma versao modificada da chamada “Matriz Identidade”, com

tamanho igual ao nimero de varidveis.

O produto de matrizes faz com que sempre haja uma relacdo entre os coeficientes ja
modificados de acordo com as restricdes e os melhores valores possiveis para as variaveis
até o momento. Entdo, repete-se o processo até que se encontre o resultado 6timo, ou

seja, até que ndo seja mais possivel otimizar o total sem violar as restri¢oes.

Ao analisar o Simplex sob a dtica geométrica, temos a constru¢do de um politopo!® com
um numero de dimensdes igual a quantidade de varidveis do problema onde a solucdo
6tima sempre estard no conjunto de coordenadas dos vértices deste politopo. O que ocorre
€ que a cada acréscimo nas variaveis, o Simplex percorre uma das arestas, buscando o

vértice perfeito.

Formalmente, a complexidade do algoritmo Simplex é tida como exponencial.
PAPADIMITRIOU (p. 233) mostra que, em uma implementagdo ingénua, cada iteracdo em
busca da melhor solucdo tem, a principio, sua complexidade, em termos de n variaveis
e m restricdes. Porém, com a abordagem de transformacao linear onde a cada iteracdo
todo o sistema é transformado de maneira que o vértice anterior seja a nova origem, a
complexidade por iteracdo torna-se linear. Naturalmente, questiona-se quantas iteracdes

sdo necessarias até se atingir o critério de parada. Um limite superior para este nimero

0 Em geometria, um politopo é uma regido contida em R™ que é resultante da intersecgdo de um conjunto de semi-espagos. Este
conceito representa a generalizagdo, para um nimero arbitrario de dimensdes (finitas), dos conceitos de poligono e poliedro.

Um politopo convexo é o invélucro convexo de um nimero finito de pontos de um espago euclidiano. Um politopo genérico deve ser
definido recursivamente: um politopo de 0 dimens&es é um ponto, e um politopo de n + 1 dimensdes tem, como faces, politopos
de n dimensdes.
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é (™™, o que leva a complexidade final & exponencial em n. Felizmente, na pratica, sdo
m

raros os problemas que tomam esta complexidade e, por isto, o algoritmo Simplex é

altamente utilizado.

Algoritmo com um Tableau?! :

Os seguintes passos valem para problemas de maximizagdo (para problemas de

minimizac¢do é necessario uma adaptacdo do problema, como ja foi dito):

1.
2.

6.

Introduzir as varidveis de folga, uma para cada desigualdade;

Montar um quadro para os cdlculos, colocando os coeficientes de todas as varidveis
com os respectivos sinais e, na ultima linha, incluir os coeficientes da fun¢do objetivo
transformada;

Estabelecer uma solugdo bdsica inicial, usualmente atribuindo valor zero as
varidveis originais e achando valores positivos para as varidveis de folga;

Como proxima varidvel a entrar na base, escolha a varidvel nGo bdsica que oferece,
na ultima linha, a maior contribui¢Go para o aumento da fungdo objetivo (ou seja,
tem o maior valor negativo). Se todas as varidveis que estdo fora da base tiverem
coeficientes nulos ou positivos nesta linha, a solu¢Go atual é dtima. Se alguma
dessas varidveis tiver coeficiente nulo, isto significa que ela pode ser introduzida na
base sem aumentar o valor da fun¢do objetivo. Isso quer dizer que temos uma
solugdo étima, com o mesmo valor da fungdo objetivo.

Para escolher a varidvel que deve deixar a base, deve-se realizar o seguinte
procedimento:

a. Dividir os elementos da ultima coluna pelos correspondentes elementos
positivos da coluna da varidvel que vai entrar na base. Caso ndo haja
elemento nenhum positivo nesta coluna, o processo deve parar, ja que a
solugdo seria ilimitada.

b. O menor quociente indica a equagdo cuja respectiva varidvel bdsica deverad
ser anulada, tornando-se varidvel nGo bdsica.

Usando operagédes vdlidas com as linhas da matriz, transformar o quadro de cdlculos

de forma a encontrar a nova solugdo bdsica. A coluna da nova varidvel bdsica deverad

11 Disponivel em: http://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo_simplex (consultado em 21/09/2014)
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se tornar um vetor identidade, onde o elemento 1 aparece na linha correspondente
a varidvel que estd sendo anulada.

7. Retornar ao passo 4 para iniciar outra iterac@o.

A primeira leitura estes sete passos sdao um tanto indigestos. Porém, apés a aplicacdo de
um exemplo podemos perceber que é um procedimento mecanico, como o escalonamento

de uma matriz ou como a aplica¢do do dispositivo pratico de Briot-Ruffini.

O método Simplex possibilita uma abordagem, na sala de aula, significativa de alguns
conceitos relativos a matrizes, determinantes e sistemas lineares a partir da
contextualiza¢do do problema. O método simplifica bastante a solugdo de Problemas de
Otimizagdo, porém quando temos um numero excessivo de varidveis, os calculos podem
tomar uma dimensdao muito grande para ser realizada de forma manual. Neste caso, é
recomendavel introduzir o uso de uma planilha eletronica para que o aluno efetue sua
propria programacao, operando com as linhas da matriz. Na sala de aula, ndo é
recomendado usar problemas com mais de trés varidveis. Seguir os passos propostos por

POLYA (2006) é altamente recomendavel e no exemplo que se segue faremos isso.

Primeiramente o problema!?: “Um fabricante deseja maximizar a receita bruta. A
tabela ilustra as composicbes das ligas metdlicas, seus pre¢os e as limitacbes na

disponibilidade de matéria-prima.

Liga A (x) Liga B(y) | Matéria — prima disponivel
Cobre 2 1 16
Zinco 1 2 11
Chumbo 1 3 15
Prego unitdrio de venda RS 30,00 RS 50,00

Tabela 4: Problema das ligas metdlicas

Deseja-se saber qual quantidade é ideal produzir, da LIGA A e da LIGA B, de modo que a

receita obtida seja mdxima.”

12 Retirado de (RECH)
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Primeiramente procedeu-se a compreensdao do problema, com a respectiva

apresentagdao matematica da fun¢ao objetivo e das restri¢ées, conforme segue:
Fungao objetivo:
Maximizar: z = 30x + 50y
Restrigoes:

Sujeito a: (

2x + 1y < 16 (restrigao de cobre)
1x + 2y < 11 (Restrigdo de zinco)

1x + 3y < 15 (Restri¢do de chumbo)

L XY = 0 (restricdo de ndo negatividade)

A primeira sugestdo que pode surgir, quando este problema é colocado para os alunos,
é que devemos produzir apenas a liga metdlica B, pois possui um maior preco unitario. O
que é natural, mas diante desta hipdtese, sugira aos alunos que verifiguem os extremos,
ou seja, o caso de serem produzidas apenas uma das duas ligas. Quantas unidades de cada

liga serao possiveis produzir com a matéria prima disponivel?

Com alguns célculos, os alunos perceberdao que a liga A estd limitada a oito unidades,
resultando numa sobra de trés unidades de zinco e sete de chumbo. No caso de produzir
apenas a liga B, sera possivel produzir apenas cinco unidades, sobrando uma unidade de
zinco e onze de cobre; ou seja, conclui-se que oito unidades da liga A resulta em uma receita
de R$240,00 e que cinco unidades da liga B resulta em uma receita de RS 250,00. Isso
confirma a hipdtese inicial, adquirida intuitivamente, apesar de nao ser a solugao tima do

problema.

Sugira, também, que testem outras possibilidades, como produzir as duas ligas, a fim de
maximizar a receita e minimizar as sobras de matéria prima. Proponha o uso de tabelas
para organizar os registros. A seguir algumas possibilidades que ja superam a hipotese

inicial:
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Hipotese 1 Liga A (x) Liga B(y) Matéria — Sobra de
Matéria — prima
Unidades prima Matéria —
2 4 disponivel
produzidas utilizada prima
Cobre 2 1 16 8 8
Zinco 1 2 11 10 1
Chumbo 1 3 15 14 1
Preco unitario
RS 30,00 RS 50,00
de venda
Prego total RS 60,00 | RS 200,00
Receita RS 260,00
Tabela 5: Problema das ligas metdlicas — Hipotese 1
Hipotese 2 Liga A (x) Liga B(y) Matéria — Sobra de
Matéria — prima
Unidades prima Matéria —
3 4 disponivel
produzidas utilizada prima
Cobre 2 1 16 10 6
Zinco 1 2 11 11 0
Chumbo 1 3 15 15 0
Prego unitario
RS 30,00 RS 50,00
de venda
Prego total RS 90,00 | RS 200,00
Receita RS 290,00
Tabela 6: Problema das ligas metalicas — Hipdtese 2
Hipotese 3 Liga A (x) Liga B(y) Matéria — Sobra de
Matéria — prima
Unidades prima Matéria —
4 3 disponivel
produzidas utilizada prima
Cobre 2 1 16 11 5
Zinco 1 2 11 10 1
Chumbo 1 3 15 13 2
Prego unitario
R$ 30,00 | R$ 50,00
de venda
Prego total RS 120,00 | RS 150,00
Receita RS 270,00

Tabela 7: Problema das ligas metalicas — Hipdtese 3
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Note que a segunda é a melhor das trés, tanto na maximizacdo da receita, quanto na
minimizacdo da sobra. A terceira e a primeira empatam no quesito maximizacao da receita,

porém a terceira ganha no quesito minimizag¢ao de sobras, tornando-se mais interessante.

Até esse momento foi feita apenas uma investigacdo, sem nenhuma certeza de que

realmente a hipdtese 2 é a solugao 6tima.

Diferente do método grafico, em que toda a solugdao depende da solugao grafica e de
sua correta interpretacdo, o método simplex ndo é visual e depende da inclusdo de
varidveis de folga. Retomando as hipoteses, fica facil justificar a inclusdo das varidveis de

folga a formulacdo do problema, transformando o problema no que segue:
Fungao objetivo:
Maximizar: z = 30x + 50y
Restri¢des:
Sujeito a: 2x + 1y < 16 (restri¢ao de cobre)

1x + 2y < 11 (Restrigdo de zinco)

1x + 3y < 15 (Restrigdo de chumbo)

WL f1; f2; f3 = 0 (restrigdo de ndo negatividade)

Concluida a compreensdao do problema, passa-se & elaboracdo de um plano de
resolucao, que neste caso consiste na escolha do Método Simplex. Neste momento, o
professor pode fazer uma breve explanacao sobre o histérico do Método e seu sucesso na

resolucao de problemas de Programacao Linear.

Para os alunos, deve ficar claro que o Método consiste em testar os pontos extremos da

regido de valores vidveis, através de um algoritmo pratico (Tableau).

Primeiramente construa uma tabela (tabela 8) com os coeficientes das equacdes
referentes as restricdes do problema. A ultima coluna corresponde aos termos
independentes de cada equacdo. A ultima linha é formada pelos coeficientes da funcao

objetivo transformada, ou seja, z — 30x — 50y = 0.
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Base x y f f2 fs b
fi 2 1 1 0 0 16
fz 1 2 0 1 0 11
2 1 3 0 0 1 15
VA -30 -50 0 0 0 0

Tabela 8: Método Tableau — Passo 0

Note que a tabela acima apresenta uma solucdo inicial que corresponde a considerar
x=0;y=0;f, =16; f, = 11; f; = 15. E evidente que essa ndo é a melhor solu¢do, pois
resulta na sobra de toda a matéria prima e receita igual a zero. Portanto, devem-se realizar

operacdes entre as linhas da tabela de modo a encontrar uma solucao melhor.

Nesse momento, recorde com o aluno o conteddo de Matrizes, Produto de Matrizes,
Escalonamento, Busca pela Matriz inversa, etc. Esta conexdo entre o presente e o passado
fard com que os conceitos adquiridos se consolidem com o significado do problema. Note

que na tabela acima, abaixo das varidveis de folga, temos uma matriz identidade.

z

E importante enfatizar para o aluno que a varidvel y é a que mais contribui para a
receita, pois, possui um valor unitario, em médulo, maior na ultima linha. Entdo essa deve
ser a varidvel ativa, que entra na coluna base; para tanto, é necessdrio que outra saia da
base. A variavel a sair da base deve ser a que possuir o menor quociente entre a ultima

coluna e a coluna da variavel que ird entrar na base, ou seja:

16 16
- — =
=7
11 e
- — =
f2 2 )
15 .
- — =
fs =3

Destaque para o aluno que somente serdo considerados para essa operag¢do os valores

em modulo da coluna da variavel a entrar na base.

Desta forma, devemos realizar operagdes adequadas entre as linhas da tabela, de modo

a obter para a variavel ativa o vetor identidade referente a essa variavel, ou seja, nesta
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coluna, devemos ter 1 para a posi¢cao de cruzamento entre a linha e coluna da variavel y e
0 para as demais entradas desta coluna. Nesse caso y deve entrar na base e f; deve sair da

base, pois para esta varidvel temos o menor quociente entre a ultima coluna e a coluna y,

o . 15 , , . .
como foi visto acima, f; > — =5,5. Esse processo é possivel utilizando opera¢des
3 73

matemadticas andlogas as utilizadas para efetuar o escalonamento de uma matriz. Nesse

momento o professor deve fazer a conexdao como o contelddo de Matrizes.

Base x y fi f2 f b
fi 2 1 1 0 0 16
fz 1 2 0 1 0 11
Ls
y 1/3 1 0 0 1/3 5 Ly
-2
Z -30 -50 0 0 0 0
Tabela 9: Método Tableau — Passo 1
Base x y fi f2 f3 b
fi 5/3 0 1 0 1/3 | 11 Ly« L, —L,
£, 1/3 0 0 1 -2/3 1 Ly« L,— 2L,
y 1/3 1 0 0 1/3 5
z -40/3 -50 0 0 50/3 250 L, < L,+50Ls
Tabela 10: Método Tableau — Passo 2
Base x y fi f2 f3 b
fi 5/3 0 1 0 13 | 11
x 1 0 0 3 -2 3 L, < 3L,
y 1/3 1 0 0 1/3 5
z -40/3 0 0 0 50/3 250

Tabela 11: Método Tableau — Passo 3

64



Base x y fi fa fs b
fi 0 0 1 -5 3 6
X 1 0 0 3 -2 3
y 0 1 0 -1 1 4
z 0 0 0 40 -10 290

Tabela 12: Método Tableau — Passo 4

5
Li < Ly —§L2

L3(_L3_?

40
L4 — L4 _?Lz

Enquanto existirem elementos negativos na ultima linha, significa que ainda nao

encontramos a solucdo 6tima do problema. Portanto devem-se repetir os procedimentos

ja utilizados anteriormente. Agora a variavel a entrar na base é a f; (valor negativo na

dltima linha). A varidvel a sair da base é f;, pois possui a menor razdo entre o elemento da

ultima coluna e o elemento da coluna f3. Portanto, a ultima iteragdo fica:

Base X y fi f2 f3 b
f1 0 0 1/3 -5/3 1 2
X 1 0 2/3 -1/3 0 7
y 0 1 -1/3 2/3 0 2
z 0 0 10/3 70/3 0 310

Tabela 13: Método Tableau — Passo 5

Lle%

L, « L, — 2L,
Ly « Lz — L
Ly« L,—10L,;

Quando a ultima linha apresenta apenas valores iguais a zero ou positivos, significa que

a solucdo 6tima foi encontrada. Nesse caso a melhor solucdo para o problema é produzir 7

unidades da liga A e 2 unidades da liga B. Isso resultara em uma receita de R$310,00.

O processo de resolugdo do problema deve ser concluido através do Método Simplex

seguindo para a analise dos resultados. Compare a solucdo 6tima obtida através desse

algoritmo com as hipdteses iniciais que devem ser sugeridas pelos alunos, através da

mediacao do professor. Na nossa simulacdo, usando o método de tentativa e erro, o melhor

resultado seria a hipdtese 2, com receita de R$290,00. Discuta a limitacdo do método de

tentativa e erro, principalmente se o nimero de variaveis for grande.
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Para melhorar a analise dos resultados e possibilitar uma melhor visualizacdo do
significado da aplicagdo do algoritmo Simplex, faga a construcao da representagao grafica

das restricdes do problema delimitando a regido viavel, conforme ilustra a figura 18.

2x +y =16

30x+50=0
x+3y <15

/x+2y£ll

Figura 18: Representagdo grafica do problema das ligas metalicas.

A interpretacdo dessa representacdo grafica torna mais clara a relacdo entre o Método
Simplex e o Método Grafico. Observando a figura, o aluno pode perceber que a solugao

6tima deve ser um dos vértices da regido viavel, representados pelos pontos 4,B,C e D.

Assim é possivel mostrar que o Método Simplex consiste em um algoritmo que permite

testar cada um destes pontos e verificar qual deles representa a solucdo 6tima.

Observando as curvas de nivel (linhas tracejadas) é possivel perceber que a solugdo
otima é representada pelo ponto C. Esse ponto representa a maior receita porque é o
ultimo da regido viavel a interceptar uma curva de nivel paralela a fungdo objetivo (linha

vermelha).

Também é conveniente discutir com a turma a diferenca de interpretacdo entre os
problemas discutidos, o da merenda como um problema de minimizacdo, e o das ligas

metalicas, como um problema de maximizacao.

Vamos, entao, relacionar mais profundamente os Métodos Grafico e Simplex.
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4.3. Relacionando os Métodos: Grafico e Simplex.

A introducdo do Método Simplex apds o Método Grafico é bastante produtiva, pois
possibilita justificar os passos do algoritmo a partir da representagao grafica do problema.
Contudo, por ser um algoritmo, ndo oferece a possibilidade de visualizacdo que o Método
Grafico proporciona. Desta forma, para o Ensino Médio, o Método Simplex ndo deve ser
apresentado sem o suporte do Método Grafico. A extrapolacdo para mais de duas variaveis,
somente deve ser realizada apds a compreensdo da resolu¢cdao de problemas com duas
varidveis. Para problemas com trés ou mais varidveis o Método Simplex passa a ser uma
ferramenta fundamental, pois nesses casos a representacdo grafica torna mais dificil a
visualizagdao do problema. Porém, para o trabalho com o Ensino Médio, problemas com
apenas duas varidveis sdao suficientes para explorar uma gama bastante grande de

conceitos matematicos.

Por fim, é importante ressaltar que a participacdo e o compromisso da maioria dos
alunos com atividades que estimulem a curiosidade e que estejam cobertas de significados,
principalmente aqueles que envolvem o dia-a-dia do aluno, tornam o desafio de solucionar
o problema convenientemente estimulante, logo, o aluno se torna parte ativa da aula,
melhorando seu desempenho nas atividades propostas e desenvolvendo um raciocinio

matematico bem fundamentado e consistente.
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5. Consideracoes finais

Com este trabalho pretendemos oferecer ao professor da educagdo basica, em
especial do Ensino Médio, uma sugestdao de aplicagdo dos conteldos abordados neste
segmento da educacdo. Para sistematizar esta aplicagdo foram apresentados métodos
didaticos que organizam e estimulam o aprendizado significativo através da resolugdao de
problemas e mediacdo da aprendizagem. Ainda, como proposta, jd explorada em outros
textos, sugerimos também que para tal aplicagdao sejam utilizados problemas de otimizagao,
especificamente, problemas de Programacdo Linear. Como vimos, a escolha destes
problemas contribui com a perspectiva de promover um enfoque mais contextualizado das
ideias matematicas estudadas até entdo (funcbes, equacles, inequacdes, sistemas,
matrizes, etc). Problemas dessa natureza possuem grande aplicabilidade em situagGes

concretas, vivenciadas no cotidiano da sociedade em que vivemos.

E importante concluir que a quantidade de contetdos vencidos ndo é o principal
objetivo a ser alcancado no ensino que tem por objetivo a qualidade. Se o aluno desenvolve
a capacidade de refletir sobre o tema proposto, mesmo que este aluno ndo esgote o
assunto, ele serd capaz de se aprofundar quando for necessario, num futuro curso técnico
ou superior. E ai que entra a mediagdo do professor estimulando esse momento criativo do

aluno.

Motivar e facilitar a aprendizagem é o principal papel do professor, e esperamos que
este trabalho o auxilie a assumir essa postura mais dindmica frente a seus alunos. Todo
processo de mediacdo requer objetivos claros que se tornam mais faceis de serem atingidos
guando o tema tem significado. Uma pratica que vai tornar a elaboragdo de aulas com este
perfil, mais facil, é sempre se perguntar: Estou ensinando isto para qué ou com que

finalidade?

Se ao escolher um tema, o professor ndo sabe responder esta pergunta com
simplicidade e clareza é preciso pesquisar mais antes de aborda-lo. Tenho certeza que ser
um bom professor é o objetivo de todos que ingressam nesta carreira, porém esse objetivo
esta no topo de uma longa escada que, infelizmente muitos desistem de subir, afinal, estes

degraus nem sempre sao faceis de vencer e ainda é preciso estar disposto a aceitar novas
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ideias, ser criativo e inovador, chegar ao topo ndo deve ser o objetivo, pois o mais

importante que é estar sempre subindo.

Ensinar ndo depende exclusivamente de conhecimento técnico, ensinar matematica
€ um desafio, dominar a matematica para ensinar é fundamental, mas é importante ter
diplomacia, carisma e reciprocidade para que seja possivel transcender o conteldo,

desenvolvendo no aluno o raciocinio matematico, e o mais importante, com significado.

Como disse Ruben Alves, grande educador, escritor e pensador da Educagao no Brasil,
em uma entrevista ao programa Revista Digital (em outras palavras): é preciso haver
professores de espantos. Diz ainda que: “... O objetivo da educag¢do ndo é ensinar coisas,
porque as coisas ja estdo na internet, estdo por todos os lugares, estdo nos livros. E ensinar
a pensar, criar na crianca essa curiosidade. [...] Esse é o objetivo da educacdo: criar a alegria
de pensar.” 3. Ou seja, o professor deve desencadear no aluno uma paixdo pelo

conhecimento, uma vontade de aprender cada vez mais.

Conhecer métodos e processos de aprendizagem é crucial. Mediar a aprendizagem
através de problemas exige pesquisa para que se escolha adequadamente os problemas e
as perguntas que serdo usadas na mediacdo. Ter objetivos claros, conhecer seus alunos,
desafid-los a explorar possibilidades, modelos existentes ou até mesmo criar novos, ensina-
lo a buscar mais conhecimento; sdo caracteristicas importantes para uma boa aula de

matematica.

Estes sdo alguns dos degraus que um bom professor deve transpor para atingir seu
principal objetivo: Ensinar com qualidade e eficiéncia. Ensinar a pensar. Ensinar a buscar o

conhecimento.

13 Entrevista disponivel no link: http://www.youtube.com/watch?v=qjyNv42g2XU
Entrevista com o tema: A escola ideal - O papel do professor. (Video com 9 minutos e 50 segundos)
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