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PREFACIO

Pressupoe-se que os estudantes dominem conhecimentos e habilidades tipicas que
serao desenvolvidas em disciplinas de cursos de graduagdo ao ingressar na
universidade. Conhecimentos prévios como: numeros reais e numeros complexos,
assim como suas estruturas algébricas, serao necessarios para o desenvolvimento dos
conceitos que serdo trabalhados na disciplina de Algebra Linear. Todavia, nossa
experiéncia em sala de aula tem mostrado que isso nao é a realidade de nossos
estudantes.

Este livro busca contribuir, nesse sentido, ao abordar topicos basicos que fazem
parte da disciplina de Algebra Linear, que ¢ oferecida a estudantes de diversos cursos,
como: Matematica, Fisica, Engenharias, entre outros. Esta disciplina tem o objetivo de
preparar esses estudantes ingressantes para a disciplina de Algebra Linear. A
constitui¢ao desse livro teve origem em notas de aulas produzidas pelo professore M.
Rachidi do INMA, que lecionou a disciplina de Algebra Linear para académicos do
Curso de Matematica, Fisica e Engenharias em 2020-2021, momento em que
buscamos escrever os contetidos que seriam trabalhados na ementa desta disciplina e
disponibilizar antecipadamente em um ambiente de aprendizagem para os alunos
estudarem ao longo do semestre. Isso permitiu que eles pudessem estudar os
conceitos que seriam trabalhados antes da aula e, assim, se concentrarem mais nas
explicacoes do professor durante os encontros em sala de aula ou remotamente
(durante a pandemia). Com isso, as questoes e duvidas surgidas durante esses
momentos iam complementando os conteudos do material disponibilizado. Essa
abordagem foi bem recebida pelos estudantes e os resultados das avaliagoes foram
muito bons, para a maioria dos alunos, principalmente durante o periodo da
pandemia.

Diante disso, essas notas de aula foram retomadas em um projeto de livro, em que
buscamos identificar os contetidos propostos pela ementa da disciplina de Algebra
Linear, oferecido pela Universidade Federal de Mato Grosso do Sul. A partir disso,
realizamos um estudo tedrico sobre o ensino e aprendizagem desses conceitos, com
foco na sua importancia no desenvolvimento dos conceitos envolvidos na Algebra
Linear. Bem como, em pesquisas que versam sobre o tema. Durante seu



desenvolvimento, esse material foi utilizado por outros professores em suas
disciplinas, culminando, ao final, na produgao deste livro e de artigos.

Assim, esse material foi sendo modificado ao longo dessas experiéncias, em que
buscamos fazer uma proposta didatica para a disciplina de Algebra Linear. Nossa
intengao foi elaborar um texto que tratasse de numeros reais e numeros complexos.
Mas que trabalhasse as estruturas algébricas desses dois conjuntos que sao
importantes para os estudantes ao lidarem, por exemplo, com os conceitos de
matrizes e espagos vetoriais, ou seja, ja com uma abordagem propria para o ensino
universitario. Ao longo destes anos pudemos comprovar a importancia desses
conceitos para o estudo das disciplinas ligadas a Algebra Linear. Por este motivo,
acreditamos que estes conteudos precisam ser tratados com a profundidade e o rigor
necessarios a fim de possibilitar-lhes as melhores escolhas ja no inicio da disciplina,
ou seja, ao ingressarem na universidade. Mas também almejamos que pudessem
contribuir com estudantes de outros cursos.

O conteddo da disciplina “Elementos Béasicos de Algebra Linear” centra-se
essencialmente no conjunto das matrizes, de Espaco vetorial de dimensao finita, de
transformacoes lineares e de espagos vetoriais com produto interno, assim como de
diagonalizagao. Tal abordagem constitui nao apenas uma base fundamental para a
compreensio de outros contetidos relacionados a Algebra Linear, mas também para a
propria matematica e sua presencga em outras disciplinas.

Deixamos nossos sinceros agradecimentos aos estudantes dessa disciplina pelos
comentarios frutiferos, que ajudaram a melhorar o material inicial ao longo desses
dois anos. Aos editores, pelo incentivo, inclusive as modificagoes ora apresentadas,
nosso reconhecimento.  Gostariamos de agradecer a professora Katia Guerchi
Gonzales, pelas importantes comentarios e sugestoes, que trouxeram valiosas
melhorias a este livro. Um agradecimento especial ao Dr Mohammed Mouniane da
Universidade Ibn Tofail (Kénitra, Marrocos), pelo apoio técnico importante e
observagoes incessante. Também os nossos agradecimentos ao Msc. Lucas Zanon,
pelos comentarios e sugestoes em alguns capitulos.

Antecipadamente ja agradecemos aos leitores e deixamos um convite para nos
enviar observagoes e sugestoes para melhorarmos este livro.

Por fim, esperamos que vocé estudante da UFMS possa se beneficiar desse material.

Os autores
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INTRODUCAO

Este livro é destinado aos alunos e tem como objetivo apresentar as propriedades
basicas de algebra linear. Nosso foco, neste trabalho é expor os conceitos basicos sobre
algebra linear, fornecendo assim os instrumentos para outras disciplinas e
preparando uma base para novos estudos.

Os objetivos gerais direcionados consistem em fornecer as condi¢oes ideais,
permitindo a aquisi¢ao das capacidades e habilidades, bem como o rigor, necessarios
na resolucao ou analise dos problemas da algebra linear, e nos diversos campos
relacionados a ela. Por outro lado, desenvolve a capacidade de dedugao e raciocinio
logico e organizado, para resolver exercicios e problemas de algebra linear.

Também, entre os objetivos especificos direcionados, podemos citar
principalmente:

1. Manipular adequadamente as propriedades de matrizes, tais como as matrizes
inversas, e suas aplicagoes para analisar e resolver sistemas lineares.

2. Dominar o conceito de espaco vetorial e suas propriedades tais como: bases;
conjuntos linearmente independente e conjuntos linearmente dependente;
espagos vetoriais finitamente gerados; etc.

3. Manipular as transformagoes lineares em espagos de dimensao finita, e
determinar suas respectivas matrizes associadas; identificar nticleos e imagens
de transformacoes lineares.

4. Aplicar autovetores e autovalores na diagonalizagao de matrizes e operadores;
reconhecer operadores diagonalizaveis; estendendo o conceito de
ortogonalidade; estudar operadores diagonalizaveis a partir de seus autovalores
e respectivos autovetores.

5. Conhecer e aplicar os conceitos de produto interno, norma, distancia e projecao
ortogonal; generalizar o conceito de produto escalar.



O contetido é apresentado de modo a tratar os assuntos considerados em uma
ordem didatica visando facilitar a exposi¢cao do texto. O contetdo que apresentamos
inclui os seguinte topicos:

1. O conceito fundamental de matrizes e defini¢coes relativas, juntamente com os
métodos das operagdes basicas e suas aplica¢oes. Defini¢oes dos principais tipos
de matrizes. Operagoes basicas com matrizes: Adi¢ao, Multiplicacao por um
escalar real ou complexo; Multiplicagdo das matrizes. As propriedades de
algumas matrizes especiais; matrizes transposta, inversa e determinacao da
matriz inversa por varios métodos.

2. Determinantes: definicao de determinante de uma matriz e seus elementos,
propriedades fundamentais e métodos para calculo de determinantes. Em
seguida, temos: a aplicagdo para a resolucao de sistemas lineares; Sistemas
equivalentes; Sistemas escalonados. Por fim, apresentamos uma discussao e
resolucao de um sistema linear.

3. Espaco Vetorial. Subespacgos vetoriais; Dependéncia e independéncia linear;
Base de um espago vetorial. Mudanca de base. Em seguida: as Transformacoes
lineares; Nucleo e imagem de uma transformacao linear e Representacao de
transformacoes lineares por matrizes.

4. Espacos com produtos internos: Produtos internos; Norma e Distancia;
Ortogonalidade. Autovalores e Autovetores; Diagonalizacao; Polinomio
caracteristico; Base de autovetores.

Para cada capitulo daremos exemplos simples para a ilustragao das propriedades
importantes. No final de cada capitulo, temos uma lista de exercicios resolvidos, com
uma solugao padrao para cada exercicio.

O raciocinio utilizado para os exemplos, poderao servir como base para os
estudantes, para resolver os exercicios da lista proposta, com objetivo de comparar
com a solucao padrao proposta. Também, para cada capitulo tem a proposta de
exercicios para praticar.

i



COMO USAR ESTE LIVRO?

Como este livro destina-se principalmente aos estudantes, consideramos, portanto,
que é importante dar-lhes algumas dicas basicas para seu uso. Isso lhes permitira
obter o maximo beneficio tanto para validar as provas desta disciplina, como para
abordar com mais serenidade outras disciplinas, onde a Algebra Linear tem um papel
importante.

1. Para as aulas: Para cada capitulo é muito importante:

- Conhecer bem a defini¢ao de cada conceito.

- Estudar rigosamente as propriedades do capitulo, e também os diferentes tipos de
provas, tendo em conta o raciocinio utilizado para estabelecer cada uma dessas
propriedades.

- Entender melhor a ilustracao de cada propriedade nos exemplos de aplicagao, tendo
em conta as diferentes formas de raciocinio utilizadas nos exemplos.

2. Para os exercicios: Para validar cada disciplina matematica, o aluno deve
passar por provas escritas. Cada prova envolve exercicios e problemas. A resolucgao de
exercicios e problemas requer atividades sucessivas por parte do aluno, que por vezes
se sobrepoem, nomeadamente:
Passo 1: Uma boa leitura do texto do exercicio, que permite compreender e
interpretar melhor a informacao resultante das hipoteses, bem como a(s) pergunta(s)
formulada(s). Esta etapa é importante para configurar o método adequado para
responder as perguntas.
Etapa 2: O processo de pesquisa e investigagao para responder as questoes do exercicio.
Durante este processo, temos que relacionar os conhecimentos adquiridos, as técnicas
e as ferramentas adequadas para conseguirmos produzir uma demonstragao correta.
Para isso, a aquisi¢ao das defini¢Oes e o trabalho sobre as propriedades e os exemplos
contribuirao de forma importante para o desenvolvimento de tais provas.
Passo 3: Escreva bem a solucao do exercicio ou problema, pois a boa redacao é uma
forma de comunicagao que possibilita convencer do seu bom dominio do contetdo da
disciplina.

As etapas anteriores representam uma atividade matematica, que necessariamente
levara o aluno a adocao de diferentes formas de raciocinio e demonstracoes.

111



3. Reforcar o trabalho de raciocinio e demonstracao: O aluno sera
confrontado, nesta disciplina matematica, com raciocinio logico e diferentes tipos de
demonstracao. No Anexo 1, achamos 1util apresentar algumas formas de raciocinio e
provas matematicas encontradas neste livro. Esta iniciativa visa conscientizar os
alunos sobre o trabalho matemaético exigido na Algebra Linear.

Em geral, os diferentes tipos de raciocinio e demonstracao que podem ser
implementados em cada parte do programa e em cada nivel sao: Raciocinio dedutivo;
Raciocinio por disjun¢ao de caso; Raciocinio pelo absurdo; Raciocinio por
contra-exemplo; Raciocinio indutivo.

v



CAPITULO 1

ESTRUTURAS ALGEBRICAS DOS
CONJUNTOS Z, Q, RE C

Objetivos

Neste capitulo sao apresentadas as estruturas algébricas dos conjuntos dos
numeros inteiros Z, dos numeros racionais Q e dos numeros reais R. Em
particular, a apresentacao do conjunto dos nameros reais R é feita de maneira
axiomatica. Os objetivos sao revisar os fundamentos das propriedades dos
numeros reais, que serao uteis para os outros capitulos; e introduzir alguns
elementos da algebra linear, subjacentes ao conjunto dos nuimeros reais e aos

numeros complexos.

m Por que estamos propondo este Capitulo?

O conteudo deste capitulo vai proporcionar aos leitores os seguintes pontos:

1. Lembrar as propriedades algébricas dos conjuntos dos nimeros IN, Z, Q, R e C.
Essas propriedades sao importantes para a algebra linear.

2. As operagoes de adicao e multiplicacao em R e C, sao estendidas para outros
conjuntos de maneira natural.

3. Os conjuntos R e C possuem uma estrutura algébrica, cujas propriedades sao
ligadas as operagOes sobre as matrizes e aos espagos vetoriais.

As consideragoes anteriores vao permitir descobrir que:

1. A adicao e a multiplicacao definidas sobre outros conjuntos e suas propriedades,
sao baseadas sobre a adi¢ao e a multiplicagao em R.

2. Os alunos ja usavam e/ou praticavam algumas propriedades dos espagos
vetoriais nos casos particulares de R e C.



m O conjunto dos nameros inteiros

O primeiro conjunto numérico conhecido pela humanidade é chamado de conjunto
dos nimeros naturais ou conjunto dos inteiros positivos, denotado pelo conjunto:

N=1{0,1,23,..).

Até hoje, o conjunto dos nimeros naturais é apresentado com um aspecto natural
baseado no senso comum e uma espécie de conceito intuitivo de recursao, que nao é
outro senao a propriedade do sucessor, propriedade essa intrinseca dos numeros
naturais. Assim, como cada numero natural n tem um sucessor n + 1 € IN, podemos
facilmente nos convencer de que IN é um conjunto infinito.

Dados dois numeros naturais n e m, sabemos como definir a adicao e a
multiplicacao desses nimeros também usando a propriedade do sucessor. Definimos
a adicao de m e n como sendo o natural m + n, e a multiplicacao de m por n como
sendo o natural m.n. Assim, o conjunto de numeros naturais é fechado para ambas as
operacoes de adigao e multiplicacao. Em outras palavras, adi¢ao e multiplicagao em
IN sao operagoes que tém seu resultado em IN.

Por outro lado, o resultado de uma subtracao de dois nimeros naturais nem sempre
¢ um numero natural, por exemplo, 7—-2 =5 € IN mas 2 -7 ¢ IN. Dai a necessidade
de construir um novo conjunto de nimeros que contenha os elementos de IN e no qual
a subtracao de dois nimeros naturais seja também um elemento desse novo conjunto,
ou seja, a operacao de subtragao esteja bem definida.

Os nameros -1, -2, -3,... sao chamados inteiros negativos. A uniao do conjunto dos
numeros naturais com o conjunto dos inteiros negativos define o conjunto dos nameros
inteiros, denotado por:

Z={.,-4,-3,-2,-1,0,1,3,4,..).

Temos claramente a inclusao IN C Z.
Enunciamos abaixo as propriedades dos niumeros inteiros em relacao as operacoes
de adi¢ao e de multiplicacao.

i® Proposicao 1.2.1
Sejam m, n e k nimeros inteiros, isto €, trés elementos quaisquer de Z. Entao sao
validas as propriedades a seguir:

1. Comutatividade da adicao: m+n=n+m,
2. Associatividade da adigao: m+ (n+k)=(m+n)+k,

3. Existéncia de elemento neutro da adicao: n+0=mn,

4. Existéncia de oposto: dado n € Z existe —n em Z satisfazendo a relacao




n+(-n) =0, o nimero —n chama-se o oposto de n ou o simétrico de n.
5. Comutatividade da multiplicacao: m.n = n.m,
6. Associatividade da multiplicacao: m.(n.k) = (m.n).k,

7. Existéncia de elemento neutro da multiplicagao: m.1 =m,

8. Distributividade: m.(n + k) = m.n+ m.k.

Todas as oito propriedades apresentadas ja foram utilizadas quando efetuamos
calculos com ntiimeros inteiros e sao tao naturais que nos passam despercebidas.

m O conjunto dos numeros racionais

m Os nimeros de Q

Agora o resultado de uma divisdao de dois numeros inteiros, denotada por +, nem

sempre € um numero inteiro, por exemplo, 12 + 4 = 3, denotado também por
7
% =3€eZ,e-12+4=-3denotado %2 =-3e€Z,mas7+2= 5 ¢ Z. Dal a necessidade

de construir um novo conjunto de nimeros que contenha Z e no qual a divisao de
dois nameros inteiros seja um elemento desse novo conjunto.

Notacao: em geral o nimero p + g é denotado por P

Os nuiimeros da forma E, onde p, g estao em Z, com q # 0, sao chamados de fracoes,

onde p é o numerador e g o denominador, e formam o conjunto dos nimeros racionais.
Este conjunto é denotado por:

Q:{g;p,qez,q::O}.

Assim, o conjunto dos nimeros racionais introduz uma simbologia que é a da fracao.
A apresentacao desses elementos usa o conjunto dos inteiros Z, que por sua vez precisa
de uma informacgao adicional: a equivaléncia. Duas fra¢des sao ditas equivalentes ou
iguais de acordo com a igualdade:
p m
—=—&pn=qm,
qg n
e neste caso, dizemos que representam o mesmo nimero racional. Por exemplo, as
quatro fragoes seguintes representam o mesmo numero racional,

4 10 14

2
3 6 15 21°

Em geral, adotamos a convengao de que as fragoes de denominador 1 representam o

inteiro que é igual ao numerador dessa fracao. Isto é, para p € Z temos p = II? Entao, o



conjunto de nimeros racionais Q contém uma copia dos niameros inteiros Z. Também,
temos claro as seguintes inclusoes:

INcZcQ.

Assim, as quatro operacgoes elementares adicao, subtracao, multiplicacao e divisao
podem se estender ao conjunto Q dos ntimeros racionais, que é fechado para essas
operagoes.

Terminamos com duas observacdes elementares simples, que sao muito
importantes para os calculos com os quocientes.

Observacao sobre a inclusao IN C Z C Q. Essa inclusao mostra que qualquer inteiro
é também um numero racional. Assim, qualquer inteiro n € Z pode ser representado

por uma fragao da seguinte forma n = T especialmente,

| o

11
=—e
1

~ ~ . . . m ~
Observacao sobre as fracoes e regras dos sinais. Seja a = — € Q, entao
n

m —m —m m
ai=—==——="-———-=——
no -n n —n
Assim, qualquer fracdo admite ser denotada com os sinais negativos. Esta altima
observagao é importante para estudar o relacionamento de ordem e comparagao em

Q.
E Operagoes sobre Q

As operagOes com numeros racionais sao as usuais, denominadas de adicao e de
multiplicagao, ficando subentendidas as operagdes “inversas" definidas a partir
destas, que sao a subtragao e a divisao. Supostamente sao conhecidas as operacoes

com nuameros inteiros, por isso apenas apresentamos as definicdes de adigao e
multiplicacao de fragdes e enunciamos logo em seguida as propriedades basicas
destas operagoes. As provas dessas propriedades sao baseadas nas propriedades dos
inteiros e nas seguintes definicoes de adi¢ao e multiplicacdo de niimeros racionais
escritos em forma fracionaria.

¢ Definicao 1.3.1

Sejam a = % eb= g dois elementos de Q. Definimos a adi¢ao e a multiplicacao
dea="eb="L comoo seguinte:
g q
s ™. p_matnp . mp _mp
wog i weg g




A Definicao 1.3.1 mostra que a adicao e multiplicacdo de numeros racionais é
obtida a partir da adi¢ao e multiplicacao de nimeros inteiros. Assim, as propriedades

de adi¢ao e multiplicacao de inteiros podem ser transferidas para nameros racionais,

ou seja: Associatividade, Comutatividade, Existéncia do elemento neutro da adicao,
Existéncia de oposto para a adi¢cao, Comutatividade para a multiplicacao, Existéncia
do elemento neutro da multiplicacao, Existéncia de Inverso para multiplicagao e

Distributividade. De fato, podemos deduzir que a adi¢ao e a multiplicacao dos

numeros racionais, possuem as seguintes propriedades, que tém por objetivo

completar a apresentagao do conjunto dos nimeros inteiros e que sao uteis no estudo
das expressoes algébricas.

i® Proposicao 1.3.2

. m k.. . o
Sejam a = B, b = — e ¢ = — trés nimeros racionais, isto é, sao elementos de Q.
n s
Entao sao validas as propriedades a seguir:
1. Comutatividade da adigao: a+b="0+a.
2. Associatividade da adigao: a+ (b+c)=(a+b)+c.
3. Existéncia de elemento neutro da adi¢ao: a+ 0 =a.
4. Existéncia de oposto: Existe —a em Q satisfazendo a relagao a+ (—a) =0, o
numero —a chama-se o oposto de a ou o simétrico de a.
5. Comutatividade da multiplicacao: a.b = b.a.
6. Associatividade da multiplicacao: a.(b.c) = (a.b).c.
7. Existéncia de elemento neutro da multiplicacao: a.1 = a.
8. Existéncia de inverso: Se a = 0, existe um uUnico numero d em Q
satisfazendo a relacao a.d = 1, o namero d é o inverso de a e denotado por
1 i
d=—oud=a".
a
9. Distributividade: a.(b+c) =a.b+a.c

As 9 propriedades anteriores sao conhecidas. Agora vamos provar todas essas

propriedades.
. . p m . ..
Demonstragao. Sejama ==, b = P trés nameros racionais.
. . L p m
Comutatividade da adi¢cao em Q. Pela Definicao 1.3.1 temos que a+b = =+ — =
qg n

pn+mgq

qn

Assim, a comutatividade da multiplica¢ao e da adicao em Z nos permitem

deduzir que:

a+b=

prntmq _qm+np _m _p .
gn ng n

q
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Associatividade da adicao em Q. Pela Defini¢ao 1.3.1 temos que (a+b) + ¢ = (

k k
ﬂ) T = pn;—nmq ts Aplicando novamente a Defini¢ao 1.3.1, e as propriedades de
n

associatividade da adicao e distributividade em Z, obtemos:

pn+mgq +E_ (pn+mq)s + qnk
qn s qns
pns+q(ms+nk) P, ms + nk

(a+b)+c

qns q ns
LN
= q+(n+s)_a+(b+c).

0
Existéncia de elemento neutro da adi¢ao em Q. Como 0 € Z temos 0 = T Com as
propriedades da multiplicagao e da adi¢ao em Z, temos:

0
a+O:E+T:

q qx1 q

Existéncia de oposto. Seja a; = i, pela Defini¢ao 1.3.1 temos:
q

a+a1:I—)+2:u:—:0.
q q q

Assim, a; = — é 0 oposto de a = B, que é denotado por a; = —a = P

q
Comutatividade da multiplicagao. Pela Definicao 1.3.1 e de comutatividade da
multiplicacao em Z, temos:

Entao, a.b = b.a.
Associatividade da multiplicagao. Pela Definicao 1.3.1 e com a propriedade de
associatividade da multiplicagao em Z obtemos:

(a.b).c = (EZ)E = (Iﬂ)E = (p.m).k = p-(m-F) =a(b.c).
qgnls gn| s (gn).s n.(q.s)

Entao, (a.b).c = a.(b.c).
Existéncia de elemento neutro da multiplicagao. Como 1 = %, a Defini¢ao 1.3.1
implica que:

=

q.

:a’

1 1
aioPlopl_p
q1 q
uma vez que 1 é o elemento neutro em Z.

d
Existéncia de inverso. Seja a = Z z0ed= % Como 1 = 7 para todod #0em Z, a

—

)



Definicao 1.3.1 mostra que:
ad=L1_P4_;
gp pPYg
Assim, d = % € 0 unico numero em Q satisfazendo a relacao a.d = 1. Entao, o numero
1
d é o inverso de a, que é denotado pord = —oud =a .
a

Distributividade. Pela Definicao 1.3.1, temos que:

k
p(ﬂ+E):EmS+nk:pmS+pn _B :Cl.b+a.C.

a(b+e)=E. B2, 2
no s noq

k
q g ns gns q s

Assim, deduzimos a.(b +c) = a.b+a.c.
As propriedades da Proposi¢ao 1.3.2 conferem ao conjunto de nimeros racionais

uma estrutura algébrica interessante, que é conhecida como: CORPO. De maneira
mais precisa:

i® Proposicao 1.3.3
O conjunto Q dos nameros racionais, equipado com as operac¢oes da adicao e da
multiplica¢ao € um Corpo Comutativo e Unitario, e escrevemos, (Q, +, .).

Observacao. Porque (Q,+,.) € um corpo comutativo e unitario? Essas duas
nomenclaturas identificam as seguintes caracteristicas de Q :

* Comutativo, porque a multiplicagao é comutativa, isto €, a.b = b.a para todos a, b

em Q;

* Unitario, pois o numero 1 ¢ um elemento neutro da multiplicacao, isto é, l.a =a
para todo a em Q.

E Quais sao as motivagoes para a insuficiéncia de nameros

racionais?

Em outras palavras, quais sao as motiva¢des para a constru¢ao do conjunto dos
numeros reais R? Os gregos classicos acreditavam que todas as quantidades eram
expressas por numeros racionais. Eles perceberam que isso nem sempre acontecia. Na
verdade, podemos construir nimeros que nao sao racionais. Isto é, existem nameros
que nao sao racionais, chamados nimeros irracionais. Nimeros irracionais aparecem
naturalmente em figuras geométricas. Por exemplo, a diagonal de um quadrado de
lado 1 tem como medida o nimero irracional V2.



i® Proposicao 1.3.4

| O ntmero V2 nio é um ntmero racional, isto ¢, V2 ¢ Q.

Demonstragao. Suponhamos que V2 e Q, isto é, \V2 pode ser escrito sobre a forma

V2 = B, onde p e g sao nimeros inteiros que nao tem divisor comum. Podemos supor
q

que p e g sao primos entre si, caso contrario podemos tomar a forma de representagao
2

mais simplificada da razao. Assim a igualdade \/52 = P_z equivale a 2¢% = p?.
q

A tltima expressdao implica que p? é par, entdo p é par. Se p fosse impar, isto
é, p = 2k + 1, teriamos que p? = 2(2k% + 2k) + 1 = 24°, o que é impossivel, porque
nao existe um numero inteiro nao nulo que é par e impar. Como p = 2s temos que
2g% = p? = (25)? = 45%, ou ainda, g% = 25°.

Com o mesmo raciocinio, também obtemos que g € par, isto é, g = 2r. Entao, 2 é
um divisor comum dos nameros p e q. Como p e g sao primos entre si, temos uma
contradi¢ao. Em conclusao, o numero V2 nao é um ndmero racional, isto é, V2 ¢ Q.

O

Podemos dizer que encontramos nimeros que nao podem ser representados na
forma %, q#0,p,q€Z, tais como \/5, \/5, 7w =3,141592.... Esses nimeros formam o
conjunto dos nimeros irracionais, denotado por I. Da uniao do conjunto dos nameros

racionais Q com o conjunto dos nameros irracionais I, resulta o conjunto dos
numeros reais IR como veremos a seguir. Por outro lado, temos a seguinte inclusao:

NcZcOQCR

m O conjunto dos nameros reais

m Definicao axiomatica dos nimeros reais

Em geral, apresentaremos o conjunto dos numeros reais IR como sendo o conjunto dos
numeros identificados com os pontos da reta numeérica. Esta forma se deve ao fato
de que os numeros racionais sao identificados de forma simples como pontos da reta
numérica, usando os conhecimentos da Geometria Plana. No entanto, o conjunto dos
nameros inteiros Z é matematicamente construido a partir dos numeros naturais IN,
entdao o conjunto dos nimeros racionais Q € construido a partir dos inteiros, por um
método matematico algébrico.

A construcao do conjunto dos numeros reais é extremamente técnica e pode ser
realizada com uso de varios métodos. Assim, essa construcao nao pode fugir do escopo
de um curso basico de calculo. A seguir apresenta-se a construgao axiomatica, assim
como as defini¢Oes e propriedades referentes ao conjunto dos numeros reais.

No conjunto dos numeros reais R introduzimos duas opera¢oes, chamadas adigao
e multiplicagdo, que representam uma extensao natural das operacoes de adicao e
multiplicacao de Q. Essas operagoes satisfazem os axiomas a seguir.



éngeﬁnigﬁo 1.4.1

(Definicao axiomatica dos numeros reais R) As operacoes de adicao e
multiplicacao de R satisfazem os seguintes axiomas:

Axioma 1 (Fechamento). Sejam 4, b € R, existe um, e somente um, namero real
denotado por a + b, chamado de soma, e existe um, e somente um, niumero real
denotado por ab (ou a x b, ou a.b), chamado de produto.

Axioma 2 (Comutatividade). Sea, be R, entaoa+b=b+aea.b=b.a.

Axioma 3 (Associatividade). Se a,b,c € R, entao a+ (b+c¢) = (a+b)+c e
a.(b.c) = (a.b).c

Axioma 4 (Existéncia de elemento neutro). Existem O e 1 em R tais quea+0=a
eal=a.

O namero 0 é elemento neutro da adicao e o numero 1 é elemento neutro da
multiplicagao, para qualquer a € R.

Axioma 5 (Existéncia do elemento oposto ou simétrico). Todo a em R, tem um
simétrico, denotado por —a , tal que a+ (—a) = 0.

Axioma 6 ( Existéncia do elemento inverso). Todo a4 # 0 em IR, tem um inverso,

1 1
denotado por —oua’!, tal que a.— =1 (ou a.a! =1).

Axioma 7 (Distributividade:). Se g, b, c € R, entao a.(b+c) = a.b + a.c.

E quanto as outras duas operacdes conhecidas em R, ou seja, a subtragao e o
quociente de dois nameros reais? De fato, a partir da adi¢ao e multiplicacao de R,
podemos definir as operacoes de subtracao e de divisao em R. A subtracao é definida
como o seguinte.

%Deﬁnigﬁo 1.4.2
( Subtragao) A subtragao é a operagao inversa da adi¢cao que consiste em "subtrair"
em vez de "adicionar". A subtragao é definida usando a adigao e o simétrico, da
seguinte maneira:

a—b=a+(-b), paratodos a,bemR.

E o quociente de dois niimeros reais é definida por:

%Deﬁnigéo 1.4.3

( Quociente) A divisao é a operagao inversa da multiplicacao, que consiste em
“dividir" ao invés de “multiplicar". A divisao é definida usando a multiplicacao e
o inverso, da seguinte maneira:

—a-=ab’l, paraa, b=0em R

S| =

a
b

A definicao da soma e do produto dos quocientes dos nimeros racionais também



se estende aos quocientes dos numeros reais.

¢ Definigdo 1.4.4

Sejam a = T e B = % dois numeros de R. Definimos a adi¢ao e a multiplicacao de

b

a c . .
a=ze B 7 como o seguinte numero real:

m Estrutura de Corpo de R

A definicao axiomatica € uma maneira usual e mais simples de apresentar as
defini¢oes e propriedades referentes ao conjunto dos nameros reais IR. Por outro lado,
as propriedades das precedentes proposi¢oes conferem ao conjunto dos numeros reais
a estrutura algébrica de Corpo ja discutida no conjunto dos nimeros racionais. De
maneira mais precisa, temos a seguinte proposicao.

i® Proposicao 1.4.5
O conjunto R dos nimeros reais, equipado com a adi¢ao e multiplicagao é um
Corpo Comutativo e Unitario, e escrevemos, (R, +, .).

Como acontece com o conjunto dos nimeros racionais, as duas nomenclaturas:
comutativa e unitaria, referem-se as mesmas propriedades da operacao de
multiplicacao de nimeros reais. Mais precisamente, temos a.b = b.a e 1.a = a, para
todo a, b em IR.

Os axiomas da Defini¢ao 1.4.1 podem ser apresentados de forma adequada. Assim,
para quaisquer 4, b, c numeros reais, temos:

1. Comutatividade da adi¢ao. a+b=0b+a.
2. Associatividade da adigao. a+ (b+c)=(a+b)+c.
3. Existéncia de elemento neutro da adi¢ao. a+ 0 =a.

4. Existéncia de oposto. Existe —a em R satisfazendo a relagao a+(—a) = 0, o namero
—a chama-se o oposto de a ou o simétrico de a.

5. Comutatividade da multiplicagao. a.b = b.a.
6. Associatividade da multiplicacao. a.(b.c) = (a.b).c.
7. Existéncia de elemento neutro da multiplicacgao. 4.1 = a.

8. Existéncia de Inverso. Se a # 0, existe um Unico numero d em R satisfazendo a

relacao a.d =1, o naumero d é o inverso de a e denotado pord = —oud = al.
a

10



9. Distributividade. a.(b+c¢) =a.b+a.c

A terminologia de corpo comutativo e unitario € mais geral. O estudo sobre corpos
e outras estruturas algébricas é uma area importante da matematica, que tem varias
aplicagoes tedricas e praticas. Vejamos outro corpo comutativo e unitario importante
para a Algebra Linear.

m O conjunto dos niumeros complexos C

O conjunto dos numeros complexos C é composto por nimeros da seguinte forma:
z=a+bi ondea, beR, e i*=-1.

Isto é,
C={z=a+bi,a, beR} com i’=-1.

As operacoes de adicao e multiplicacao de numeros reais se estendem a nameros
complexos.

Adicao. A adicao em R se estende a C da seguinte maneira:
Z1t2p= (a1 + bll) + (a2 + bzl) = (ﬂl + (/12) + (bl + bz)i,
para todo z; = ay + byi e z, = a + byi niumeros complexos.
Multiplicagao. A multiplicacao em RR se estende a C da seguinte maneira:
21 X2y = (6!1 + bll) X (ﬂz + bzl) = (alaz - ble) + (albz + b]&lQ)i,

para todo z; = ay + byi e z, = a + byi nimeros complexos.

Seja z = a+ bi um numero complexo, onde a, b € R. Entao :

e seb=0temosz=aclR, assim RcC C,

e ¢ —z=—a-Dbi.

Estrutura algébrica de C. Sejam z;, z, e z3 trés numeros em C. As operacdes de adi¢ao
e multiplicacao de C satisfazem os seguintes propriedades:

1. Comutatividade. z; + 2z, =z, + 21 € 21.2) = 2.2
2. Associatividade. (z; +z;5) + 23 = 21 + (25 + 23) € (21.22).23 = 21.(25.23).

3. Elemento neutro. Os numeros 0 e 1 em C sao tais que z+0 ==z e z.1 = z. Assim,
0 0 (zero) é elemento neutro da adigao e 1 é elemento neutro da multiplicacao,
para qualquer z € C.

4. Elemento oposto ou simétrico. Todo z em C, tem um simétrico, denotado por
-z, tal que z+(-z) = 0.

11



5. Elemento inverso. Todo z # 0 em C, tem um inverso, denotado por — ou z71 tal
z

1
quez.—=1 (ouzz!=1).
z

6. Distributividade: z;.(z; + z3) = z1.25 + 21.23.
Como no caso dos nameros reais, com as precedentes propriedades, o conjunto dos

numeros complexos possui uma estrutura algébrica de corpo.

i® Proposicao 1.5.1
O conjunto dos numeros complexos C, equipado com a adi¢ao e multiplicagao é

um Corpo Comutativo e Unitario, e escrevemos, (C, +, .)

Observacoes. Temos as duas observagdes a seguir, que sao Uteis para realizar calculos
a

com numeros:
a? + b?

1. Seja z =a+ bi um nimero complexo, onde a4, b € R. Se z # 0 temos —
z

2—b2i. Isto é, usando a ideia de conjugado e seu uso para divisao temos.
a’+

1 1 1 a-bi a—bi a b
-= - = L — = > = - i
z a+bi a+bia-bi a?-b%% a?+b? a?+10?

Todo ntmero complexo pode ser escrito usando somente os niumeros 1 e i, isto é,

z=a+bi=ax1+bxi.

Assim, podemos gerar qualquer nimero complexo usando o conjunto {1, i} e as

operacgoes de adicao e de multiplicagao.

m Exercicios Resolvidos

ﬁExercicio 1.6.1

Numeros racionais. Efetue os seguintes calculos:

55

11 3 5 4 6 . 2
_ 2 g2 2% o 125%x 22 22
A=51 373Xy C73 TxI2xe o

Solucao. As regras de calculo das fragoes e das poténcias nos permitem ter:

e B=5_24_57_24_11
—3721 —3x7 21 21

27 5x11 _ 27 11 _ 16

5 5°




EgExercicio 1.6.2

Numeros racionais
1) Seja o namero r =7,202202...202.... Mostrar que o namero r é racional.
2) Seja o numero r = 2,427 27...27.... Mostrar que o numero r é racional.

Solu¢ao. Como os numeros deste exercicio tém uma escrita decimal periddica,

usaremos o seguinte método.
1) Para o nimero r = 7,202202...202..., temos:

1000 xr—-r=7202, 202...202...-7,202202...202....

7195

Logo, obtemos 10007 —r = 7195, e assim deduzimos que r = 599 °

2) Para o namero r = 2,427 27...27..., temos:

1000 xr—10r =2427,27...27...— 24,2727 ...27.....

2403

Logo, obtemos 10007 — 107 = 2403 deduzimos que r = 990 "

EgExercicio 1.6.3

Determine a fracao geratriz de cada dizima periddica.
(1) 0,777..., (2) —=1,222..,  (3) 3,25555..,,

(4) —16,2323...,  (5) 4,18282...,  (6) —2,516516....

Soluc¢ao. Ao aplicar o método do exercicio anterior, obtemos os seguintes resultados:

7 11 293

1)0,777..= =, (2) =1,222..=-—,  (3) 3,25555... = —,
1607 4141 2514
4)-16,2323... = ———, (5)4,18282.... = ——, (6) —2,516516.... = ———.
(4) - 16,2323 59 (54,1828 590" (6) ~2,516516 595

gExercicio 1.6.4

Classifique cada um dos numeros a seguir em racional ou irracional.
16 15 5 9
M= @-73 GV, (@) -35 6
3 52 2
6) -5 V6, (B V7, (9 5, (10) %
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Solucao. Os seguintes nimeros reais sao namero racionais:

16 15 35 9
57 11’ 9" 4 '

Os seguintes niimeros reais sao numero irracionais:

N R %

4 Exercicio 1.6.5
Numeros naturais, inteiros, racionais e irracionais. Observe o conjunto A e
responda:

A:{_;AL 21 \/—\/— 24

1) Quais elementos sao numeros naturais?
2) Quais elementos sao niumeros inteiros?

3) Quais elementos sao nameros racionais?
4) Quais elementos sao nameros irracionais?

Solugao.
) , - .21 24
1) Os seguintes nameros sao nameros naturais: — V16, —
-14 21 24
2) Os seguintes numeros sao numeros inteiros: — V16, o
-1 21 24
3) Os seguintes numeros sao numeros racionais: o V1e, 1

4) Os seguintes ntimeros sao niimeros irracionais: 1, V2.

4 Exercicio 1.6.6
Numeros irracionais.
Sabemos que V3 é irracional.
1) Mostrar que os niimeros 2 + V3, 23 sio irracionais.
2) Seja r um namero racional. Mostre que r + V3 é irracional.

Soluc¢ao. Aqui aplicamos um raciocinio pelo absurdo.
1) Suponha que 2 + V3 é um namero racional, entio temos 2 + V3 = onde p.pEZe

. 2
q € Z*. Logo, temos V3 = g -2= ’% € Q, ou seja, V3 é um ntimero rac10nal. O que é

uma contradi¢ao. Assim, 2 + V3 é o ntimero real irracional.
De maneira semelhante, suponha que 23 é um nuamero racional, entdo temos
243 = %, onde p € N e g € Z*. Logo, temos V3 = Zq € Q, ou seja, V3 é um namero

racional. O que é uma contradi¢ao. Assim, 24/3 é 0 nimero real 1rrac1onal
2) Suponha que 7+ V3 é um nimero racional, entdo temos r + V3 = 7 P ondepeNe

q € Z*. Logo, temos V3 = % —r= ’% € Q, ou seja, V3 é um ntimero rac10na1. O que é
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uma contradicao. Assim, r + V3 é o numero real irracional.
De maneira semelhante, podemos provar que V3 é um néimero real irracional.
Assim, a partir do nimero irracional V3, podemos construir um namero infinito
de nimeros irracionais.

ngxercicio 1.6.7
Sabemos que 7@ é um numero irracional. Mostre que os nameros 3 + 7t e 37t s30

irracionais.

Solugao. Aqui também aplicamos um raciocinio pelo absurdo.
Suponha que 3 + 7t € um ntmero racional, entao temos 3 + 7w = %, ondepeZeqeZ.

Logo, temos 7w = £ -3 = 1"73‘7

contradi¢ao. Assim, 3 + 7t € um namero real irracional.
De maneira semelhante, suponha que 37 é um ntmero racional, entao temos 37t =
P onde peZeqeZ. Logo, temos i = L e Q, ou seja, © é um numero racional. O

q 39
que € uma Contradlgao. Assim, 37t é um numero real irracional.

€ Q, ou seja, ™ € um numero racional. O que é uma

Com os exercicios 1.6.6 e 1.6.7, podemos concluir que de maneira geral, a partir de
um namero irracional qualquer, podemos construir um nimero infinito de nimeros
irracionais.

A Exercicio 1.6.8

Seja x e y dois numeros racionais distintos, tais como Vxe \/i sa0 irracionais.

1) Consideramos os dois nimeros reais vx + y/J e Yx —/y. Mostre que o produto
deles é racional e a sua soma € irracional.

2) Mostre com exemplos, que y/x.4/y pode ser um namero racional ou um nimero

irracional.

Solugao.
1) Temos

(VE+VP)(VX = y7) = VX =5 =x-peQe (Vx+ y3) + (Vx- V) = 2Vx e Q

Logo, o produto de vx + /% e v/x —\/y é racional e a soma de Vx+y e Vx —/y é
irracional.

2)Se x =4 e x=9temos Vx.4[y =2x 3 =6 € Q, assim o produto /x.|/y é racional.

Se x =4 e x =3 temos Vx.\y =2 x V3 =6 ¢ Q, assim o produto Vx.4/y é irracional.

4 Exercicio 1.6.9
Numeros racionais e irracionais. Quaisquer que sejam o racional x e o irracional
y. Para cada uma das afirmacgdes abaixo assinale com V, quando Verdadeira e com
F quando for Falsa. Tente encontrar justificativa para cada uma dessas afirmagoes:

1) x + 2y € um ntmero racional.
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2)x—p+ V2 é um ntmero irracional.
3) y.y € um numero irracional.

4) x + y € um numero irracional.

5) x +y é um numero racional.

Solucao.
1) x + 2y é racional. Falsa. De fato, se x + 2y =
)4 X

252 € Q, o que é impossivel

¢ um numero racional, temos y =

=

2)x—-p+ V2 é um namero irracional. Falsa, se Y= \/5, temos x —p + V2=x¢ Q.
3) y.y € um numero irracional. Falsa, se y = V2, temos V.Y = V2A2=2¢ Q.

4) x + y € um numero irracional. Verdadeira, de fato, se x +y = P ¢ um namero

q
racional, temos y = % —x € Q, o que é impossivel.

5) x + y € um namero racional. Falsa, por que seguinte 4), x + y é um numero
irracional.

/7 .
4 Exercicio 1.6.10
Sejam a e b dois nimeros irracionais. Prove que, se a + b é um numero racional,
entao a — b é um numero irracional.

Solugao.

Suponhamos que a — b fosse racional, ou seja x = a—b € Q. Como por hipotese a+b é
racional, temos que (a+b) + (a—b) = 2a € Q, o que é uma contradigao, ja que 2€ Qe
ae€R-Q, entao temos 2a € R— Q. Logo, o naumero real a — b é irracional.
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CAPITULO 2

MATRIZES: DEFINICOES E PRIMEIRAS
PROPRIEDADES

Objetivos
Este capitulo é dedicado a introducao das primeiras defini¢oes relacionadas ao

conceito de matriz e ao estudo das propriedades de adicao e multiplicacao de
uma matriz por um escalar real.

m Exemplo basico

Considere a seguinte tabela, onde apresentamos as notas de 3 provas de um grupo de

4 alunos:
Nota 1 | Nota 2 | Nota 3
Aluno 1 7 8 9
Aluno 2 8 6 5
Aluno 3 9 5 8
Aluno 4 7 7.5 8

Tabela 1: Notas dos alunos

A tabela anterior consiste em linhas e colunas, podemos representa-la da seguinte

forma:
7 8 9 7 8 9
8 6 5 8 6 5
T = T =
9 5 8| 9 5 8
7 75 8 7 75 8

Essa forma abstrata da tabela anterior é chamada de Matriz de ordem 4 x 3, pois na
notagao da tabela anterior, ela possui 4 linhas e 3 colunas.

Os nameros que formam a matriz anterior sao chamados de elementos da matriz
T ou entradas da matriz T.
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De maneira geral, segue a defini¢ao de uma matriz.

¢ Definigdo 2.1.1

Matriz de m linhas e n colunas. Sejam m > 1 e n > 1 dois numeros naturais.
Uma matriz A de m linhas e n colunas, com elementos reais ou complexos, é
representada da seguinte forma:

a1 412 0 Ap a1 a2 0 A1p

a1 4dzp -+ Ay dzy dzy - Aoy
A=| | . . ouA =

Ami Am2 " Amn Al Am2 Apn

Outra nota¢ao: Uma notacao simples e compacta da matriz A é a seguinte:

A= [aij]mxn-

Posteriormente, vamos usar colchetes para a notacao de uma matriz.

Para especificar que a ordem da matriz A, isto é, o nGmero das linhas e colunas,
escrevemos A,,,,. Por exemplo, uma matriz de ordem 2 x 3, é dada por:

ay1 412 43
Ayz = :
dz1 4z 4z3

Para localizar um elemento de uma matriz dizemos: a linha e a coluna. Por
exemplo, na seguinte matriz:

-5 2
Azpo=| ™ =7 |,
1 11

temos:
1) o elemento que esta na primeira linha e segunda coluna é: a;, = 2.
2) o elemento que esta na segunda linha e primeira coluna é: a,;

Generalizando, para uma matriz de qualquer ordem:

appr 412 o A4ig

a1 Az 0 Ay
A= ,

Ami Am2 " Amn

o elemento a;; esta localizado na linha i e na coluna j.
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WDeﬁnigﬁo 2.1.2
Sejam A, = [@ijlmxn € Bixs = [bjj];xs duas matrizes com elementos reais ou
complexos. As matrizes A, € B, sao iguais, e escrevemos A, = B, se:

1. Elas tém o mesmo numero de linhas e 0o mesmo numero de colunas, isto é,
m=ren=s,

2. Os seus elementos correspondentes sao iguais, isto ¢, a;; = b;;, para todo i, j.

j}

Por exemplo, as duas matrizes:

1 2 1 V4
Azo=|3 -5 |eBso=| Vo - |

1 4 1 +Vie

séoiguais, porque bll =4a11 = 1, blzz\/Z:2:a12, b21 :\/523:6121, b22: %:—5:
ajy, b31 =dasz = le b32= V16:4:a32.

As duas matrizes:

-5 2
-5 3 1
1 11

nao sao iguais, por que os numeros de linhas das matrizes Aj,, e B,,3 nao sao iguais.

m Varios tipos de matrizes especiais

Neste capitulo, como nos préximos, vamos manipular varios tipos de matrizes.
Assim, nesta secao vamos apresentar alguns tipos de matrizes que serao utilizadas
nos préoximos capitulos.

ﬂ Matriz quadrada

Quando m = n a matriz A,, é chamada Matriz Quadrada de ordem #n x 1, isto é, o
numero das linhas € igual ao numero das colunas:

ay1 4diz - A4y

dz1 dpp -+ dyy
A=| | .

Ayl Gu2 - Aup

Em uma matriz quadrada, definimos a diagonal principal e a diagonal
secundaria, da seguinte maneira:

1. A diagonal principal é formada pelos elementos a;; tais que i = j.
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2. A diagonal secundaria, é formada pelos elementos a;; tais que i + j =n+ 1.

Por exemplo, as matrizes a seguir:

-5 2 1
-5 0
Asy3=| 3 -7 5 eBzxzzl ) _711
1 7 11

sao matrizes quadradas, e temos:

1. A diagonal principal da matriz A3,3 € formada pelos elementos a;; tais que i = j:
ar = —5, apy = -7 e aszz = 11.

2. A diagonal secundaria da matriz Aj.3 € formada pelos elementos a;; tais que
i+j:1/l+12 6113:1,6122:—76031 =1.

3. A diagonal principal da matriz B,,; € formada pelos elementos a;; tais que i = j:
a = —5e ajyy = -7.

4. A diagonal secundaria da matriz B,,; ¢ formada pelos elementos a;; tais que
i+j:7’l+13 b12:0eb21 =2.

O conjunto das matrizes quadradas possui uma estrutura algébrica muito rica, em
relacao ao conjunto das matrizes nao quadradas, isto é, matrizes de ordem n x m, com
n# m.

ﬂ Matriz coluna

Quando n = 1 a matriz A,,; é chamada Matriz coluna de ordem m X 1, isto é, uma
matriz coluna é denotada simplesmente como:

ay
ap
Amxl =
am
Por exemplo, as matrizes a seguir:
8
6 > 5
Ay = 5 y B3 =| ™ eC2><1:[ l;

1 e

7.5

sao matrizes colunas, com 4 linhas, 3 linhas e 2 linhas, respetivamente.
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@ Matriz linha

Quando m = 1 a matriz A, € chamada Matriz linha de ordem 1 xn, isto é, uma matriz
coluna é denotada simplesmente como:

Alxn:[ ay dp -+ 4y ]
Por exemplo, as matrizes a seguir:
Aa=[8 6 5 9], Ba=[-5 m 1]eCo=[-5 n],

sao matrizes linhas, com 4 colunas, 3 colunas e 2 colunas, respetivamente.

m Matriz nula

Quando todos os elementos da matriz A, = [a;;]ux, 530 nulos, isto €, a;; = 0, para

todo i, j, dizemos que A,,,,, ¢ a Matriz nula de ordem m x n. A matriz nula é denotada
por 0,,,,, isto é,

a1 aip - aA1n 0 0 0

an Ayy - ary 0O o0 --- 0
O = : A : -

Am1 Am2 **° OGmn 00 .- 0

Por exemplo, as matrizes a seguir:

0 0O 00
02><3:l0 0 Oleozxzzlo 0],

sao matrizes nulas.

As matrizes nulas vao ter ocupar um papel importante na estrutura algébricas do
conjuntos das matrizes de mesma ordem.

E Matriz diagonal quadrada

Seja a matriz quadrada A, = [4;;],x, definida por:
ajj = 0, parai#j,

isto ¢, a;; = 0, para todo i # j, neste caso dizemos que A, ¢ a Matriz diagonal de
ordem n x n, isto é,

app dyp v Ay app, 0 -+ 0

dyy Az v+ Ay 0 ay - 0
Anxn = : S : -

an1 Ap2 *° Oup 0 0 Tt Ay
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Por exemplo, as duas seguintes matrizes:

0
03x3 = 0 €0y = [

S O N
o o

-5

sao matrizes diagonais de ordem 3 x 3 e 2 x 2, respectivamente.

As matrizes diagonais sao importantes para a nocao de diagonalizacao de matrizes.
Elas sao ligadas aos autovalores e autovetores de uma matriz e de uma transformagao
linear.

Observacao. Nao podemos falar de matriz diagonal se a matriz considerada nao ¢é
quadrada.

ﬂ Matriz identidade

Seja a matriz quadrada A, = [4;;],x, definida por:

ajj = 0, parai#j
ajj = 1, parai=j,

isto €, a;; = 0, para todo i # j e a;; = 1, dizemos que A,,,, ¢ a Matriz Identidade de
ordem n X n. A matriz identidade é denotada por I,,,,, isto é,

a1 412 - 4ip ro--0

ary dpp -+ Aoy 01 0
In><n = . . . . =

Ay1 Ay Aup O 0 --- 1

Algumas vezes a matriz identidade é denotada por:

Lisn = [5ij]n><n

onde 9;; € o simbolo de Kronecker definido por:

5o = 0, parai=j
7| 1, parai=j.

Por exemplo, as seguintes matrizes:

1

00 1o
I3><3: 01 0 e12x2: 0 1 ’
0 01

sao matrizes identidades (quadradas) de ordem 3 x 3 e 2 x 2, respectivamente.

As matrizes identidades sao importantes para as propriedades da multiplicagao de
matrizes, da inversibilidade de uma matriz e suas varias aplicagoes.
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Observacao. Nao podemos falar de matriz identidade se a matriz considerada nao é
quadrada, isto ¢, uma matriz identidade é sempre quadrada.

Matriz triangular superior

Uma matriz quadrada A, = [4;j],x, tal que:

ajj = 0, paratodoi>j,

é chamada de Matriz Triangular Superior de ordem nxn. Isto é, as matrizes triangular
superior, sao matrizes quadradas cujos elementos abaixo da diagonal principal sao
todos igual a zero. Temos:

aip 412 0 Q4ip-1 A1
0 axy - a1 amy
Anxn = 0 0 ass asy
0 0 0 Ay

Por exemplo, as matrizes a seguir:

-2 7 11
A3><3 = 0 1 -23 (S A2><2 = [

0 0 V2

sao matrizes triangular superior de ordem 3 x 3 e 2 x 2, respetivamente.

5 8
0 m

s

Como o conjunto das matrizes quadradas, o conjunto das matrizes triangulares
superior possui uma estrutura algébrica muito rica, além disso, as matrizes
triangulares superiores possuem varias aplicagoes importantes.

m Matriz triangular inferior

Uma matriz quadrada A, = [a;j],x, tal que:
ajj = 0, parai<j,

¢ chamada de Matriz Triangular Inferior de ordem n x n. Isto é, as matrizes triangular
inferior, sao matrizes quadradas cujos elementos acima da diagonal principal sao todos
igual a zero. Temos:

a, 0 0 0
as a, 0 0
Ay =
Ap-11 Ap-12 - Apip-1 0
| dm ann Apn—1 Ann |
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Por exemplo, as matrizes a seguir:

-2 0 0
50
A3><3: 7 1 0 612><2: 8 1 )
11 -23 V2

sao matrizes triangulares inferior de ordem 3 x 3 e 2 x 2, respetivamente.

Como o conjunto das matrizes triangulares superior, as matrizes triangulares
inferior possuem propriedades algébricas muito ricas, assim como possuem varias
aplicagdes importantes.

m Matriz simétrica

Quando m = n, a matriz A,,,,, ¢ chamadaMatriz Simétrica de ordem n x 1, se temos:

a;j = aj; para todo i, j,

isto é,
a1 d12 o Qi
ayp dppy -+ dyy
A=| | .
A1y A2n * Aup

Por exemplo, as duas seguintes matrizes:

-5 2 0
-5 5
Asi3=| 2 -7 3 eBZxZZ[ 5 7 ]r
0 3 2

sao matrizes simétricas.
Observe que somente matrizes quadradas podem ser simétricas.

m Operacao de adicao de matrizes

Neste paragrafo, apresentaremos as operagoes de adicao de matrizes e de multiplicacao
de uma matriz por um numero real ou complexo.

m Exemplo pratico de adicao de matrizes

Considere as duas tabelas a seguir, que descrevem a producao de trés regioes
agricolas, em milhares de toneladas de trés produtos: trigo, soja e milho, por dois
anos consecutivos. A tabela de produc¢ao do primeiro ano é:

Trigo | Soja | Milho
Regiao 1 | 500 | 3500 | 900
Regiao 2| 700 | 800 | 600
Regiao 3 | 900 | 1200 | 750
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Tabela 2: Producao das 3 regides no primeiro ano

E a tabela de producao do segundo ano é:

Trigo | Soja | Milho
Regiao1l | 800 | 2500 | 850
Regiao 2 | 750 | 900 | 350
Regiao 3 | 1200 | 1000 | 550

Tabela 3: Produgao das 3 regioes no segundo ano

Sejam P; e P, as matrizes associados a cada tabela, isto é,

500 3500 900 800 2500 850
P, =|700 800 600|and P,=|750 900 350].
900 1200 750 1200 1000 550

Para obter a producao total dos dois anos consecutivos, por produto e por regiao,
a soma dos elementos correspondentes das duas tabelas anteriores. Assim, com as
matrizes associados as Tabelas 1 e 2, temos:

500 3500 900 800 2500 850 1300 6000 1750
P,+P,=| 700 800 600 [+| 750 900 350 [=| 1450 1700 950 |,
900 1200 750 1200 1000 550 2100 2200 1300

Logo, para os dois anos a tabela de producao por produto e por regiao, é dada por:

Trigo | Soja | Milho
Regiao 1 | 1300 | 6000 | 1750
Regiao 2 | 1450 | 1700 | 950

Regiao 3 | 2100 | 2200 | 1300

Tabela 4: Producao das 3 regioes nos dois anos.

Podemos observar que o simbolo "+" entre as duas matrizes P; e P, é definido pela
adicao em R, entre os elementos correspondentes das matrizes P; e P,. A notagao P, +P,
¢ uma simbologia para representar a soma das duas matrizes.

M Operacao de adicao de matrizes

Agora podemos estender a operacao da adi¢ao P, + P, acima, entre P; e P,, para definir
a operacao de adicao das matrizes da mesma ordem m x n.

WDeﬁnigﬁo 2.3.1
Sejam A = [a;;];xn € B = [bjj];uxn duas matrizes da mesma ordem m x n. A adicao
das matrizes A e B, denotada por A + B, é definida por:

A +B = [cjj]iuxn onde ¢;; = a;; + b;j, para todo i, j.

j’
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ou
| A+B= [aij+bi]~]mxn.

Isto é, A + B é dada por:

ayr 4di2 o Ap by, by - by €11 €12 -+ C1n
dzy dpp -+ Aoy N by by, - by | €21 €22 0 Cop
Am1 Am2 " Amn bml me bmn Cm1 Cm2 " Cmn
onde:
cij=ajj+ bi]-, para todo i, j,
ou equivalentemente,
ajp+byy ap+byy - ap, +byy,
ay +by  axp+by - ay,+by,
A+B= ) ) )
Am1 + bml Am t+ bm2 o Ayt bmn

A adigdo A + B = [¢jj]uxn € definida a partir da adigio em R, entre elementos
correspondentes das matrizes A e B, isto é,

Cij = (11']' + bij;

paratodoi (1 <i<m)etodoj(l<j<n).

-\@’-Exemplo 2.3.2
Sejam as matrizes:
1 0 a 1 7 11
A={0 b O0|eB=[{0 -5 0 |,
01 d 0 -4
Entao, temos:
1 0 a 1 7 0 2 7 a
A+B=|0 b 0|+ 0 -5 0 |=| 0 b-5 0
c 01 d 0 -4 c+d 0 -3
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-\@’-Exemplo 2.3.3

Sejam as matrizes:

1 0 a
a0 o fenf 7]
c 01

Observe que a matriz A é de ordem 3 x 3 e a matriz B é de ordem 2 x 3. Logo, nao

podemos calcular a soma das duas matrizes A e B, dados anteriormente.

E Propriedades de adicao de matrizes

Sejam A = [a;;]ixn, B = [bijlimxn € C = [€ijlimxn trés matrizes, da mesma ordem m x n. A
operagao de adi¢ao de matrizes verifica as seguintes propriedades.

i® Propriedade 2.3.4

Comutatividade:

A+B=B+A

Prova. De fato, pela definicao de adi¢ao de matrizes, temos:
A+B= [aij + bij]mxn eB+A= [blj + aij]mxn.

Usando a comutatividade de adigao dos numeros reais ou complexos, temos que 4;; +
bij = bjj +a;j, para todo i, j. Assim, deduzimos que:

A+B=B+A.

Conclusao: A adicao das matrizes da mesma ordem é comutativa.

-\@’-Exemplo 2.3.5

Sejam as matrizes:

-5 2 3 -4
A=| 2 -7 ]eB=|2 -7
-2 5 1 11

Entao, como A e B sao matrizes de mesma ordem 3 x 2, temos:

-2 =2 -2 =2
A+B=| 4 -14 |eB+A=| 4 -14 |,
-1 16 -1 16
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Assim, deduzimos que

A+B=B+A.
-\@’-Exemplo 2.3.6
Sejam as matrizes:
-5 2 3x 2y-4
A= n -7 ]|eB=|m -7
-2z 11 1 11

Entao, como A e B sao matrizes de mesma ordem 3 x 2, temos:

-5+3x -2+2y 3x-5 2y-2
A+B= 27 -14 eB+A=| 2n -14
-2z+1 22 1-2z 22

e com a propriedade de comutatividade dos nameros reais, deduzimos que

A+B=B+A.

i® Propriedade 2.3.7

Associatividade:

A+(B+C)=(A+B)+C.

Prova. De fato, pela defini¢ao de adi¢ao de matrizes, temos:
A+ (B+C)=[a;;+(bij+¢ij)lmxn € (A+B)+ C=[(a;; + bij) + cijlixn-

Usando a associatividade de adigao dos numeros reais ou complexos, temos que 4;; +
(bij +cij) = (a;j + bjj) + ¢, para todo i, j. Assim, deduzimos que:

A+(B+C)=(A+B)+C.

Conclusao: A adicao das matrizes da mesma ordem é associativa.

i® Propriedade 2.3.8
Elemento neutro: Seja a matriz nula 0 = 0,,,,, de ordem m x n. Para toda matriz
A de ordem m x n, temos A+ 0 =A, isto é, 0 = 0,,,, € 0 elemento neutro da adicao
das matrizes de ordem m x n.
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Prova. De fato, pela defini¢ao de adi¢ao de matrizes, temos:
A+0O= [ai]‘ + 0] = [aij]mxn =A.

Conclusao: A matriz 0 = 0,,,, € 0 elemento neutro da adi¢ao das matrizes de ordem
mxn.

Por exemplo, seja a matriz:

x 17 a
A2><3:
15 v =«
Entao, temos:
x 17 a 0 0O x 17 a
23 023 [15 y m +lo 0 ol [15 Y nl

i® Propriedade 2.3.9

Elemento —A: Seja A = [4;;],x, uma matriz de ordem m x n. Seja a matriz B =
[bij]mxn, tal que:
bl-]- = —a;j, para todo 1, j,

ou seja, B = [~a;;],x,- Entdo, pela regra de adigao de matrizes temos:
A+B=0.

A matriz B, denotada por B = —A, é chamada de matriz oposta (ou simétrica) da

matriz A, em relagao a adicao de matrizes da mesma ordem.

-\@’-Exemplo 2.3.10

Seja a matriz:

-15 7 -11

5 17 -3
Ays :[ l

Entao, para a matriz A,,3 temos :

5 17 -3 -5 =17 3
e 38 2 T 3

-15 7 -11 15 -7 11
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-\@’-Exemplo 2.3.11

Seja a matriz:

x 17 a
Aryz =
15 v =

Entao, para a matriz A,,3 temos:

x 17 a -x =17 -a
—Aji3 =— 15 = .
Yy W -15 v -=

m Operacao de multiplicagcao de uma matriz por

um escalar

Neste paragrafo, apresentaremos a operacao de multiplicacao de uma matriz por um
numero real.

m llustracao da multiplicacao de uma matriz por um escalar

Considere a tabela que descreve a producao de trés regides agricolas, no primeiro ano,
em milhares de toneladas de trés produtos: trigo, soja e milho:

Trigo | Soja | Milho
Regiao1l | 800 | 2500 | 850
Regiao 2 | 750 | 900 | 350
Regiao 3 | 1200 | 1000 | 550

Tabela 5: Producao de trés regides no primeiro ano
Seja
800 2500 850

T=[750 900 350
1200 1000 550

a matriz associada a essa tabela. Agora, suponha que a producao de cada produto
agricola nas trés regioes aumente em 20% em comparac¢ao com o primeiro ano. Qual
sera a producao por produto e por regiao?

Como cada produgao aumentara 20%, para obter os elementos da nova tabela de
producao, vocé devera multiplicar cada elemento da tabela por 1,2. Assim, a nova
tabela é dada por:

Trigo Soja Milho

Regiao1 | 1,2x800 | 1,2x2500 | 1,2x850
Regiao 2 | 1,2x750 | 1,2x900 | 1,2x350
Regiao 3 | 1,2x1200 | 1,2x1000 | 1,2 x 550

Tabela 6: Producao de trés regioes no segundo ano
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Com a formulagao matricial da tabela de producao, o resultado é dado pela matriz:

1,2x800 1,2x2500 1,2x850 960 3000 1020
1,2x750 1,2x900 1,2x350 |=| 900 1080 420
1.2x1200 1,2x1000 1,2x550 1440 1200 660

Esta operacao define uma forma de multiplicacdo de matrizes por um ntmero real
ou complexo, que é chamada de multiplicagcao por escalar ou multiplicacao externa,
escrevemos:

800 2500 850 [ 1,2x800 1,2x2500 1,2x850
1,2.] 750 900 350 | = 1,2x750 1,2x900 1,2x350
1200 1000 550 | 1,2x1200 1,2x1000 1,2x550

[ 960 3000 1020
= 900 1080 420
| 1440 1200 660

Observamos que o resultado da multiplicacao da matriz T pelo escalar real 1, 2, isto
é,1,2x T, é amatriz obtida multiplicando cada elemento (ou entrada) da matriz T por
1,2. Logo, a multiplicagao da matriz T por 1,2 é obtida a partir da multiplicacdo em
IR.

M Multiplicacao de uma matriz por um escalar

O processo anterior pode ser generalizado para as matrizes de ordem m x n. Em geral,
definimos a multiplicacao de uma matriz por um escalar real da seguinte maneira.

W/Deﬁnigéo 2.4.1
Sejam A = [a;j];x, uma matriz de ordem m xn e A um escalar em R. A
multiplicacao da matriz A por A, denotada por A.A, é definida por:

A.A =[c;jlmxn onde ¢;; = A x a;, para todo i, j.

ou
AA = [/\ X aij]mxn-

Isto é, a matriz A.A é definida por

app Aajp o Ay Axay; Axap - Axay,
o | 2 42 | Axay AXaz -+ Axay,
Am A2 0 Apm AXa,1 AXayy - AXa,,

Observamos que os elementos da matriz A x T, sao obtidos multiplicando cada
elemento (ou entrada) da matriz A por A. Logo, a multiplicacdo da matriz A por A é
obtida a partir da multiplicacao em RR.
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-\@’-Exemplo 2.4.2

Sejam as matrizes

-5 2
A3><2: 1 -7 €B1X3:[ 3 4 7 ]
-2 11

Entao, as matrizes 2.A3,, e 5.B1,3 sao dadas por:

-5 2 ~10 4
201 -7 |=| 2 -14|e5[3 -4 7|=[15 20 35]
2 11 -4
-\@’-Exemplo 2.4.3
Sejam as matrizes
5 2
Aso=| =® -7 ,eB1X3:[3x+10 2y —4 37].
—2z-7 11

Entao, as matrizes 1.A3,, e 11.B143 sao dadas por:

-5 2 57 27
T. TC -7 | = 702 77
-2z-7 11 —(2z+7)t 1lx

[ 3x+10 2y-4 37 |=[ Bx+10m (29-4)m 37m |

m Propriedades de multiplicacdo de uma matriz por um

escalar

A operagao de multiplicacdo de uma matriz por um escalar verifica as seguintes
propriedades.

i® Proposicao 2.4.4
Sejam A, A; e A, escalares reais ou complexos. Sejam A = [a;;],xn € B = [bjj]inxn
duas matrizes de mesmo ordem m x n. Entao, temos:

1. A(A+B)=1A+A.B.

2. (/\1 + /\z)A = /\1A + /\2A
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3. 0.A = O. Isto é, se multiplicamos uma matriz de ordem m x n por zero,
teremos a matriz nula de ordem m x n.

4, (/11 X /\2)A = /\1(/\2A)

A prova das afirmacgoes dessas proposigoes sao obtidas a partir da defini¢ao de adicao e
da multiplicacao de uma matriz por um escalar, e das propriedades dos nimeros reais.

m Transposicao de matriz. Matriz simétrica e
matriz antissimétrica

e/"fDeﬁnigﬁo 2.5.1

Matriz Transporta. Seja A,,,,, uma matriz de ordem m x n, com elementos reais
ou complexos. Denomina-se Matriz Transposta de A,,,,,, e indica-se por A! ., ou
A, amatriz Al = [bi;]yxm de ordem n x m, definida por:

bij = aj; para todo i, j,

Isto é,
a1 41 o Aml
Al = ai2 Aazy - Ap2
Alp A2n " Aum
-\@’-Exemplo 2.5.2
Sejam as duas matrizes:
-5 2
A=| 5 7| eB=[10 -4 37] ..
=7 11 5,

Entao, as matrizes transpostas sao dadas

10
Af—[_5 5 —7l g —| _4
2 =7 11 |, . 37

3x1
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-\@’-Exemplo 2.5.3

Sejam as duas matrizes:

5 2
A=| m 7| eB=[3x+10 2p-4 37| ..
—2z 11

3x2

Entao, as matrizes transpostas sao dadas

3x+10

- -2
At:l 25 —7{7 1lzl S
2x3 37

3x1

i® Propriedade 2.5.4

Sejam A = A,,,, e B =B,,,,, duas matrizes de ordem m x 1, com elementos reais
ou complexos, e A um escalar real. Entdo, vale as seguintes propriedades:

1. (A+B) =A"+B".

2. (LA) = LA,

3. (Al =A.

Prova. 1. Sejam A = [a;i]i<i<mi<j<n © B = [bijli<i<m,1<j<n duas matrizes de ordem
m x n. Temos, obtemos A" = [aji]i<i<m,i<j<n © B' = [Djili<i<m,i<j<n- Como A+ B =
[4ij + bijli<i<m,1<j<n, deduzimos:

t
(A+B)" =[aji +bjili<icmi<jen = [jil1<izm1<j<n + [Djili<i<m1<jen = AT+ B!

Assim, obtemos (A + B)! = A’ + B!
2. Sejam A um escalar real e A = [a;;]1<i<m,1<j<n- COomo AA =[Aa;j]1<i<pm,1<j<n temos:

(AA)' = [Aajili<icmi<jen = Majili<icm1<j<n = AAL.

Assim, obtemos (1A)" = A",
3. Seja A =[a;i]i<i<m,1<j<n, €Nta0 temos Al = [4;i]i<i<m,1<j<n- LOgO, Obtemos:

t
(At) = [aijli<i<m1<jsn

t
(At) = [aijl1<i<m1<j<n = A.

Assim, obtemos (A!) = A.
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i® Proposicao 2.5.5
Seja uma matriz quadrada A de ordem n x n, com elementos reais. As duas
seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1. AT=A.

2. A matriz A é simétrica.

Isto é, uma matriz é simétrica se, e somente se, ela é igual a sua transposta.

-\@’-Exemplo 2.5.6

Seja a matriz quadrada
A= -5 -11 .
-11 7

A matriz A é simétrica porque ay;, = ap; =—11.

-\@’-Exemplo 2.5.7

Seja a matriz quadrada

-5 5x-10
8x+2 -7

Encontrar o valor (ou os valores) de x para que a matriz A seja simétrica.

Solucao. A matriz A é simétrica se ay, = a,1, ou seja, a1, = 5x— 10 e ap; = 8x+ 2 sao
iguais. Assim, temos a resolver a equagao: 5x — 10 = 8x + 2. Logo, deduzimos que
x = —4. Entdo, a matriz A é simétrica para x = —4.

¢ Definigdo 2.5.8
Dizemos que uma matriz quadrada A = [a;;],x, € uma Matriz Antissimétrica, se
temos:

Al = [_aij]nxnf

e escrevemos Af = —A.

Por exemplo, as matrizes a seguir:
T
Asjs=| 2 0 -V5 eBzxzzl
-V5
0 V5

sao matrizes antissimétricas.
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i® Proposicao 2.5.9
Sejam A e B duas matrizes quadradas da mesma ordem #nxn, com elementos reais.
Logo, temos as seguintes propriedades:

1. Se A e B sdo simétricas, entdo a matriz soma A + B é simétrica.

2. Se A e B sao antissimétricas, entao a matriz soma A + B é antissimétrica..

Prova. 1. Sejam A e B duas matrizes quadradas da mesma ordem nxn. Se Ae B
sdo simétricas, entao temos A’ = A e B = B. Usando a Proposic¢ao 2.5.4, deduzimos:

(A+B)=A"+B'=A+B.

Assim, a matriz A + B é simétrica.

2. De maneira semelhante, se A e B sao antissimétricas, entdo temos A’ = —A e B! = —B.
Usando a Proposicao 2.5.4, deduzimos:

(A+B)=A"+B'=-A-B=—-(A+B).

Assim, a matriz A + B é antissimétrica.

m Matrizes elementares

Qualquer conjunto de matrizes de ordem m x n possui um subconjunto de matrizes

especiais que podem ser usadas na construcao de outras matrizes, considerando as
operacoes de adi¢ao e de multiplicagao por um escalar. Em outras palavras, cada
matriz de ordem m x n, poder ser reescrita em termos das matrizes desse conjunto.

m Exemplo Basico

Sejam as matrizes

-5 7
A= .
3 9
Como podemos reescrever a matriz A em termos das matrizes E;, E1,, E>; e E»,?

Com a operagao de multiplicagao das matrizes por um escalar temos:

-5 0 07 0 0 0 0
—S.Ellzl l,7.E12:[ ],3.E21:[3 O] 69.E22:[0 9]
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Com a operagao de adigao das matrizes temos:
-5 7
_S'Ell + 7.E12 + 3.E21 + 9.E22 = 3 9 .

Assim, deduzimos que a matriz A pode ser escrita em termos das matrizes E;q, Eq,,
E,; e E;y, como o seguinte:

-5 7
A:—S.Ell +7.E12+3.E21 +9.E11 :[ 3 9 l

WDeﬁnigﬁo 2.6.1
As matrizes de ordem 2 x 2: E;y, Eip, E,;, E;; sao chamadas matrizes
elementares.

Como o mesmo raciocinio, temos a seguinte propriedade:

i® Proposicao 2.6.2
Seja a matriz de ordem 2 x 2:

A:la 9 l,ondea,b,c,deIR.
c d

Entao, a matriz A pode ser escrita em termos das matrizes E 1, E;,, E»; e E», de
seguinte forma:

A= a.Ell + b-EIZ + C.E21 + d'EZZ'

Assim, gracgas a adicao de matrizes e de multiplicagao de matrizes por um escalar,
podemos escrever uma matriz de ordem 2 x 2, usando matrizes elementares de mesma
ordem.

@ Matrizes elementares de ordem m x n

Podemos generalizar a Proposi¢ao 2.6.2, para as matrizes de ordem qualquer m x n.
Seja a matriz A, de ordem m X n, isto €,

a1 412 - Qi

dz1 dppy -+ dyy
A= | .

a1 4n2 " Ayn

Para dois indices k (1 <k <m)el (1 <I<n), a matriz elementar Ey; = [¢;;],xn, €
definida por:

{1sei:kej:l

€ L.
H 0 caso contrario
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Em outras palavras, todos os coeficientes da matriz Ey; sao zero, exceto o que esta na
intersecao da linha k e da coluna I, que vale 1. Entao, temos:

Exi = [0xi0j1]mxn-
onde 0, € o simbolo do Kronecker:

lsei=j
Sii =
gl {Osei:tj.

A matriz Ey; pode ser escrita da seguinte forma:

O ... 0...0
Ey=| 0 . 1 0
0 0 . 0
i® Propriedade 2.6.3
Seja a matriz de ordem m x n:
air 412 o A4ip
A= a1 dpp -t dpp
Apl  An2 An
Entao, temos:
A= all'Ell el ﬂ12.E12 P 000 TP aij'Eij +...+ amn.Emn.

Assim, gragas a adi¢ao de matrizes e a multiplicacao de matrizes por um escalar,
podemos escrever uma matriz de ordem m x n, usando matrizes elementares de mesma
ordem.

@ [ xercicios Resolvidos

ﬁExercicio 2.7.1

Descreva os elementos da matriz:

-5 2
Azpo=| m -7
1 11
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Solugao. Os elementos da matriz A sao dados por:
Primeira linha: ay; = -5,a1, = 2,
Segunda linha: a;; = m,a,, = -7,
Terceira linha: a3; = 1,a3, =11

A Exercicio 2.7.2
Quando as duas matrizes a seguir serao iguais? Isto é, para que valores de x, y, e
z as duas matrizes serao iguais?

-5 2 3x+10 2y—4
A3><2 = TC -7 |e B3><2 = TC -7
-2z-7 11 1 11

Solugao. Para que as duas matrizes A e B sejam iguais, temos que verificar as duas
condi¢oes da definicao de igualdade de duas matrizes.

Primiera condi¢ao: As duas matrizes possuem mesmo numero de linhas e mesmo
numero de colunas.

Segunda condigao: Temos que verificar se 4;; = b;j, paral1 <i<3 el <;j<2 Assim,
para que as duas matrizes sejam iguais temos as equagoes:

3x+10=-5,2y—4=2, —2z-7=1,

Conclusao: As duas matrizes A e Bsaoiguaissex =-5,y=3ez=-4.

gExercicio 2.7.3

Determine os valores de x, v, z e w tais que:
X 3
-1 x+v

Solugao. Para que as duas matrizes A e B sejam iguais, temos que verificar as duas
condigoes da defini¢ao de igualdade de duas matrizes.
Primiera condicao: As duas matrizes possuindo mesmo niamero de linhas e mesmo

4 w—2z
w+ 2z -2

numero de colunas.

Segunda condigao: Temos que verificar se a;; = b;;,
elementos correspondentes sao iguais. Assim, para que as duas matrizes sejam iguais
temos as equagoes:

paral <i<3el<j<2,istoé, os

x=4w-2z=3,x+y=-2ew+2z=-1.
Logo,temosx=4,y=-6,w=1ez=-1.

Conclusao: As duas matrizes A e B sao iguaisse x =4,y = -6, w=1e z = -1.
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EgExercicio 2.7.4

Quais sao as matrizes colunas que constituem a tabela:

Nota 1 | Nota 2 | Nota 3
Aluno 1 7 8 9
Aluno 2 8 6 5
Aluno 3 9 5 8
Aluno 4 7 7.5 8

Solugao. As matrizes colunas da tabela sao dadas por:

711871 [9
8l 6] |5
ol | 5 €8
71 7.5 |8

ngxercicio 2.7.5

Quais sao as matrizes linhas que constituem a tabela:

Nota 1 | Nota 2 | Nota 3
Aluno 1 7 8 9
Aluno 2 8 6 5
Aluno 3 9 5 8
Aluno 4 7 7.5 8

Solugao. As matrizes colunas da tabela sao dadas por:

7 8 9] [8 6 5[0 5 8]el7 75 8]

gExercicio 2.7.6

Durante um exame, observamos as notas de trés disciplinas: Disciplina 1,

Disciplina 2 e Disciplina 3, para varios alunos. Estas notas foram colocadas na
matriz A:
6 5 7 8 9 8,5
A=|(5 65 7 7 7,575
9 95 65 6 65 8

1. Dé a ordem da matriz A.

2. Quantos alunos fizeram o exame?
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3. Qual é a nota obtida na Disciplina 3 pelo aluno 2?

4. Dé o valor dos elementos a1, a3, 433 € dzg.

Solucao.
1) A ordem da matriz A é 3 x 6, isto €, a matriz A tem 3 linhas e 6 colunas.
2) Como as linhas sao relacionadas as 3 disciplinas, entao as colunas sao relacionadas
aos alunos. Assim, temos 6 alunos que fizeram o exame.
3) A nota do aluno 2 na disciplina 3 é localizada na terceira linha e na segunda coluna.
Logo, essa nota € 9,5.
4) Temos:
a11 =6, a3=7, azg3=6,5e azgs = 8.

ﬁExercicio 2.7.7

Escreva as matrizes:
1. A=lajjloxs tal que a;; =i +j.

2. B=[ajj]3x tal que a;; =i —j.

3. C= [aij]zxz tal que a;j = 21 —j.

Solugao.
1) Como ajj = i+j,ondel<i<2el<j<3,o0selementos das matriz A sao dados por:

a11:1+1:2, a12:1+2:3ea13:1+3:4,
021:24'1:3, a22:2+2:4ea23:2+3:5.

Logo, a matriz A é dada por:

2 3 4
A= .
[345]

2) Os elemetos da matriz B sdo dados pela formula a;; =i—j,onde 1 <i<3el1<j<2,
assim temos::

aU:l—l: ea12:1—2:—1,
a21:2—1:1ea22:2—2:0,
a31:3—1:2ea32:3—2:1,

Logo, a matriz B é dada por:
0 -1
B=|1 0
2 1

3) Os elemetos da matriz C sao dados pela formulaa;; = 2i—j,onde 1 <i<2el<j<2,
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assim temos::

a11:2—1:1ea12:2—2:0,
ﬂ21:4—1:36022:4—2:2,

Logo, a matriz C é dada por:

c:l; g]

ﬁExercicio 2.7.8

Dé o tipo das seguintes matrizes:
-5 2 17
C \7/% . 5 2 n -5 2
A=l'| 1| 1 5B 2 7 V5 [,.c=| 2 -7,
-7 2
1 -4 12 9 m Vs 7w
1 00 1 7 11 1 a b
D=0 1O0|,E=[{0 -5 0 |,F=|0 -5 ¢ |,
a 0 1 a 0 -4 0 0 -4

Solucao. Os diferentes tipos de matrizes A, B, C, D, E, F sao descritos a seguir:
1. A matrize A é uma matriz quadrada
2. A matriz B é quadrada e simétrica
3. A matriz C é uma matriz de ordem 3x2
4. Para a matriz D temos:

(a) Sea=b=0amatriz D é a matriz identidade quadrada 3x3

(b) Se a =b com a ou b diferente de 0, entao a matriz D é uma mattriz simétrica

3 x 3.

(c) Se a e b sao diferentes, entao a matriz D é uma matriz quadrada 3 x 3.
5. Para a matriz E temos:

(a) Se a =0 a matriz quadrada E é triangular superior

(b) Se a é diferente de 0 a matriz E é uma matriz quadrada
6. Para a matriz F temos:

(a) Sea="b=c=0amatriz F é uma matriz diagonal
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(b) Se a ou b ou c é diferente de 0 a matriz F é uma matriz triangular superior.

4 Exercicio 2.7.9
Para as seguintes afirmacoes, responda com Verdadeiro ou Falso, justificando a
resposta:

1. A matriz
A= 7 0 O .
0o 0 -7

€ uma matriz diagonal.

2. A matriz

7 0 5 8
B=|{0 -3 11 = |,
0 0 1 O

€ uma matriz triangular superior.

Solucao. As duas respostas sao falsas, por que as duas matrizes nao sao quadradas.
Isto é, temos que:

1. A matriz A é de ordem 2 x 3,

2. A matriz B é de ordem 3 x 4.

gExercicio 2.7.10

Consideramos as matrizes A e B dadas por:

-7 a b 4 2a -b
A‘[5 lnl'B_l3 2 \/El

Determine as seguintes matrizes:

4A-3B e -2A+3B.

Solugao.
1) Para a matriz 4.A — 3.B temos:

4.A—3,B:4l_7 a bl_ [4 2a -b l:[_28_12 4a—6a 4b+3b

5 1 & 3 2 r 20-9  4-6 4n-3vr |

logo, temos,
-40 -2a 7b

4A-3B= .
lll -2 4n-3vn
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2) Para a matriz —2.A + 3.B temos:

5 1 3 2 Vr

-7 a b 4 2a -b
~2A+3B=-2. .
’ [ ] l Sl 4 -2m+3ym

B l 26 4a —5b

gExercicio 2.7.11

1) Sao dadas as matrizes A = [a;;] e B = [b;;], quadradas de ordem 2, com a;; =
3i+4j e b;j = —4i—3j. Considerando C = A + B, determine a matriz C.

2) Os elementos de uma matriz M quadrada de ordem 3 x 3 sao dados por 4;;,
onde:
a~-:{ i+j, parai=j
g 0, parai=j.
a) Escrever a matriz M,
b) Determine M + M.

Solucao.
1) Para a matriz quadrada A = [a;;] de ordem 2, temos:

a1 =3x1+4=75a,=3+4=11;

a21:3+4=10;a22:3+4:14.

7 11
A=
llO 14]

Para a matriz quadrada B = [b;;] de ordem 2, temos:

Logo, temos:

bll:—4X1—3X1:—7;b12:—4X1—3X2:—10}

b21 =—4x2-3vl :—11;b22:—4X2—3X2:—14
-7 -10
B =
[—11 —14]

C:A+B:lO 1].

Logo, a matriz B é dada por:

Podemos deduzir que:

-1 0

2) De maneira semelhante, a matriz M é dada por:

0 3 4
M=|3 0 5].
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Assim, temos que:

0 6 8
M+M=2M=]|6 0 10].
8 10 O

Podemos observar que as duas matrizes M e 2M sao simétricas.

gExercicio 2.7.12

Sejam as matrizes:

\7 3

-7 a b x 7 23
A= lB: ,C:— ’D: ,
TR

-7 a b x 7 23 V11
E=| 5 1 n|,F=|y -5 V3 |,G=| -8 [|H=[3 = -19],
a 0 1 a 0 -4 a

Encontre, quando for possivel, a soma de duas quaisquer matrizes. Justifique sua
resposta adequadamente.

Solugao.

1) A matriz A é de ordem 2 x 3, aplicando a regra de adi¢ao das matrizes, entao a tnica
matriz que pode ser adiciona a matriz A € a matriz B, porque essa matriz tem a mesma
ordem 2 x 3, que a matriz A. Pela mesma razao a matriz B s6 pode ser adicionada com
a matriz A.

2) As matrizes C, D e G sao de mesma ordem 3 x 1, portanto, aplicando a regra de
adicao de matrizes, é possivel soma-las, isto é, C+ D, C+ G e D + G sao possiveis. Isto
é, a matriz C é de ordem 3 x 1, de acordo com a regra de adi¢ao das matrizes as Ginicas
matrizes que podem ser adicionadas a matriz C sao: D e G. Em outras palavras a
matriz C s6 pode com a matriz D e G, porque sao matrizes coluna.

3) A matriz E pode ser somada somente com a matriz F, uma vez que elas tém ordem
3 X 3, e reciprocamente.

4) Nao tem nenhuma soma possivel para a matriz H, pois nao tem nenhuma matriz de
mesma ordem.

ngxercicio 2.7.13

Sejam as matrizes:

-7 a b x 7 23
A= ,B= ,C=| -15 |,
[ 5 1 n] ly -5 V3
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3 -7 a b
D=|n|,E=| 5 1 =n|,F=|p -5 V3 [.
z a 0 1 a 0 -4

Encontre as matrizes a seguir:
-A, -B, -C, -D,-E, -F.
Deduzir as matrizes a seguir:

A-B, B-A, C-D, D-C, F-E E-F,

Solucao.
1) Para as as matrizes A, B, C, D, E e F, temos

7 —a b -x =7 =23
—A: ,—B: ) = ’
[—5 -1 —ﬂl [—y 5 —\/3](: "

—X

-3 7 —a -=b -x -7 =23

-D=| -7 |,E=| -5 -1 - |,-F=[-—p 5 -3
-z -a 0 -1 —-a 0 4

2) Para as as matrizes A—B, B—A,C—-D,D-C,F—-E e E-F, temos:

7+x 7-a 23-Db
v-5 -6 -m+V3 |

A_g_| 7% a7 b-23
5-y 6 m—V3

V7-3 3-v7

C-D=| -15—-nt |eD-C=| n©-15

[en-a-|

X—2 zZ—X
x+7 7—-a 23-D 7-x a-7 b-23
F-E=|y-5 -6 V3-m |eE-F=|5-y -6 mn—-V3|.
0 0 -5 0 0 5

ngxercicio 2.7.14

seguintes afirmagoes, justificando sua resposta:
1. Se A é uma matriz simétrica, entio A— Al =....e A+ Al = .....

2. Se A é uma matriz antissimétrica, entio A— Al =....e A+ Al =.....

3. Se A é uma matriz triangular superior, entdo a matriz A’ é uma matriz
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Seja A uma matriz quadrada de ordem n x n. Complete as respostas para as




5. Se A é uma matriz diagonal, entao Al =...

Solucao.

1) Se A é uma matriz simétrica, entao A — A" = ©,,,,, (a matriz nula), pois uma matriz
simétrica é igual a sua transposta, o que resulta em uma matriz nulae A+ A’ = 2A (ou
2.A"), ja que a soma de matrizes com termos iguais retornard uma matriz com o dobro
de cada termo.

2) Se A é uma matriz antissimétrica, entio A — A’ = 2.A, ja que, nesse caso, Al =-A, 0
que retorna uma matriz com o dobro de cada termo e A + A" = ©,,,,, pois cada termo
a;j da transposta sera oposto a todo termo a;; da matriz antissimétrica, o que resulta
em uma matriz nula.

3) Se A é uma matriz triangular superior, entao a matriz A’ é uma matriz triangular
inferior, pois com a transposi¢ao todos os elementos nulos se deslocam acima da
diagonal principal.

4) Se A é uma matriz triangular inferior, entao a matriz A’ é uma matriz triangular
superior, pois com a transposicao todos os elementos nulos se deslocam abaixo da
diagonal principal.

5. A é uma matriz diagonal, entao A" = A, sendo que a matriz diagonal é simétrica.

gExercicio 2.7.15

Seja a matriz quadrada

A= —52 x+3 .
2x -7

Encontrar o valor (ou os valores) de x para que a matriz A seja simétrica.

Solucao. Para que a matriz A seja simétrica, ela deve ser igual a sua matriz transposta,
ou seja, A = A’. Aplicando isso, vemos que a,; = 2x? deve ser igual a a;, = x + 3, assim:

2x? = x+ 3 equivale a 2x* —x -3 = 0.

Como A = b? — 4ac = 25, a equagao de segundo grau 2x° — x — 3 = 0 possui duas raizes:

_—b+\/Z_3 _—b—\/Z_

i 1.
2a 2 ¢ %2 2a

X1

Resolvendo a equagdo de segundo grau 2x% —x — 3 = 0, deduzimos que a matriz A sera
simétrica se, e somente se, x for igual a 3/2 ou -1.
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EgExercicio 2.7.16

Seja a matriz quadrada A:

-5
29 +5

-7

6x—3]

Sobre qual condigao em x e y a matriz A é simétrica?

Solucao. Para que a matriz A seja simétrica, ela deve ser igual a sua matriz transposta,
ou seja, A = A’. Aplicando isso, vemos que a1, = 6x — 3 deve ser igual a ay; = 2y + 5,
assim temos:

2y+5=6x—-3equivaleay=3x—-4.

Logo, a matriz A sera simétrica se, e somente se, y = 3x — 4, para todo x € R.

4 Exercicio 2.7.17
Seja a matriz quadrada
-5

2p+12 -7

S

Sobre qual condi¢ao em x e y a matriz A é diagonal?

3x—9l

Solugao. A matriz A é de ordem 2 x 2, entdo ela ¢ uma matriz diagonal se a condigao
a;p=0eap =0,isto é:

a12:3x—9:Oea21:2y+12:0.

Como 3x -9 =0 implica que x =3 e 2y + 12 = 0 implica que y = —6, entdo a matriz A é
diagonal se a condi¢ao de x =3 e y = —6.

m Exercicios para praticar

A Exercicio 2.8.1
Na confeccao de trés modelos de camisas (A, B e C) sao usados botoes grandes (G)
e pequenos (P). O namero de botdes por modelos é dado pela tabela:

Camisa A | Camisa B | Camisa C
Botoes P 3 1 4
Botoes G 6 5 5
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O namero de camisas fabricadas, de cada modelo, nos meses de maio e junho, é




dado pela tabela:

Maio | Junho
Camisa A | 100 50
Camisa B | 50 100
Camisa C | 50 50

Nestas condicoes, obter a tabela que da o total de botdes usados em maio e junho.

ﬁExercicio 2.8.2

Sendo:

Determine as matrizes:
1) 5.A,

gExercicio 2.8.3

Seja A uma matriz quadrada de ordem 2x 2 e A’ sua transposta. Determine A, tal
que A = 2.A".

ngxercicio 2.8.4

Para cada uma das afirmacdes, diga se é verdadeira ou falsa, justificando sua
resposta:

1. Seja A uma matriz quadrada, entao (—A)" = —-A'.

2. Se A e B sao duas matrizes da mesma ordem, entio (A +B)" = B" + A’

4 Exercicio 2.8.5
Sendo A uma matriz quadrada, classifique em verdadeira ou falsa as duas

afirmacoes:

1. A+ A! é uma matriz simétrica.

2. A—A' é uma matriz antissimétrica.
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CAPITULO 3

MULTIPLICACAO DAS MATRIZES E
SUAS PROPRIEDADES

Objetivos
Este capitulo é dedicado a introduc¢ao da multiplicagao de matrizes. O conceito
de multiplicagao de matrizes é introduzido através de uma situacao pratica.

Depois, daremos as propriedades da multiplicacao de matrizes. As
transformacgoes elementares sao introduzidas e usadas para a inversao de
matrizes.

m Exemplo basico

A Tabela 1 abaixo mostra os pre¢os unitarios em reais, de trés shampoos com ou sem
desconto de fidelidade:

Nutrio | Maestro | Cabelorao
Preco unitario 17 18 21
Preco unitario com reducao 15 15 17

Tabela 1: Precos Unitarios

Cliente M | Cliente N
Nutrio 2 3
Maestro 1 2
Cabelorao 3 1

Tabela 2: Quantidades Compradas
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A Tabela 2 abaixo mostra as quantidades compradas por dois clientes M e N.

As matrizes correspondentes as tabelas 1 e 2 sao chamadas A e B, respectivamente.



1. Dé as expressoes das duas matrizes A e B, e as ordens de cada uma.
2. Calcule o preco total pago por cada cliente sem o desconto.
3. Calcule o preco total pago por cada cliente com o desconto.

4. Como a matriz G correspondente a esses precos pode ser obtida de acordo com
as matrizes A e B?

5. Como ¢é obtida a ordem da matriz G a partir das ordems das duas matrizes A e
B?

A resposta a estas questOes praticas nos permitird introduzir o conceito de
multiplicacao de matrizes.

1- As matrizes associadas as duas tabelas sao dadas por:

A= 17 18 21 eB =
15 15 17
2x3

W = N
_ N W

3x2
Aordemde Aé2x3eaordemdeBé3x?2.

2- O prego total sem desconto para o cliente M é dado por 17 x2+18x1+21x3 =
115. Observamos que este numero (o preco) é obtido a partir dos elementos das duas

matrizes:
2

P =[17 18 21];,3e Qu =] 1

3 3x1

Isto é, a matriz linha dos pregos sem descontos P; e a matriz coluna Qp; das
quantidades comparadas pelos cliente M. Assim, podemos escrever:

2
P11 =17x2+18x1+21x3=P.Qy =[17 18 21]1y3.| 1 = 115.

3 3x1

A notagao P;.Qp; denota um "tipo de produto" entre a matriz linha P, e uma matriz
coluna Q.

De maneira semelhante, o prego total sem o desconto para o cliente N é dado por:

3
Pro=17x3+18x2+21x1=[17 18 21];,5.| 1 = 108.
2 3x1
3- O preco total com desconto pago pelo cliente M é dado por:
2
Po1 =15x2+15x1+17x3=[15 15 17];,3.| 1 =96
3 3x1
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O prego total com desconto pago pelo cliente N é dado por:

3
P22 =15x3+15x2+17x1=[15 15 17]j,3.| 2
1

=92

3x1

4- A matriz G correspondente a esses precos pode ser obtida de acordo com a seguinte
tabela de gastos dada por:

Cliente M | Cliente N
Preco sem desconto 115 108
Pre¢o com desconto 96 92

Tabela 3: Precos com desconto ou sem disconto

A matriz G correspondente a esses precos pode ser obtida de acordo com as ordens das
matrizes A e B, a qual é dada por:

115 108
o-| | .
9% 92 |,

A matriz G é chamada produto da matriz A pela matriz B (nessa ordem), e
escrevemos:

Ary3.B3yo = Goyp 0u Goyy = Apys.Bsyo.

5-Aordemde A é2x3eaordemdeB é 3x2,noentanto a ordem de G é 2 x 2, isto é,

Ary3.B3yo — Goyo.

Nas questdes 2 e 3, observamos que:

[matriz — linha)yy3.[matriz — colunals, — [matriz]i

A situagao acima é generalizada da seguinte maneira. Sejam as matrizes:

bll b12
l eB= b21 bzz
2x3

aj;; ajp a
A lu 12 413
bs1 b3y |5,

daz1 4pz 4z3

A matriz produto de A e B, denotada por AB, é dada por:

b b

ar a2 a3 b; b;; — | @1bin+arabar +arzbar appbip +agpban +arzbsg

@1 a2 M3 fou3t ot b, 3%2 ag1b1y +axbyy +agzbzy  apbip+agabyp+azzbiy 5y o
,

Isto é,

ay1byy +ayaby +ay3bs;

AB = [ ay1biy+ayabyy +asbs,; l
2x2

ay1byy +axbyy +azsbsy  ap biy+axbyy +azsbs;
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Observamos que cada elemento da matriz produto

€11 €
C:AB:[ 11 12] )
€21 €22 |hyo

€ obtido a partir da uma linha da matriz A e uma coluna da matriz B. Isto é,

1.

O elemento c;; da matriz C é obtido a partir da primeira linha de A e da primeira
coluna de B,

O elemento ¢y, da matriz C é obtido a partir da primeira linha de A e da segunda
coluna de B,

O elemento c;; da matriz C é obtido a partir da segunda linha de A e da primeira
coluna de B,

O elemento c;, da matriz C € obtido a partir da segunda linha de A e da segunda
coluna de B.

m Multiplicagcao de matrizes

O processo da multiplicacao das matrizes do Exemplo basico pode ser estendido para
definir a multiplicacao de uma matriz de ordem m x n com uma matriz de ordem n x p.

Sejam as duas matrizes

ayy e @y e ai, bip -+ by - by
Ay - Ay - dop by, -+ by -+ by

A= 7 e B=| | N 7
Ay o A o A | byt byj v by i

O produto das duas matrizes A e B, denotado por A.B, ¢ definida por:

onde

all cee al] N alﬂ bll cee b1] cee blp Cll N Clj cee Clp
ail e al] e ai” . bll cee bl] e blp e Cll e C” e Clp B
| aml cee am] cee amn ] | bVl1 cee bn] cen bl’lp ] | le cee ij N Cmp ]

n
Cij = ailblj + -0+ aikl’)k]‘ + e+ ainbnj = Zaikbk]‘.
k=1

De maneira geral: O que fazer para conseguir a multiplicacao de Matrizes?

Consideramos duas matrizes A e B, cujos elementos sdo a;; e by, tais que:

1.

O namero de colunas da primeira matriz coincide com o numero de linhas da
segunda matriz.
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2. Com essa forma, ao considerarmos a i-ésima linha (da 1% matriz) e a j-ésima
coluna (da 2%.), geramos o elemento ¢;; na posigao i, j da matriz produto.

3. Principio de computacao de ¢;;:

(a) Primeiro, cada elemento a;; da i-ésima linha da 1 matriz é multiplicado
com o elemento by; correspondentes da j-ésima coluna da 2% matriz, assim
temos: a;;by;.

(b) Em seguida, os produtos obtidos a;rby; sao adicionados para obter o
elemento ¢;; da matriz produto, isto €,

n

Cij = ailblj + .- +aikbkj + e+ ainbnj = Zaikbkj'
k=1

Essas etapas serao ilustradas no seguinte exemplo numérico.

-‘@’-Exemplo 3.2.1
Sejam as matrizes
7 8

A=| 9 -3 eB:[_; ;]
2 1

A matriz A é de ordem 3x2 e a matriz B é de ordem 2x 2, assim podemos calcular
a matriz produto A.B. Temos:

7 8
AB=| 9 -3 .[_32 321:
2 1

Observe que, neste caso, nao é possivel efetuar B.A, por que o numero das colunas
de B é igual a 2 e o numero de linhas de A é igual a 3.

Observacao 1: Regra da existéncia do produto de matriz. O produto de duas matrizes
A, € By, pode se realisar somente se n = u, isto ¢, o numero de colunas da matriz
A, deve ser igual o numero de linhas da matriz B .

Observagao 2: Regra util. O elemento ¢;; da matriz produto A.B ¢é obtido,
multiplicando os elementos da i-ésima linha da primeira matriz A pelos elementos da
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j-ésima coluna da segunda matriz B, isto ¢,

=l A e @i e Ay || by

Observacao 3: Em geral A.B = B.A. Sejam A, e B,,x duas matrizes. Entao, o produto
A, n-Bxk existe. E o produto de matrizes B,,,x.A,,x,, Nao existe se k = m. Suponhamos
que k = m. Assim, temos que:

1. A matriz A,,,»,,-B,,xx € de ordem m x k.
2. Se k = m a matriz B,,,,,,.A,,x, € de ordem n x n.

Entao, se k # n temos que as duas matrizes A,,,,;.B,xx € B xm-Ayxy Na0 tém mesma
ordem. Assim, temos
Amxn-ank * anm-Amxn'

Mesmo que k = m = n temos em geral:

AI’ZXI’Z'BI/ZXI/Z * BVlXTl'AI’lXVl'

-\@’-Exemplo 3.2.2

Sejam as duas matrizes:
3 -1 5 -3
A = B =
HEILE
Entao, temos que:

7 15 3]
A'B‘[4 —24]6B'A_[48 —20]

Assim, deduzimos que A.B = B.A.

Observacao 4: Sejam duas matrizes A = A, € B = B,,,x. A relacao A.B = O, (a
matriz nula) ndo implica que A = O ou B = O. De fato, considere as duas matrizes a

SHES
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Essas duas matrizes nao sao zero e ainda temos:
10 00 00
AB = . = .
olls el o o)
Assim, diferentemente do que ocorre com a multiplicacdo dos numeros reais ou

complexos, quando multiplicamos duas matrizes, a matriz produto pode ser a matriz
nula, sem que qualquer das duas matrizes seja a matriz nula.

m Propriedades da multiplicagao de matrizes

i® Propriedade 3.3.1
Propriedade de distributividade da multiplicagao a esquerda de matrizes.
Sejam as trés matrizes A,,x,, B,xx € C,«xx. Entao, temos que:

Amxn-(BnXk + Cnxk) = Amxn-ank + Amxn-Cnxk

Como a multiplicagcao de matrizes nao é comutativa, temos também que considerar a
distributividade a direita.

i® Propriedade 3.3.2
Propriedade de distributividade da multiplicacao a direita de matrizes. Sejam
as trés matrizes A, Brxm € Cixm. Entao, temos que:

(kam + Ckxm)'Amxn = kam-Amxn + Ckxm-Amxn

As distributividades a direita e a esquerda das matrizes, em relacdo a adicao e
multiplicacao das matrizes, representam uma generalizacao da distributividade dos
numeros reais, em relagao a adi¢ao e a multiplicagao em RR.

As provas das Proposi¢oes 3.3.1 e 3.3.2 podem ser realizadas, usando as operagoes
de adicao e da multiplicacao das matrizes. Como essas provas sao longas, vamos
ilustrar as etapas da demonstracao dessas duas proposi¢oes no exemplo abaixo.

-‘@’-Exemplo 3.3.3

Sejam as matrizes

-2
7 8 1 -2 3 2

A= , b= , U= .

1 3[9_37lc[3_2_3l

1. Calcular os seguintes produtos B.A e C.A. Encontre a some B.A + C.A.

2. Calcular a soma B + C. Encontre o produto (B + C).A.
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3. O que podemos concluir?

Solugao. 1) A matriz A é de ordem 3 x 1 e a matriz B de ordem 2 x 3 e a matriz C
¢ de ordem 2 x 3. Entao, os produtos B.A e C.A sao bem definidos e sao de ordem
2x 1. E temos:

7 8 1 B ~14+8+1 -5
.A: . = =
B l9 -3 7] 1 l—18—3+7] [—14]

10

As matrizes B.A e C.A sao de mesma ordem 2 x 1, assim a soma B.A + C.A é dada

por:
-5 9 4
saveas| 2[00 ]H] 4

2) As matrizes B e C sao de mesma ordem 2 x 3, assim a soma dessas matrizes
é dada por:

gaco|7 8 1] [-23 2]_[7-2 8+3 1+2]_[5 11 3

9 -3 7 3 -2 3| |943 -3-2 7-3]| |12 -5 4]
A matriz A é de ordem 3 x 1 e a matriz B + C de ordem 2 x 3. Entao, os produtos
(B+C).A é bem definido e é de ordem 2 x 1. E temos:

-2
-2 3 2
¢ [ 3 -2 3]

4+3+2
-6-2-3

5 11 3 -10+11+3 4
(B+C)‘A‘[12 5 4]' ! ‘l _24-5+4 l‘l—zsl'

3) Em conclusao, temos:

(B+C).A=B.A+C.A.

i® Propriedade 3.3.4

Propriedades de associatividade da multiplicacao de matrizes. Sejam as trés
matrizes A, B,xk € Crxs. Entao, temos que:

T Vv (ank'ckxs) = (Amxn'BnXk)-Ckxs:

A associatividade da multiplicacao das matrizes das matrizes representa uma

generalizacao da multiplicagao dos nimeros reais.

A prova da Proposicao 3.3.4 pode ser realizada, usando a multiplicacao das

matrizes. Como essa prova é longas vamos ilustrar as etapas da demonstracao dessa
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duas proposi¢ao no exemplo abaixo.

“¢"Exemplo 3.3.5

Sejam as matrizes

-2 0 2 1 1 3
A= , B= ,C= .
ST AE P TP
1. Calcular os seguintes produtos A.B e B.C.
2. Encontre as matrizes (A.B).C e A.(B.C).

3. O que podemos concluir?

Solugao. As matrizes A, B e C sao de mesma ordem 2 x 2, assim os produtos A.B,
B.C, (A.B).C e A.(B.C) sao bem definidos.

1) Para os produgos A.B e B.C, temos:

2 o0 |[2 1] [-4 -2
A'B_ll -1 [l1 -3] |1 4]’
e 5 r - —
2 1 1 3 5 5
B'C_ll -3 |13 -1 | -8 6]'

2) Para os produtos (A.B).C e A.(B.C) temos:

[ -4 211 31 [-10 =10 ]
( )C_l 4 '3 -1] | 13 -1

e — - — - — -
-2 0 5 5 -10 -10

A. . = . = .
(B.C) 1 -1 || -8 6] | 13 -1

3) Em conclusao, temos que:

A.(B.C)=(A.B).C.

A multiplicacao de matrizes quadradas possui muitas propriedades importantes, como
podemos observar na seguinte proposigao.

i® Proposicao 3.3.6
Sejam duas matrizes A, e B,«,, quadradas e de mesma ordem n x n. Sejam O,,,,
a matriz nula, de ordem n x n, e 1,4,, a matriz identidade de ordem #n x n. Entao,
temos

Lo Apn-Taxn = Liscn-Apxn = Apxn-
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2 Anxn-onxn = Onxn-Anxn = Onxn-

&) (Anxn'ann)t = B;xn'Afaxn'

Com a propriedade A,,;-Lixy = Lixn-Auxn = Ayxn, dizemos que a matriz identidade
I« € o Elemento Neutro da Multiplicacao das matrizes quadradas.

Segue um corolario importante que sera usado na solugao de sistemas lineares,
usando matrizes.

#® Corolario 3.3.7
Associatividade da multiplicacao de matrizes: caso atil. Sejam as trés matrizes
A, B e Cxs. Entao, temos que:

Anxn'(ann'Cnxs) = (Anxn'ann)-Cnxs

Na pratica, para resolver sistemas lineares, usando matrizes, usaremos C = C,,, ;.

m Matrizes inversiveis

m Definicdo e propriedades das matrizes inversiveis

Neste paragrafo, consideramos apenas as matrizes quadradas. Assim, o produto de
duas matrizes da ordem 7 x n sempre serd uma matriz da ordem 7 x n. Denotamos por
I,, a matriz identidade (quadrada) I,,,,.

WDeﬁnigﬁo 3.4.1
Seja a matriz quadrada A = A,,,,. Dizemos que A ¢é inversivel, se e somente se,
existe uma matriz B = B,,,,,, de modo que:

AB=BA=1I,,.

Esta matriz B, caso exista, € chamada-se Matriz Inversa de A, e indica-se por:

B=A""l

Isto é, quando ocorre que o produto de duas matrizes A,,, e B,,, quadradas é a
identidade I,,,,,, dizemos que a matriz A é inversivel e que B é a sua inversa.

Uma matriz inversivel sempre comuta com sua inversa, isto ¢, A.B =B.A =1,,,.

Note que o produto de duas matrizes quadradas de mesma ordem n existe e é
também uma matriz quadrada de ordem n. Assim, a multiplicacao pode ser efetuada
nos dois casos, isto é, nas duas ordens possiveis, mas as matrizes A.B e B.A sao
diferentes em geral.
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-\@’-Exemplo 3.4.2

Sejam as matrizes:

Verificar a relacao:

i® Propriedade 3.4.3
Seja A uma matriz quadrada. Se existe a matriz inversa B = Al entdo ela é
unica.

Prova. Seja B = A~! a matriz inversa da matriz A = A,,,,, entdo a matriz B satisfaz
AB=B.A=1,,,. Se C for uma matriz que também satisfaz A.C = C.A =1,,,,,, entao

C=ClI,,, =C(A.B)=(C.A).B=1,,,B=B.

Assim, temos a unicidade da matriz inversa.

i® Propriedade 3.4.4
Sejam duas matrizes quadradas A = A,,,,, e B = B,,,,,, ambas inversiveis. Entao,
temos:

. (A7) T=A.

2. (AB)"'=B 1AL

Prova. 1. Pela definicao, se A~! é a matriz inversa de A, temos a relacgao:
AA ' =ATA=T1,,

que ¢ equivalente a
ATTA=AA" =1,

Assim, a matriz inversa da matriz A~! é a matriz A. Logo, temos:
(A™H = A,
2. Como:

AA'=A"'A=1,,eBB ' =B'B=1,,,
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entao, usando a associatividade da multiplicacao e que I,,, é o elemento neutro da
multiplicacao das matrizes, temos:

(B LA™).(AB)=B L. (AA)B=B1,,B=B1B=1I,,

Por outro lado, também temos:

(AB).B LA HY=A"T BB ) A=AIL,, A =A1A=1,,
Assim, temos:

(A.B).B" LAY =B LA).(AB)=1,,,.
€,

Em conclusao, deduzimos que a matriz B~!.A"! é a matriz inversa da matriz A.B, isto

(AB)!=B1AL

-\@’-Exemplo 3.4.5

Sejam as matrizes:

Primeiro, temos:

Podemos verificar que

1

- 0

-1

2

Assim, usando o calculo de produtos de matrizes, deduzimos que

1 -1 ]
1 .
— 1
2

Com o calculo de produtos de matrizes, temos:

B'A ! =

(B'A!)(A.B) = (A.B).(B~!A7!) = 1,,,.

Em conclusao, temos que:

(AB)'=BlAl=
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Em geral, se A é uma matriz inversivel de ordem n x n, nao é facil a determinacao de
sua matriz inversa A~!, mas no caso de uma matriz 2 x 2, temos o seguinte resultado
pratico.

i® Proposicao 3.4.6
Seja a matriz quadradas A = A,,, dada por:

a b
A= .
As duas afirmagoes a seguir sao equivalentes:
1. A éinversivel.

2. ad—-bc=0.

E neste caso, temos:

SR Y|

:ad—bc —-c a

Isto é, suponha que tenhamos ad — bc # 0, e seja B a matriz definida por:

1 d -b
B_ad—bc[—c a l

Entao, temos:

AB 1 [a bll d —bl 1 [ad—bc —ab + ba

“ad—vbelc d || =c a | ad=bc| cd—dc —bc+ad

Assim, deduzimos:

ad—bc

0 1 0

A.B = l ad—bc b d l = l ] = szz.
0 uéfzz 0 1

De maneira semelhante, temos:

ad-bc

0 1 0

BA = [ ad—bc b d l = [ ] = 12><2'
0 a;jzz 01

Em conclusao, a matriz inversa da matriz A, é dada por:

1 d -=b
-1 _
A _ad—bcl—c a l

Vamos ilustrar as etapas da Proposi¢ao 3.4.6 sobre o seguinte exemplo.
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-\@’-Exemplo 3.4.7

Seja a matriz quadrada A = A,,, dada por:
a5 5]
3 3

Verifique que a matriz A é invertivel, e determine sua matriz inversa.

Solugao.

Etapa 1. Temos que:
ad —bc=9%x3-8x3=27-24=3=0.

Assim, a matriz A é inversivel.

Etapa 2. Vamos trocar os dois valores da diagonal principal da matriz A, assim temos

a matriz:
3 8
3 9|

Etapa 3. Depois, troque o sinal dos dois elementos que nao pertencem a diagonal

principal da matriz A, assim temos a matriz:

57

Etapa 4. Multiplicar esta ultima matriz obtida por = %, para obter a matriz

ad —bc

8
1 - _Z
A_lz—l 3 8]: 1 3 |
3] -3 9 1 3

inversa, que ¢ dada por:

Etapa 5. Verificagao:

3 -8 |_[9-8 8-8|_,
1-3 9 | | =949 —8+9 | ¥

m Método para caracterizar e determinar a matriz inversivel

Existem diferentes critérios matematicos, para caracterizar se uma matriz é inversivel
ou nao.
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i® Propriedade 3.4.8

Seja A uma matriz quadrada. Se todos os elementos de uma linha da matriz A sao
nulos, entao a matriz A nao é inversivel.

Prova. Suponha que todos os elementos da linha i da matriz A sejam nulos, isto é,

ail1 =4jp =...=0ajy = 0.
Para toda matriz B, temos:

all e al] e aln i

by - by - by, cli o ooclj v Cag
ai-1,1 0t 4i-1,j o Gicln . . . . . . . . . .
0 0 0 A b o by by =0 0 0,
Aiy1,1 0t Aivlj o t Aivdn :

| bnl bnj bnn ] L Cn1 0 Cuj ct Cpp
An1 Anj Ann |

onde podemos observar que:

C,'j :ai1b1j+---+aikbk]~+---+ai,lbn]- :O.blj+"'+O.bk]'+"'+0.bn]' =0.

Isto é, temos:

by;
C,']‘:[O R VY O]. bk] =0.
[ Duj |
Logo, para toda matriz quadrada B temos:
[ Cll oo C1] oo Cln ] 1 O O
A 01 . 0
AB=| 0 - 0 - 0 [2Lx= ..
0 0 1
Cni Cnj Cnn

Entao, nao existe uma matriz B tal que A.B =1,,,,,. Assim, deduzimos que a matriz A
nao é inversivel.
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-\@’-Exemplo 3.4.9

Sejam as matrizes:

byy byy b3
eB=| by by by
b3y bsy b33

>

Il
=
_ o O
S O =

Temos, o produto AB dado por:

1 0 1 bll b12 b13 bll +b31 b12+b32 b13+b33 1 0 O
0 0 0. b21 b22 b23 = 0 0 0 * 0 1 0 y
1 1 0 b31 b32 b33 b11 +b21 b12+b22 b13+b23 0 0 1

isto €, temos que A.B = [¢;;]3x3 # I3x3, porque a matriz AB nao inclui o elemento
1 na segunda linha e a segunda coluna. Em outras palavras, o elemento ¢y, é a

igual 0, isto é, ¢, = 0.

A precedente propriedade é valida também, se todos os elementos de uma coluna
da matriz A sao nulos.

Varios métodos praticos podem ser usados para calcular a matriz inversa de uma
matriz quadrada A de ordem n x n. O método mais utilizado é o chamado método de
Pivo de Gauss. Este método consiste em resolver a equacao matricial:

1 Tb
Anxn- Xk | = bk ’
BN EZE
b,
onde x;, X, ..., X, sdo variaveis desconhecidas e B = | b, | € uma matriz coluna
3

arbitraria. Depois de expressar os elementos xy, X, ..., X, em filngéo dos elementos by,
by, ..., b, da matriz coluna B, podemos deduzir se a matriz A tem um inverso ou nao,
caso o inverso da matriz exista podemos dar sua expressao. Veremos depois a ligagao
entre as matrizes inversas e os sistemas de equacgodes lineares.

Além disso, existem também os seguintes critérios praticos, que tém um vinculo
com o método de Gauss, a saber que uma matriz quadrada de A é invertivel, se A
satisfaz um dos seguintes critérios:

1. Se A, é triangular (apenas 0 acima ou abaixo da diagonal) com coeficientes
diagonais diferentes de zero.
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2. A matriz da coluna nula O,,; =| : | ¢é a Gnica matriz que verifica a identidade
0
0
AX,x1 =| ¢ |, ou seja, nao existe uma matriz coluna X,,,; diferente da coluna
0
0

nula O,,,; que verifica a equagao matricial A.X,,,; =
0

No préximo capitulo, vamos esclarecer o lado pratico desses critérios, em relagao ao
método de Gauss.

m Exercicios resolvidos

ngxercicio 3.5.1

Sejam as matrizes

-2

7 8 1 2 3 2
A_[9_3 7],3_[3 > _3],c_ 1 eD_[—z 1]

Encontre as matrizes:
a) A.C b) B.C ¢) CD

¢) D.A d) D.B ¢) 6C.D

Solugao. Usando as propriedades da multiplicacao de matrizes, temos :

-2
A.C:[ 708 1 l g1 :[ -2 ]
2 =3 7 | 4 =7 o
3x1
-2
B.C:[—z 3 2] 1 :[15]
3 -2 3 | 4 =20 |5,
3x1
-2 4 =2
cD=| 1 .[—2 1]1x2: 2 1
3x1 N 3x2
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7 8 1
DA = [—2 1]“2'[9 5 7] :[—5 19 5]1X3
2%x3
-2 3 2
DB = [_2 1]1x2'[ 3 -3 7] :[7 -8 -7 ]1><3
2x3
-2 4 -2 -8 4
2CD = -2| 1 [—2 1]1X2:—2 2 1 -l 4 =2
3x1 -8 4 3x2 16 -8 3x2
ou seja,
-8 4
-2CD=| 4 =2
16 -8 3x2

4 Exercicio 3.5.2
1. Calcule o produto A.B das seguintes matrizes:

7 8 1 -2 3
A= 9 -3 7]eB=| 3 -2
-2 1 5 3 1

Podemos encontrar o produto B.A? (Justifique claramente).
2. Calcule o produto C.D das seguintes matrizes:

7 8

c=| 9 -3 eD:l_: _32]
2 5

Podemos encontrar o produto D.C? (Justifique claramente).

Solugao. 1. Como A é de ordem 3 x 3 e B de ordem 3 x 2, o produto A.B é de ordem
3 x 2, é dado por:

7 8 1 -2 3 11 6
AB=| 9 -3 7 g 3 =2 =| -6 40
-2 15 3%3 31 3x2 22 -3 3%2

A matriz A é de ordem 3 x 3 e a matriz B é de ordem 3 x 2. Portanto, nao é possivel
efetuar o produto B.A, porque o numero de colunas em B é igual a 2 e 0 nimero de
linhas de A é igual a 3.

2. Como C é de ordem 3x2 e D de ordem 2x2, o produto C.D é de ordem 3 x2, é dado
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por:

7 8 ) 3 -14+24 521-16 10 5
CD=( 9 -3 [ 3 _2]: -18-9 27+6 |=|-27 33
-2 5 4+15 -6-10 19 -16

A matriz C é de ordem 3 x 2 e a matriz D é de ordem 2 x 2. Portanto, nao é possivel
efetuar o produto D.C, porque o numero de colunas em D ¢é igual a 2 e o numero de
linhas de C é igual a 3.

Lembre-se: O produto de duas matrizes é definido quando o nimero de termos em
cada linha da primeira matriz é igual ao nimero de termos de cada coluna da segunda
matriz. Ou seja, o nimero de colunas da primeira matriz é igual ao numero de linhas
da segunda matriz.

A Exercicio 3.5.3
Sejam as matrizes:

S EE L EY

Encontre as matrizes A2 = A.A e BZ = B.B.

Solugao. Como as duas matrizes A e B sio quadradas de ordem 2 x 2, as matrizes A% e
B2 sio bem definidas, e temos:

|2 3 ][-2 3 |_[ 4t6 —6-6]_[ 13 -12
|3 2|3 2| |-6-6 9+4 | |[-12 13 |
De maneira semelhante, temos:
B2 — 1 1 . 1 1 _ 1-1 -1+1 _ 00 '
-1 -1 -1 -1 -1+1 -1+1 0 0
Lembre-se de que, para os numeros reais, se a, b sao niameros reais tais que a.b = 0,

entdao a = 0 ou b = 0. Com as matrizes, essa propriedade nao ¢ verificada. Observe que
a matriz B é diferente da matriz nula e, no entanto, o produto B2 = B.B é a matriz nula.

ﬁExercicio 3.5.4

Seja a matriz

Ache x, v, z e w tais que:

o)
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O que podemos concluir?

2 3

_|* Y .
3 4 ] e A= [ . l, sao quadradas de mesma

Solugao. Como as matrizes A = [

ordem 2 x 2, temos:

R

Lembre-se que duas matrizes da mesma ordem [a;;];xn € [bjjlmxn S30 iguais se, e
para todo i, j. Assim, para achar os reais x, y, z e w temos que

2z+ 3w 3z+4w 01

2x+3y 3x+4y l_l 1 ol

somente se, a;; = b;;,
resolver os dois sistemas de equagodes lineares:

: 2x+3y = 1Equ. (1) : 2z+3w = 0Equ. (1)
Sistem 1 Sistem 2

istem { 3x+4y = 0Equ. (2) € istem 3z+4w = 1Equ. (2)

Resolu¢ao do Sistema 1: Com a Equacao (2) temos que:
s 4
3x = —4y o que implica que x = —3¥
Substituindo esta expressao de x = —%y na Equacao (1), obtemos:
4 8
2x+3y:2(—§y)+3y:—§y+3y: % =1, logoy = 3.

Assim, deduzimos que x = —%y = —% x3 =-4. Logo, temos x =—4eypy=1.
Para o Sistema (2), com o mesmo raciocinio, a Equagao (1) implica que z = —%w. Usando

a Equacao (2), temos:

3 9 1
3z+4w = 3(—§w) +4w = W 4w = —SwW= 1 logo w=-2.
Assim, temos que z = —%w =3ew=-2.

Em conclusao, temos x=—-4,y=1,z= —%w =3ew=-2,isto é,

X = x vy | |4 3
zZ w 3 2/
Em conclusao, de acordo com a defini¢ao da inversa de uma matriz quadrada, a matriz
X ndo é outra senao a matriz inversa da matriz A.

4 Exercicio 3.5.5
| Sejam as matrizes
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7 8 1 -2 3 2
A: lB: s = ’
Lo [9—3 7]C [3 -2 —3]

1. Calcular os seguintes produtos de matrizes A.B e A.C. Encontre a soma
AB+A.C.

2. Calcular a soma B + C. Encontre o produto A.(B + C).

3. O que podemos concluir?

Solugao.
1) Temos
-5 =19 5 ] 7 -8 -7
AB=| 7 8 1 |[eAC=] -2 3 2
19 35 -3 | -11 14 11
Assim, deduzimos
[ 2 -27 -2
AB+AC=5 11 3
| 8 49 8
2. Temos:
5 11 3
B = .
ve llz -5 4]
Logo, temos:
2 =27 =2
A(B+C)=(5 11 3
8 49 8

3. Assim, observamos que a seguinte propriedade de distributividade ¢ verificada:

A.(B+C)=AB+AC,

gExercicio 3.5.6

Sejam as matrizes quadradas A = A, e B=B,,,.

1. Explique por que em geral temos (A + B)% = A% + 2A.B + B2.

2. Explique por que em geral temos (A +B).(A—B) = A% - B2.

Solugao. Usando a definicdio A2 = A.A e a propriedade de distribugdo da multiplicacio,
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temos:

(A + B)?

(A+B).(A+B)
A.(A+B)+B.(A+B)
A% +A.B+B.A+B2

Sabemos que a muliplicacdo nao é comutativa em geral, isto é, A.B = B.A, entao em
geral temos:
(A+B)>=A2+AB+B.A+B>=A%+2A.B+B>2

2) De maneira semelhante, com o mesmo raciocinio temos:

(A+B).(A-B) = A.(A-B)+B.(A-B)

A’-AB+B.A-B2

Também, sabemos que a muliplicagdo nao é comutativa em geral, isto é, A.B = B.A,
entao em geral temos:

(A+B).(A-B)=A?>-A.B+B.A-B?=A>-B?

4 Exercicio 3.5.7
A matriz C fornece, em reais, o custo das por¢oes de arroz, carne e salada, usadas
num restaurante é:

1 arroz
C=|3 carne
2 | salada

A matriz P fornece o numero de porc¢des de arroz, carne e salada usados na
composi¢ao dos pratos tipo P1, P2, P3 desse restaurante:

2 1 1

P

] ) ] roduto P1

P= 5 5 0 Produto P2
Produto P3

Arroz Carne Salada

Determinar a matriz que fornece o custo de produgao, em reais, dos pratos P1,P2,
P3.

Soluc¢ao. A matriz que que fornece o custo de produgao, em reais, dos pratos P1,P2, P3
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é dada pelo produto das duas matrizes P e C, isto é,

2 ! ! 1 arroz

1 2 1
P.C= ) ) 0 .l 3 carne
2 | salada

Arroz Carne Salada

Assim, a matriz de custos dos pratos P1,P2, P3 é dada por:

Preco do Produto P1; [ 7
Preco do Produto P2: | 9
Preco do Produto P3: | 8

gExercicio 3.5.8

Seja a matriz:
A= 11
01
Determinar todas as matrizes quadradas X = [

a =b

b

l que comutam com a

matriz A, isto é, A. X = X.A.

11 -b
Solugao. As duas matrizes A = [ 0 1|¢ X= Z . ] sao quadradas de ordem 2 x 2,

assim a multiplicacao dessas matrizes é bem definida, e temos:
1 1 a —-b a+b a-b
ax=| o
a —-b 1 1 a a-b
xa=|y 7o 1 |FE o]

Assim, a matriz X comuta com a matriz A, isto é, em geral temos A.X = X.A, e usando
a regra de igualdade de duas matrizes, temos:

a+b = g,
a-b = a-b,
b = b,

a+b = a

Deduzimos dessas equagoes que b = 0. Em conclusao, as matrizes X que comutam com
a matriz A sao dados por:
a 0
X= l l = alzxz,
a
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onde I,,, é a matriz identidade de ordem 2 x 2.

4 Exercicio 3.5.9
Sejam A uma matriz 3 x4 e B uma matriz m x n. Sobre essas matrizes é correto
afirmar que:

1. Existe A+ B se, e somentese,n=4¢e m=3;

2. Existe A.B se, e somentese, n=4e m=23;

3. Existem A.B e B.A se, e somentese, n=4e m=3;

4. Existem, iguais, A+ B e B + A se, e somente se, A = B;

5. Existem, iguais, A.B e B.A se, e somente se, A = B.
Solucao.

1- A soma de duas matrizes existe se, e somente se, as duas matrizes sao da mesma
ordem. Se n =4 e m = 3 as duas matrizes A e B sao da mesma ordem. Logo, podemos
afirmar que a assercao "Existe A + B se, e somente se, n =4 e m = 3" é verdadeira.

2- O produto M.N de duas matrizes M e N existe se, e somente se, o numero de colunas
da matriz M é igual au numero de linhas da matriz N.

Aqui o nimero de colunas da matriz A é 4 e o numeros de linhas de B é m = 3.
Logo, a afirmagao "Existe A.B se, e somente se, n =4 e m = 3" ¢ falsa.

3- Novamente, o produto M.N de duas matrizes M e N existe se, e somente se, o
numero de colunas da matriz M é igual au numero de linhas da matriz N.

Aqui os produtos A.B existe se, e somente se, temos m = 4. E o produto B.A existe
se, e somente se, temos n = 3. Assim, a afirmac¢ao "Existe A.B e B.A se, e somente se,
n=4em=3" éfalsa.

4- A soma de duas matrizes existe se, e somente se, as duas matrizes sao da mesma
ordem. E a adi¢ao das matrizes é comutativa. Logo, se B é uma matrize de ordem 3 x 4
temos A +B =B + A. Assim, a afirmacao é falsa, porque essa igualdade esta verificada
mesmo para A = B.

5- Seja A uma matriz quadrada de ordem n x n e I, a matriz identidade. Entao,
temos A.IL,,,, = I,,x,,-A, no entanto, a matriz A é diferente de 1,,,,,. Assim, a afirmacao:
"Existem, iguais, A.B e B.A se, e somente se, A = B" ¢ falsa.

4 Exercicio 3.5.10
Sejam a e b dois numeros reais, e a matriz:

a -b
wel2 7]
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1. Mostrar que:

Assim, escrevemos:

onde

2. Calcular o produto:

O que podemos concluir?

3. Sejam as matrizes A, = l Z _ab l eA ;= l 2 _cd l Calcular o produto

A, p.A. 4 de duas maneiras. O que podemos deduzir sobre o produto destas
duas matrizes?

Solucao. Sejam a e b dois numeros reais, e a matriz:

a =b
wel2 )

Usando as propriedades de adigao das matrizes e de multiplicagao de uma matriz por
um escalar, temos:

a 0 0 -b 1 0 0 -1
S R P P |
Assim, obtemos :
Aa,b:a1+b].

S b HR Y

Com a operagao de mutiplicacao por um numero real, deduzimos que:

2) Temos:

J>=-L

3) Sejam a, b, ¢ e d nimeros reais. A primeira maneira de calcular o produto
A, A4 € aplicar a definigao de produto de duas matrizes, assim temos:

a —-b c —d ac—bd ad+bc
Ay A= , _ _
ab-Red l b a ] [ c l [ ad +bc ac—bd
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Podemos deduzir que:
Ay p Ay = (ac—bd)I + (ad + bc)].

A segunda maneira de calcular o produto A, ;.A ; é usar as precedentes questoes 1) e
2), e as propriedades das multiplicagio de matrizes (associatividade e
distributividade). Assim :

ApAcg (al + b)) (cI +d))
al(cI +dJ)+ bJ(cI + dJ)

= acl®+adL] + bc).1 + bdJ?,

Com I? =1,1.J =J e J? = I (ver Questao 2) deduzimos:
A, p Ay = (ac—bd)I + (ad + bc)].
Podemos observar que:
Ay p Ay =(ac—bd) +(ad +bc)] = (ca—db)l +(da+cb)] = A 1. A,

Assim, temos A, ,.A. 5 = A 4.A,p, isto €, a matriz A, comuta com a matriz A_ ;.

Observac¢ao: Comparag¢ao com a multiplicacao dos nameros complexos. Podemos
observar que essa multiplicacdo das matrizes A, ; e A_ ; € "semelhante" a multiplicagao
dos numeros complexos. Lembre-se que para dois numeros complexos temos:

(a+bi)(cd +di) = (ac - bd).1 + (ad + bc)i = (ac — bd) + (ad + be)i.

gExercicio 3.5.11

(Continuagao do Exercicio 3.5.10) Seja a matriz:

1. Calcular o produto:
Aa,b-Aa,—b

2. Sea#0oub=0, determinar a matriz inversa da matriz A, ;.

Solugao. 1) Sejam A, , e A ; duas matrizes. Seguindo o Exercicio 10, temos:
A, p Ay = (ac—bd)I + (ad + bc)).
Entao, deduzimos que:

Ay A,y = (a® + )L+ (ab—ba)] = (a° + b?)L.
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2) A partir da expressao precedente, se a = 0 ou b # 0, deduzimos que:
232 1
AgpAg-p = (a*+b)l e Aa,b-mAa,—b =Ihx2,
onde I,,, é a matriz identidade de ordem 2 x 2. Entao a matriz

1

B=——
a? + b?

Aa,—b:

€ a matriz inversa da matriz A, ;.

Exercicio. Encontrar este resultado aplicando a formula na Proposigao 4.6.

gExercicio 3.5.12

Sejam a um numero real, e a matriz:

cos(a) —sen(a)

Ta= sen(a) cos(a)

Sejam « e f dois nameros reais.
1. Provar que T,.Tg =Ty,.
2. Encontrar T_,.
3. Comparar T, e a matriz transposta T,

Ajuda: Para a pergunta 1., usar as formulas trigonométricas usuais de cos(a+b) e
sen(a+b).

Solug¢ao. Sejam a e S dois numeros reais. Lembre-se das seguintes férmulas
trigonométricas:

1. sen(-a) = —sen(a).
2. cos(~a) = cos(a).

3. sen(a + B) = sen(a)cos(B) + cos(a)sen(p).
4. sen(a - p) = sen(a)cos(B) — cos(a)sen(p).
5. cos(a + ) = cos(a)cos(B) - sen(a)sen(p).
6. cos(a — B) = cos(a)cos(B) + sen(a)sen(p).

Como as matrizes T, e Ty sao da mesma ordem 2 x 2, entao o produdo T,.Tp é bem
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definido, e temos:

—sen(a) l [ cos(

sen

B) —Seﬂ(ﬁ)]

B) cos(pB)

B) —cos(a)sen(p)—sen(a)cos(p) ]
B) '

sen(a)sen(p) + cos(a)cos(p)

TaTﬁ = [

(
cos(B) —sen(ar)sen(
(

Usando as relagoes precedentes trigonométricas 3.-4. e 5.-6., deduzimos que:

cos(a+p) —sen(a+p)
sen(a+p) cos(a+p)

s

TaT[j’ = [

ou seja,
TD(Tﬁ = Ta+ﬁ'

Podemos observar que :
T[)’Ta = Tﬁ+a = Ta_,_lg = Ta.Tﬁ,

Assim, temos Ta.Tlg = Tﬁ.Ta, isto é, a matriz T, comuta com a matriz Tlg.
2) Sejam o um numero real, usando as precedentes relagoes trigonométricas 1. e 2.,
isto é, sen(—a) = —sen(a) e cos(—a) = cos(a), temos:

T - cos(—a) —sen(—a) | | cos(-a) —(-sen(a)) | | cos(a) sen(a)
| sen(—a) cos(—a) | | —sen(a) cos(—a) | | —sen(a) cos(a)

3) Seja @ um numero real. A transposta T/, é dada por:

[ cos(a) sen(a)]

To = —sen(a) cos(a)

[e4

Assim, comparando com T_,, podemos deduzir que: T/, = T_,.

gExercicio 3.5.13

(Continuacao do Exercicio 3.5.12) Sejam a um numero real, e a matriz:

cos(a) —sen(a) ]

Ta= [ sen(a) cos(a)

1. Calcuar o produto:
T,T_,.

2. Deduzir a matriz inversa da matriz T,.

Solucao. Seja @ um namero real e a matriz:

cos(a) —sen(a)

Ta= sen(a) cos(a)
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A partir da Questao 1) do Exercicio 12 sabemos que T,.Ty =T, 4, assim para f = —a,
temos:
cos(0) sen(0) 10
T, T_,=T,.,=Ty= = .
art-a ™ fama T 20 [ sen(0) cos(0) 0 1

Como sen(0) =0 e cos(0) =1, deduzimos que:

10
T, T 4= [ 0 1 l =Ihxo,

onde I,,, é a matriz identidade de ordem 2 x 2.

2) Como
10

T, T_, :l -

] =y,
deduzimos que a matriz inversa de T, ¢ dada por:

T-1oT :l cos(a) sen(a)l

—sen(a) cos(a)

Observamos que :
T, =T, =T_,.

m Exercicios para praticar

ngxercicio 3.6.1

mxn —n?

Sejam os numeros m e n e a matriz A = l )

. Prove que A? = Oy,,,
n —mXn

onde O,,, é a matriz nula.

4 Exercicio 3.6.2
Sejam as matrizes:

ol e

Determine os nameros reais x e y tais que AB = BA.

dExercicio 3.6.3

Sejam t um numero real ndo nulo e as matrizes:

2 3 1 1
A= = tl,
el ]
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1. Prove que:
A% = 6A+5I,,, = 0sy9,

onde O,,, é a matriz nula e I,,, é a matriz identidade.
2. Mostrar que:

B?>-2B=0,,,.

EgExercicio 3.6.4

00
Sejam a, b e c trés numeros reais e a matriz A = 1 0f. Verifique que a matriz
c 1

S =

inversa A~! da matriz A é dada por:

ngxercicio 3.6.5

-1 0

Sejam A e B duas matrizes reais de ordem 2 e C = [ ! O]. Se AC=CAeBC =CB,
isto é, A e B comutam com a matriz C, mostre que AB = BA.

ﬁExercicio 3.6.6

Sejam A e B duas matrizes quadradas de mesma ordem #, que sao tais que:
AB =0,/

onde O,,, € a matriz nula. Pode-se concluir que BA também ¢é a matriz nula ?
Prove ou contra exemplifique.

gExercicio 3.6.7

Sejam A, B e C trés matrizes inversiveis de mesma ordem. Determine a matriz X
de maneira que:

AB'X)=CA.
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CAPITULO 4

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Objetivos
Neste capitulo, nosso objetivo é resolver e classificar sistemas de equagoes

lineares, usando o método do escalonamento. Também Discutimos a resolucao
de um sistema linear usando as matrizes inversas.

m Sistemas lineares e operacgoes elementares

A resolucao de sistemas lineares pode ser estudada com diferentes métodos, como o
método da substituicao, da adi¢ao, da comparacao, entre outros. Neste capitulo,
apresentamos métodos que permitem um tratamento eficiente de sistemas lineares.
Esses métodos de resolucao de sistemas lineares vao permitir obter o conjunto das
solucgoes, seja para classifica-lo ou mesmo para impor condi¢des quanto a existéncia
ou nao da quantidade de solugdes.

m Equacodes lineares

Uma equagao linear é¢ uma equacao do tipo:

a;x1 +4arxy +...+a,x, =Db.

Isto é, trata-se de uma equagao na qual cada termo tem grau, no maximo, igual a 1. Os
elementos que compdem uma equacao linear sao descritos a seguir:

1. As variaveis (ou incognitas): xy, ..., X;;
2. Os coeficientes: ay,..., a,, sao nameros reais dados;

3. O termo independente: b é um numero real dado.
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-\@’-Exemplo 4.1.1

As seguintes equagoes sao equagoes lineares:
1. 2X1 — 5X2 + 5X3 =11.
2. 7x -8y +3z=-7.

3. 3a—7b+4c—-d=09.

4, x=3.

-\@’-Exemplo 4.1.2

As seguintes equagoes nao sao equagoes lineares:
1. 2x*-5y+5z=1.
2. 7xy—-8x+3z=7.

3. 3vya-b=09.

1 —
4. ;+9—0.

Solucao de uma equagao linear. Uma soluc¢ao de uma equagao com n variaveis € uma
n-upla (ou enupla) ordenada de nimeros reais os quais, quando substituidos no lugar
das variaveis respectivas na equacgao, fornecem uma sentenc¢a matematica verdadeira
ou a equagao ¢ verificada. Isto é, a solug¢ao de uma equacao linear de n incognitas é a
sequéncia de numeros reais ou enupla (ay, ay,...,a,), que, colocados respectivamente
no lugar de xy, x5,..., x,,, tornam verdadeira a igualdade dada pela equacao.

Resolver uma equacgao linear. Resolver uma equacao é encontrar o conjunto de todas
as suas solugoes, chamado conjunto solugao da equagao.

-\@’-Exemplo 4.1.3

Temos os seguintes exemplos:

1. O conjunto solu¢ao da equacgao linear 3x—1 =5 é {2}.

2. A equagao linear x+y = 10 possui um numero infinito de solugdes. Os pares
ordenados (5,5), (-5,15), (0,10), (%, %) sao apenas algumas delas.

Vamos estudar solugoes de algumas equacgoes lineares.
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-\@’-Exemplo 4.1.4

Dada a equagao linear 4x —y + z = 2, encontrar uma de suas solugoes.

Solugao. Vamos atribuir valores arbitrarios para x e y e obter o valor de z.
Por exemplo,

* Sex=2eyp=0temos 2x4—-0+2z=2,entao z=-6.

Logo, uma das solucoes da equacao é a tripla ordenada (2, 0, -6).

e Sex=3eyp=1temos3x4—-1+z=2,entao z=-9.

Logo, uma das solu¢oes da equacgao dada é a tripla ordenada (3, 1, -9).

-\@’-Exemplo 4.1.5
Dada a equacao linear 3x—2y =5, determinar « para que a dupla (-1, @) seja
solucao da equagao.

Solucao. Se (-1, a) é uma solucao da equagao temos: x = -1 e y = a. Assim,
deduzimos:

3x-2y=3x(-1)-2a=5=-3-2a=5=-2a =8

Logo, se « = —4 a dupla (-1, a) é uma solucao da equagao dada.

m Sistemas de equacodes lineares

%Deﬁnigﬁo 4.1.6
O que é um sistema linear? Um sistema de equagoes lineares (ou, simplesmente,

um sistema linear) é um conjunto de equacgdes lineares que devem ser resolvidas
simultaneamente.

Formulacao matematica de um sistema linear. Um sistema linear, com m equacoes e
n incoégnitas, tem a seguinte forma:

a11X1 +apXxy +...+ a1 X, = bl
ay1X1 +axpXx,+...+ar,X, = bz

a;1X1 + ;90X + ...+ a;,X, = b;

A1 X1+ Ao X + o+ QX = by,

Temos que (S) € um sistema de m equagdes em n incognitas.
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-\@’-Exemplo 4.1.7
Ja vimos os seguintes sistemas lineares (ver a listas dos Exercicios da Parte II de
Matrizes):
2x+3y = 1 2z+3w = 0
{3x+4y =0 {3z+4w = 1

Os dois sistemas sao sistemas lineares de duas equagoes com duas variaveis.

-\@’-Exemplo 4.1.8
Sejam os seguintes sistemas:
7x—-6y+z=12
Bt 3y — 37— 11 3a-2b+c=1
x+3y—-2z=
(s , (S){5a+3b=11
x—-y—-5z=-4
2a—5c=-4
3x-y=10

7X1—X2+X3 =-2
7X1—XZ+X3 =-2
(83) X1 +3x2—2x3 =7 ) (84)
X1+3X2—2X3:7
Xl—X2—5X3:4

Para o sistema (S;) temos um sistema linear de 4 equag¢des com 3 variaveis.
Para o sistema (S;) temos um sistema linear de 3 equacoes com 3 variaveis.

Para o sistema (S3) temos um sistema linear de 3 equagdes com 3 variaveis.
Para o sistema (S4) temos um sistema linear de 2 equagdes com 3 variaveis.

¢ Definigdo 4.1.9
Solucao de um sistema linear. Uma soluc¢ao de um sistema linear é solucao de
cada equacao linear que o compoe. Isto é, os valores das variaveis x;, x, ..., X,
que transformam cada equacao linear em uma identidade, isto é, que satisfazem
cada equagao, constituem sua solugao.

Os valores das variaveis x;, X, ..., x,, quando satisfazem cada equacao,
constituem uma énupla (xq,x,,...,X,), que representa uma solucao do sistema
linear (S).

W(Deﬁnigﬁo 4.1.10

Resolu¢ao de um sistema linear. Resolver um sistema de m equagoes lineares
com #n incognitas é determinar o conjunto formado por todas as suas solugoes,
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chamado conjunto solugao do sistema.

-\@’-Exemplo 4.1.11
Seja o sistema:
2x+3y-2z=0
(S): dx=2y+z=5
—xX+y+z=-2
1) Verifique se (2,-1,1) é solugao de (S).
2) Verifique que (0,0,0) nao é solugao de (S).

Solucao. 1. Temos a verificar as 3 equagoes do sistema:

2x+3y—-z=2x2+3x(-1)-1=4-4=0
(S): Sx-2yp+2z=2-2x(-1)+1=5
—X+y+z=-2+(-1)+1=-2

Assim, a tripla (2,-1,1) é solucao de (S);
2. Com a segunda equagao temos:

x=2y+z=0-0+0=0=5.

Logo, a segunda equacao nao é verificada. Assim, temos que a tripla (0,0,0) nao é
solucao de (S).

WDeﬁnigéo 4.1.12

Sistemas lineares equivalentes. Se dois sistemas lineares (S;) e (S,), admitem a

mesma solucgao, eles sao ditos sistemas equivalentes.

Veja o exemplo:

-\@’-Exemplo 4.1.13

Sejam os dois sistemas:

- _ Yy _
(Sl){x+3y— 5 e(Sz){3x+2_2

- x4y _
2x-y=4 >~ =—1

Podemos verificar que a dupla (1, -2) € uma solugao dos dois sistemas (S;) e (S»).

Como os sistemas admitem a mesma solucao (1, -2), (S1) e (S;) sao

equivalentes.
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m Classificacdo de um sistema linear quanto a solugao

Um

sistema linear pode ter ou nao solucao. Se tem solucao, pode ter uma unica

solucao ou mais de uma solugao. Podemos, entao classificar um sistema linear, quanto
a existéncia e quantidade de solugdes, em trés tipos:

1.

2.

3.

Em

Compativel (dizemos também possivel) e determinado: quando possui uma
unica soluc¢ao.

Compativel e indeterminado: quando possui mais de uma solucao.
Incompativel (dizemos também impossivel): quando nao possui solugao.

outras palavras, para um sistema de equacgOes lineares podemos considerar a

seguinte pergunta: Qual é o valor de cada incognita x;? A resposta depende de cada

equagao que compoOe o sistema, que fornece uma parte da resposta a respeito dos
valores dessas incégnitas. Assim, podemos dizer:

1. Se tivermos valores coerentes das incognitas e em quantidade suficiente,
encontraremos uma solugao, que € unica.

2. Se tivermos valores das incognitas que forem coerentes entre si, mas em
quantidade infinita, poderemos caracterizar o conjunto de solugdes, com
infinitas solucoes.

3. Se tivemos valores coerentes das incognitas que nao forem coerentes entre si,
isto é, se esses valores forem incompativeis, entao o sistema nao possui nenhuma
solucao.

N ! 7
~¢"Exemplo 4.1.14

Sem aplicar as regras de resolucao, podemos verificar que:
1) O sistema:
X+y=3
2x -2y =2
possui uma Unica solugao, que é x =2 e y =1, isto é, o par (2,1).
2) O sistema:
xX+y=3
2x+2y =6
possui mais de uma solu¢ao, assim os pares: (2,1), (0,3), (1,2), (3,0) sao algumas
delas.
3) O sistema:
X+2y=3
X+2y=6
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nao possui nenhuma solugao, porque a soma x + 2y tem dois valores 3 e 6, 0 que é
impossivel, pois sabemos que a soma de dois nimeros reais é inica.

m Sistemas lineares homogéneos

W(Deﬁnigﬁo 4.1.15

Dizemos que um sistema linear é homogéneo quando os termos independentes
de todas as equagoes que 0 compdem sdo iguais a zero, isto €, b; = 0, para todo j
(1<j<m).

Um sistema linear homogéneo, com m equagoes e n incognitas, tem a seguinte

forma:
a1 xXy +appXxXy+...+aux, = 0
ay1X1 +dxyXy+...+dy, X, = 0
S
(S) aj1X1+ajpxy+...+a;x, =0
A1 X1+ ApaXo+ ...+ ayx, =0
-‘@’-Exemplo 4.1.16
Sao sistemas lineares homogéneos:
7x-6y+z=0
3a—2b+c=0
5x+3y—-2z=0
) (82) 5a + 3b =0 )
x-y-5z=0
2a-5c=0
3x-p=0

7X1 —Xy+ X3 = 0
(53) X1+ 3x, — 2X3 =0 , (84)

Xl—X2—5X3:0

7X1 — Xy + X3 = 0
X1 +3X2—2X3 =0
O sistema (Sy) é

( um sistema homogéneo de 4 equagoes com 3 variaveis.
O sistema (S,

(

(

é
é um sistema homogéneo de 3 equagdes com 3 variaveis.

€ um sistema homogéneo de 3 equacdes com 3 variaveis.
€ um sistema homogéneo de 2 equagdes com 3 variaveis.

O sistema (S3
O sistema (S4

~ ~— ~— ~—

Observe que um sistema linear homogéneo com n incognitas sempre admite a

solucao:

(0,0,0,...,0),

chamada solugao trivial. Logo, um sistema linear homogéneo é sempre compativel:
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1. Quando é determinado, possui somente a solugao trivial.

2. Quando é indeterminado, possui outras solu¢oes, além da trivial, chamadas:
solucoes nao-triviais.

-\@’-Exemplo 4.1.17

Seja o sistema linear homogéneo:
-y=0(1
5))¥7¥=00)
x+y=0(2)

O sistema (S) é determinado, de fato, a equagao (1) implica que y = x, e com o uso
da equacao (2) deduzimos que 2x = 0. Assim, temos x =y = 0.

Como o sistema (S) possui somente a solugao trivial (0,0), ele é determinado.

-\@’-Exemplo 4.1.18

Seja o sistema linear homogéneo:
x—-y+z=0(1)
()4° 77
y-2z=0 (2)
O sistema (S) é indeterminado, de fato, a equacao (2) implica que y = 2z, entao:

e Para z = 1 temos que y = 2, e com a equagao (1) deduzimos que x = —1.
Assim, (-1,2,1) é solucao do sistema (S),

e Para z =2 temos que y = 4, e com a equacgao (1) deduzimos que x = 2. Assim,
(2,4,2) é solugao do sistema (S).

Como o sistema (S) possui outras solu¢oes, além da trivial (0,0,0), que sao solugdes
nao-triviais, o sistema (S) é indeterminado.

m Exercicios resolvidos

ngxercicio 4.2.1

| Determine m para que (-1,1,-2) seja solugao da equagao mx +y — 2z = 6.

Solugao. Se (—1,1,-2) é uma solucao da equagao mx +y — 2z = 6 temos m.(—1) +1 —
2(-2)=-m+1+4=6. Assim, temos : —m =6—5 ou seja m = —1.
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4 Exercicio 4.2.2
1-Dada a equagao 5 + % = -1, ache a para que a dupla (a,a + 1) torne a equagao
verdadeira.
2-Dada a equagao 3 + % = —1, ache a para que a dupla (a,a + 1) torne a equagao
verdadeira.
Solugao. 1. Suponha que a dupla (a,« + 1) torne a equagao 3 + % = —1 verdadeira.
. 5 . a a+1 . , at+a+1 .
Assim, x = @ e y = a + 1 sdo tais que E+[ ) ] = -1, isto ¢, ———— = -1 ou seja
a 1 1 a 1 3
2.5+§ = -1. Logo, temos a+§ = -1, ou seja, 2.§+§ =-1. Logo, temos a = —1—5 =7

Logo, a dupla (a, a + 1) sera solucao do sistema se, e somente se, @ = —5-

2. Seja @ um numero real tal que a dupla (a,a + 1) seja uma solugao da equagao :
% + % = -1. Entdo, temos:

a+1 3a+2(a+1)
3 6

=-1.

+

N R
SSTRS

2
2
Assim, deduzimos :

3a+2(a+1)=-6 ouseja5a+2=-6ito é,5a =-8.

Logo, a dupla (a,a + 1) é solucao da equacao §+ % = -1 se, e somente se, a = —%.
4 Exercicio 4.2.3
Seja o sistema:
3x+y = k*-9
(S) - .
x-2y = k+3

Calcule k para que o sistema (S) seja homogéneo.

Solugdo. Para que o sistema sera homogéneo, os termos independentes k + 3 e k? — 9
devem ser iguais a zero. Nesse caso, usar a segunda equacao é mais facil. Assim,
x -2y =k+3=0implica que k = —3. Para k = —3 temos também k> -9 = (-3)2-9 = 0.
Portanto, o sistema (S) € homogéneo se, e somente se, k = —3.

gExercicio 4.2.4

Sejam os dois sistemas lineares:

: x-y = 3 ) nx-y =3
(S1): {x—2y = 2k e (52): {x+my = 2

1) Determine o valor de k para que (4,1) seja uma solugao de (Sy).
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2) Calcular m e n de modo que sejam equivalentes os sistemas (S;) e (S;).
| Resposta: m=-2 e n=1.

Solucgao. 1) A dupla (4,1) é uma solugao da primeira equagao do sistema (S;). Como
a dupla (4,1) é também uma solugao da segunda equagao do sistema (S;), temos: 4 —
2x1 = 2k. Logo, temos 2 = 2k, isto é, k = 1. Portanto, a dupla (4,1) é uma solugao do
sistema (S;) se, e somente se, k = —1.

2) Se os sistemas (S7) e (S,) sao equivalentes, entao a dupla (4,1) é também uma solugao
da do sistema (S,). Assim, substituindo (x,y) por (4,1) nas duas equagoes do sistema

(S,), temos:
me-y =3 equivale dn—1-=3
x+my = 2 4 4+m = 2

Entao, obtemos: n =1 e m = —2. Portanto, os sistemas (S1) e (S,) sao equivalentes se e
somente,sen=1e m=-2.

4 Exercicio 4.2.5
1. Seja o sistema linear homogéneo:
x-y+z+t = 0(1)
()1 y-2z—t = 0(2)
z—t = 0(3)

Verifique se o sistema (S) é determinado ou indeterminado.
2. Seja o sistema linear homogéneo:

x-y = 0(1)
(S){x—my = 0(2)

Para qual valor de m o sistema é determinado ou indeterminado?

Solugao. 1. Com a Equacao (3): z—t = 0 temos t = z. Usando a Equacao (2) temos
y—-2z—-t=y-2z-2z=0, logo y = 3z. Agora, a Equacao (1) implica x—y+z+t =
x—3z+z+2z=0, entao x = z. Assim, o sistema depende da variavel livre z = k, tendo
solucao indeterminada, isto é, para z = k um namero real qualquer, temos:

y=3k, x=ket=k.

Logo, para qualquer valor de k a 4-upla (k, 3k, k,k) € uma solugao do sistema (S).
Portanto, o sistema (S) é possivel e indeterminado. E o conjunto-solucao de (S) é dado
por S ={(k, 3k, k, k); onde k é um ntimero real}

2. A Equagao (1) implica que y = x. Assim, usando a Equagao (2) obtemos :
x-my=x—-mx=(1-m)x=00queimplical-m=0oux=0ousejam=1oux=0.
Logo, temos :
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* Se m =1 entao o sistema (S) é indeterminado, porque paray = xe m = 1 a Equagao
(2) é verificada para todo numero real x.

* Se m = 1, a Equagao (2) implica que x = 0. Assim, temos : x =y = 0. Entao, o
sistema (S) é determinado.

Conclusao. O sistema (S) é indeterminado para m = 1 e determinado para m = 1.

4 Exercicio 4.2.6
Classifique e resolva os sistemas lineares escalonados:
2x-y+3z =
(S1) 2y-z =1 ,
2z= = -6
3x-2y+z = 2
S ,

c—-d = 0

a+2b—c+d = 2
(53){

Solugao.

1) Resolucao do sistema (S;). Com a terceira equagao, temos:

z=——=-3.
2

Usando a segunda equagao, com z = -3, temos:
2y —(-3)=1logo 2y = -2.
Assim, obtemos y = —1. E com a primeira equagao, com y = -1 e z = -3, temos:

2x—(-1)+3(-3) =0, logo 2x = 8.

Assim, temos x = 5 =4,
Conclusao: O sistema (S;) é possivel e determinado e sua solugao é dada por (4,-1,-3).

2) Resolugao do sistema (S;). O sistema possui duas equacgdes e trés incognitas. Aqui,
como x e y estao no inicio das duas equagoes, podemos escolher z como a variavel livre.

Seja z = k, assim com a segunda equacao temos y —k = 0, logo y = k.
Substituindo y = k e z = k na primeira equagao, obtemos:

3x—-2k+k=2,logo3x—k=2,istoé,3x =2+k,
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. k+2
Entao, temos x = =

~ . , . . . N k+2
Conclusao: o sistema (S;) é possivel e indeterminado, com solugao geral (T'k’k)'
isto é, o conjunto solugao é dado por:

S, ={( ,k); onde k € um ntmero real}.

k+2

%k
3

3) Resolucao do sistema (S3). O sistema possui 2 equagdes e 4 incognitas. Aquiae c

estdo no inicio das duas equagoes, as variaveis livres sao b e d.

Seja b=k e d =p, assim a segunda equagao implica que c—d = c—p = 0 ou seja, c = p.
E usando a primeira equagao temos : a+ 2k —p + p = 2. Assim, temos, a = —2k + 2.
Conclusao: O sistema (S3) é possivel e indeterminado, cuja solugao geral é dada por:

(-2k + 2,k,p,p), onde k e p sao nameros reais, isto €, o conjunto solugao é dado por:
S, ={(-2k+2,k,p,p); onde k, p sao numero reais}.

4 Exercicio 4.2.7
Escalone, classifique e resolva os sistemas lineares abaixo:
2x+3y+z = 1
(51) 3x — 3}) +z = 8§,
2vy+z = 0

X+y-z = 2
S ,
( 2){2x+3y+22 =5

(53){ X+y+z =

2x+3y+z =

S W

Solucao.

1) Resolugao do sistema (S;). Multiplicando a primeira equagao por —3, a segunda por
2 e somando as duas expressoes, temos:

2x+3y+z = 1
(S1){ 2(3x-3y+2)-3(2x+3y+2z) = 2x8-3x1.
2v+z = 0.=
Logo, temos:
2x+3y+z = 1
(S1) -15y-z = 13.
2y+z = 0

Multiplicando a segunda equagao por 2, a terceira por 15 e somando as duas
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expressoes, temos:
2x+3y+z = 1
(S1) -15y-z = 13.
15z = 26

O sistema (S1) é escalonado. Da terceira equagao temos z = 2. A segunda equagao
implica y = -1, e com a primeira equagao obtemos x = 1.

Conclusao: O sistema (S;) é possivel e determinado e sua solugao é dada por (1,-1,2)
, isto é, o conjunto solugao é dado por: S; ={(1,-1,2)}.

2) Resolugao do sistema (S;). Multiplicando a primeira equacgao por —2 e somando
com a segunda, temos:
X+y—z =
Gﬁ{ g

y+4z = 1~

O sistema (S;) é escalonado. Assim, vamos tomar z como a variavel livre. Logo, para
z = k a segunda equacgao implica y = —4k + 1, e com a primeira equagao obtemos x —
4k +1 -k = 2. Assim, temos x = 5k + 1.

Conclusao: O sistema (S;) é possivel é indeterminado, com solugao geral: (5k+1,—4k+
1,k), onde k é um ntmero real, isto é, o conjunto solucao é dado por: S, = {(5k+1,—-4k+
1,k); onde k é um namero real}.

3) Resolucao do Sistema (S3). Multiplicando a primeira equagao por —2 e somando
com a segunda, temos:
xX+y+z = 3

S .

<3>{ A
O sistema (S3) é escalonado. Assim, vamos tomar z como a variavel livre. Logo, para z =
k a segunda equagao implica y = k—6, e com a primeira equacao obtemos x+k—6+k = 3.
Assim, temos x = 9 — 2k.

Conclusao: O sistema (S3) é possivel e indeterminado, com solugao geral: (9 — 2k, k —
6,k), onde k é um numero real, isto ¢, o conjunto solugao é dado por: S, = {(9 — 2k, k —
6,k); onde k é um namero real}.

4 Exercicio 4.2.8
Expresse matricialmente os sistemas:

2x+3y =1

(1) b
3x-3y = 8

2a+b+c = -1
(S7) a+c = 0
-3a+5b-c = 2
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Soluc¢ao. A forma matricial do sistema (S;) é dada por:

Mt

A forma matricial do sistema (S,) é dada por:

1 a -1
1 0 bl=|0
-3 5 -1]]c 2

gExercicio 4.2.9

1) A expressao matricial de um sistema (S;) é:

BMEE

Determine as equagoes do sistema (Sy).

2) A expressao matricial de um sistema (S,) é:

7 8 11| [-4
o 3 2 |77 7]
Determine as equagoes do sistema (S,).

3) A expressao matricial de um sistema (S3) é:

7 8 -1 1 X —4
9 -3 2 -1 v | | 7
-2 5 5 1 z | | -3
1 2 1 1 t 5

Determine as equagoes do sistema (S3).

Solucao.
1) Usando o produto de matrizes, as equagdes lineares do sistema (S;), relaciondo a

essa equagao matricial sao:

7x+8y =—-4
9x-3y=7

2) Usando o produto de matrizes, as equagoes lineares do sistema (S,), relaciondo a
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essa equagao matricial sao:
7x+8y—z=-4
Ix-3y+2z=7

3) Usando o produto de matrizes, as equagoes lineares do sistema (S3), relacionado a
essa equagao matricial sao:

7x+8y—z—t=-4
I9x-3y+2z-t=7
—-2x+5y+5z+t=-3

z+2y+z+t=>5

4 Exercicio 4.2.10
Expresse matricialmente e resolva os sistemas lineares:
2x+3y = 1 2a+b = -1
S , (S ,
( 1){3x—3y = 8 (2){—3a+2b =2
X1 —2x, = 2 x-5y = 2
S , (S .
( 3){—2x1+5x2 N 3){—4x+2y = -5
Sugestao: Para os precedentes sistemas podemos usar a Proposicao 4.6 da Parte
II do Capitulo 1, para inverter as matrizes de ordem 2 x 2.

. bl . . .
Solugao. Lembre-se de que uma matriz de ordem 2x2 A = [i dl é inversivel se, e

1 d -b
somente se, ad — bc # 0, e neste caso temos A~} = .
ad—-bc|—-c a

1) A forma matricial do sistema (S;) é dada por:

5 261l

3
3] verifica a condi¢ao ad —bc = 2x(-3)-3x3 =-15# 0, logo a matriz A

2
A matri
matriz l3

LT3 3]
é inversivel e temos A™! = —— 3 3 . Logo, temos:
15]-3 2|
x| _ a1 [-27]
Y |8 15|13
.. ~ . , 9 13
Portanto, a inica solu¢ao do sistema (S;) é dada por {(E’ _E)}'
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2) A forma matricial do sistema (S,) é dada por:
2 1][a] _[-1
=3 2|lb| |2

2
Como 2x2—-(-3)x1=7=0, entéoamatrizA:l

1
é inversivel, com A™! =
-3 2

12 - Logo, temos:
713 2| °8Y '
a :A_l _1 :l _4 '
b 2 711
L - . , 4 1
Portanto, a tinica solu¢ao do sistema (S,) é dada por {(—;,—;)}.

O método usado para os sistemas (S;) e (S,) € aplicavel literalmente para os outros dois
sistemas (S3) e (Sy).

4 Exercicio 4.2.11
Seja o sistema linear :
x+2p+z = 1
(S) y+2z 2.
x+y+z = 0
1) Verifique que a expressao matricial do sistema (S) é dada por:
1 21 X 1
AX=[01 2]|]|9vy|=]2
1 11 z 0
2) Seja a matriz:
-1 -1 3
C==1 2 0 -2
-1 1 1
Verifique que C é matriz inversa da matriz A.
3) Deduzir o conjunto solugao do sistema (S).
Resposta: S = {(—%,1,%)}.
4) Resolver o sistema linear:
x+2p+z = 1
(S y+2z = —4
X+y+z = 2
Resposta: S = {(—%,—1,—%)}.
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Solucao. 1) Usando o produto de matrizes temos:

1 21 b X+2y+z
01 2|y |=| v+2z
1 11 z X+y+z
X+2y+z 1
Como a definicao do sistema (S), temos y+2z = | 2 |, logo, a expressao
X+y+z 0
matricial do sistema (S) é dada por:
1 21 X 1
01 2 y |=] 2| istoé, AX=B5,
1 11 z 0
onde
1 21 X 1
A=101 2|, X=|y|eB=]2
1 11 z 0
2) Com o produto de matrizes temos:
] 1 21][-1 -1 3 ] 200 1 00
AC:§012 20—2:5020:010
1 11 -1 1 1 0 0 2 0 01

Portanto, a matriz C é a matriz inversa da matriz A.

3) A partir da pergunta 1) a forma matricial do sistema (S) é dada por AX = B, assim
usando a pergunta 2) deduzimos que:

AX = B equivale X = A"'B=CB,

isto é,
—1 - 1 -3
d21=] -1
o] 1
Portanto, o conjunto solucao do sistema ( = {(—%, 1, %)}
4) A formulagao matricial do sistema (S’) é dada por:
1 21 X 1
AX=D,ondeA=|0 1 2|, X=|yp|eD=| -4
1 11 z 2
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Como a matriz A é inversivel e sua inversa é a matriz C temos:

x N S 1
X=A"'D=CD, istoé,| v =C=-12 0 -2 -4
z -1 1 1 2

Logo, com a multiplicagao de matrizes, temos:

9
* 2
y|=] -1
3
z =2
9

Portanto, o conjunto solugdo do sistema (S’) ¢ S" = {(-3,-1,-3)}.

A Exercicio 4.2.12
Seja a matriz
1 -1
A=]|2 1
3 -1
1) Seja a matriz:
L 99 1
.
C=| 8 7 -3
-3 1 _1
8 2 8
Verifique que C é matriz inversa da matriz A.
2) Resolver o sistema linear:
x+y-z = 0
(S){ 2x+yp+z = 1.
3x-y+z = 2
Resposta: S = {(%, %,%)}.
Solugao.
1) Usando a multiplicacao de matrizes, temos:
1 1
7 0 3 1 1 -1 ] 4 00 1 00
CA=| 5 3 —2||2 1 1 =zl 04 0|=|0 10
-2 3 —%ll3 -1 1 00 4 001

Portanto, a matriz C é a matriz inversa da matriz A.
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2) A formulacao matricial do sistema (S) é dada por:

1 1 61 X 0
AX=D,ondeA=|2 1 1 |, X=|y|eD=|1
3 -1 1 z 2
Como a matriz A é inversivel e sua inversa é a matriz C temos:
X 1 1 0 1 1
X=A""D=CD, istoé,| y =C=7| 3 2 -3 || -4
z -2 2 -1 2
Logo, com a multiplicagao das matrizes, temos:
JANE:
1
Y11= g
z 8
Portanto, o conjunto solucao do sistema (S) é S = {(%L' %, %)}
m Exercicios para praticar
4 Exercicio 4.3.1
Resolver os seguintes sistemas lineares:
x—y=4 X+y+z = 2
(S7): o ,(S2) % x—y+z 0.
X+y= y+2z = 0
4 Exercicio 4.3.2
Determine os nimeros reais a e b para que o sistema:
x+y=>
(S):
6x+ay=12
seja possivel e indeterminado.

igExercicio 4.3.3

Sejam a um numero real e o sistema:

5. 3x+2y=2
ax—6y =0
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1. Suponha que a = —9. Escrever o sistema (S) sobre a forma matricial, isto é,
A [x y] = [2 O].

a. Determine a matriz inversa da matriz A.

b. Deduizir as solucdes do sistema (S), usando a matriz inversa.

2. Se a = -9 o que podemos dizer sobre a natureza do sistema (S)?

3. O que podemos concluir sobre o sistema (S), ou seja, o sistema (S) é possivel, é
determinado ou é indeterminado ?

A Exercicio 4.3.4
Sejam 4 um numero real e o sistema linear homogéneo:
x+y=0
(S): {x+z=0
y—az=0

1. Escalone o sistema (S).
2. O sistema linear (S) é indeterminado para:

(i) Todo namero real a;
Nenhum ntimero real g;

a=1;

(ii

)
)
(iii)
(iv) a=

3. No caso em que o sistema (S) é indeterminado, dé o seu conjunto solucao.

4. Para quais valores do nimero real 4 o sistema (S) é determinado.

ngxercicio 4.3.5

Dado o sistema linear:

X+2y+2z+t=m
2x+y—z+t=mn

1. Determine os numeros reais m e n de tal modo que (1,1,2,2) seja uma
solucao deste sistema.

2. Para os valores de m e n encontrados em 1), determine o conjunto solucao
do sistema (S).
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CAPITULO 5

DETERMINANTES E SISTEMAS DE
CRAMER

Objetivos
O determinante ¢ um ndmero que esta associado com uma matriz quadrada.
Neste capitulo, o determinante é principalmente utilizado para caracterizar as
matrizes invertiveis e para a resolucao dos sistemas de Cramer. No entanto, o
determinante tem outras interpretagoes e aplicagoes.

m Determinantes

Vejamos inicialmente o caso 2 x 2, isto é, consideramos a matriz
a b
A= .
c d

A matriz A é invertivel se, e somente se, o valor numérico ad — bc é diferente de 0, isto

é,
ad —bc=0.

Esta é a definicao de determinante para uma matriz A de ordem 2 x 2:
detA = ad —bc.

Outras notacoes bastante utilizadas de determinante sao

a b
det[c dl ou

a b
c d|

. ~ . ~ ~ a .
Cuidado para nao confundir as notagoes. A notagao representa uma matriz,
c

d
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enquanto que a notagao representa um numero, o determinante de A. Assim, a

d

discussao acima implica na seguinte propriedade :

i® Propriedade 5.1.1

A matriz A = [a

l é invertivel, se, e somente se,,
c

detA=ad—-bc=0.

-\@’-Exemplo 5.1.2

1
A matriz A = [3 21] é invertivel, pois detA =1-(-1)-3-2 = -7 # 0. Em

particular, podemos utilizar o Teorema da Matriz Invertivel (Proposicao 3.4.6 do
Capitulo 3) para concluir que a transformacao linear associada é invertivel
(injetiva e sobrejetiva), as colunas sao linearmente independentes, espago nulo
tem dimensao zero e o oposto é 2, etc.

1 2
Por outro lado, A = l3 6] nao é invertivel, ja que detA=1-6-3-2=0.

-\@’-Exemplo 5.1.3

Calcular o determinante das matrizes
2 4 2 4
A = = .
5 el ]

Solugao. Usando a defini¢ao de determinante, temos:

det(A)=12-4=8e det(B)=4-4=0.
Caso 3 x 3. Vamos considerar agora uma matriz de ordem 3 x 3. Seja a matriz

a1 412 413
A=lay apy axl.

asz1 43z 4ss

Definimos o determinante de uma matriz A de ordem 3 x 3, usando a regra de Sarus,
por:

det A =ay1ap,a33 —a11a32023 — 412421433 + 12431423 + A1342143) — A1343142)2.

Existe uma forma de memorizacao deste determinante que usualmente é ensinado no
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ensino médio. No entanto, vamos utilizar um outro método que podera ser aplicado
para matrizes de qualquer ordem.

Observamos que a expressao acima esta cheia de simetrias, por exemplo, cada um
dos elementos da matriz A aparece exatamente duas vezes. Além disso, aparece uma
vez com sinal positivo e outra com sinal negativo. Podemos escrever:

detA = 011(ﬂ22ﬂ33 - 61326123) - 6112(“216133 + ﬂ31a23) + ﬂla(ﬂ21ﬂ32 - 61316122)-

a a a a a a
=a11 -det 22 23 —alz-det 21 23 +(113 -det 21 22 .
azp 4asz az; 4sz aszp 4asp

Esta Gltima féormula (que é apenas uma outra forma de escrever a nossa definigao de
determinante de uma matriz de ordem 3 x 3), apesar de aparentemente complicada,
nos permite entender como que os coeficientes de uma matriz aparecem na defini¢ao
de det A. Vamos escrever novamente:

a1 412 413
det aj1 dpp djjs :all-det[

ay, a a) a a1 a
22 23l—a12-det[21 23l+013'det[21 zzl_

azy asz az1 4asz az1 4asp
asz1 43z 4s3

Podemos pensar como segue:

* Nos vamos percorrer a primeira linha da esquerda para a direita, alternando o
sinal e multiplicando por determinantes menores.

* O primeiro elemento é o elemento da primeira linha a;;. Ndao alteramos o sinal e
multiplicamos por um determinante menor, obtido ao desconsiderar a primeira
linha e a primeira coluna (ou, em outras palavras, a linha e a coluna do elemento

ap):

def

aj; dip a13 O O O
ay; dpy ax3| — |0 axp axs| — Ajp —l

azj a23]

dszp 4asz
aszy azy 4ass O as; 4ass

Denotamos por A;; a matriz obtida ao remover a linha e a coluna no elemento
a-
* Em seguida, vamos para o segundo elemento da primeira linha, que é a,.

Alteramos o sinal e multiplicamos pelo determinante menor da matriz A;,,
obtida de A ao eliminar a linha e a coluna de a;,:

O O O
def [dp1 dp3
dy; O ax| ~» Ay = [ :
az; 4dsz
a1 0O ass

* Finalmente consideramos as;. Nao alteramos o sinal e multiplicamos pelo
determinante menor da matriz A3, obtida de A ao eliminar a linha e a coluna
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de ais:

O | O
def [dp1 dpp
ay; az O — Az = [
a1 4asp
az; dzp 0O
¢ Podemos entao escrever
detA:aHdetAH—alzdetA12+a13detA13.‘ (51)

-\@’-Exemplo 5.1.4

Calcular o determinante de
3

—1{.
1

A=

S = N
NN

A notacao de “barrinhas” para o determinante é particularmente adequada para
escrever o determinante como aparece na féormula (5.1), pois assim podemos ir
mentalmente desconsiderando (ou tapando com um lapis) as linhas e colunas que
nao devemos escrever (identifique que tudo o que fizemos foi escrever a formula

(5.1)):

2 4 3
2 -1 1 -1 1 2
detA=|1 2 —1=2-l ‘—4-‘ ‘+3-‘ ‘
02 1 2 1 0 1 0 2

Agora, ja sabemos como calcular determinantes de matrizes 2 x 2, que é o que nos
resta fazer:

2 4 3
021 =2(2:1-2: (1) =4{1-1-0- (D) 3(1-2-0-2)

=2-4-4-1+3-2=10.

-\@’-Exemplo 5.1.5

Calcular o determinante de

1 -3 -4
B=|1 0 -1
0 2 1
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Temos:

1 -3 -4
-1 1 -1 1
detB=|1 0 -1:1.2 RGOk 1+(—4)-Og
0 2 1

=2+3-1-4.2=-3,

Analise com aten¢ao como os sinais alternam, independentemente dos sinais dos

coeficientes da matriz.

Exercicio da Aplicacao: Calcular o determinante das matrizes

-1 -3 3 1 2 3
A=|5 -2 1|eB=(1 2 -1}|.
-2 2 3 -1 -2 3

Como ja mencionamos, na féormula para o determinante de uma matriz A, cada um
dos elementos de A aparece exatamente duas vezes. Isto significa que poderiamos ter
rearranjado os termos da matriz nao a partir da primeira linha, mas a partir de qualquer
linha ou qualquer coluna. Mas devemos ter cuidado para que os sinais sejam levados em
consideracao de forma coerente.

Dada uma matriz quadrada A de ordem 3 x 3, obtemos uma matriz menor AZ-]- ao
remover a linha 7 e coluna j. Agora é possivel entender a notagao escolhida no inicio
deste capitulo, na férmula (5.1). Definimos o cofator (7, j) de A por

Cij = (1) detA;;. (5.3)

ij =

Este sinal +1 na definicao do cofator é o que faz com que o sinal seja levado em
consideragao corretamente.

i® Proposicao 5.1.6
Podemos calcular o determinante da matriz A = [4; ;];<; <3, de ordem 3, a partir
de qualquer linha ou de qualquer coluna, utilizando o cofator. Mais precisamente:

e Se consideramos a linha i, entao

detA = aﬂCil + a,-zC,-z + 611‘3CZ'3.

* Se consideramos a coluna j, entao

detA = aleU + ElszQj + 613]'C3]'.

E préatico de calcular o determinante pensando como vinhamos fazendo antes,
alternando os sinais. Assim, é possivel realizar o calculo do determinante utilizando
qualquer linha ou qualquer coluna. Basta descobrirmos com qual sinal devemos
comegar. Construimos uma “matriz” com os sinais que cada posi¢cao da matriz nos da.
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Vamos colocar o sinal de (—1)*/ na posi¢io ij da matriz:

—1)1+1 (_1)1+2 (_1)1+3 + - 4
_1)2+1 (_1)2+2 (_1)2+3 —sl- + —.
(_1)3+1 (_1)3+2 (_1)3+3 + - +

Claro que poderiamos fazer esta matriz de sinais para matrizes de qualquer ordem.

-\@’-Exemplo 5.1.7

Vamos calcular de varias maneiras o determinante da matriz

-1 1 4
A= 0 -1
1 0 3

-1 1 4

o -1 3 -1] 3 0
3 0 —-1|=-1 -1 +4 =(-1)-0-1(9+1)+4-0=-10.
Lo 3 0 3 1 3 10

Uma boa escolha seria uma linha ou coluna que tenha o maior nimero de
zeros! Pois assim, economizamos tanto nos calculos quanto na escrita. Por
exemplo, escolhemos a segunda coluna. Para saber o sinal adequado, podemos

o« ”

proceder da seguinte maneira: comecando na posi¢ao 11 com o sinal “+”, vamos
alternando o sinal até completar a segunda coluna:

+ + - + - + -

logo os sinais da segunda coluna s3ao [+|. Assim, podemos calcular o

determinante:
-1 1 4
3 -1
0 —1|=-1-[] J|+0-0=-1(9+1)=-10.
1 0 3

Observe que nem escrevemos os determinantes menores que estao
multiplicados por zero. De fato, nem precisariamos ter escrito os zeros, apenas o
fizemos para exemplificar os sinais alternando de forma correta.

A segunda coluna, neste caso, era a melhor escolha para o calculo do
determinante, pois apenas um elemento é nao nulo. De qualquer maneira, para

praticar, vamos calcular ainda mais uma vez o determinante detA, agora
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utilizando a terceira linha. Sinais que aparecem na frente dos coeficientes, de
acordo com a terceira linha:
+
- — assim os sinais terceira linha sao [—i— - +].
+ - +
Logo, temos:
-1 1 4
1 4 -1 1
0 —1:1-0 1—0+3~ 3 O:1~(—1)+3-(—3):—10.
1 0 3
Como exercicio, calcule o determinante utilizando outras linhas ou colunas.

m Determinantes de matrizes de ordem 7n x n com
n>3

Seja A uma matriz quadrada, de ordem n > 3. O determinante de A é definido
recursivamente por:

detA = ai detAU —ajy detA12 +-+ (—1)1+j611]‘ detAlj +e 4+ (—1)1+”a1n detAln.

ou, na notagao dos cofatores:
detA =a1;Cy1 +a12C1o+a13C13+a14Crg+ - +a1,Cpy,

onde Cy; € dado por (5.3), isto &, Cy; = (=1)+i detAy;.

Nossa definicao é de fato recorrente, pois para calcular o determinante de uma
matriz A de ordem nxn com > 3, de acordo com a defini¢ao, nés precisaremos calcular
varios determinantes de ordem (n—1) x (n—1). Estes por sua vez, consistem de varios
determinante de ordem (n—2) x (n—2), e assim por diante. Isto implica, em particular,
que o calculo de determinantes é, em geral, uma tarefa bastante trabalhosa.

Assim como na secao anterior, podemos utilizar qualquer linha ou coluna desde
que utilizemos os sinais corretos correspondentes:

i® Proposicao 5.2.1
Podemos calcular o determinante de A de ordem n x n com > 3, a partir de
qualquer linha ou de qualquer coluna. Mais precisamente:

e Se consideramos a linha i, entao

detA = aﬂCil +ai2Ci2+ai3Ci3+---+al~nCl~n. (54)
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* Se consideramos a coluna j, entao

detA:ale1j+a2]~C2j+a3jC3j+---+an]-Cn]-. (5.5)

-\@’-Exemplo 5.2.2

Calcular o determinante da matriz de ordem 4 x 4:

-2 3 0 4
A= 1 0 -1 0 ‘

3 2 1 1

-2 2 0 1

Na tentativa de evitar muitas contas, vamos escolher para comecar, uma linha ou
coluna que possua o maior numero de zeros possiveis. Neste caso, poderia ser
a segunda linha ou a terceira coluna. Vamos escolher a segunda linha (calcule,
como exercicio, o determinante utilizando a terceira coluna). Os sinais sao:

+
- + - .. . ~
— sinais da segunda linha sao [— + - +].
Logo, temos:
-2 4
1 ?) 01 0 ° 20
3 5 1 =V L F0-(-1)-|3 2 140
2 -2 21
-2 2 1

Perceba que os dois zeros evitaram que calculassemos dois determinantes de
ordem 3 x 3. Em seguida, calculamos cada um dos determinantes de ordem 3 x 3.
No primeiro deles, escolhemos a segunda coluna, por possuir dois zeros; no
segundo, qualquer escolha seria parecida e conveniente, ja que a matriz nao tem
entradas nulas - escolhemos assim, a terceira coluna:

_123_0181 304 |23 4
e R IR E A
) Jozoa 2 2
RN I T PO T I o AN | B B
2 1 -2 2| |2 2 3 2

:(_1).(—5)+(4-10—1-2+1-(—13)):3o.
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-\@’-Exemplo 5.2.3

Calcular o determinante da matriz A de ordem 5 x 5:

2 0 0 80
1 -7 -5 0 0
A=13 8 6 0 0
0 7 5 40
2 3 1 11

Comecamos pela ultima coluna, pois esta possui apenas uma entrada nao nula.
Assim, nosso determinante foi reduzido ao calculo de um determinante de ordem
4 x 4, em contraste com o determinante inicial que é de ordem 5 x 5.

Faremos a analise dos sinais da quinta coluna da matriz A:

[+ — + — +] [+]

+| — assim os sinais da quinta coluna sao |+|.

Assim, temos:

2 0080 2 0 0 8 |2 0 0 8
I =7-500 1 -7 =5 0 |1 =7 =5 0
3 8 6 0 0/=0-0+0-0+1- = .
0 7 s 40 38 6 0 3 8 6 0
5 3 1 11 0 7 5 4 0o 7 5 4

Em seguida, escolhemos (por exemplo) a primeira linha da nova matriz 4 x 4:

f 07 05 2 -7 =5 0 1 -7 -5
detA:3 8 6 O:Z- 8 6 0/-8-13 8 6]
0 7 5 4 7 5 4 0 7 5

Finalmente, temos dois determinantes de matrizes de ordem 3 x 3 para calcular:
detA:2-4.|_7 _5‘—8(‘8 6‘—3.

~7 -5
8 6 7 5 7 5
—8.(-2)—8(-2+-3-0)=-16+16=0.

Estes exemplos ja devem deixar claro que o calculo de determinantes é demasiado
trabalhoso, exceto em alguns casos que a matriz tem muitas entradas nulas. Veremos
nas proximas se¢oes algumas propriedades e aplicagoes.
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m Propriedades do determinante e aplicacées

Nesta se¢ao, vamos apontar as principais propriedades do determinante.

E Propriedades gerais do determinante

i® Proposicao 5.3.1
Seja A uma matriz de ordem n x n. Entdo, vale a seguinte propriedade: Se uma
linha de A for composta s6 por zeros, entao temos:

det(A) = 0.

Prova. Seja A = [a;i]i<; j<, uma matriz quadrada tal que a linha iy é composta s6 de
zeros, isto €, a; ;1 = a;» = -+ = a;,, = 0. Para calcular o determinante a partir de uma
linha i qualquer vamos considerar a férmula (5.4), isto é, det(A) = a;1Cj; + a;2Cjp +
a;3Ci3 + -+ +a;,C;y,, onde C;; sdo os cofatores. Para a linha i = i, temos,

det(A) = aiol Clol + aiOZCiO2 + ai03ci03 t+eet aiol’lciofl
= 0><Ci01+0><Ci02+0><Ci03+'“+0><Ci0n
= 0.

Conclusao: Se uma linha de A for composta sé por zeros, entao temos det(A) = 0.
O

Podemos observar que essa propriedade é valida porque no calculo do determinante
a partir da linha ij, cada cofator no calculo do determinante sera multiplicado por
zero, resultando em um determinante nulo. Vejamos um exemplo para uma matriz de
ordem 3. Seja A Matriz de ordem 3 com a segunda coluna composta por zeros:

A=

X O D

0 b

0 df.

0 f

Calculando o determinante dessa matriz, aplicando a férmula 5.5:

det(A)=—-0x(cf —sd)+0x(af —eb)+0x (ad —cb)=0.

Podemos ainda verificar essa propriedade através de qualquer matriz que apresente
uma linha ou coluna formada por zeros.

i® Proposicao 5.3.2
O determinante de uma matriz triangular (superior ou inferior) é igual ao produto
dos elementos da diagonal principal.
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Prova. Seja A = [4;;]1<; j<, uma matriz quadrada triangular inferior de ordem n x n,
isto é,

a 0 0 0
asy asy 0 0
Apsn =
Ap-11 Ap-12 =° Ap1p-1 0
| dm an? T Ann-1 Ann |

Etapa 1. Vamos calcular o determinante de A a partir de primeira linha. Como 4, =
-+ =ay, =0, temos:

ano 0 . 0

det(A) = a;; det(A;;) onde Ay =] ° . . L
Ap-12 =+ Ap-1p-1 O
T R

isto €, Ay; é a matriz cofator.
Etapa 2. Como na Etapa 1, vamos calcular o determinante da matriz cofator Ay,

usando sua primeira linha. Como a,3 =--- = a,, = 0, temos:
ass 0 . 0
det(AH) =daj) det(A22) onde A22 =
Ap-12 =+ Ap-1p-1 0
An2 U Apn-1 Apn

det(AB) Logo, obtemos:
det(A) =dy114p) det(A22)

onde A,, é a matriz cofator.
Etapa final: Repetindo o processo anterior até a Etapa n (ou n— 1), podemos obter:

det(A) =ay1a; - apy.

De maneira semelhante, podemos estabelecer que para toda matriz triangular

superior,
air 412 o Aip-1 A1n
0 axp - dyq ay
A = 0 0 ass asy ,
| 0 o -- 0 Ay |

o calculo de seu determinante a partir da primeira coluna, permite de obter:

det(A) =aj1a - apy.
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i® Proposicao 5.3.3
Sejam A e B duas matrizes da mesma ordem n x n. Entao, vale a seguinte
propriedade: Para quaisquer duas matrizes A e B de mesma ordem, temos:

det(AB) = det(A) x det(B).

Como o caso geral, precisa de contas longas, vamos demonstrar essa propriedade para

matrizes de ordem 2. Seja A = [a Zl eB= lx }t}]' entao temos:
c z

A.B=

ax+bz ay+ bt
cx+dz cy+dt|

Assim, obtemos:
det(AB) = (ax + bz)(cy + dt) — (ay + bt)(cx + dz) = adxt + bcyz —adyz — bext,

det(A)det(B) = (ad — bc)(xt —yz) = adxt + bcyz —adyz — bext.
Logo, deduzimos que det(AB) = det A x det B.

i® Proposicao 5.3.4
| Uma matriz A é invertivel se, e somente se, det A = 0.

Prova. Seja A = [4;;]1<; j<, uma matriz quadrada invertivel. Entao, existe A~! tal que
Ax A~ =1, (a matriz identidade). Usando a Proposi¢ao 5.3.3, temos:

det(Ax A7!) = det(A)det(A™!) = detI,,, = 1.

Logo, deduzimos det(A) = 0.

i® Proposicao 5.3.5
A operagao elementar “trocar duas linhas de lugar” altera o sinal do

determinante.

Vamos ilustrar essa propriedade no caso das matrizes de ordem 2 x 2. Sejam «, f§ em

el gl

Vejamos o calculo dos determinante das matrizes A e B, sao dados por:

R, e as matrizes:

det(B) = ad — bc e det(B) = cb —ad = —det(A).
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i® Proposicao 5.3.6
A operagao elementar de somar o multiplo de uma linha a outra nao altera o
determinante. Em outras palavras, se um maltiplo de uma linha de A for somado
a outra linha formando a matriz B, entao det A = detB.

Vamos ilustrar essa propriedade no caso das matrizes de ordem 2x2. Sejam as matrizes:

a b
A—[C dl e B=

Vejamos o calculo dos determinante das matrizes A e B sao dado por:

a b
c+a d+b

det(A)=a(d +b)—b(c+a) =ad +ab—bc—ba =ad—bc=det(A).

De acordo com essa propriedade, eliminar os elementos abaixo da posicao de pivo nao
altera o determinante. Um cuidado: multiplicar linhas por escalares altera o
determinante! Desta maneira, esta operagao elementar significa estritamente fazer
uma operacgao do tipo:

kgl' + €] em 5]

Observe que “adicionamos um multiplo da linha i na linha j”. Atentem para o fato de
que nao pode haver coeficiente diferente de 1 em ¢;.

i® Proposicao 5.3.7

O determinante depende linearmente de cada uma das linhas, isto €, se fizermos
uma combinacao linear de uma linha apenas, poderiamos ter feito uma cobinagao
linear dos determinantes:

ail Aln app o Ay ai o A
det aa; +ﬁbi1 aain+/5bm = adet a1 Qg +[3det bil bin o
anl Ann B [ An1 0 Aun 1An1 0 Aun ]

Caso queiramos, para simplificar as contas, multiplicar ou dividir uma linha por um
fator qualquer, podemos fazer uma aplicagao cuidadosa da linearidade enunciada
nesta propriedade. Considerando = 0, esta propriedade se transforma em “colocar
um fator a de uma linha em evidéncia”:

a1 0 Qg app 0 A
aa;y o iy =4a-1a;p o Aig|-
an1 Ann an1 Apn
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Vamos ilustrar essa propriedade no caso das matrizes de ordem 2 x 2. Sejam «, f em
IR, e as matrizes:

a b a b a b
A:[c d]’B:[e f ec:lac+/3e ad+/5fl'

Vejamos o calculo do determinante da matriz C é dado por:
det(C) =a(ad + Bf)—b(ac+ Be) = a(ad — bc) + p(af —be),
assim, obtemos:
det(C) = adet(A) + fdet(B).

Especialmente, para g = 0, deduzimos a férmula:

a b

det(C) = ae ad

= adet(A).

i® Proposicao 5.3.8
O determinante da matriz transposta de A € igual ao determinante de A, isto é,

det(AT) = det(A).

Vejamos o célculo do determinante das matrizes A e A’ de ordem 2, dados por:
la b N
A_L d] e A _[b d].
Os determinantes das duas matrizes, sao dados por:
det(A) = ad —cb e det(A") = ad - bc.
Logo, deduzimos que det(A) = det(A").

Observamos que ao calcular o determinante de uma matriz A ou de sua transposta
A!, estaremos sempre realizando as mesmas multiplicacdes e as mesmas adicoes.

E Exemplos da aplicacao

“¢Exemplo 5.3.9

Vamos calcular o determinante da matriz A do Exemplo 5.2.2 utilizando as
propriedades anteriores e em particular o método de escalonamento. Este
método é particularmente Gtil quando as matrizes nao possuem muitas entradas
nulas. Ja que a segunda linha possui um “1” na primeira entrada, vamos fazer
uma troca de linhas para facilitar as contas (cuidado com o sinal). Em seguida,
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eliminamos os elementos da primeira coluna.

2 3 0 4 1 0 -1 0 1 0 -1 0 10 -1 0
1 0 -1 0_ |23 0 4 _ |03 -2 4 _ |03 -2 4
3 2 1 1 |3 2 1 17 o 2 4 1" |o 0 16/3 -5/3|"
2 2 0 1 -2 2 0 1 02 -2 1 0 0 -2/3 -5/3

As divisdes nos denominadores nos atrapalham um pouco na hora de fazer a
conta. Podemos retira-los dali, desde que cuidadosamente (0 mesmo para o sinal

de “—1”), colocando-os em evidéncia e perceba que o devemos fazé-lo para cada
linha:

2 3 0 4 0 -1 0 10 -1 0
1 0 -10_ 1j0 3 -2 4| 1|0 3 -2 4
3 21 1 300 16 -5| 9]0 0 16 -5
22 0 1 0 0 -2/3 -5/3 00 2 5

Finalmente, podemos fazer uma troca de linhas e eliminar o elemento “16”:

23 0 4 0 -1 0

1 0 -1 0 1|0 3 -2 4 1

5 21 117 5lo0 2 5| 9 l32(43=30
2 2 0 1 00 0 -45

No exemplo anterior, vimos como calcular o determinante utilizando
escalonamento de maneira natural. Como pode-se perceber, o método nao parece
muito melhor do que calcular o determinante utilizando expansao por cofatores.
Vamos ver que, de fato, o melhor é misturar o método de cofatores com as
propriedades anteriores. Vamos novamente calcular o determinante:

-2 3 0 4
1 0 -1 0
3 2 1 1
-2 2 0 1

Observe que a terceira coluna tem duas entradas nulas. Podemos ainda utilizar uma
operacao elementar para eliminar uma das entradas: por exemplo, substituir 5 + ¢,
em {,. Assim:

-2 3 0 4 |-2 3 0 4
1 0 -10 |4 201

2 1 1 |3 2 1 1|
-2 2 0 1] |-2 2 0 1

Note que a terceira coluna agora ficou com apenas uma entrada nao nula; logo,
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utilizando a terceira coluna para o calculo de det A (como na sec¢ao anterior), obtemos

NN O W

Podemos também utilizar a propriedade (ix) do teorema para colocar em evidéncia um
“—2” da primeira coluna e, em seguida, continuar com o calculo:

—_
NN O W

=T

3 4 1 3 4
2 1|=-2-0 8 9
2 1 0 -1 -3
4
3 |=-2-(-15)=30
~15

Por fim, recalculamos o determinante da matriz do Exemplo 5.2.3, utilizando as

propriedades desta secao. Vamos refazer as contas de forma um pouco mais rapida.

Tente acompanhar o que esta sendo feito de um passo para outro.

-\@’-Exemplo 5.3.10

2 0 O
1 -7 =5
3 8 6
0 7 5
2 3 1

N O W~ N

— ks O O @

— O O O O

— ks O O

— o O O O

Resolvendo o determinante anterior novamente.
Iniciamos aproveitando o fato da altima coluna ter muitos zeros.

Em seguida, eliminamos o 2 e o 3 da primeira coluna sem trocar linhas de lugar,
uma vez que devemos tomar cuidado, quanto mais trocarmos as linhas, mais
riscos corremos de errar o sinal. Assim, temos:

0 0 O
=4-{1 -7 -5|=4-0=0.
0 29 -9
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O 264+t emey |1 =7 =5 0
0 B 3 8 6 0
4 0 7 5 4
-10

-51.
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Nota: antes de eliminarmos o 3, ja reparamos que o determinante vai ser nulo,
| gracas a propriedade (i1).

m Sistemas de Cramer

Seja o sistema linear de n equagoes com # incognitas:

a11xXy +apXxy+...+aux, = bl
Ar1 X1 tangyXy +...+ar, X, = b2

a;1X1 +ajpXy +...+a;,%, =b;

ay1 X1 +aXx)+...+a,,X, = bn

A forma matricial do sistema (S), é dada por:
AX =B,

onde A é a matriz dos coeficientes das incognitas, X é a matriz coluna das incégnitas e
B é a matriz coluna dos termos independentes, dadas por:

all Y al oo aln
! X1 by
X2 by
A= apr - 611']' e Aig | X = . e B= .
xn bn
_anl e an] oo al’li’l_

WDeﬁnig&o 5.4.1
Um sistema de Cramer é um sistema linear de n equagdes com n incognitas cuja
matriz dos coeficientes é inversivel, isto é,

det(A) # 0.

A regra de Cramer consiste num método para se resolver um sistema linear.

As etapas da regra de Cramer sao as seguintes.

Etapa 1. Determinar a matriz A,, e calcular de x;. Vamos determinar agora a matriz
Ay, que se obtém a partir da matriz A, substituindo-se a coluna dos coeficientes de x;
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pela coluna dos termos independentes. Temos:

by ay aij aiy)
Ay, =|bi ap ajj Ain
_bn an2 Anj Aun
Pela regra de Cramer temos:
= det(Ay,)
U7 T det(A)

Etapa 2. Determinar a matriz A,, e calcular o valor de x,. Vamos determinar agora a
matriz A,,, que se obtém a partir da matriz A, substituindo-se a coluna dos coeficientes
de x, pela coluna dos termos independentes. Temos:

ay1 by a3 ary]
Ly, .
Ay, =lan b a3 ip |-
anl bn 7K} Ann |
Pela regra de Cramer temos:
det(Ay,)
27 det(A)
Podemos continuar o mesmo processo para determinar matriz A, e o calculo de
det(Ay)
X; = W’ ate a etapa n.

Etapa n. Determinar a matriz A, e calculo de x,. Vamos determinar agora a matriz
A, , que se obtém a partir da matriz A, substituindo-se a coluna dos coeficientes de x,,
pela coluna dos termos independentes. Temos:

a1 aij ayp-1 by
Ay, =|ai1 ajj Ain-1  bi|.
anl Anj Ann-1 bn_
Pela regra de Cramer temos:
det(Ay,)
Xy = ———.
" det(A)

Em resumo, num sistema linear de Cramer o valor das incognitas x; é dado pela
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expressao:
_det(Ay))

X = )
" det(A)
onde:
(i) A é a matriz dos coeficientes das incognitas.
(ii) Ay, € a matriz que se obtém a partir da matriz A, substituindo-se a coluna dos
coeficientes de x;, pela coluna dos termos independentes.

Vejamos alguns exemplos, ilustrando a aplicagao do método de Cramer.

-‘@’-Exemplo 5.4.2

Resolver o sistema linear :

2x—y=7
(5): { ’
x+5y=-2

Solugao. A matriz associada ao sistema (S) é dada por:
a=* 1.
1 5

Como det(A) =2x5-1x(-1)=11=0, entdao a matriz A é inversivel. Vamos usar
a regra de Cramer para a resolugao do sistema (S).

Etapa 1. Determinar a matriz A, e calculo de x. Temos:

7 -1
A, = l_z 5 ] e det(A,) = 33.
Logo, temos :
_det(Ay) 33

3.

YT der(A) T 11

Etapa 2. Determinar a matriz A; e calculo de y. Temos:

2 7
Ay = ll _2l e det(A,) =-11.

Logo, temos :

det(Ay) -11
y: = :—1_
det(A) 11

Conclusao. A anica solugao do sistema (S) é dada por:

S={(3, -1}
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-\@’-Exemplo 5.4.3

Resolver o sistema linear :

2x+2y-2z=0
(§): {3x—4y+5z=-2

x+y+z=1

Solugao. A matriz associada ao sistema (S) é dada por:

2 2 -1
A=[3 -4 5
1 1 1

Comodet(A) = -2%x(-9)-2x(-2)+(-1)x7 = =21 # 0, entao a matriz A é inversivel.
Vamos usar a a regra de Cramer para a resolu¢ao do sistema (S).

Etapa 1. Determinar a matriz A, e calcular x. Temos:

0o 2 -1
A,=[-2 -4 5 |edet(A,)=0x(-9)-2x(-7)+(-1)x2=12.
1 1 1

Logo, temos :
_det(Ax)_ 12 é

YT dera) T T

Etapa 2. Determinar a matriz A e calculo de y. Temos:

2 0 -1
Ay=3 -2 5|edet(A,)=2x(-7)+0x(-2)+(~2) = ~19.
11 1

Logo, temos :
det(Ay) 19

Y= det(A) ~ 21

Etapa 3. Determinar a matriz A, e calcular z. Temos:

2 2 0
A, =3 -4 -2|edet(A,)=14.
1 1 1
Logo, temos :
det(A,) 14

2
T etd) 21 7
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Conclusao. A Gnica solucao do sistema (S) é dada por:

S={(2, -1,0)}.

m Discussao de um sistema linear

Seja o sistema linear de n equagdes com n incognitas:

aj1xXy t+tapXxy+...t+aux, = bl
ar1X1 +dxpXy+...+dry, X, = b2

a;1X1 +a;0Xy +...+a;,%, = b;

A,1X1 + AyoXoy + ...+ a,,X, = b,
Discutir o sistema (S) é saber se ele é : possivel, impossivel ou determinado.

Se a matriz A associada ao sistema (S) é inversivel, com a regra de Cramer sabemos

que:
det(A,)  det(A,)  det(A,)

T T et(A) 2T Tdet(a) 7 T Tder(a)

Assim, temos que:
(I) O sistema (S) € Possivel e Determinado se :

det(A) = 0.

(IT) O sistema (S) é Possivel e Indeterminado se:

’

a)det(A) =0
b)det(A,, ) = det(Ay,) =... = det(A, ) = 0.

(IIT) O sistema (S) € Impossivel se :

{a)det(A) =0

b) Se existe pelo menos um j (1 <j < n)tal que det(AXj 0.

Vejamos alguns exemplos, para ilustrar a precedente discussao.

-\@’-Exemplo 5.5.1

Discutir o seguinte sistema linear:

3x+my =2
x-y=1
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Resolu¢ao. Vamos calcular as matrizes associadas ao sistema

o shacf Sleac

11

Assim, os valores dos determinantes associados ao sistema sao

det(A) =-3—m, det(A,) =-2-me det(A,) =1

Agora, fazendo det(A) = -3 —m = 0 temos m = -3 e fazendo det(A,) =-2-m =0
temos m = —2. Logo, deduzimos:

I) O sistema é possivel e determinado se : m = -3,

II) Nao existe m para que o sistema seja possivel e indeterminado, pois
det(Ay) = 1, para qualquer valor de m.

III) O sistema (S) é impossivel para m = -3

-\@’-Exemplo 5.5.2

Determinar m de modo que o sistema :

x-p=2
x+my+z=0
—-x+y-z=4

seja incompativel.

Resolu¢ao. Vamos calcular as matrizes associadas ao sistema:

1 -1 0 2 -1

A=|1 m 1|, A=|0 m 1],
-1 1 -1 4 1 -1}
1 2 0 (1 -1 2]

Ay=[1 0 1led,=|1 m of
-1 4 -1 -1 1 4

Assim, os valores dos determinantes associados ao sistema sao:

det(A)=-m—1, det(A,) =

=-2m—6, det(A,) = —4 e det(A;) = 6m+6.

Fazendo: det(A) = -m—1 = 0 temos, m = —1. Para m = —1, temos det(A,)
det(A,) = —4 e det(A,) = 0.

_4’

Logo, o sistema (S) é impossivel para m = -1
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-\@’-Exemplo 5.5.3

Verificar se o sistema a seguir é determinado ou indeterminado:

3x-2y=0
x+y=0

Resolucao. Vamos calcular as matrizes associadas ao sistema:
3 -2 0 -2 30
A — y A = A =
Assim, os valores dos determinantes associados ao sistema sao :
det(A) =5, det(A,) =0e det(4,) =0.

Como det(A) =5 # 0 o sistema é determinado, e sua solucao é dada por:

_ det(A,) det(Ay)

X

det(d) Y7 det(A)

Logo, temos S = {(0,0)}.

Observacao: Todo sistema homogéneo é sempre possivel, pois admite a solugao (0,
0,.., 0) chamada solugao trivial.
Observe que para um sistema homogéneo teremos sempre:

det(Ay,) =....=det(A; ) =0.

Portanto, para a discussao de um sistema linear homogéneo, é suficiente o estudo do
determinante dos coeficientes das incognitas. Logo temos:

(I) um sistema linear homogéneo é determinado se, e somente se, det(A) = 0,
(IT) um sistema linear homogéneo ¢ indeterminado se, e somente se, det(A) = 0.

-\@’-Exemplo 5.5.4

Calcular o valor do namero real a para que o sistema:

ax+y=0
<s>{ e
ax+ay =0

tenha solucoes diferentes da trivial.

Resolucao. Neste caso, o sistema deve ser indeterminado, e teremos det(A) = 0.

Como A = [Z il, temos que det(A) = a>—a=a(a—1). Assim, det(A) =a(a—1)=0
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implicaquea=0oua=1.

Conclusao: O sistema linear (S) possui solugoes diferentes da solugao trivial para
a=0oua=1.

m Exercicios resolvidos

m Determinantes de matrizes

ﬁExercicio 5.6.1
Calcular o determinante das matrizes

2 4 2 -4 2 -4 2 4
R O B F S P S P

O que podemos observar ?

Solucao. Aqui aplicamos a expressao det(A) = det lz Zl = i Z' = ad — bc. Assim,
temos:
2 4 2 -4
det(Ay) = ) 6| =12-4=38, det(Ay) = ) —6‘ =-12-(-4)=-8e
det(B,) = f ‘24| —4—(-4)=8, det(B,) = l‘z ;1' - 4-4=_8

Podemos observar que: det(A) =det(B) =8 e det(A,) = det(B,) = -8.

EgExercicio 5.6.2
Calcular o determinante das matrizes

-1 -3 3 1 2 3
A=|5 -2 1|eB=|(1 2 -1].
-2 2 -3 -1 -2 3

Solugao. Aqui aplicamos a regra do determinante:

a11 412 413
dp1 Ay a3 :all'det[

ay, a ay a ay a
22 23l—a12-det[21 23l+a13-det[21 221;

azp dsz a1 4as3 asz1 4asp
az1 4asp 4ass

ou de forma equivalente:
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a1 412 413

a a a a a a
ay ay ap|=ay-| 2 P|—ape| 2 "Plea 2 02
aszy 4asz as31 4s3 az1 asp
a3y dszp 4ss
Assim, temos:
-2 1 5 1 5 -2
det(A)=-1- —(=3)- 3- =-25.
et(4) ‘2 —3|( )|—2 _3| " '—2 2‘
De maneira semelhante temos:
2 -1 1 -1 1 2
det(B)=1"- -2 . =21.
eB)=1-1 , 3' ‘—1 3+3‘—2 3'
gExercicio 5.6.3
Calcular os seguintes determinantes:
-1 2 3 1 2 3
-6|le| -3 5 -6
2 1 -4 -2 1 -4
Solucao. Usando o método do Exercicio 2, temos:
-1 2 3
3 5 —6|=—(-14)-2x0+3x%(=7)=-7
2 1 -4
e
1 2 3
3 5 —6|=1x(-14)-2x0+3x7=7.
-2 1 -4

ﬁExercicio 5.6.4

Mostre, utilizando as propriedades de determinantes, as seguintes igualdades:

a b c d e f a d d
d e f|=0, |la b c|=0, e |[b e e|l=0.
d e f d e f c f f

Soluc¢ao. Podemos usar as propriedades :

a) Se uma matriz qudrada M tem duas colunas iguais, entao seu determinante é nulo.
b) Se uma matriz qudrada M tem duas linhas iguais, entao seu determinante é nulo.
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a b ¢

1. Para amatriz A=|d e f|asegundalinha e terceira linha sao iguais, entao:
d e f
a b c
det(A)=1|d e f|=0
d e f
d e f
2. ParaamatrizA =|a b c|aprimeira coluna e terceira coluna sao iguais, entao:
d e f
d e f
det(A)=|a b c¢|=0
d e f

Outro Método: Com o calculo usual do determinante de ordem 3 em relacao a uma
linha ou coluna, obtemos o mesmo resultado. Por exemplo, temos:

d d
¢ S| b- f +c- ‘l=o.
e f da f d e

a b ¢
d e fl=a-
d e f

gExercicio 5.6.5

| Seja A uma matriz de ordem n. Mostre que se A3 = ©,,,,, entdo det(A) = 0.

Solugdo. Se A3 = ©,,,,, entdo temos det(A3) = det(©,,,,,) = 0. Vamos usar a propriedade:
det(A.B) = det(A)det(B),
Para B = A? deduzimos que:
det(A%) = det(A.B) = det(A)det(B),

ou seja det(A%) = det(A.B) = det(A)det(A?). Como det(A?) = det(A.A) = det(A)det(A) =
det(A)z, obtemos:
det(A%) = det(A)det(A)? = det(A)® = 0.

Logo, temos: det(A) = 0.

Generalizacdo. Seja uma matriz quadrada, entdo para todo k > 0 temos det(A¥) =
det(A)k. Assim, se para k > 1, temos det(AX) = 0, entao temos: det(A)* = 0.
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4 Exercicio 5.6.6
Seja A uma matriz tal que det(A) = |A| = 2, determine os determinantes das
matrizes 34, A2e A1, isto é,

det(3A) = |3A|, det(A?)=|A%| e det(A™})=].A7!|

Solucao. 1) Seja A uma matriz quadrada de ordem n x n e I,,,,, a matriz identidade de
ordem n x n. Temos:

det(3A) = |3A| = det(31,,,,,.A) = det(31,,,,) det(A).

Como 31, = diag(3,3,...,3) é uma matriz diagonal, entao temos det(3I,,,) = 3".
Logo, temos:
det(3A) = |3A| = 3" det(A) = 2 x 3".

2) Como det(A.B) = det(A)det(B) temos det(A?) = det(A.A) = det(A)det(A). Logo,
temos:

det(A?) = det(A)? = 2% = 4.

3) Como A.A™! = I, (I, é a matriz identidade) e det(A.B) = det(A)det(B), temos
det(A.A1) = det(A)det(A™!) = det(I,,,). Logo, obtemos det(A)det(A™!) = det(I,,) = 1,

assim, deduzimos:
1

~ det(A)

1
det(A™) = det(A)™! >
Observacao. Nesta demonstracao, usamos as seguintes propriedades:

1. det(A.B) = det(A)det(B), onde A, B sao duas matrizes quadradas de ordem n x n.

2. O determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos elementos da
diagonal principal.

gExercicio 5.6.7

Sejam as matrizes:

x 2 1 x2 x 1
A=|-1 2 e B=({4 2 1
1 9 -3 1

1. Determine x tal que det(A) = |A| = 0, isto é, resolva a equagao det(A) = |A| =
0.

2. Determine x tal que det(B) = |B| = 0, isto é, resolva a equacao det(B) = |B| = 0.
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Solugao. Em ambos os casos utilizamos a regra usada nos Exercicios 2 e 3, para calcular
o determinante de ordem 3, isto é,

a1 412 413
_ dzpy 4z3 az1 4zs azr 4z
a1y azpy dxz|=4din- —4ap +as
a3y Aasz az1 asz az1 asp
a3y dszp 4ss
1) Para a matriz A obtemos:
x 21
det(A)=1|-1 2 1|=2x+2=2(x+1).
1 01

Logo, temos det(A) = |A| = 0 se, e somente se, x + 1 = 0 ou seja, x = —1.
2) Para a matriz B temos:

2

X x 1
det(B)=|4 2 1|=2x*>-12+9x—(18-3x>+4x)=5x+ 5x - 30.
9 -3 1

Assim, temos det(B) = |B| = 0 se, e somente se, 5x2+5x—-30=0. Logo, temos det(B) =

~1-25 ~1+V25 _
=

|B| = 0 se, e somente se, x = —s =-3oux=

2.

gExercicio 5.6.8

Seja a matriz:

1 2 k
A=|3 -1 1].
5 3 -5

Determine k para o qual a matriz A € invertivel.

Solucgao. Utilizemos a regra considerada nos Exercicios anteriores, para calcular o
determinante de A, obtemos

1 2 &k
det(A)=(3 -1 1|=5+9+10+5k—-27=14k+42.
5 3 -5

Assim, temos det(A) = |A| = 0 se, e somente se, 14k+42 = 0. Logo, temos det(A) = |A| =0
se, e somente se, k = —3. Portanto, a matriz A ¢ invertivel para todo numero real k = —3.
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EgExercicio 5.6.9

Seja A um escalar real e considere as seguintes matrizes reais:

0
A:1 2 e B=|1
1 -1 ]

—_— O

1
1].
0

1. Determine os valores A para os quais a matriz Al,,, — A seja nao invertivel.

2. Determine os valores A para os quais a matriz Al3,3 — B seja nao invertivel.

Solugao. 1) Para a matriz A temos:

A-1 =2

=A%-3.
-1 A+1

det(/szz —A) = ‘

Assim, a matriz Al,,, — A ndo é invertivel se, e somente se, det(Al,, —A) = A =3 = 0.
Assim, temos A = \/5 oul= —\/g.

Conclusio. A matriz Al,,, — A é invertivel se, e somente se, A = V3 ou A = —V/3.

2) Para a matriz B temos:

-A -1 -1
- -1 1] -2 -1
det(/\13><3—B): -1 -A -1|=-A A L —(—1) - .
L1 -1 -2 -1 =Al |-1 -1

Logo, temos,
det(M3y3—B)=—-A(A2-1)+(A-1)—(1-A) = A(A*=1)+2(A—1).

ou seja,
det(Alzxs - B) = (A= 1) [-A(A+1)+ 2] = (A= 1)[-A*= A +2].
det(Al343 — B) = 0 equivale (1 —1) [—/\2 -1+ 2] =0.
Entio, temos A—1=00ou-A2-1+2=0 logo, temos A =1 ou A =-2.

Conclusao. A matriz Al3,3 — A nao é invertivel se, e somente se, det(Al3,3 — B) = 0.
Assim, temos A =1ou A =-2.

4 Exercicio 5.6.10
Seja a matriz:
cos(0) sin(O) 0
A=|-sin(0) cos(6) O0f.
0 0 1

Mostre que a matriz A é invertivel qualquer que seja o escalar 6.
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Solucao. Usando a altima linha, o determinante de A é dado por:

cos(0) sin(B) 0
det(A) = |-sin(6) cos(6) 0|=0.
0 0 1

sin(0) 0 _0
cos(B) 0|

cos(B) 0
—sin(6) 0

cos(B) —sin(0)
sin(0) cos(0) |

Logo, obtemos:

cos(@) sin(B) 0
det(A) = |-sin(6) cos(f) 0
0 0 1

cos?(0) +sin?(6) = 1.

Logo, dado que det(A) =1 # 0, assim a matriz A é inversivel para todo 6 € R.

@ Determinantes e resolucao de sistemas lineares

4 Exercicio 5.6.11
Solucione os sistemas a seguir, utilizando a regra de Cramer.

x+2y=5 3x -4y =1
(S1): 4 (S): ¢
2x -3y =-4 x+3yp=9

Solucao. 1) Seja A a matriz associada ao sistema (S;). Temos:

1 2
Etapa 1. Temos det(A) = 5 3l -7.
Etapa 2- Temos
5 2 1 5
det(A,) = ‘_4 _3' =-7e det(Ay) = '2 _4| =-14.
Etapa 3. A solucao do sistema de Cramer (S;):
A - det(A ~14
pobet(Ay) -7 o detldy) 14

det(A)  —7 Y= det(a) - =7
Conclusao: O conjunto solucao do sistema de Cramer (S1) é: S ={(1,2)}.

2) Seja B a matriz associada ao sistema (S;). Temos:

Etapa 1. Temos det(B) = ? _34| =13.
Etapa 2- Temos:
1 -4 31
det(A,) ‘9 3 ‘ 39 e det(A,) ‘1 9( 6
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3- Etapa 3. A solucao do sistema de Cramer (S;):

_det(A,) 39 _det(Ay) 26

- =22 _3ep= -2,
Y= detd) 13 YT deta) 13

Conclusao: O conjunto solugao do sistema de Cramer (S;) é: S ={(3,2)}.

4 Exercicio 5.6.12
Calcule os valores de x, y e z nos sistemas:

X+2y-z=2 x+y-10=0
(S1): {2x-p+3z=9 e(Sy): {x—2z-5=0
3x+3y—-2z=3 y-z-3=0

Respostas: S; ={(1,2,3)} e S, ={(6,4,1)}.

Solugao.

1) Seja A a matriz associada ao sistema (S;). Temos:

1 2 -1
Etapa 1. Temos det(A) =2 -1 3 |=10.
3 3 =2
Etapa 2- Temos:
2 2 -1 1 2 -1 1 2 2
det(Ay) =9 -1 3|=10det(Ay)=|2 9 3|=20edet(A;)=]2 -1 9|=30.
3 3 -2 3 3 -2 3 3 3
Etapa 3. A solugao do sistema de Cramer (S;):
det(A,) 10 _det(Ay) 20 _det(A;) 30

ez 3.

Y= getd) 10 YT der(a) 10 2T der(A) 10

Conclusao: O conjunto solucao do sistema de Cramer (S;) é: S ={(1,2,3)}.

2) O sistema (S,) equivale a:

x+y=10
(S2): {x—z=5
y-z=3
1 1 0
Seja A a matriz associada a (S,), entao temos det(A) =|1 0 -1|= 2. Por outro lado,
01 -1
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temos:

10 1 0 1 10 0 1 1 10
det(Ay)=|5 0 -1/=12det(A))=|1 5 -1|=8edet(A,)=1 0 5|=2
3 1 -1 0 3 -1 01 3

Assim, a solucao do sistema de Cramer (S;):

det(A,) 12 det(Ay)

YT deta) T 2 YT de(a)

8
=—=4ez
2

Conclusao: O conjunto solucao do sistema de Cramer (S;) é: S ={(6,4,1)}.

gExercicio 5.6.13

Resolva as seguintes equac¢des matriciais:

- 1 4 7] |x 2
> 1l.lx]:l_9l,(z)2 3 6. |y|=]2].
5 1 8

~

1 -3 |y 13 U
5 1
Respostas: S = [5 eS,=|2]
- -1

Solu¢ao. Como uma equagao matricial AX = B equivale a um sistema linear, usaremos
o método do determinante para resolvé-la.

1) Temos: det(A) = 2 11 —7e
1 -3
9 1 2 9
det(A,) = 13 -3 =-14e det(Ay)_ L 13 = —35.
Assim, deduzimos:
_det(Ay) 14 B det(Ay) 35 :

Y qet(d) - =7 2%V T Gera) - 7

2
Conclusao: O conjunto solucao da equagao matricial AX =Bé: S = {[5]}

Observa¢ao Podemos também usar o método baseada sobre a matriz inversa.

7
6|=28e
-1

2) Temos det(A) =

g N =
—_ W
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2 4 7 1 2 7 1 4 2
det(Ay)=|2 3 6|=28det(A))=|2 2 6|=56edet(A;)=|2 3 2|=-28.
8§ 1 -1 5 8 -1 51 8

Assim, deduzinmos:

det(A -
x:damg:g§:Ly: (”:§Ezzez:d”Mﬁ: 28 _
det(A) 28 det(A) 28 det(A) 28

1

Conclusao: O conjunto soluc¢ao da equagao matricial AX=B¢é¢S =S| 2
-1

Exercicios para praticar

EgExercicio 5.7.1

Classifique, quanto ao numero de solugdes, os seguintes sistemas homogéneos:
X+y+z=0 X+y+2z=0
3x-4y=0
(51) , (S2)4x+2y+4z=0 , (S3)4x-p—-3z=0
—-6x+8y =0
X+y+3z=0 x+4y=0

gExercicio 5.7.2
6x+ay=12

, seja indeterminado.
4x+4y ="

Determine a e b para que o sistema linear {

dExercicio 5.7.3

) , 3x+2y=1 . )
Calcule os valores de a para que o sistema linear to—0 seja compativel
ax—4y =

e determinado.
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EgExercicio 5.7.4

ax+y+2=0

Dé o valor de a para que o sistema linear: {2x—y+z—-a=0 , seja impossivel.

dx+y+az+5=0

*3%

ﬁExercicio 5.7.5

3z-4y=1
Determine o valor de k para que o sistema linear: {4x-2z=2 , seja
2p-3x=3—k
indeterminado
4 Exercicio 5.7.6
2x-y+3z=0
Ache m para que o sistema linear { x + 4y -5z =0 , tenha solugoes proprias.

3x+my+2z=0

4 Exercicio 5.7.7
px+y-z=4
Qual o valor de p para que o sistema linear { x+ py+z=0 , admita uma solugao

X-p=2
Unica?

ﬁExercicio 5.7.8

(Fuvest-SP) Para quais valores de k o sistema linear :

x+y+z=1
3x-y+2z=3
y—-3z=-2

é compativel e determinado?
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CAPITULO 6

ESPACOS VETORIAIS

Obj etivos
Este capitulo é dedicado a introducao do conceito de espago vetorial, que é um

objeto importante da matematica. Apresentamos alguns exemplos basicos e
propriedades gerais.

m Exemplos Basicos

No Capitulo 1, ja vimos que o conjunto dos numeros complexos um exemplo de

espaco vetorial real. Nos Capitulos 2 e 3 vimos que o conjunto das matrizes de ordem
m x n, equipado com a adicao (+) e a multiplicacao por um escalar, ¢ um exemplo de
espaco vetorial. Esses exemplos se enquadram no conceito de espago vetorial, que
serdo revistos neste capitulo, como exemplos basicos.

m Estrutura de espago vetorial do conjunto C sobre IR.

Lembre-se que o conjunto dos ntmeros complexos C € composto por numeros da
seguinte formaz=a+biondea, beRe i2=—1.Isto é,

C={z=a+bi,a, beR} e i*=-1.

As operacoes de adicao e de multiplicacao dos nimeros reais se estendem aos numeros
complexos. Vamos reformular essas duas operagdes para chegar ao conceito de espago
vetorial real.

I- Propriedades da adicao em C. A adi¢ao em R se estende a C, e pode ser considerada
como uma aplicagao da seguinte forma:

+:CxC—->C
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tais que:
(z1,22) > 21 + 25 = (a1 + byi) + (ap + byi) = (ay +ay) + (by + by)i,

para todo z; = ay +byi e zp =a, + byi, onde ay, ay, by, e b, estao em R. Sejam z, z;, z; e
z3 quatro naumeros em C. A operacao de adigao satisfaz as 4 propriedades a seguir:

a) Comutatividade: zy + 2y = 2o + 21;

b) Associatividade: (z1 + z5) + z3 = 21 + (22 + 23);

c) Elemento neutro: O zero 0. Verifique que z+ 0 = z, para qualquer z € G;

d) Elemento oposto: Todo z € C tem um elemento oposto —z, tal que z+ (—z) = 0.

II- Propriedades da multiplicagcao dos nimeros complexos por numeros reais. A
multiplicagao dos nimeros complexos por nameros reais, pode ser considerada com
uma aplicagao da seguinte forma:

o RxC—C
tais que:
(a,2) > a.z=a.a+a.bi,

paratodoz=a+bi € Ce a € R. Sejam z, z{, z, numeros em C e @,  dois nimeros em
R. A operagao de multiplicacao dos nimeros complexos com os nimeros reais satisfaz
as 4 propriedades a seguir:

a) (ap).z = a(pz);

b) (a+ﬁ zZ=a.z+ .z

c) a.(z; +2zy) = a.z; + a.zy;
) 1

o

Z=2Z.

Em conclusao, com as 8 propriedades acima, dizemos que o conjunto dos nameros
complexo C, munido com a adi¢do e a multiplicacao por um ntmero real, é um Espago
Vetorial sobre R.

m Estrutura de espaco vetorial do conjunto das matrizes
M,,.,(R) sobre RR.

Seja M,,,«,(IR) o conjunto das matrizes de ordem m x n com elementos reais. A adigao
das matrizes de ordem m x n, pode ser considerada como uma aplicacao da seguinte
forma:

@ : Mysn(R) X My (R) = My (R)

tais que:
(A,B)—>A+B,

para todas matrizes A e B em M,,,,,(R). Sejam as matrizes A, B e C em M,,,,(R) .
Sabemos que a operacao de adi¢ao das matrizes de mesma ordem satisfaz as seguintes
4 propriedades:
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a) Comutatividade: A+B =B + A;

b) Associatividade: (A+B)+C=A+(B+C);

c) Elemento neutro: A matriz nula 0,,,,,,. Verifique que A +0,,,,, = A;
)

Matriz oposta: Toda matriz A tem uma matriz oposta —A, tal que A + (-A) =

Omxn-

II- Propriedades da multiplicacao das matrizes de M,,,,,(IR) por um escalar real. A
multiplicagao das matrizes por um escalar real, pode ser considerada com uma
aplicacao da seguinte forma:

o : Rx M, (R) = M, (RR)
tais que:
(a,A) > a.A,

para toda matriz A em M,,,,(R) e todo nimero real a. Sejam as matrizes A, B em
M,,«x»(R) e a, B dois numeros em IR. Sabemos que a operacao de multiplicacao das
matrizes de mesma ordem por numeros reais satisfaz as seguintes 4 propriedades :

o

) (aB).A = a(BA);

b) (a +B).A=a.A+pB.A;
c)a A+B a.A+a.B;
d) 1.

Em conclusao, podemos observar que as quatro propriedades a), b), c¢) e d) da adigao
de matrizes, e as quatro propriedades a), b), c¢) e d) e da multiplicagao por um escalar
real, sao as mesmas que as satisfeitas por nameros complexos. Também dizemos que
o conjunto M,,,,(IR) das matrizes de ordem m x n com elementos reais, munido com a
adicao e multiplicagao por um nimero real, é um Espaco Vetorial sobre R.

m Estrutura de espaco vetorial do conjunto V dos vetores da

geometria.

O que veremos agora, ¢ um exemplo bem conhecido, o conjunto de vetores da
geometria do plano ou do espaco, cuja estrutura é ligada ao conceito de espago
vetorial.

Seja Vo conjunto dos vetores da geometria definidos por meio de segmentos
orientados. A adicao dos vetores da geometria definidos por meio de segmentos
orientados, pode ser vista como uma aplicagao da seguinte forma:

@:\7)(\7—)\7

. = . =
tais que: (if,7) > il + v, para todos vetores i, v em V. Sejam os vetores i, Ve w em V.
Sabemos que a operacao de adi¢ao dos vetores satisfaz as seguintes 4 propriedades:
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a) Comutatividade: i +V =V + if;

b) Associatividade: (it + V) + W = il + (V+ W);
¢) Elemento neutro: O vetor nulo 0. Verifique que i7 + 0 = if;

d) Vetor oposto: Todo vetor i tem um vetor oposto —i7, tal que i + (=if) = 0.

II- Propriedades da multiplicacao dos vetores por um escalar real. A multiplicagao
dos vetores por um escalar real, pode ser vista como uma aplica¢ao da seguinte forma:

.ZIRXV—)\_;,

tais que: (a, i) — a.i, para todo vetor i/ e todo nimero real a. Sejam os vetores i, V
= . y ~ . . ~

em V e a, p dois numeros em IR. Sabemos que a operacao de multiplicagao dos vetores

por numeros reais satisfaz as seguintes 4 propriedades :

Em conclusao, podemos observar que as quatro propriedades a), b), ¢) e d) da adicao
dos vetores, e as quatro propriedades a), b), c¢) e d) e da multiplicagao de vetores por um
escalar real, sdo as mesmas que as satisfeitas por nameros complexos e por matrizes.
Também dizemos que o conjunto V dos vetores da geometria definidos por meio de
segmentos orientados, munido com a adi¢ao e multiplicagao por um numero real, é
um Espaco Vetorial sobre R.

m O que observamos?

Nos 3 exemplos anteriores vimos que:

* Existem 4 propriedades comuns para adicao (ou soma) definidas para cada um
desses conjuntos.

* Existem 4 propriedades comuns para multiplicagao por um escalar real.

Essas 8 propriedades também sao verificadas por outros conjuntos matematicos nos
quais uma adigao e uma multiplicacao por um escalar real sao definidas. A ideia é
que varios conjuntos mais abstratos possuem a estrutura parecida com a dos
conjuntos C, M,,,.,(IR) e V, considerados anteriormente. Dai a necessidade de estudar
uma abordagem que permite que fagamos uma analise matematica comum para todos
estes conjuntos.

m Espacos Vetoriais

A vantagem de se estudar os espagos vetoriais de forma tedrica, é que estaremos

estudando propriedades e leis que sao validas em qualquer espago vetorial, em
particular nos exemplos que acabamos de destacar. Ou seja, veremos o que existe de
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comum entre conjuntos de matrizes, o conjunto dos numeros complexos C e o
conjunto dos vetores do plano V. Vamos apresentar neste paragrafo:

1. Uma defini¢ao geral de um espago vetorial sobre RR;

2. O estudo de algumas propriedades gerais de um espago vetorial.

m Espacos Vetoriais: Definicao Geral.

Um espaco vetorial sobre R (sobre o conjunto R de escalares) é um conjunto V (nao
vazio) munido com as operagoes de adi¢ao (ou soma) e de multiplicagao por um escalar,
e que satisfazem as 8 propriedades a seguir:

I- Adicao (ou soma): Esta definida uma adi¢ao @ : VxV — V tal que (u,v) — u + v,
onde u + v € Gnico, que satisfaz:

a) Comutatividade: u + v = v + u, para quaisquer u,v € V;
b) Associatividade: (u +v)+w = u + (v + w), para quaisquer u,v,w € V;

c) Elemento neutro: existe o vetor 0 € V que satisfaz v+ 0 = 0+ v = v, para
qualquer v € V;

d) Oposto aditivo: para cada v € V, existe o oposto u = —v € V, que satisfaz
v+u=0.

II- A multiplicacao por escalar: Esta definida uma multiplicacao ¢ : RxV — V tal
que (a,v) — a.v, onde w = a.u é Gnico, que satisfaz:

a) a-(p-u)=(a-p) u, para quaisquer «, p € R e qualquer u € V (Chamada de
Associatividade da multiplicagao por escalar);

b) a-(u+v)=a-u+a-v, para qualquer a € R e quaisquer u,v € V (chamada
de distributiva de um escalar em rela¢ao a adi¢ao em V);

c) (¢ +p)-v=a-v+p-v, para quaisquer a, € R e qualquer v € V (Chamada
de distributiva da soma de escalares em relacao a um elemento de V).

d) Vale que 1-v = v, ou seja, a multiplicacao pela unidade dos nameros reais
nao altera os vetores de V.

Um espacgo vetorial pode ser definido da mesma maneira sobre o conjunto dos
numeros complexos. Basta substituir os escalares reais por escalares complexos, na
definicao anterior. Entretanto, aqui trabalharemos apenas em espagos vetoriais em IR.
No entanto, podemos dizer que a maioria das propriedades estabelecidas para o caso
real permanece verdadeira no caso de espagos vetoriais sobre C.

Em varios livros didaticos, os elementos de um espaco vetorial sao chamados de
vetores, os numeros reais sao chamados de escalares e elemento neutro da adicao é
chamado de vetor nulo. Isto é, em geral os elementos de um espago vetorial sao
chamados de vetores. O elemento neutro da soma é chamado vetor nulo, e denotado
por 0 ou 0. Note que, segundo essa convencao, vetores podem ser numeros
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complexos, matrizes, énuplas etc, e o simbolo 0 sera usado também para matrizes
nulas, énuplas de zeros, etc.

@ Outro exemplo basico: o espaco vetorial R?

Seja o conjunto IR? = {(x,y), x, ¥ € R} e definimos a adi¢do e a multiplicagio por um
escalar real assim:
(x,y)+(zt) = (x+z,p9+1),
a.(x,y) = (a.xa.p).

Usando as propriedades de comutatividade e associatividade de adi¢ao em IR, podemos
verificar as propriedades relativas a adicao em R*:

a) Comutatividade: (x,9)+(z,t) = (x+z,v+1t)=(z+x,t+7V) = (2, 1)+ (x,);

b) Associatividade: ((x,v)+(z,t))+(v,w) = (x+2z,v+1t)+(v,w) = ((x+2)+v,(y+1t)+w) =
(x+(z+v),y+ (t+w)), assim temos ((x,v) + (2, 1)) + (v, w) = (x,v) + ((z, 1) + (v, w));

c) Elemento neutro: o elemento (0,0) € R verifique (x,v) + (0,0) = (x,), para
qualquer (x,y) € R?;

d) Oposto aditivo: para cada (x,y) € R?, elemento (-x,-y) € IR?, satisfaz (x,y) +
(=x,-y) = (x—x,9-) = (0,0).

Usando as propriedades de comutatividade, associatividade e de distributividade
de adicdao e multiplicagido em R, podemos verificar as propriedades relativos a
multiplicacao com um escalar em IR, isto é, para todos «, p emR e (x,v), (z,t) em R?,
temos:

a) a-(B-(xv) =a-(B.x,p.v) =(a.(-x),a.(B.y)), assim com a associatividade em IR
temos a - (B - (x,v)) = ((a.f).x, (@.B).y), e com a definicao da multiplicacao em R?
temos: a - (- (x,p)) = (a-p)-(x,).

b) a-((x,v)+(zt) =a.(x+z,y+t) = (a.(x+2),a.(y +t)). Com a distributividade e a
definicao da multiplicagao por um escalar temos:

a-((x,y)+(zt)=a-(x,y)+a.(zt).
) (a+p)-(xy)=(a+p)-x(a+p)y)=(a-x+p-x,a-y+p-y) logo (a+p)-(x,9) =
a-(x,y)+p-(xy);
d) Temos: 1-(x,y)=(1-x,1-9) =(x,p).

Como as 8 condi¢des de espaco vetorial sas verificadas em IR?, nés concluimos que IR?
munido com as precedentes operacoes de adi¢ao e de multiplicagao por um escalar é
um espaco vetorial sobre IR.
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Este exemplo mostra que a verificagao das 8 condi¢oes de um espago vetorial real
é longa e requer paciéncia com os calculos subjacentes a verificagao dessas condigdes.
No préximo paragrafo, estudaremos o conceito de subespaco vetorial, que reduzira a
verificacao dessas 8 condicoes.

Aqui temos outros exemplos para aplicar o mesmo raciocinio.

Exemplo da aplicagio. Seja o conjunto R® = {(x,7,2), x, v, z € R} e definimos a adigdo e
a multiplicacdao por um numero real assim:

(y,2)+(wv,w) = (x+u,y+v,z+w),

a.(x,y,z) = (a.xa.y a.z).

Verifique que o conjunto R® = {(x,7,2), x, 9, z € R} munido com estas operagdes de
adicao e de multiplicagao por um escalar é um espago vetorial sobre R.
Exemplo da aplicacao. Seja o conjunto das matrizes:

D:{Aa,b:[ 4 Ol,a,beIR},

0 b
munido com operagoes de adigao e de multiplicacao por um escalar das matrizes, isto
e

aO+CO_a+cOeaaO_a.a0

0 b 0d] | 0 b+d 10 b | 0 ab]
Assim, verifica que o conjunto D equipado com a adi¢ao e a multiplicacdo por um
escalar é um espaco vetorial sobre IR.

Exemplo da aplicacao. Sejam I um intervalo de R e F(I;IR) o conjunto de todas as
funcoes de um intervalo [ em IR, isto é,

F(LR)={f:I >R funcao}.

Certificar que o conjunto F(I;IR) forma um espaco vetorial sobre IR, com as operagoes:

O1) Adigao das fungoes: Dadas duas fungoes f e g, a fungao f + g: I — IR é definida
por

(f+g)(x) = f(x)+g(x).

0O2) Multiplicacao das func¢oes por um escalar: Dada uma funcao f e um namero
real k, a funcdo k- f : I — IR é definida por

(k- f)x) =k f(x)

Exemplo da aplicacao. Seja P; o conjunto de todas as fung¢oes polinomiais de grau 1
de R em R, isto é,

Pr={P:R— R tais que P(x)=ax+b, onde a, bc € R}.
Provar que o conjunto P, forma um espaco vetorial sobre IR, com as operagdes:
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O1) Adigao das fung¢oes: Dadas duas fung¢oes polinomiais P e Q de P; é definida por
(P+Q)(x) = P(x) + Q(x).

0O2) Multiplicacao das fung¢oes por um escalar: Dada uma fung¢ao polinomial P de
grau 1 e um numero real k, a funcao polinomial k- P : R — R é definida por

(k-P)(x)=k-P(x).

@ Primeiras Propriedades Elementares

Seja V um espaco vetorial sobre R. Daremos a seguir algumas propriedades que sao
consequéncias das 8 condi¢oes da definicao de espago vetorial. Sejam u, v dois
elementos (ou vetores) de V, e a diferenca desses vetores é definida por:

u—-v=u+(-v).

Observamos que esta definicao é semelhante a diferenca de dois reais a e f, isto ¢,

a—-p=a+(-p).

i® Proposicao 6.3.1
Seja V um espaco vetorial sobre IR. Sejam u, v elementos de V e a, § dois reais.
Temos as seguintes propriedades:

P1) Seja O o elemento nulo de V, entao a.O = O, para todo a € R.
P2) 0.u =0, paratodou e V.

P3) Se a.u =0, entao @« =0 ou u = 0.

P4) (—a).u=a.(-u)=—(a.u), paratodou e Ve a € R.

P5) (a-p)u=a.u—-p.u,

P6) a.(u-v)=a.u—-a.v.

Podemos provar essas propriedades devido as 8 condi¢des da definicao de espago
vetorial. Vamos provar algumas delas, as outras ficarao como exercicio.
Propriedade P1): Usando as condig¢oes II-c e I-c da defini¢ao de espaco vetorial temos:

a.0=a.(0+0)=a.0+a.0,
assim, retirando —a.0 de ambos os lados, temos
0=-a.0+a.0=-a.0+a.0+a.0=2a.0.
Entao, temos «.0 = 0.
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Propriedade P2): A prova é semelhante a prova da Propriedade P1).

Propriedade P3): Se @ = 0, com a propriedade P1) e condi¢oes II-a e c, temos:

a.u =0implica a (a.u)=a"1.0,

como a .0=0e a !(a.u) = (ata).u, entio temos:

-1

(o .a)u=1u=0.

Logo, temos u = 0.

Propriedade P4): A prova é baseada sobre um raciocinio usando a condic¢ao II-b e a
Propriedade P2).

Propriedade P5): Usando a condicao II-b) e a Propriedade P4), temos:
(a=p)u=(a+(-p)u=au+(-p)u=au-p.u.

Propriedade P6): A prova é semelhante a prova da Propriedade P5), isto é,

a(u-v)=a.(u+(-v)=au+a.(-v)=a.u+(—(av))=a.u—a.v.

As propriedades anteriores serao usadas nos proximas capitulos, como nos
exercicios, de maneira sistematica, e as vezes automatica, até mesmo intuitiva. Como
ja observamos sobre as dificuldades na verificagao das 8 condi¢oes de um espago
vetorial real, as precedentes propriedades vao ajudar nos calculos subjacentes a
verificagao dessas condicoes e resolugao dos exercicios e problemas.

-‘@’-Exemplo 6.3.2

Seja o espaco vetorial IR? e os vetores (elementos) u = (1,2), v = (3,1) e w = (4,1).
1. Calcular 2u +v —3w;
2. Resolver a seguinte equagao 3u + 2x = v +w, na incégnita x € R?;

3. Sejam os vetores (elementos) u, v. Seja o sistema de equagoes:

v+2z(1)
y(2)

u+y

u+2z

Determine os elementos (vetores) incégnitas v, z € IR?.

Solugao: Para a resolu¢do das perguntas deste exemplo, vamos aplicar as
propriedades do espago vetorial R?> sobre R (ver o Paragrafo 2 precedente) e as
propriedades precedentes P1)-P6).
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1) Temos:

2u+v-3w

2(1,2)+(3,1)=3(4,1) = (2,4) +(3,1) - (12,3)
(2,4)+(3,1) + (—12,-3).

Logo obtemos:
2u+v-3w=(2,4)+(3,1)+(-12,-3) = (2+3-12,4+1-3) = (-7,2).

Assim, temos 2u +v — 3w = (-7, 2).

2) Temos 3u + 2x = v + w, assim 3u + 2x — 3u = v+ w — 3u, entdo 2x = v + w — 3u. Logo
temos:

1
X= E(—3u +v+w).

Usando a mesma computagao que na resolucao da Pergunta 1), temos;

x= %(—:m +vtw)=x= %((—3,—6)+ (3,1)+(4,1)) = =(4,-4) = (2,-2).

1
2
Logo, obtemos x = (2,-2).

3) A equacgao (2) mostra que y = u + 2z, usando a equagao (1) e o mesmo processo
de computagao da solugao da pergunta 2), observamos que u +y = v + z implica que
u+(u+2z)=v+z, ouseja, 2u+ 2z =v+z. Entdo, temos 2z—z = -2u +v. Logo, obtemos

z=-2u+v.
Assim, com a mesma computacao que na resolucao da Pergunta 1), temos:
z==2u+v=-2(1,2)+(3,1) =(-2,-4)+(3,1) = (1,-3).
Assim, deduzimos que:
y=u+2z=(1,2)+2(1,-3)=(1,2)+(2,-6) = (3,-4).
Logo, vy = (3,—4). Em conclusao, a solu¢ao do sistema é dada por:

y=(3,-4) e z=(1,-3).

Ao resolver as questoes deste exemplo, aplicamos as condi¢oes da definicao do espago
vetorial IR? e as propriedades precedentes P1)-P6), podemos aplicar esse método para
o proximo exemplo.

Exemplo da aplicacdo. Seja o espaco vetorial R® e os vetores u = (1,2,1), v = (3,1,-2)
ew=(4,1,0).

1. Determine o vetor 2u +v — 3w;

2. Determine x € R? que verifica a equacgdo 3u + 2x = v + w;
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3. Sejam os vetores u, v e seja o sistema de equacdes:

u+y=v+z

vV+2z=7Y

Determine os vetores y, z € R3.

m Subespacos Vetoriais

Alguns subconjuntos de um espago vetorial, podem ser equipados também com uma

estrutura de espaco vetorial. Nessa secao apresentamos algumas propriedades e
caracterizagOes desses conjuntos especiais.

m Subespacos Vetoriais: definicdo, caracterizacao e exemplos

W(Deﬁnigéo 6.4.1
Consideramos V um espacgo vetorial sobre R e W C V um subconjunto. Nos

dizemos que W é uma subespaco vetorial de V se, além de ser um subconjunto,
o conjunto W é também um espago vetorial sobre IR.

Para estabelecer se um subconjunto W é subespaco de um espaco vetorial V, nao
precisamos verificar todas as oito 8 propriedades da definicao de espago vetorial. Isto
é, na pratica temos a seguinte caracterizacao:

i® Proposicao 6.4.2
Seja V um espaco vetorial sobre R. Um subconjunto W C V é subespaco vetorial
de V se, e somente se, as trés condicoes abaixo sao verificadas:

Cl) 0eWw;

C2) u+v e W para quaisquer u,v e W.

C3) a-u € W para qualquer a € R e qualquer u e W.

A condicao C1) significa que W nao é um subconjunto vazio de V. No entanto, o
elemento neutro 0 para a adi¢ao no espaco vetorial V deve necessariamente pertencer
a W. Portanto, se um subconjunto de um espaco vetorial nao contém 0, nao pode ser
um subespaco vetorial de V.

A condicao C2) que significa que a adigao de V, restrita a W, é uma adicao em W,
isto ¢, a restricao de adigao em V a W € estavel. Em outras palavras, a soma de dois
elementos de W é um elemento de W, isto é, + : WxW — W. Assim, as 4 propriedades
da adicao em V, podem ser verificadas em W.

O significado da condi¢ao C3) é que esta definida uma multiplicagao por um escalar
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de RxW — W. Assim, as 4 propriedades da multiplicacao por um escalar em V, podem
ser verificadas em W.

Conclusao: Com as condigoes C1), C2) e C3) o subconjunto W C V é um espago
vetorial real.

A Proposicao 6.4.2 é equivalentemente a seguinte proposicao,

i® Proposicao 6.4.3
Seja V um espaco vetorial sobre R. Um subconjunto W C V é subespaco vetorial
de V se, e somente se, as duas condi¢oes abaixo sao verificadas:

P1) 0eW;

P2) a-u+v e W para qualquer a € R e quaisquer u,v € W.

A condigao P2) da Proposicao 6.4.3 implica as condi¢oes C2) e C3) da Proposicao
6.4.2. De fato, se « =1 em P2) temos 1-u+-v =u+v € W, que é a condi¢ao C2) e se
v =0em P2) deduzimos que a-u+0=a-u € W, o que representa a condi¢ao C3).

-\@’-Exemplo 6.4.4
Seja V um espacgo vetorial sobre R, cujo elemento neutro da adi¢ao é O. Os
subespagos improprios ou triviais:

1. O subconjunto {0} é um subespaco vetorial de V.
2. O subconjunto V é um subespaco vetorial de V.

Podemos ver que as trés condi¢coes da Proposicao 6.4.2 sao trivialmente
verificadas.

-‘@’-Exemplo 6.4.5

Seja o espago vetorial real R? munido com a adigdo e a multiplicagio por um
escalar real usuais, isto é,

(x,9)+(zt)=(x+zy9+1) e a.(xy)=(axa.yp).
Seja W o subconjunto do espaco vetorial IR? definido por:
W ={(x,9) e R?, y = 2x}.

Provar que W é um subespago vetorial R>.
Solugao: Vamos verificar as trés condigoes C1), C2) e C3) da Proposigao 6.4.2.
C1) A condigao C1): (0,0) e W. Se x=y=0 temos 2 x 0 = 0, entao (0,0) e W.
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C2) A condigao C2): Sejam (x,y) e (z,t) dois elementos de W, entao temos: y = 2x
eet =2z Assim, temos:

(u,v)=(x,y)+(zt)=(x+z,v+1t) = (x+2,2x+2t) = (x + 2, 2(x + 1)).

Logo, (u,v) = (x,v)+(2,t) = (x+2,2(x + t)) € W, por que v = 2(x + t) = 2u.

C3) A condigao C3): Sejam (x,y) € W e @ € R, entdo temos: y = 2x. Assim, temos:
(u,v)=a.(x,y) = (a.x,a.y) = (a.x, a.(2x)) = (a.x, 2a.x).

Logo, (u,v) = a.(x,v) = (a.x,2a.x) e W, por que v = 2a.x = 2u.

Conclusao: As trés condi¢oes C1), C2) e C3) sao satisfeitas em W, logo o conjunto
W munido com a adi¢ao e a multiplicacao por um escalar real é um subespago
vetorial de IR?.

Outro exemplo basico, cujo raciocinio vai ser usado constantemente daqui para
frente.

-\@’-Exemplo 6.4.6

Seja o espago vetorial R®> munido com a adi¢do e a multiplicagdo com um escalar
real, isto é,

(6 p,2)+(r,s,t)=(x+rv+s,z2+1t) e a.(xpz2) =(axaya.z)
Seja W o subconjunto do espago vetorial IR? definido por:
W={(x,v,2) € R3, y=0}={(x,0,2), x,zeR}.

Provar que W é um subespago vetorial R>.
Vamos verificar as trés condi¢oes C1), C2) e C3) da Proposicao 6.4.2.
C1) A condigao C1): (0,0,0) € W. Se x=z=0 entao (0,0,0) € W.

C2) A condigao C2): Sejam u = (x,0,z) e v = (r,0,t) dois elementos de W, entao
temos: u+v =(x,0,2z)+(r,0,t) = (x+7r,0+0,z+t). Assim, temos:
Logo, u+v =(x+20,z+t) € W. Assim, a condicao C2) é verificada.

C3) A condi¢ao C3): Sejam u = (x,0,t) € We a € R, entdo temos: a.u = a.(x,0,t) =
(a.x,a.0,a.t). Logo, a.u = a.(x,0,t) = (a.x,0,a.t) e W.

Conclusao: As trés condigoes C1), C2) e C3) sao satisfeitas em W, logo o conjunto
W, munido com a adigao e a multiplicagao por um escalar real, do espago vetorial
de IR3, ¢ um subespaco vetorial de IR>.

Podemos aplicar o mesmo raciocinio feito anteriormente para os trés exemplos da
aplicagao a seguir.
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Exemplo da aplicagdo. Seja o espaco vetorial R®> munido com a adicio e a
multiplicagao por um escalar real usuais, isto é,

(6, 9,2)+(r,s,t)=(x+1,v+s,2+1t) e a.(x,y2)=(axa.p a.z)
Seja W o subconjunto do espaco vetorial IR definido por:
W={(x,9,2) € R?, x+y =0}

Provar que W é um subespago vetorial de R>.

Exemplo da aplicagdo. Seja o espago vetorial R®> munido com a adicio e a
multiplicagao por um escalar real usuais, isto &,

(%,y,2)+(r,s,t)=(x+r,v+s,z+t) e a.(xy2) =(axay a.z)
Seja W o subconjunto do espago vetorial IR? definido por:
W=|{(x,9,2) € R3, z= 0} ={(x,v,0), x,yeR}.

Provar que W é um subespaco vetorial de IR>.

Exemplo da aplicagao. Seja V o espacgo vetorial dos vetores geométricos do espaco.
Sendo i um vetor n3o nulo fixo desse espago. Mostrar que o conjunto dos vetores
W = {a.i, @ € R} é um subespago vetorial de V.

Lembre-se que a interse¢ao de dois subconjuntos U e W de V é definida por:
UNnW={ueVtalqueueUeuecW}

Isto €, o conjunto UNW é composto por elementos pertencentes a U e W.

i® Proposicao 6.4.7
Seja V um espaco vetorial sobre R. Sejam U e W subespagos vetoriais de V.
Provar que a intersec¢ao UNW de dois subespacos vetoriais U e W é também um
subespaco vetorial de V.

Prova. Vamos verificar as trés condigoes C1), C2) e C3) da Proposicao 6.4.2.

C1) A condigao C1): 0 € UNW. Como U e W subespagos vetoriais de V, entao 0 e U e
0 € W. Assim, deduzimos 0 e UNW.

C2) A condigao C2): Sejam u e v dois elementos de UNW. Logo, os elementos u e v
pertencem a U e u e v pertencem a W. Como U e W subespacos vetoriais de V, entao
u+veUeu+veW. Assim, obtemos: u+v € UNW. Logo, a condi¢ao C2) é verificada.

C3) A condigao C3): Sejam u € UNW e a € R. Logo, o elemento u pertence a U e
u pertence a W. Como U e W subespacos vetoriais de V, entdo a.u € Ue a.u € W.
Assim, obtemos: a.u € UNW. Logo, a condi¢ao C3) é verificada.
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Conclusao: As trés condigoes C1), C2) e C3) sao satisfeitas em UN'W, logo o conjunto
UN W, munido com a adicao e a multiplicagao por um escalar real é um subespaco
vetorial de V.

-\@’-Exemplo 6.4.8

Seja espago vetorial R® sobre R, com as operagdes usuais (como aquelas do
Paragrafo 3.2) de adi¢ao e de multiplicacdo por um escalar real. Sejam
U={(x70),x,yveReW={x0,2), x,z€ R). Como o mesmo raciocinio do
Exemplo 6.4.6, podemos ver que:

* U={(x,9,0), x, y € R} € um subespacos vetorial de IR3,

* W={(x,0,2), x, z€ R} é um subespacos vetorial de R3.

Agora, se (x,y,z) € UNW temos que:
* (x,v,z) €U, assim z=0,
* (x,9,2z) € W, assim temos y = 0.

Logo, (x,9,2) = (x,0,0) € UN W. Reciprocamente se (x,y,z) = (x,0,0), entao
(%,v,2) =(x,0,00e Ue (x,9,2) = (x,0,0) € W. Logo, UNW = {(x,0,0), x,e R}. E
como o mesmo raciocinio do Exemplo 6.4.6, deduzimos que
UNW ={(x,0,0), x € R} é um subespaco vetorial de R?

m Soma de subespacos Vetoriais

A partir dos subespacgos vetoriais de um espacgo vetorial real V, podemos construir
novos subespacos vetoriais. E em seguida temos a decomposi¢ao do espago vetorial real
V em termos de subespagos vetoriais, usando o conceito de soma de dois subespacos
vetoriais.

¢ Definigdo 6.4.9
Seja V um espago vetorial sobre IR. Sejam U e W dois subespacos vetoriais. Seja o
subconjunto U+ W de V definido por:

U+W={u+vtaisqueuecUevec W}

Dizemos que U+ W ¢ a soma dos dois subespagos vetoriais U e W.

Uma demonstracdo semelhante a da Proposicao 6.4.7, permite demonstrar a
seguinte proposicao.
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i® Proposicao 6.4.10
Seja V um espago vetorial sobre R. Sejam U e W dois subespagos vetoriais de V.
Entao, a soma U+W dos dois subespagos vetoriais U e W é também um subespago
vetorial de V.

Prova. Vamos estabelecer as trés condi¢oes de subespaco vetorial.

A condigao C1): Sabemos que 0 € Ue 0 € W, como 0+ 0 =0, entdo 0 € U+ W. Assim a
condicao C1) é satisfeita.

A condigao C2): Sejam uy, up € Ue vy, v, e W. Sejam wy =u; +v e Uew, =upy+ v, €
W, temos wy + wy = (47 +v1) + (Up + V) = (g + tp) + (v; +v3). Como , u;+u, e U+We
v1 +v, € U+ W entao w; + w, € U+ W. Assim a condicao C2) é satisfeita.

A condigao C3): Sejam u € U, v e W, e @« € R. Sejam w = u+v € U+ W, temos

aw=a(u+v)=au+av. ComoaucUeaveWentao a.w e U+W. Assim a
condicao C3) ¢ satisfeita.

Conclusao: A soma U+W dos dois subespacos vetoriais U e W é também um subespaco
vetorial de V.

WDeﬁnigéo 6.4.11
Seja V um espago vetorial sobre R. Sejam U e W dois subespagos vetoriais tais
que:

UnWw ={0}.

Neste caso a soma U+ W é chamada soma direta dos subespagos U e W, e
escrevemos essa soma sobre a forma:

UoW.

-\@’-Exemplo 6.4.12

Seja o espaco vetorial R® sobre IR, com as operagdes usuais (como aquelas do
Paragrafo 3.2) de adi¢ao e de multiplicacdo por um escalar real. Sejam
U= {(x,9,0),x,v € R e W={(0,0,2), x,z € R}. Como o mesmo raciocinio do
Exemplo 6.4.6, podemos ver que:

* U={(x,9,0), x, p € R} é um subespaco vetorial de R3,

« W={(0,0,z2), x, z€ R} é um subespagco vetorial de IR>.

Agora, se (x,9,z) € UNW temos que:

* (x,,z) €U, assim z=0,
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* (x,9,z) € W, assim temos x =y = 0.

Logo, (x,v,z) = (0,0,0) € UN W. Reciprocamente, se (x,y,z) = (0,0,0), entao
(x,9,2)=(0,0,0)eUe (x,9,2) =(0,0,0) € W. Entao, temos UNW ={(0,0,0)}, que é
um subespaco vetorial de R®. Logo, a soma U+ W dos dois subespacos vetoriais
U e W ¢é direta, isto é,

U+W=UpW.

-\@’-Exemplo 6.4.13

Seja o espago vetorial R* sobre R, com as operacdes usuais de adigao e de
multiplicagdo por um escalar real usuais. Sejam os subespacos vetoriais de R*
dados por U = {(x,9,0,0), x,y € R} e W ={(0,0,z2,1), x, z € R}. Provar que a soma
U+ W é uma soma direta.

Solugdo. Sabemos que U+ W é um subespaco vetorial do espaco vetorial real R*. Seja
u=(x79,z2t) € UNW, entao temos:

1. u=(x,9,21t)€U, assim deduzimos z=t =0,

2. u=(x,9,2,t) € W, assim deduzimos x =y = 0.
Logo, deduzimos que x =y =z =1 =0, ou seja, u = (0,0,0,0). Entao, obtemos:

UNW ={(0,0,0,0)).

Conclusao: A soma U+ W é uma soma direta, istoé, U+ W=UoW.

i® Proposicao 6.4.14
Seja o espaco vetorial V sobre R. Sejam U e W dois subespacos vetoriais de um
espacgo vetorial V tal que V = U+ W. Se a soma V = U+ W ¢ direta, isto ¢é,
V =U®W, entao cada v € V admite uma tnica decomposi¢ao v = u + w, com
ueUeweW.

Prova. Suponho que V=U@®Wesejav eV =U®W. Entao, existem u € Ue w € W tal
que: v = u +w. Sejam u’ € Ue w’ € W tal que v = u’ + w’. Logo, temos:

v=u+w=u+w'.

Assim, deduzimos
u—-u' =w -w,

comou—u' eUew —weW, obtemos:

u—u'=w-weUNW={0},
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porque a soma de U e W é direta. Logo, deduzimos u —u’ = w’ —w = 0, assim temos:
u=u'ew=w

Conclusao: A decomposicaov =u+w,com u € Ue we W, é tnica.

m Exercicios Resolvidos

gExercicio 6.5.1

Seja o conjunto R® = {(x,9,2), x, v, z € R} e definimos a adi¢do e a multiplicacio
por um numero real assim:

(xy,2)+(wv,w) = (x+u,y+v,z+w),

a.(xv,z2) = (axa.pa.2).

Verifique que o conjunto R® = {(x,y,2), x, v, z € R} equipado com estas operagdes
de adigao e de multiplicagao por um escalar é um espacgo vetorial sobre IR.

Solugao. Usando as propriedades de comutatividade e associatividade de adi¢ao em
R, podemos verificar as propriedades relativas a adi¢io em IR?:

a) Comutatividade: (x,9,z)+ (u,v,w) = (x+u,y+v,z2+w) = (U+xv+p,w+2) =
(u,v,w)+(x,9,2).

b) Associatividade: ((x,v,z) + (u,v,w)) + (a,b,¢c) = (x + u,y+v,z2+w)+ (a,b,c) = ((x +
u)+a,(y+v)+b(z+w)+c). Com a associatividade dos nimeros reais temos
(%,9,2)+ ((u,v,w)+(a,b,c)).

c) Elemento neutro: O elemento (0,0,0) € RS, Verifique que
(x,v,2)+(0,0,0) = (x,v,2), para qualquer (x,y,z) € R3.

d) Oposto aditivo: para cada (x,9,z) € R3, 0 elemento (—x,—y,—-2) € R3, satisfaz
(%,9,2)+(—x,-y,—2z)=(x—x,9-y,2—2) =(0,0,0).

Usando as propriedades de comutatividade, associatividade e de distributividade
de adicao e multiplicacao em IR, podemos verificar as propriedades relativos a
multiplicagio por um escalar em RR>:

a) Como a - (f:(x,9,2) = a-(B.x,B.v,p.2) = (a.(B-x),a.(B.y), a.(B.2)) assim, com a

associatividade em R temos
a-(B-(xy2) = ((a.p).x (a.p)y (a.p).2)
e com a defini¢ao da multiplicagio em R® temos: a - (8- (x,7,2)) = (a - B) - (x,9,2).
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b) a.((x,v,2)+(n,v,w) =a.(x+u,y+v,z+w)=(a.(x+u),a.(y +v),a.(y + vz). Com a
distributividade e a defini¢ao da multiplicacao por um escalar temos:

a-((xy,2)+(wv,w)=a-(x,y,2)+a.(u,v,w).
Q) (a+)-(%,9,2) = (@+B)-x,(a+ )y, (a+)-2) = (@-x+frx,a-y+B-p,a-2+f-2)
logo (a +B)- (x,9,2) = a-(x,p,2)+ B (x,9,2);
d) Temos: 1-(x,v,z)=(1-x1-y,1-2)=(x,9,2).

Como as 8 condigdes de espago vetorial sas verificadas em R, nés concluimos que R*
munido com as precedentes operacoes de adicao e de multiplicagao por um escalar é
um espaco vetorial sobre RR.

4 Exercicio 6.5.2
Sejam [ um intervalo de R e F(I;R) o conjunto de todas as fung¢oes de um
intervalo I em IR, isto é,

FLR)={f: ] >R fungoes}.

Verificar que o conjunto F(I;IR) forma um espago vetorial sobre R, com as
operagoes:

O1) Adicao das fung¢oes: Dadas duas funcoes f e g, a funcao f+g:I > R ¢é
definida por
(f+8)(x) = f(x)+g(x).

O2) Multiplicacao das fun¢oes por um escalar: Dada uma fungao f e um
numero real k, a funcao k- f : I — IR é definida por

(k- £)ex) = k- f(x)

Solugao.
Usando as propriedades de comutatividade e associatividade de adi¢ao em IR, podemos
verificar as propriedades relativas a adi¢cao em F (I;R):

a) Comutatividade: (f +g)(x) = f(x)+g(x) x)+ f(x (g +f)(x). Logo, temos:
f+g=8+/.
b) Associatividade: (((f +g)+ h)(x) = (f + g)(x) + h(x) = (f(x) + g(x)) + h(x), para

todox € I. Com a assoc1at1v1dade dos numeros reais temos f(x)+ (gx) + h(x)) =

(f +(g+ h)))( ). Logo, temos: ( f+g)+ h) =(f + (g+ h))( ), para todo x € I.
Logo, temos: (f +g)+h=f +(g+h).

c) Elemento neutro: A func¢ao nula © : I — R verifique (f + @)(x) = f(x)+0O(x) =
fg(x)+ 0= f(x), para qualquer x € I. Logo, temos: f +© = f.
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d) Oposto aditivo: para cada f € F(I;R), a funcao g = —f € F(I;R), satisfaz (f +

g)(x) = f(x)+g(x) = f(x)—f(x) =O(x) =0, para todo x € I. Assim, temos: f+(—f) =
0.

Usando as propriedades de comutatividade, associatividade e de distributividade
de adicao e multiplicagdo em IR, podemos verificar as propriedades relativos a
multiplicagao com um escalar em F(I;R):

a-(f-f)x)=a-(B-f(x)), assim com a associatividade em IR temos a - (- f)(x) =
(a-B)-f(x)=((a-p)- f)(x), para todo x € I. Logo, temos, a- (- f) = (a- ) f.

a-(f+g)(x)=a.(f(x)+g(x)) = a.f(x)+a.g(x). Com a distributividade e a definicao
da multiplicagao por um escalar temos:
a-(f+g)x)=a.(f(x)+g(x) = a.f(x) + a.g(x) = (a.f +a.g)(x),

para todo x € I. Assim, temos a-(f +g) =a.f +a.g.

c) ((a+p)-f)lx)=(a+p) f(x)=a- f(x)+p-f(x)=(a-f+p-f)x), paratodoxel.
Logo, temos: (¢ +p)-f=a-f+p-f.

d) A funcao constante a:l— IR definida por a(x) = 1, para todo x € I. Temos:
(a-f)(x)=a(x)- f(x)=1.f(x) = f(x), para todo x € I. Logo, temos: 1- f = f.

Como as 8 condigoes de espago vetorial sao verificadas em F(I;IR), nés concluimos que
F(I;R) munido com as precedentes operagoes de adicao e de multiplicagao por um
escalar é um espaco vetorial sobre IR.

gExercicio 6.5.3

Seja P, o conjunto de todas as fun¢oes polinomiais de grau 1 de R em R, isto é,
P={P:R— R tais que P(x)=ax+b, onde a, bc € R}.

Provar que o conjunto P; forma um espacgo vetorial sobre IR, com as operagoes:

O1) Adigao das fungoes: Dadas duas funcoes polinomiais P e Q de P, é definida
por

(P+Q)(x) = P(x) + Q).

O2) Multiplicacao das fungoes por um escalar: Dada uma funcao polinomial P
de grau 1 e um numero real k, a fungao polinomial k- P : R — R é definida
por

(k- P)(x) = k- P(x).
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Solucao. A demonstragao é idéntica a do Exercicio 6.5.2.

4 Exercicio 6.5.4
Seja o espaco vetorial IR3 e os elementos (vetores) u = (1,2,1),v=(3,1,-2) e w =
(4,1,0).

1. Determine o vetor 2u +v — 3w;
2. Determine x € IR? que verifica a equagao 3u +2x = v + w;

3. Sejam os vetores u e v e seja o sistema de equagoes:

u+y = v+gz,

v+2z = .

Determine os elementos (vetores) incognitos v, z € IR%.

Solucao.
1. Usando as propriedades do espaco vetorial real R3, temos:

2u+v-3w=2(1,2,1)+(3,1,-2) - 3(4,1,0) = (2,4,2) + (3,1,-2) + (-12,-3,0).

Assim, obtemos 2u +v —3w = (7,2,0).
2. Seja x = (a, b, c) temos:

Bu+2x=v+we2x=-3u+v+w=-3(1,2,1)+(3,1,-2)+(4,1,0).

Logo, temos 2x = -3u +v+w = (-3,-6,-3)+ (3,1,-2) + (4,1,0) = (4,—4,-5). Entao,
obtemos:

1 5
== 4;_451 _5 - 2;_2;__ .
x=2(4-4,-5)= (2,-2,2)

3. Seja o sistema de equagoes:

U+y = v+z,

v+2z = .

Substituindo a expressao y = v + 2z dada, pela segunda equacao, na primeira equacao,
obtemos:

u+y = v+zou+v+2z=v+z

Logo, temos: z =v — (4 +v) = —u. Assim, deduzimos que: y =v+2z=v-2u =v—u.
Conclusao. A solugao do sistema é dada por:

y=v-uez=-u.
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EgExercicio 6.5.5

Seja o espaco vetorial IR® equipado com a adicdo e a multiplicacdao por um escalar
real usual, isto é,

(x,y,2)+(r,s5,t)=(x+1r,v9+s,z+t) e a.(xyz2)=(axaya.z).
Seja W o subconjunto do espago vetorial IR® definido por:

W = {(x,y,z)eIR3, x+y =0}

Provar que W é um subespago vetorial de R>.

Solugao.
Vamos verificar as trés condi¢oes do subespago vetorial.

1. Para (x,y,2z) = (0,0,0) temos:
x+y=0+0=0.

Logo, temos: (0,0,0) e W.
2. Sejam (x,v,z) e (r,s,t) em W, entao temos x+y =0 e r+s = 0. Assim, como (x,y,2) +
(r,s,t)=(x+7,9+s,z+1), temos:

(x+71)+(y+s)=(x+p)+(z+5)=0+0=0.

Logo, temos: (x,y,z) + (r,s,t) € W.

3. Sejam a e Re (x,y,z) em W, entao temos x+y = 0. Assim, como a.(x,y,z) = (ax,ay,az),
temos:
ax+ay =a(x+y)=a=0.

Logo, temos: a.(x,y,z) € W.

Conclusao: O subconjunto W do espaco vetorial R® é um subespaco vetorial de IR>.

gExercicio 6.5.6

Seja 0 espaco vetorial R®> equipado com a adigdo e a multiplicagio por um escalar
real usais, isto é,

(xy,2)+(r,s,t)=(x+r,v+s,z+t) e a.(xyz)=(axa.ya.z).
Seja W o subconjunto do espago vetorial IR? definido por:

W ={(x,9,2) € R?, z=0} = {(x,,0), x veR}

Provar que W é um subespago vetorial de R>.
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Solucao.
Vamos verificar as trés condi¢des do subespaco vetorial.

1. Para (x,y,z) = (0,0,0) temos z = 0. Logo, temos: (0,0,0) e W.
2. Sejam (x,y,0) e (r,5,0) em W, entao temos:

(%,9,0)+(r,5,0)=(x+1,19+5,0)

Logo, temos: (x,9,0) +(r,5,0) € W.

3. SejamacRe (x,y,0) em W, entao
a.(x,v,0) = (ax,ay,a.0) = (x,v,0)

Logo, temos: a.(x,y,0) € W.

Conclusao: O subconjunto W do espaco vetorial R® é um subespaco vetorial de IR>.

4 Exercicio 6.5.7
Seja V o0 espaco vetorial dos vetores geométricos do espaco. Sendo i um vetor nao
nulo fixo desse espaco. Mostrar que o conjunto dos vetores W = {a.i/, a € R} é um
subespaco vetorial de V.

Solugao.
Vamos verificar as trés condi¢oes do subespago vetorial.

1. Para ¢ = 0 temos:

—

a.=0.1=0.

Logo, temos: 0eW.
2. Sejam a.if e B.if em W, entdo temos:

a.il+p.al=(a+p).id

Logo, temos: a.il + B.il € W.

3.Sejam a € R e a.if em W, entao
a.(a.if) = (a.a)il.

Logo, temos: a.(a.if) = (a.a)if € W.

Conclusao: O subconjunto W é um subespaco vetorial de V, o espaco vetorial dos
vetores geométricos do espaco.
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EgExercicio 6.5.8

Verificar em cada caso, se V é um subespago vetorial de R2:
1. V={(x,v) €R% x+y=0).
2. V={(x,y) eR% x+y=2).

3. V={(x,v) e R% x* = p}.

4. V ={(x,y) e R% x -2y = 0}.

Solugao.

1. O subconjunto: V = {(x,y) € R% x+y = 0}; é um subespaco vetorial de IR. Isto ¢,
vamos verificar as trés condi¢oes do subespaco vetorial.

a) Para (x,y) = (0,0) temos: x+y =0+ 0 =0, logo, temos: (0,0) e V.
b) Sejam (x,y) e (r,s) em V, entdo temos: x+y =0e r+s = 0. Assim, como (x,p) +(r,s) =
(x+71,9+s), temos:

(x+7r)+(y+s)=(x+p)+(r+s)=0+0=0.

Logo, temos: (x,y)+(r,s) € V.

c)SejamaeRe (x,y) em V, entao: x+y = 0. Assim, como a.(x,y) = (ax,ay), temos:
ax+ay=a(x+y)=ax0=0.

Logo, temos: a.(x,y) € V.

Conclusio: O subconjunto V = {(x,y) € R%; x +y = 0} é um subespago vetorial de R>.
2. O subconjunto:V ={(x,y) € R%; x+ y = 2}; nao é um subespaco vetorial de R2. Isto é,
o elemento neutro (0,0) da adicdo de IR?, verifica:

0+0=0=2.

logo, temos (0,0) ¢ V.

Conclusio: O subconjunto V = {(x,y) € R?; x +y = 2} ndo é um subespaco vetorial de
R?.
3. O subconjunto V = {(x,y) € R?; x* = y}; ndo é um subespago vetorial de R* :
a) O elemento neutro (0,0) da adigdo de IR?, verifica: 02 = 0, logo, temos (0,0) € V.
b) Sejam (x,7) e (r,5) em V, entdo temos: x> =y e > = 5. Para (x,9) + (r,5) = (x + 7,7 +35),
temos:

(x+7)2 = X2+ 2xr + 1% =y + 2x7 +5.

Assim, para (x,y) = (0,0) e (r,s) = (0,0), temos:
(X+7) =x>+2xr+ 12 =9+ 2Xxr +5 £V +5.
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Conclusio: O subconjunto V = {(x,7) € R?; x> = y} ndo é um subespago vetorial de IR?.
4. O subconjunto: V = {(x,y) € R?; x — 2y = 0}; é um subespagco vetorial de R?. Isto
é, vamos verificar as trés condi¢oes do subespaco vetorial.

1. Para (x,y) = (0,0) temos: x —2y = 0-0 =0, logo, temos: (0,0) e V.

2. Sejam (x,y) e (r,s) em V, entao temos: x —2y = 0 e r — 2s = 0. Assim, como (x,y) +
(r,s) =(x+7r,v+s), temos: (x+7r)—2(y+5)=(x—2y)+(r—2s) =0+ 0 = 0. Logo, temos:
(x,y)+(r,s)e V.

3. SejamacRe (x,y) em V, entdao: x— 2y = 0. Assim, como a.(x,y) = (ax,ay), temos:
ax—2ay =a(x—2y)=ax0=0.

Logo, temos: a.(x,y) € V.

Conclusao: O subconjunto V = {(x,y) € R?; x — 2y = 0} é um subespagco vetorial de R?.

gExercicio 6.5.9

Verificar em cada caso, se V é um subespago vetorial de R3:

1. V={(xv,2) €R3z=0).

2. V={(x,9,2) € R} x+y+2z>0}.

Solucao.

1. O conjunto V = {(x,y,2) € R%; z = 0} é subconjunto do espago vetorial IR>.
a) O vetor nulo (0,0, 0) verifica z = 0, logo temos: (0,0,0) € V.
b) Sejam (x,y,z) e (r,s,t) dois vetores de V, entdo temos: z =0 e t = 0. Assim,
obtemos:
(x,9,2)+(r,s5,t)=(x+r,y+t,z+t)=(x+1,9+10).

Logo, temos (x,y,z) + (r,5,t) € V.

c)SejamaeRe (x,,2z) € V. Como z = 0 temos:
a.(x,v,z) =a.(x,y,0) = (a.x,a.y,0) e V.

Logo, temos: a.(x,y,z) = (a.x,a.y,0) € V.

Conclusao: Apods as 3 condigoes serem verificadas, podemos concluir que o conjunto
V ={(x,7,2) € R% z =0} é um subespago vetorial de R>.

2. Seja o subconjunto V = {(x,y,2) € R%; x +y +z > 0} do espago vetorial R>.

a) O vetor nulo (0,0, 0) verifica x+y+z =0 >0, logo temos: (0,0,0) € V.

b) Sejam (x,y,z) e (r,s,t) dois vetores de V, entao temos: x+y+z>0er+z+t>0.
Como (x,v,2)+(r,s,t) = (x+71,9+t,z+t) = (x+71,9+1,2+1), temos (x+7)+(y+1)+(z+1t) =
(x+y+z)+(r+z+t) >0 Logo, temos (x,y,2z)+ (r,5,t) € V.
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c) Sejam a = -1 € R e (x,y,2) € V, com x > 0. Como x+y+2z > 0 e
a.(x,y,z) = (a.x,a.y,a.z) € V, temos: (-1).(x,9,2) = (-x,—y,—2z) e —x—y —2z < 0. Logo,
temos: —1.(x,y,2) = (-x,-y,—z) ¢ V.

Conclusao: Como a terceira condi¢ao nao ¢ verificada, podemos concluir que o
conjunto V = {(x,y,2) € R% x+y +z > 0} NAO é um subespaco vetorial de R3.

dExercicio 6.5.10

Seja o conjunto das matrizes:

a 0
D:{Aa'bzlo bl,a,bEIR},
equipado com as operagoes de adi¢ao e de multiplicacao por um escalar das
matrizes, isto é,
a 0 L€ 0| [a+c O
0 b 0d| 0 b+d
al @ Ol |aa O
10 b | 0 ab |

Provar que o conjunto D é um espaco vetorial sobre RR.

Solucao. Sabemos que o conjunto M,(IR) das matrizes de ordem 2 x 2 é um espago
vetorial sobre R. O conjunto das matrizes diagonais:

a 0

D:{Ad,bzlo b

l,a,belR},

€ um subespaco vetorial M,(IR). De fato, vamos verificar as trés condi¢oes C1), C2) e
C3) de subespaco vetorial.

A condig¢ao C1). Paraa = b =0, a matriz

, la O0Of 0O
leDedadapor.lO ]_[O Ol.

a 0
[ 0 b
Assim, a matriz nula do espago vetorial M,(IR) pertence a D.

A condi¢ao C2). Sejam l 0 l e l c 0 duas matrizes de D. Entao, temos:

a
05| 0 4|

2 b ]le o)

Assim, a adicao é estavel em D.

a+c 0
0 b+d

|ep
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0
A condigao C3). Sejam a €Re [ 8 ] € D. Entao, temos:

b

Assim, a multiplicacao por um escalar é estavel em D.

Conclusao: Apos as 3 condicoes serem verificadas, podemos concluir que o conjunto
D é um subespaco vetorial M,(IR).

Assim, o conjunto D é um espaco vetorial sobre IR.

4 Exercicio 6.5.11

Seja V um espago vetorial sobre R. Sejam U e W subespacos vetoriais. Provar que
a interseccao UNW de dois subespacos vetoriais U e W é também um subespaco
vetorial de V.

Lembre-se que a intersecao de dois subconjuntos U e W de V é definida por:

UNnW={ueVtalqueueUeuecW}

Isto é, o conjunto UNW é composto por elementos pertencentes a Ue W.

Soluc¢ao. Vamos verificar as trés condigoes de subespaco vetorial

1- Como U e W sao subespagos vetoriais de V, entao o vetor nulo é o mesmo em U e
W,istoé,0€ Ue 0 € W. Logo, 0 pertence a interseccao UNW, isto é, 0 e UNW.

2. Sejam u, v dois vetores de UNW, entao temos u,v € Ue u, v € W. Como U e W sao
subespacos vetoriais de V, entao u + v e Ue u +v € W. Logo, temos: u+v e UNW.

3. Seja a € R. Seja u um vetor de UNW, entao temos u € Ue u € W. Como U e W sao
subespacos vetoriais de V, entao a.u € U e a.u € W. Logo, temos: a.u e UNW.

Conclusao: Apos as 3 condigoes serem verificadas, podemos concluir que a intersecgao
UNW de dois subespacos vetoriais U e W é também um subespaco vetorial de V.

gExercicio 6.5.12

Determine em cada caso VN W:
1. V={(x,9,2)eR} x=p}e W={(x,9,2) € R%; y = z}.
2. V={(x,x,x)eR3} xcR}e W={(0,0,2) e R%; z€ R).

3. V={(x,y,—x-3y)€eR3% x,pe R} e W = {(x,x,x) € R%; x € R}.

Quais das somas anteriores sao somas diretas?
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Solucao.

1. Sejam os dois subespacos vetoriais V = {(x,9,z) e R% x =y} e W = {(x,9,2) € R%; y =
z} do espago vetorial usual R3. Seja u = (x,9,2) € VNW, entao u = (x,9,z) € V e
u=(x,y,z) € W. Logo, temos:

* u=(x,9,2) €V implica que x =y,
* u=(x,9,2) €W implicaque y =z.
Logo temos:
u=(x7yz2¢e€VNW equivale x=y=2z.
Conclusao. O subespago vetorial VN W é dado por:

VﬂW:{(x,y,z)eIR3, xX=9 =z}

Como VNW ={(x,9,2) € R3 x = y = z} é um subespago vetorial nao trivial de R3,
entao a soma V@ W dos dois espagos vetoriais V = {(x,9,2) € R3; x = yle W ={(x,v,2) €
R3; x =y = z} ndo é direta.
2. Sejam os subespacos vetoriais V = {(x,x,x) € R} x € R} e W = {(0,0,z) € R%; z € R}
de R3. Sejau =(x,9,z)e VNW,entadou =(x,y,z2)€ Veu=(x,9,2z) € W. Logo, temos:

* u=(x,9,2)€Vimplicaquex=y=z2,

* u=(x,9,z)€ Wimplicaque x =y = 0.

Logo temos: u = (x,9,z) € VN W equivale x =y = z= 0. O subespago vetorial VNW ¢
dado por:
VAW ={(x7v,2) € R3, x =y=2z=0}={(0,0,0)}.

Conclusao: Como VNW ={(x,y,2) € R3, x= y=2z=0}={(0,0,0)}, entdo asoma VoW
dos dois espagos vetoriais V = {(x,x,x) € R3; xeR} e W ={(0,0, z) € R3; ze R} de R3 é
direta.

3. Sejam os subespacos vetoriais V = {(x,y,-x —3y) € R} x,py € R} e W = {(x,x,x) €
R% x € R} de R3. Seja u = (x,9,2) € VAW, entdo u = (x,y,z2) € Ve u = (x,9,2) € W.
Logo, temos:

* u=(x,9,2) €V implica que z=-x -2y,
* u=(x9,2)€Wimplicaquex=y =z.

Logo, obtemos:

z=—-x—-2y=-z—-2z=-3zo0useja4z=0.
Logo, temos: z = 0. Assim, o subespaco vetorial VN W é dado por: VNW ={(x,y,2) €
R3, x=y=2z=0}={(0,0,0)}
Conclusao: Como VNW ={(x,y,z) € R3, x= y=2z=0}=1{(0,0,0)}, entao asoma VoW
dos dois espacos vetoriais V = {(x,9,-x—3y) € R% x,y € R} e W = {(x,x,x) € R?; x € R}
de R3 ¢é direta.
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EgExercicio 6.5.13

Seja o espaco vetorial R* sobre R, com as operagdes usuais (como aquelas do
Paragrafo 3.2) de adigao e de multiplicacao por um escalar real. Sejam os
subespagos vetoriais de R* dados por U = {(x,9,0,0),x,v € R} e
W ={(0,0,z,t), x, z€ R}. Provar que a soma U+ W é uma soma direta.

Soluc¢ao. Sejam os subespagos vetoriais U = {(x,9,0,0), x,y € R} e W ={(0,0,2,¢), x,z €
R} de R*. Seja u = (x,9,2,t) e UNW, entdo u = (x,v,2,t) € Ue u = (x,v,2,t) € W. Logo,
temos:

* u=(x,92t)eUimplicaquez=t=0,
* u=(x,9,2t)€ Wimplicaquex=y=0.
Logo, temos u = (x,v,z,t) € UNW equivale x =y = z=t = 0. Entao, temos u = (0,0, 0, 0).

Assim, o subespago vetorial UNW é dado por UNW = {(x,v,z,t) € R x = y=z=t=
0} =1{(0,0,0,0)}.

Conclusao : Como UNW = {(x,y,2,t) € R, x=p=z=1t=0}=1{(0,0,0,0)}, entdo a soma
UN W dos dois espagos vetoriais U = {(x,9,0,0), x,y € R} e W ={(0,0,z2,¢), x, z€ R} de
R* é direta.

4 Exercicio 6.5.14
Em V = R? = {(x,9); x,v € R}, definamos “adi¢ao” assim:

(a,b)+(c,d) = (a+¢,0),
e a multiplicagdo por escalares como no IR?, ou seja, para cada a € R,

a(x,y) = (ax,ay).

Nessas condi¢des V = IR? é um espago vetorial sobre R? Por qué?

Solucao.

Vamos verificar se as 4 condi¢oes da adicao e as 4 condi¢oes da multiplicagao por um
escalar sao verificadas.

Para as 4 condigoes da adigao temos os seguinte.

1. Comutatividade: Sejam (a,b), (c,d) € V = R? = {(x,9); x,v € IR}, com a definicido da
adicao temos:
(a,b)+(c,d)=(a+c,0)e(c,d)+(ab)=(c+a0).

Como a+ ¢ = c+a assim temos: (a,b) + (c,d) = (c,d) + (a, b).
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2. Associatividade: Sejam (a,b), (c,d), (¢, f) € V = R? = {(x,9); x,y € R}, com a definicdo
da "adicao” temos:

((a,b) + +(e,f)=(a+c,0)+(e, f)=((a+c)+e,0)

(a,b) + (e,f)=(a,b)+(c+e0)=(a+(c+e)0).
Como (a+c)+e=a+(c+e)assim temos: ((a,b)+ (c,d))+ (e, f) =(a,b) + ((c,d) + (e, f))-
3. Elemento neutro: Seja (a,b) € V = R? = {(x,v); x,y € R}, com b = 0. Seja (c,d) o
elemento neutro da adi¢ao. Entao, temos:
(a,b)+(c,d)=(a+c,0)#(a,b).
Logo, a adicao definida por:

(a,b)+ (c,d)=(a+¢c,0),

nao pOSSUi um elemento neutro.

Conclusio. O conjunto V = R? = {(x,y); x,y € IR}, equipado com a “adigdao” definida
por:
(a,b)+(c,d)=(a+c,0),

NAO ¢ um espaco vetorial sobre IR.

Como nao ha elemento neutro para esta adigao, a prova para aqui, e nao precisamos
verificar as demais condigoes da definicao de um espaco vetorial.

Observacao : Outra prova de Exercicio 1.4. Sabemos que o conjunto das funcoes
F(R;R) munido com as precedentes operagoes de adicao e de multiplicacdo por um
escalar é um espaco vetorial sobre IR. O conjunto P; de todas das fung¢oes polinomiais
de grau 1 de R em R, é um subconjunto de F(IR;IR). De fato, vamos verificar as trés

condigoes C1), C2) e C3) de subespago vetorial.

A condigao C1). Seja a fun¢ao nula © : R — R, definida por ©(x) = 0, para todo x € R.
Para todo P € P, temos:

(P+0)(x)=P(x)+0O(x) =P(x)+ 0= P(x)

para todo x € R. Assim, a fun¢ao nula © € P;.

A condigao C2). Dadas duas fungdes polinomiais P(x) = ax +b e Q(x) = cx +d do
conjunto P;. Assim, temos:

(P+Q)(x)=P(x)+ Q(x) = (ax+b) + (cx +d) = (a+c)x+b+d,

para todo x € R. Assim, obtemos P+ Q € P;.
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A condi¢ao C3). Dada uma fungao polinomial P(x) = ax + b de grau 1 e um nimero
real k. Assim, temos:

(k- P)(x) = k- P(x) = k(ax + b) = (ka)x + kb,

para todo x € R. Assim, obtemos k.P € P;.

Conclusao: Apos as 3 condicoes serem verificadas, podemos concluir que o conjunto
P; € um subespago vetorial do espaco vetorial das fun¢oes F(IR; R).

Assim, o conjunto P, é um espago vetorial sobre IR.

m Exercicios para praticar

dExercicio 6.6.1

Verificar, em cada caso, se V é um subespaco vetorial de R3:
1. V={(x,9,2) e R} z=2x-1y)},

2. V={(x,x,2x) e R} x € R}.

ﬁExercicio 6.6.2

Verificar, em cada caso, se V é um subespaco vetorial do espaco vetorial M3,3(IR)
das matrizes de ordem 3:

1. V= {[ai]']; aj1 +dpy +dsz = 0}}
2.V = {[ai]-]; a;j = aj; para todo 1 <1i,j<3};

3. V= {[aij]; LZZ']' =0,sei ij}}

4. V ={A =[a;;]; A é invertivel }.

4 Exercicio 6.6.3
Seja V = R? = {(x,); x,y € R}. O conjunto V nido é um espaco vetorial em relagao
a nenhum dos dois seguintes pares de operacoes sobre V:

(A) : (ab)+(c,d)=(a+c,b+d) e a(x,y) = (x,ay),

(B) : (a,b)+(c,d)=(a,b) e a(x,p) = (ax,ay).

Diga, em cada caso, quais dos 8 axiomas nao se verificam.
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CAPITULO 7

ESPACOS VETORIAIS FINITAMENTE
GERADOS. BASE E DIMENSAO

Objetivos
Este capitulo é dedicado ao estudo dos espagos vetoriais finitamente gerados e

suas propriedades gerais. Esses espagos vetoriais sao importante na matematica,
como em outras areas. Apresentamos alguns exemplos basicos e aplicagdes.

Espacos vetoriais finitamente gerados

Combinacgdes lineares

Seja V um espaco vetorial sobre R munido com as operagdes de adigao e de
multiplicacao por escalar. Seja S um subconjunto finito de V, isto é,

S ={v,v,...,vp}.
Uma combinacao linear dos vetores do conjunto S, é uma expressao do tipo:
a1V +arvy+...+ apvp,

onde ay, ay, ..., a, $ao numeros reais. Se w € V é um vetor que pode ser descrito através
de uma expressao como esta:

wW=a1V] +aVy +...+ apvp,

dizemos que w é uma combinacao linear dos vetores V1,V,...,Vp OU qUE V é escrito

como uma combinacgao linear de vy, v,, s Vp-

165



-\@’-Exemplo 7.1.1

Seja S = {v,v,} um subconjunto de R?, onde v; = (2,1) e v, = (1,-2). Seja w =
(1,8), entao temos:
w = 21)1 - 31/2.

Assim, o vetor w = (1, 8) é combinacao linear de vy, v5:

Denotamos por [S] ou [vy,vy,...,v,] 0 conjunto de todas as combinagoes lineares dos
vetores vy, v, ..., Vp, isto €,

[S]={aiv +ayv; +... +a,v,, onde ay, ay, ..., a, € R}
Podemos verificar facilmente que:

1. Temos: 0.vy +0.v; +... + 0.v, = 0, assim 0 € uma combinacao linear dos vetores
V1,V .., Vp, COM 4y = ... = a, = 0. Logo, temos 0 € [S].

2. Sejam v = ayvy +avy +... + a,v,, w = byvy + byvy + ... + byv, dois elementos do
conjunto [S]. Pela operacao de adicao em V temos:

v+w = (a1v1 +arvy+..+ Elpl/p) + (blvl + bz?)z + ...+ bpvp),
logo, obtemos:

v+w=(a; +by)vy +(ay +by)vy +... + (a, + by)v, € [S].

3. Sejam a € Re v = ayvy +ayvp +... + a,v,, com a multiplicagdo por um escalar dos
elementos de V temos:

a.v = a.(ayvy +avy +... +apVp) = @.41V] + @4V + .+ A.ApY

p-p’

assim, deduzimos que: a.v € [S].

Em conclusao, as trés condi¢oes que caracterizam um subespago vetorial sao
verificadas. Portanto temos a seguinte propriedade.

i® Proposicao 7.1.2
Sejam (V, +,.) um espaco vetorial sobre R e os vetores vy, v5,..., vp de V. Entao, o
conjunto

[S]={a1v; +ayv; +... +a,v,, onde ay, ay, ..., a, € R},

munido das operagoes de adicao e da multiplicagdo por um escalar é um
subespaco vetorial de V.

Levando em conta a propriedade anterior, formulamos a seguinte definicao.
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WDeﬁnigﬁo 7.1.3
Sejam (V,+,.) um espago vetorial sobre R e os vetores V1, V20 Vp de V. O
subespaco:

[S]={a1vi +ayvy +... +a,v,, onde ay, ay, ..., a, € R}

€ chamado de subespacgo gerado por S. Cada elemento de [S] é uma combinacao
linear de elementos de S ou combinac¢ao linear de vq,v,,...,v,. Ao invés de [S]
também costuma-se escrever:

P

[S]=[v1,v2, - Vp].

Diz-se também que: os vetores vy,v,,..,v, geram o subespago vetorial [S], ou
entao que o conjunto S = {vy,vy,...,v,} € um sistema de geradores de subespago
vetorial [S].

Aviso importante. Nao confunda os dois conjuntos S e [S]:

1) S é um conjunto finito de vetores do espago vetorial V,

2) [S] é o subespaco vetorial de V formado pelas combinagoes lineares dos vetores
do conjunto finito S.

Temos a seguinte propriedade:

i® Proposicao 7.1.4
Sejam (V,+,.) um espaco vetorial sobre R e os subconjuntos S = {vy,v,,..,v,} e
T = {w;,w,,...,w,}. Entdo, temos:

1. ScC|[S];

2. Se T c S entao [T] C [S];

3. [SUT]=[S]+[T].

Prova. 1) Seja v € S = {vy,v,,..,vp}, entdo existe j (1 < j < p) tal que v = v;. Assim,
temos: v = v; = 1.v;, ou seja, v = 1.v; € [S]. Logo, deduzimos que S C [S].
2) Se T C S entdo necessariamente temos r < p. Como T C S todo elemento w; € T
pertence também ao conjunto S. Assim, todo combinacao linear w = a;wy +--- + a,w,,
que um elemento do espago vetorial [T], é também um elemento do espago vetorial
[S],isto é, w =ajwy +---+a,w, €[S].
Conclusao. Se T C S entao [T] C [S], isto é, o espacgo vetorial [T], gerado por T, é um
subconjunto do espago vetorial [S], gerado por S. De maneira mais rigorosa, o espaco
vetorial [T] é um subespaco vetorial do espago vetorial [S].
3) Vamos aplicar a propriedade anterior 2). Como S Cc SUT e T C SUT, a propriedade
anterior 2) implica que:

[S]C[SUT]e[T]C[SUT].
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Logo, obtemos a inclusdo [S]|+ [T] C [SUT], ou seja, [S]+ [T] € um subespago vetorial
do espaco vetorial [S U T].

Reciprocamente, seja w € [SU T ], entdo existe nameros reais 4y, ..., ay e by, ..., b, tais
que:

w=a1v; +..+a,v,+byw; +...+ b,w,.

pVp
Como a;vy +... +a,v, € [S] e bjw; +... + byw, € [T] deduzimos que w € [S]+[T]. Assim,
temos a inclusao [SUT] C [S]+[T].

Conclusao. Como [S]+[T] Cc[SUT] e [SUT]cC [S]+][T], temos necessariamente
[SUT]=[S]+[T].

-\@’-Exemplo 7.1.5

Sejam o espaco vetorial V = R® sobre R e S = {vy, v,}, onde v; = (1,0,0) e v, =
(1,1,0). Entao, com as operacgoes de adi¢ao e da multiplicagao por um escalar
temos:

[S]={av; + bv,, ondea, be R} ={(a+b,b,0), onde g, b € R}.

Assim, temos [S] C {(x,9,0), onde x,y € R}. Agora, vamos provar a seguinte
inclusao {(x,y,0), onde x,y € R} C [S]. Seja w = (x,9,0), existem a e b tais que
w = avy + bv,? Assim, temos (x,y,0) =a(1,0,0)+ b(1,1,0) = (a+b,b,0) € [S]. Logo,
deduzimos que a e b verificam o sistema linear:

a+b=x
b=y
entao, temos: y =b e a = x —y. Assim, obtemos,

w=(x,0)=(x-200)+ (0 =(x-p)(1,0,0)+y(1,1,0),

ou seja, w = (x — y)vy; + yv,. Logo, temos {(x,,0), ondex,y € R} C [S]. Em
conclusao, temos: [S]={(x,7,0), onde x, y € R}.

-\@’-Exemplo 7.1.6
Seja o espago vetorial dos numeros complexos C sobre R. Para todo z = a + bi
(i> =-1), onde 4, b € R, temos:

z=a+bi=al1+b.1i,

logo, os numeros 1 e i geram o espaco vetorial C sobre R, isto é, C =[1, i].
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Exercicio para praticar as propriedades.

A) Seja V um espaco vetorial sobre IR. Provar que se S e T sao subespacgos vetoriais de
V,entao S+ T =[SUT].

B) Sejam u e v dois vetores ndo nulos do IR?. Supor que u # t.v para todo t € R, isto ¢é,
nao existe nenhum ¢ € R tal que u = tv. Mostrar que IR? é soma direta dos subespacos

[u] e [v].
Espacos vetoriais finitamente gerados

¢ Definigao 7.1.7
Dizemos que um espaco vetorial V é finitamente gerado se existe um subconjunto
S de V, tal que:

1. S é finito,

2. V =[S], isto é, o conjunto finito S é um sistema de geradores do espago
vetorial V ou que S é um sistema de geradores de V.

Na realidade, existem muitos subconjuntos finitos de um espago vetorial V que tém
essa mesma propriedade de gerar o espago vetorial V. Nas licoes a seguir,
estudaremos a relacao entre os conjuntos finitos, que geram um espacgo vetorial sobre
R. Posteriormente, focaremos praticamente apenas em espacgos vetoriais gerados por
um numero finito de seus vetores, como por exemplo R"” ou M,,,,,(IR).

-\@’-Exemplo 7.1.8
Seja V = {0}, onde 0 indica o vetor nulo de um espago vetorial qualquer. Entao,
V = {0} é um espago vetorial sobre IR, que é finitamente gerado pois, para S = {0},
temos V = [S] = {0}.

-\@’-Exemplo 7.1.9
O espaco vetorial real V = R? ¢ finitamente gerado. De fato, para qualquer (x,y) €
R? temos:

(x,9) = (x,0)+(0,9) = x(1,0) +»(0, 1).

Assim, podemos dizer que o sistema de vetores S = {(1,0), (0,1)} gera o espago
vetorial V = IR? ou que S = {(1,0), (0,1)} é um sistema gerador finito do espaco
vetorial V = IR?.

-\@’-Exemplo 7.1.10

| O espaco vetorial real V = M,,»(IR) das matrizes quadradas de ordem 2 x 2, é
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finitamente gerado. De fato, para qualquer matriz A = (i Z) temos:
a b\_(a 0\ (0 b) (0 0 (00
c d) \o o/ \o 0o/ \c o/ \o d
a b\_ (1 0\ (0o 1) (00 00
c dl\0 0 0 0 10 0 1)

Logo, espaco vetorial V = M;,,(R) sobre R das matrizes quadradas 2 x 2, é
finitamente gerado, e temos:

Logo, temos:

My, (R) =[S],

onde S é o conjunto finito:

s={ls oo ok 9 )

Exercicio para aplicar as propriedades. Seja M,,3(IR) o espago vetorial das matrizes
de ordem 2 x 2. Verificar se as seguintes matrizes geram o espacgo o espago vetorial

M2><3(IR):
1 00 010 0 01 000 0 0 0y/O O O
0 0 0/\0 o o0/)\o o o0/\t 0oo/f\01 0/\0 O 1)

Dependéncia linear e independéncia linear

Dependéncia linear

Seja V um espacgo vetorial sobre IR. No6s vimos, por definicao, que um vetor v € V

¢ combinacao linear dos k vetores vy,v,,...,vx € V quando conseguirmos encontrar
numeros reais xq,x»,..., Xy tais que:

V=X1V1 + XUy + - + X Vg (7.1)

¢ Definicao 7.2.1
Seja V um espaco vetorial sobre IR. Dizemos que um conjunto S = {vy,v,,...,v,} C
V é Linearmente Independente (usamos a abreviagao: L.I.) se, e somente se, a
igualdade do tipo:

XV + X0+ +x,0,=0=>x;=x,=--- =%, =0.
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Isto é, aigualdade do tipo xy vy +x,v,+:--+x,v, = 0, com 0s x; em R, s6 for possivel
| parax; =xp, =---=x, =0.

Seja V um espaco vetorial sobre R e um subconjunto S = {v,v,,..., v} CV tal que
X1V + X0+ -+ X0 =0,

onde o0s x; sao numeros em IR. Suponha que pelo menos um dos coeficientes acima seja

diferente de zero, digamos x; # 0. Dai podemos dividir por x; e assim conseguimos
escrever o vetor v; como combinagao linear dos demais:

X X X
vlz——zvz——3v3—---——kvk. (7.2)
X1 X1 X1

Se os vetores vy, v,,...,vx nao forem linearmente independentes, entao nds dizemos
que eles sdo linearmente dependentes (L.D.).

WDeﬁnigﬁo 7.2.2

Seja V um espago vetorial sobre R. Dizemos que S = {v,v,,...,v,} é linearnente

dependente (usamos a abreviacao: L.D.) se, e somente se, S nao é L.I., ou seja, é
possivel uma igualdade do tipo:

X1V + X0+ +x,v,=0,

sem que os escalares ai sejam todos iguais ao namero zero.

-‘@’-Exemplo 7.2.3

Seja C o espago vetorial dos nameros complexos sobre R. O conjunto S = {1, i} é
linearmente independente. De fato, se

a+bi=ax1+bxi=0entdotemosa=>b=0.

-\@’-Exemplo 7.2.4
Seja o espago vetorial V = IR? sobre IR. O conjunto de vetores S = {(1,0), (0,1)} é
L.I. De fato, se x(1,0) + »(0,1) = (0,0), entao temos:
x(1,0)+(0,1) = (x,0)+(0,) = (x,v) = (0, 0).

Logo, deduzimos que: x =y = 0.

Assim, o subconjunto de vetores
S ={(1,0), (0,1)}, do espaco vetorial V = IR?, é L.I..
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-\@’-Exemplo 7.2.5
Seja o espago vetorial V = M,,,(IR) sobre R das matrizes quadradas 2 x 2. O

conjunto S:{((l) 8) (8 é)(? 8) (8 (1))}

é L.I. do espago vetorial V = M,,,(IR). De fato, temos:

Sea10+b01+c0 0+d00_00
00 00 1 0 o 1/ \o o)

al 0+b01+c0 0+d00_ab
00 00 1 0 0 1) \c d)
deduzimos que:
a b\ (00
c d \o o)

com a igualdade das matrizes obtemos: a=b=c=d =0.

Conclusao. O conjunto S = {(1 O), (O 1), (O 0), (O O)} é L.I. do espago

0 0o/°\0 o/°\1 0/ \0 1
vetorial V = M,,»(R).

Como

Algumas propriedades da dependéncia linear

i® Proposicao 7.2.6

Seja o espaco vetorial V sobre R. Seja S = {vy,...,v,,} um conjunto finito de V.

1) O conjunto finito S = {vy,...,v,,} com dois ou mais vetores, isto é, n > 2, é
linearmente dependente se, e somente se, pelo menos um dos vetores de S pode
ser escrito como combinac¢ao linear dos outros vetores.

2) Se o vetor nulo pertence ao conjunto finito S = {vy,...,v,,}, entdo os vetores

Vq,...,V, sao linearmente dependente.

Para os espagos vetoriais IR"” temos a seguinte propriedade:

i® Proposicao 7.2.7
Seja o espaco vetorial V = R” sobre R. Seja S = {vy,...,v,} um conjunto finito de
V. Se r > n, entao os vetores vy,...,v, sao linearmente dependente.

Também, temos a seguinte propriedade de independéncia linear, em relacao com
as matrizes inversiveis.
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i® Proposicao 7.2.8
Seja o espaco vetorial V = R” sobre R. Seja S = {vy,...,v,} um conjunto finito de
V, onde v; = (a;1,4;3,.-.,4;y). Seja a matriz A = [a;;], de ordem n x n. Se a matriz A
é inversivel, entao os vetores vy,...,v, sao linearmente independente.

-\@’-Exemplo 7.2.9

Sejam o espaco vetorial V = R? sobre R e o subconjunto S = {vy, v,}, onde v; =
(2,1) e v = (3,2). A matriz quadrada A = [a;;]<;, <> associada ao conjunto S é

dada por:
A=l 3]
3 2

O determinante da matriz A é dado por:

2 1

det(A) = |3 5

|:4—3:1.

Como det(A) = 0, entao a matriz A é invertivel. Logo, o sistema S = {vy, v,}, onde
v, =(2,1)evy=(3,2),é LI

&M Base e dimensao

Base de um espaco vetorial

Seja V um espaco vetorial sobre RR.

W(Deﬁnigﬁo 7.3.1
Seja S = {vy,...,v,} um subconjunto finito de V. Dizemos que os vetores vy,...,v,
formam uma Base para V se as duas condi¢oes sao verificadas:

C1) Os vetores vy,...,v, sao linearmente independentes,

C2) Os vetores vy,...,v, geram V, isto é, V = [S].

Se os vetores vy,...,v, formam uma base de V, entao eles tém que ser distintos e nao
nulos.

-\@’-Exemplo 7.3.2
Seja o espaco vetorial V = IR? sobre R. Seja S = {v}, v,}, onde v; = (1,0) e v, =
(0, 1). Entdo, v; = (1,0) e v, = (0, 1) formam uma base de V = IR?.

Solugao. Vamos provar que o conjunto S = {vy, v,} é um sistema L.I. e também
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um sistema gerador do espaco vetorial real V = IR?.

1- O sistema S é L.I.. De fato, se
avy + bvy, = a(1,0)+ b(0,1) = (0,0) entao a(1,0)+ b(0,1) = (a,b) = (0,0).
Logo, a = b = 0. Assim, os vetores v; = (1,0) e v, = (0,1) sdao linearmente

independentes.

2. O conjunto S é sistema gerador do espago vetorial real V = R%. Os vetores
v, =(1,0) e v, = (0, 1) geram o espaco vetorial real V = IR?. Para todo v = (a,b) €
R? temos:

v={(a,b)=(a,0)+(0,b) =a(1,0)+b(0,1).
Logo, os vetores v; = (1,0) e v, = (0, 1) geram o espago vetorial V = IR? sobre R.

Conclusao. Os vetores v; = (1,0) e v, = (0, 1) formam uma base de V = R?, isto é,

temos V = R? = [S].

-\@’-Exemplo 7.3.3

Seja o espaco vetorial das matrizes:

a 0

D:{Aa,b:[ - l,a,beIR},

equipado com operacoes de adi¢ao e de multiplicagao por um escalar das
matrizes. Provar que as matrizes:

oa]<[o 7]

a 0
0 b l,a,beIR}.

Prova. Vamos verificar as duas condi¢oes da definicao de uma base.

formam uma basede D ={A,; = l

Independéncia linear do sistema S. As duas matrizes do sistema
1

S = {[ 0 8 ], [ 8 (1) l} sao linearmente independente. De fato, sejam a e b em R

tais que:

o olreo V][0 o)

Logo, com a propriedade de igualidade de duas matriz, temos a = b = 0. Assim, o
sistema S € linearmente independente.

As duas matrizes do sistema S geram o espaco vetorial D. As duas matrizes do
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sistema S = 1o 00 eram 0 espaco vetorial
- oollo1 & pag

a 0

0 b
adicao e de multiplicacao das matrizes, temos:

ERIR ER IR E S PR b

. : 10 00
Logo, as duas matrizes do sistema S = 0oo0llo 1 geram O espago

D:{Aﬁ,b:[ b

l, a, b € R}. De fato, seja l g ] em D. Com as operagoes de

vetorial D, isto é, temos D = [S].

(en)

Conclusao. O sistema S = {[ L0 ], [

0 0 (1) ]} (conjunto finito), € uma base do

o

espago vetorial D.

WDeﬁnigéo 7.3.4

Base canodnica
1) O conjunto S = {ey, e,} onde:
e = (1'0)’ € = (011)1
é chamado Base Canoénica de R?.
2) O conjunto S = {ey, ey,...,¢,,} onde:
e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., e = (0,...,0,1),
¢ chamado Base Canonica de R".
1 0

3) A base S = {l 00 l, [ 8 (1) l} do espago vetorial D, é chamada Base

Canonica.

Temos a seguinte proposicao para caracterizar uma base:

i® Proposicao 7.3.5
Seja V um espaco vetorial sobre R. Seja S = {v,v,,...,v,} uma base de V. Entao,
cada vetor de V pode ser escrito de modo Unico na forma:

vV=a1v1 +avy +..+a,v,,

onde ay, a,, ..., a,, S0 numeros reais.

Prova. Sejam S = {vq,v;,...,v,} uma base de V e v € V. Como S gera V, existem
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numeros reais ay, a,, ..., a, tais que:
v=a1v1 tavy +..+a,v,.

Para estabelecer que essa combinacao linear de v é tnica, suponhamos que existem
numeros reais by, b,, ..., b, tais que:

v = blvl + b2v1 +...+ bnvn.
Logo, temos:
v=a1v1tav1 +..+a,v, = blvl + b21/1 +...+ bnvn.

Assim, obtemos:
(ﬂl — bl)vl + (02 — bz)vl + ...+ (an — bn)vn =0.

Como S ={vy,vy,...,v,} € um sistema L.I. deduzimos que:
al_bl :O, az—bzzo, an—bn:O.

Logo, obtemos:
a) = bl, a) = bl, vy Ay = bn

Conclusao: cada vetor de V pode ser escrito de modo Gnico na forma v = ayv; +a,v; +
...+a,v,,onde a;, a,, ..., 4, sS40 numeros reais.

-\@’-Exemplo 7.3.6

Seja o espaco vetorial R%. Seja conjunto S = {v;,v,} onde:
v = (2, —4), Vy = (3, 8)

Sabemos que S é uma base de R?. Encontrar as coordenadas a e b do vetor u =
(1,-1) isto é, u = avy + bv,, em relacao a base S.

Soluc¢ao. Temos:
u=avy +bvy,=a(2,-4)+b(3,8) =(2a+3b,—4a+8b) = (1,-1).

Logo, temos o sistema:
2a+3b=1,(1)
—4a+8b=-1(2).

Multiplicando a equagao (1) por 2 e adicionando a equagao (2), obtemos o sistema:

2a+3b=1
14b = 1.
Logo, temos b = ﬁ ea= 1_—231’ = %. Assim, temos: u = 11—41)1 + %v}
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A proposicao a seguir permite estabelecer a ligacao entre uma base e um sistema
generador de um espago vetorial finitamente gerado.

i® Proposicao 7.3.7
Seja V um espaco vetorial sobre R. Seja E = {vy,v,,...,v,} um sistema gerador de
V. Entao, deste conjunto de vetores S podemos extrair uma base de V.

Prova. Vamos dar uma visao geral do processo de construcao de uma base de V a partir
do sistema gerador E.
1) Se E = {vy,vy,...,v,} € L.I. entdo, pela definicao de uma base, E é uma base de V. A
demonstragao termina aqui.
2) Se E = {vy,vy,...,v,} € L.D. entdo, existe um vetor de E que pode ser escrito como
combinacao linear dos outros vetores de E. Sem perda de generalidade, suponhamos
que este vetor seja v,, ou seja, que v, € uma combinacao linear de vy,v,,...,v,_1. Assim,
o conjunto E; = {vy,v,,...,v,_1} ainda gera o espaco vetorial V. Agora, estamos com dois
casos: a) Se Ey = {vy,vy,...,v,_1} € L.I. entdo, pela definicao de uma base, E; é uma base
de V. A demonstragao termina aqui.
b) Se E; ={v,v,,...,v,_1} € L.D. entdo, existe um vetor de E; que pode ser escrito como
combinacao linear dos outros vetores de E. Sem perda de generalidade, suponhamos
que este vetor seja v,_j, ou seja, que v,_; € uma combinacgao linear de vy,v,,...,v,_,.
Assim, o conjunto E, = {vy,v,,...,v,_,} ainda gera o espago vetorial V.

Apdés um numero finito de passos, obteremos um conjunto B = {vy,vy,..., v, g}

formado por r — s vetores que sao L.I. que ainda geram V. E assim, o conjunto
B ={v{,v,,...,v,_s} € um sistema gerador de V, que é L.I,, logo, B é uma base de V.O

i® Proposicao 7.3.8
Seja V um espaco vetorial sobre Re S = {vy,...,v,} uma base de V. Se m > r, entao
todo conjunto E = {wy,...,w,,} de vetores V, é linearmente dependente, ou seja,
qualquer subconjunto de V com mais de r vetores é L.D.

Prova. Seja o subconjunto E = {wy,...,w,,} de vetores V com m > r. Como S = {vy,...,v,}
é uma base de V, temos:

W1 =a11V1 +a1pvvy +...+ 41, v,
(T) Wy = ap1V1 +aprVVy +... +4dp, UV,

Wy = A1 V1 T Ay VoV + .o + Ay Vs

Agora, se xjwy + ... + - + X, wy, = 0, substituindo cada w; por sua expressdao como
combinacao linear dos vetores vy,...,v,, segue de (T) que:

(allxl +day1 X +...+ amlxm)vl +..+ (alrxl +ay:X,+...+ amrxm)v, =0.
Como S ={vy,...,v,} € uma base de V, deduzimos o sistema linear homogéneo:
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ap1xXy tari Xy +..+a,;1 Xy, = 0
(S) A12X1 +AxXy + ...+ Ay Xy = 0

A1,X1 +0ap,Xp + ..+ Ay Xy, = 0.

O sistema (S) tem r equagoes e xq, x5, ..., X, incognitas. Como r < m o sistema linear (S)
admite infinitas solu¢des. Logo, o sistema (S) admite uma solucao nao trivial, ou seja,
existe uma (xy, Xy, ..., X,;) com algum x; ndo nulo. Assim, existem xy, Xy, ..., X, ndo todos
nulos tais que xyw; +... +--- + x,,w,,, = 0. Portanto, os vetores wy,...,w,, sao L.D.O

Como consequéncia, da precedente proposicao, temos o teorema a seguir:

¥y Teorema 7.3.9
Seja V um espaco vetorial sobre R. Se S = {v{,v,,...,v,} e T = {wy,wy,...,w,} sdo
duas bases de V, entdo temos:

r=s

Isto ¢, todas as bases de um espacgo vetorial finitamente gerado tém o mesmo

numero de elementos.

Prova. Como S = {vy,vy,...,v,} geraVe T = {wy,w,,...,ws} € L.I.,, entdo temos s < r, logo
s < r. Portanto, como T = {w;,wy,..., ws} gera Ve S = {vy,vy,...,v,} € LI, segue r <s.
Portanto, temos r =s. O

¢ Definigdo 7.3.10
Um espago vetorial V sobre R, é chamado de dimensao finita se contém um
conjunto finito S = {vy,v,,...,v,} de vetores que constitui uma base de V, isto é&,
um espago vetorial V sobre R de dimensao finita, é finitamente gerado.

Gragas as propriedades acima, tanto faz a base que considerarmos, pois todas tem o
mesmo numero de elementos. A dimensao de V, pelo que vimos até agora, indica o
numero de vetores necessarios para representar qualquer vetor de V.

Dimensao de um espaco vetorial

WDeﬁnigﬁo 7.3.11
Seja V um espago vetorial nao nulo sobre R de dimensao finita. O namero de
elementos de uma base de V é chamado de dimensao de V e denotado por dim V.
Convencionamos que se V é o espago vetorial nulo, entao dimV = 0.
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-\@’-Exemplo 7.3.12

O conjunto:
P (R) = {p(x) = a,x* + a; x + ag tais que ag, a;,a, € IR} (7.3)

de todos os polindmios de grau 2 é um espago vetorial. Uma base para este espago
pode ser encontrada facilmente, e formada pelos polindmios

{xz,x, 1}, (7.4)

aquela gera o espaco P,(IR). Para ver que sao L.I., precisamos verificar que se
tivermos
ayx> +a;x+ag=0, paratodox€eRR, (7.5)

entao todos os coeficientes devem ser nulos. Isto segue da resolugao das equagodes
de segundo grau a,x* +a,x+ag = 0, que possui exatamente duas solu¢des reais ou
complexas (distintos ou idénticos). Portanto, ja que no nosso caso todos os valores
reais de x sao raizes, nosso polinomio deve ser o constante igual a zero, de modo
que todos os coeficientes sao zero.

Concluimos desta maneira que S = {xz, X, 1} ¢ uma base de P,(R), que
consequentemente tem dimensao 3.

i® Proposicao 7.3.13
Seja V um espaco vetorial sobre R de dimensao finita. Se W é subespaco vetorial
de V, entao W é também de dimensao finita, e temos:

dimW <dimV.

Além disso, se dimW =dimV, temos que W = V.

Prova. Seja S = {vy,vy,...,v,} uma base de V e W um subespaco vetorial de V.
Se W é o subespaco vetorial nulo, entao dim W = 0.

Se W nao é o subespaco vetorial nulo, como S = {vy,v,,...,v,} uma base de V, entao
S ={vy,v,...,v,} € um sistema gerador de W. Assim, W é de dimensao finita e toda base
T ={wy,wy,...,ws} de W é um sistema L.I., logo s < r. Portanto, temos dim W < dimV.

Se dimW = dimV = r, entao toda base de W contém r elementos. Seja
T = {wy,wy,...,w,} uma base de W. Se W = V, como W C V, existe entao v € V com
v ¢ W. Assim, o conjunto {v,w;,w,,...,w,} € um subconjunto finito de V que é L.I.
Como este conjunto tem r + 1 vetores e dimW = dimV = r, temos uma contradigao.
Portanto, de fato, W = V. O

Temos o seguinte resultado pratico:
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i® Proposicao 7.3.14
Seja V um espaco vetorial sobre IR de dimensao finita r. Seja S = {vy,v,,...,v,} um
subconjunto de r vetores de V.

1. Se S ={vy,v,,...,v,} é linearmente independente, entao S é uma base de V.

2. Se S ={vy,vy,...,v,} € um sistema gerador de V, entao S é uma base de V.

Prova. Seja V um espago vetorial sobre IR de dimensao finita r.

1. Sabemos que dimV =re S = {vy,v,,...,v,} € sistema de r linearmente independente
do espaco vetorial V. Entao, pela Proposicao 7.3.13 podemos afirmar que
S = {v1,v,...,v,} € uma base do subespaco vetorial [S] de V gerado por S, assim,
[S]Cc V e dim([S]) =r. Logo, temos e dim(V) = dim([S]) = r, e aplicando a Proposi¢ao
7.3.13 temos [S] = V. Consequentemente, o sistema S = {vy,v,,...,v,} € uma base do
espaco vetorial V.

2. Como S = {vy,vy,...,v,} CV, entao temos [S] C V. Por outro lado, S é sistema
gerador do espago vetorial V, entdo temos [S] = V, além disso dim([S]) = r. Logo,
aplicando a Proposi¢ao 7.3.13, temos [S] C V e dim(V) = dim([S]) = r, assim, o sistema
S ={vy,vy,...,v,} € uma base do espaco vetorial V.

Terminamos este capitulo com a seguinte proposigao:

i® Proposicao 7.3.15
Seja V um espago vetorial sobre IR de dimensao finita. Se U e W sao dois
subespacos vetoriais de V, entao temos:

dim(U+W)=dimU+dimW —-dim(UNW).

Além disso, se U+ W = U W, entdo temos dim(U + W) =dimU +dimW.

-\@’-Exemplo 7.3.16

Quais dos conjuntos de vetores a seguir sao bases para R??
1. §;={(1,3),(1,-1)}.
2. S, =1(0,0),(10,3),(7,-1)}.
3. S55=1{(2,3),(1,-2),(3,2)}.

4. S4=1{(1,3),(-2,1)}.

Solugao.
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1) O sistema Sy ={(1,3),(1,-1)} é L.I. De fato, se a(1,3)+ b(1,-1) = (a+ b,3a-b) =
(0,0) temos o sistema linear homogéneo:

a+b=0
3a-b=0.
A soma das duas equacgoes implica que:
a+b=0
4a=0

Logo, a = b = 0. Assim, S; = {(1,3),(1,-1)} é L.I. Como R? ¢ de dimensao 2, o
sistema S; ={(1,3),(1,-1)} é uma base de R.

2) S, ={(0,0),(10,3),(7,-1)} contém o elemento neutro da adigao (0,0), logo S,
nao é L.I. Portanto, S, nao é uma base de R2.

3) S5 =1{(2,3),(1,-2),(3,2)} contém 3 elementos, como R? é de dimensio 2<3, S;
nao é L.I. Portanto, S3 nao é uma base de R2.

4) O sistema Sy ={(1,3),(-2,1)} é L.I. De fato, se a(1,3)+b(-2,1) = (a—2b,3a+b) =
(0,0) temos o sistema linear homogéneo:

a-2b=0
3a+b=0
a-2b=0
5a=0.

Logo, a = b = 0. Assim, o conjunto S4 = {(1,3),(-2,1)} é L.I. Como R? é de
dimensio 2, o sistema S4 é uma base de IR?.

O que implica que:

7.4 Exercicios resolvidos

gExercicio 7.4.1

Mostrar que os nameros complexos 1+ 2i e 2 —i geram o espago vetorial dos
numeros complexos C sobre R.

Solucgao. Seja z =a+bi € C, onde 4, b € R. Vamos verificar se existem dois nameros

reais x e y tais que:

x(1+2i)+y(2—i)=a+bi.
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Logo, usando a unicidade da escrita de um numero complexo, temos:
(x+2p)+i(2x—y)=a+ibex+2y=ae2x—-y=0>.

Logo, temos:

X+2y = a
2x-y = b
Usando o método do determinante obtemos:
a+2b 2a-b
X = ey = )
5 5

Assim, todo numero complexo z = a + bi € C pode ser escrito sobre a forma:

a+2b 2a-b
(1 +21)+ ——.(2-1).
= (1+20)+ Z 22 )

Conclusao: Os numeros complexos 1+ 2i e 2—i geram o espacgo vetorial dos nameros

complexos C sobre RR.

4 Exercicio 7.4.2
Seja M5,»(R) o espaco vetorial das matrizes de ordem 2 x 2. Verificar se as
seguintes matrizes geram o espaco o espaco vetorial M;,;(IR):

o ol lo ok [ b o 5

uma matriz do espago vetorial das matrizes M,,,(IR) de ordem

a
Solugao. Sej
olugdo. Seja|

2 x 2. Usando as operagoes de adi¢ao das matrizes e de multiplicacdo de uma matriz
por um escalar temos:

P R R e

P R R L L

Conclusao: O espago vetorial das matrizes M;,;,(IR) de ordem 2 x 2 é gerado pelas

matrizes:
1 0 01 0 0 0 0
0 o”1o ol [t ol [0 1|
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4 Exercicio 7.4.3
Seja Mj,>(IR) o espago vetorial das matrizes de ordem 2 x 2. Verificar se as
seguintes matrizes geram o espaco o espaco vetorial M;,,(R):

o o lo o 17512

Solugao.

Seja [i Zl uma matriz do espago vetorial das matrizes M;,,(IR) de ordem 2x 2. Vamos

buscar se existem numeros reais x, y, z e t tais que:

a b|__[1 o] [t 1], [0 o], [0 1
c dl” o oo ol TF1 1|71 2f

Usando as operagoes de adicao das matrizes e de multiplicagao de uma matriz por um

escalar temos:
a bl |[x+y yp+t
c d| |z+t z+2t|

Usando a igualdade de duas matrizes, deduzimos o sistema linear:

x+2y = a (1)
y+t b (2)
z+t c (3)

z+2t = d (4).

Fazendo a diferenca da Equacao (4) menores a Equacao (3), obtemos: t =d —c. Assim,
temos:

* a Equacao (3) implica que z=2c—d.
* a Equacao (2) implicaquey=b—-t=b+c—d.

* a Equacao (1) implicaquex=a-y=a-b-c+d.

. . |a . . , . ~
Assim, toda matriz [ l do espaco vetorial das matrizes M,,,(IR), ¢ uma combinagao
c

o o ool 17512
o o oo 17511

geram o espago o espago vetorial M,,;(IR).

d

linear das matrizes:

Conclusao. As 4 matrizes:
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4 Exercicio 7.4.4
Seja V um espaco vetorial sobre R. Provar que se S e T sao subespacos vetoriais
deV,entao S+ T =[SUT].

Solucao.
Como S e T sao subespacos vetoriais de V, entdao a soma S+ T é também um subespago
vetorial de V.

Qualquer elemento x de [S + T] é uma combinacao linear de elementos de SUT.
Agora S+T é um subespaco vetorial de V, portanto, x também pertence a S+T. Assim,
temos [SUT]C S+ T. Por outro lado, S+ T C [S U T]. Entao, temos:

S+T=[SUT].

Conclusao. Se S e T sao subespagos vetoriais de um espago vetorial V, entao S+ T =
[SUT].

gExercicio 7.4.5

Seja o espaco vetorial sobre IR, das matrizes diagonais:

D:{Aa,b:[g gl,a,beIR},

equipado com as operacoes de adi¢ao e de multiplicagao por um escalar de
matrizes.
Mostra que D é finitamente gerado.

Solucao.
Seja A, € D. Usando as propriedades de adi¢ao e multiplicagdo por um escalar de
matrizes, temos:

S R

. 10 00 . .
Logo, as duas matrizes l 0 0 ] e l 0 1 ] geram o espago vetorial D das matrizes

diagonais.

Conclusao. O espaco vetorial real D das matrizes diagonais é finitamente gerado.

4 Exercicio 7.4.6
| Mostre que o espago vetorial V = M3,,(R) sobre R das matrizes de ordem 3 x 2, é
finitamente gerado.
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Solucao.

Seja A = [a b Cl uma matriz do espago vetorial V = Mj3,,(R). Usando a operagao de

d e f

adicao das matrizes temos:
A:[a 0 o]+[o b ol+[o 0 Cl+[0 0 ol+[o 0 0]+[0 00
0 0 0f] [00 0 |00Of [doof [0e o0 |00 f|
e usando a operagao de multiplicacao de uma matriz por um escalar obtemos:
T R N
Logo, deduzimos que as 6 matrizes
[1 0 ol’ [o 1 ol’ lo 0 1]} lo 0 ol’ lo 0 olelo 0 ol’
0 0 Of |00 0|0 O O] (1 O oOf (010 0 01
geram o espaco vetorial espago vetorial real V = M3,,(R).

Conclusao. O espaco vetorial real V = Mj3,,(R) sobre R, das matrizes de ordem 3 x 2,
é finitamente gerado.

A Exercicio 7.4.7
Seja P, o espago vetorial sobre IR das fungoes polinomiais de grau<1ldep: R— R
tal que px) = ax + b, para todo x € R, onde 4, b € IR, isto é,

P ={P:R— 1R tais que P(x)=ax+b, ondea, bceR},

com as operagées:

O1) Adicao das func¢oes: Dadas duas fung¢oes polinomiais P e Q de P, é definida
por
(p+a)(x) =p(x) + ()

02) Multiplicacao das fung¢oes por um escalar: Dada uma func¢ao polinomial P
de grau 1 e um numero real k, a fungao polinomial k- P : R — R é definida
por

(k-p)x) =k p(x).

Mostre que o espaco vetorial P, sobre R é finitamente gerado.

Solucgao. Seja P € P, entao, para todo x € R, temos:

P(x)=ax+b, ondea, b € R
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Sejam f e g as fun¢des definidas por:
f(x)=xe g(x)=1, paratodo x € R.
Assim, para todo x € R, temos que:
(af +g)(x)=af(x)+b.g(x) =ax+0b.1 =ax+D.
Logo, para todo x € R, obtemos:
P(x)=(af +g)(x)=ax+b, ouseja, P=af +g.

Assim, as fungoes f e g geram o espaco vetorial real P; .

Conclusao. O espaco vetorial real P, sobre R, das fun¢oes polinomiais de grau menor
ou igual a 1, é finitamente gerado.

:gExercicio 7.4.8

Verificar se as 3 matrizes de ordem 3 x 1:

1
0 ’ ’
0 0
sao L.I ou L.D.
Solucao.

Sejam a, b e c nimeros reais tais que:

1 1 1 0
al 0 |+b| 1 |+c| 1 |=]0]].
1 0

0

o

Usando as operagoes de adicao de matrizes e de multiplicacao de matrizes por um
escalar obtemos:

1 1 1 a+b+c 0
al 0 [+b] 1 |+c| 1 |= b+c =10
0 0 1 c 0

A igualdade das matrizes implica que temos o sistema linear:

a+b+c = 0
b+c = 0
c = 0

Com a terceira equagao temos ¢ = 0. Assim, usando a segunda equag¢ao temos b +c =
b+0=0ousejab=0.Eaprimeira equagao implicaquea+b+c=a+0+0=0,isto é,
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a=0.Logo,temosa=b=c=

Conclusao. As 3 matrizes : 1 |sao L.l

oS O = O

4 Exercicio 7.4.9
1) Verifique se o conjunto S = {(1,1,0);(0,2,1);(0,0,2)} c R® ¢ L.I. ou L.D.
2) Verifique se o conjunto S ={(1,1,0,0);(0,2,1,0);(0,0,0,3)} C R*¢L.I
3) Consideremos no espago vetorial IR2, os vetores: u = (1,a)ev=(-1,1-a)onde
a € R. Mostrar que S = {u,v} éL .I.

Solugao.

1. Sejam a, b e c nameros reais tais que: a(1,1,0)+ b(0,2,1) +¢(0,0,2) = (0,0,0), entao
temos: a(1,1,0)+b(0,2,1)+¢(0,0,2) = (a,a+2b,b+ 2c) = (0,0, 0). Logo, temos o sistema
linear :

a = 0
a+2b = 0.
b+2c = 0

Como a = 0 a segunda equagao implica: a+2b=0+2b =0, logo b = 0. E com a terceira
equagao obtemos: b+2c=0+2c =0, assim ¢ = 0.

Conclusao. O conjunto S ={(1,1,0);(0,2,1);(0,0,2)} C R3éL.I

2. Sejam a, b e c numeros reais tais que:
a(1,1,0,0)+b(0,2,1,0) +¢(0,0,0,3) =(0,0,0,0),
entao temos:
a(1,1,0,0)+b(0,2,1,0) +¢(0,0,0,3) = (a,a+ 2b,b,3¢c) = (0,0,0,0),

logo, temos o sistema linear:

S
|

a+2b

o O O O

3c =
Logo, deduzimos quea=b=c=0.
Conclusao. O conjunto S ={(1,1,0,0);(0,2,1,0);(0,0,0,3)} C R4 ¢ L.I

3. Sejam « e  dois nimeros reais tais que:
a(l,a)+p(-1,1-a)=(0,0),

entao temos:
a(l,a)+p(-1,1-a)=(a-p,aa+(1-a)p)=(0,0),
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logo, temos o sistema linear:

a-p = 0
ac+(l-a)p = 0
A primeira equagao implica que a = . Assim, usando a segunda equagao obtemos:
aa+(l-a)p=aa+(l1-a)a=(a+1-a)a =0, ouseja, @ =0,

logo, temos: a = =0.

Conclusdo. O subconjunto S = {u,v} do espago vetorial R?, onde u = (1,a) e v =
(-1,1-a),comaclR, éL.I

EgExercicio 7.4.10

Mostrar que o conjunto {(1,0,4),(1,1,a),(1,1, az)} de vetores do espago vetorial R3

sobre Ré L.I., desde quea=0ea=1.

Conclusao. Seja a matriz A formada pelos vetores (1,0,4), (1,1,a), (1, 1,a2), isto é,

1
A=]a
1

—_— = O

a2

Segundo a Proposicao 2.12, os vetores (1,0,a), (1,1,a), (1, 1,a2) sao linearmente
independentes se, e somente se, o determinante da matriz A é nao nulo. Como:

11
11

2

a
det(A) = a :‘1 “1-0+a —a+ax0=a(a-1),

1 a2

‘:a
2

[
—_— O

a

entao, temos: det(A) =a(a—1) = 0 se, e somente se,a=0oua = 1.

Conclusao. O conjunto {(1,0,a),(1,1,a),(1,1,a%)} de vetores do espaco vetorial R® sobre
RéL.I desdequea=0ea=1.

4 Exercicio 7.4.11
Seja o espaco vetorial V = R® sobre R. Provar que os vetores v; = (1,0,0), v, =
(0,1,0) e v3 = (0, 0,1), formam uma base de V = R3.

Solugdao. Sabemos que o espacgo vetorial V = IR® sobre R é de dimensdo 3. Assim,
os vetores v; = (1,0,0), v, = (0,1,0) e v3 = (0,0,1) formam uma base de V = R? se,
e somente se, eles sao linearmente independentes. Como no Exercicio 7.4.10, vamos
usar a Proposicao 2.12. Seja A a matriz associada aos vetores v; = (1,0,0), v, = (0, 1,0)
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ev3=(0,0,1),isto é,

1 00
A=10 1 0].

0 01
Como

1 00

det(A)=10 1 0|=1=0,

0 0 1
entao, os vetores v; = (1,0,0), v = (0,1,0) e v3 = (0,0,1) sao linearmente
independentes.

Conclusao. Os vetores v; = (1,0,0), v, = (0,1,0) e v3 = (0, 0,1) formam uma base de
V=R

gExercicio 7.4.12

Seja 0 espaco vetorial V = R? sobre RR. Provar que os vetores v; = (1,0)e v, = (1, 1),
formam uma base de V = R?.

Solugdao. Sabemos que espaco vetorial V = R? sobre R ¢ de dimensdo 2. Assim, os
vetores v; = (1,0) e v, = (1, 1) formam uma base de V = IR? se, e somente se, eles sdo
linearmente independentes. Como feito no Exercicio 7.4.10, vamos usar a Proposigao
2.12. Seja A a matriz associada aos vetores v{ =(1,0) e v, = (1, 1), isto é,

1 0
A= )
Como A é uma matriz triangular inferior, temos:

det(A) = Lo

=120,
11”7

entao, os vetores v; = (1,0) e v, = (1, 1) sao linearmente independentes.

Conclusio. Os vetores v; = (1,0) e v, = (1, 1) formam uma base de V = R?.

gExercicio 7.4.13

Seja o espaco vetorial V = R? sobre IR. Provar que os vetores v; = (1,0,0), v, =
(1,1,0) e v, = (1, 1,1), formam uma base de V = R3.

Solugdo. Sabemos que espaco vetorial V = R3 sobre R ¢ de dimensdo 3. Assim, os
vetores v; = (1,0,0), v, = (1,1,0) e v, = (1,1,1) formam uma base de V = IR> se, e
somente se, eles sao linearmente independentes. Como feito no Exercicio 7.4.10, vamos
usar a Proposicao 2.12. Seja A a matriz associada aos vetores v; = (1,0,0), v, = (1, 1,0)
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evy,=(1,1,1),isto é,

A=

—_ = =
—_— = O
- o O

Como A € uma matriz triangular inferior, temos:

00
det(A)=|1 1 0|=1=0,
1 1
entao, os vetores v; = (1,0,0), vo, = (1,1,0) e v, = (1,1,1) sao linearmente

independentes.

Conclusao. Os vetores v; =(1,0,0), v, =(0,1,0) e v3 = (0, 0,1) formam uma base de
V=R

gExercicio 7.4.14

Seja o espacgo vetorial V = M,,,(R) sobre R das matrizes quadradas 2 x 2. Seja o

B 1 N

Provar que as matrizes de S formam uma base do espago vetorial V = M,,,(R).

Solu¢ao. Vamos provar que S é uma base do espago vetorial V = M,,,(R) sobre R das
matrizes quadradas 2 x 2. Sejam a, b, c e d nimeros reais. Se

al 0+b0 1+c0 0+d0 0f 10 0
0 0 0 0 1 0 a bl |0 o/
entao, usando as operagées sobre as matrizes, temos:
al 0+b0 1+c0 0+d0 O |a b_OO
0 0 0 0 1 0 a bl |c d| |0 o
Com a igualdade das matrizes deduzimos quea=b =c=d = 0. Logo, o sistema S é L.I.

b
Seja A = li dl uma matriz de V = M,,,(R). Novamente, usando as operagoes sobre

as matrizes, temos:

P R R A R R

Logo, o sistema S é um sistema gerador do espago vetorial V = M,,,(R).
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Conclusao. As matrizes do sistema

S O 3 e

formam uma base do espago vetorial V = M,,,(R).

:gExercicio 7.4.15

Quais dos conjuntos de vetores a seguir sdo bases para IR3?
1. §:={(1,2,0),(0,1,-1)}.
2. 5,={(1,1,-1),(2,3,4),(4,1,-1),(0,1,-1)}.

3. 53={(3,2,2),(-1,2,1),(0,1,0)}.

4. S4=1{(1,0,0),(0,2,-1),(3,4,1),(0,1,0)}.

Solucao.

1. Sabemos que IR® é um espaco vetorial sobre R de dimensdo 3. O conjunto S; =
{(1,2,0),(0,1,-1)} é formado por 2 vetores, entdo S; nao é uma base de R3, por que
toda base de IR® é formada por 3 vetores.

2. Sabemos que R® é um espaco vetorial sobre R de dimensdo 3. O conjunto S, =
{(1,1,-1),(2,3,4),(4,1,-1),(0,1,-1)} é formado por 4 vetores, entao S, nao ¢ uma base
de IR3, por que toda base de IR é formada por 3 vetores.

3. Como R3 é um espago vetorial sobre R de dimensao 3, entao toda base de R3 é
formada por 3 vetores. Como o conjunto S3 ={(3,2,2),(-1,2,1),(0,1,0)} é formado por
3 vetores, vamos calcular o determinente da matriz A associada aos vetores de S3, isto

é, temos:
3 2 2
A=|-1 2 1},
0 10

e calculando o determinente da matriz A, usando a terceira linha, é dado por:

3 22 s s
det(A)=|-1 2 1:0—‘1 |H0=-6-(-2)=-5=0,
010

entao, o conjunto S; = {(3,2,2),(-1,2,1),(0,1,0)}, formado por 3 vetores linearmente
independentes, é uma base do um espaco vetorial real IR>.

Conclusao. Os vetores v; = (1,0,0), v, = (0,1,0) e v3 = (0, 0,1) formam uma base de
V=TR.

4. Também, o conjunto IR? é um espaco vetorial sobre IR de dimensao 3. O conjunto
S4=1{(1,0,0),(0,2,-1),(3,4,1),(0,1,0)} é formado por 4 vetores, entao S, nao é uma base
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de IR3, por que toda base de IR é formada por 3 vetores.

dExercicio 7.4.16

Mostre que se o conjunto {if,7,w} de vetores de um espaco vetorial V sobre R é
L.I., 0 mesmo acontecera com o conjunto {if + v, i + W,V + W}.

Solucao. Sejam a, b, ¢ e d numeros reais, tais que:

-

a(if + V) + b(it + W) + c(v+ w) = 0.

Com as operacgoes de adicao e de multiplicagao por um escalar no espago vetorial real
V, obtemos:

(it + V) + b(Z+ W) + c(V+ W) = (a+b)iZ+ (a+c) 7+ (b+c)w = 0.

Como o conjunto de vetores {if, v, W} é linearmente independente, deduzimos o sistema
linear homogéneo:

a+b = 0
()4 a+c = 0.
b+c = 0
1 10
O determinante da matriz A=|1 0 1] associada ao sistema (S) é dado por:
01 1

det(4) = SR

:1 —1 —1 1:—2 .
1 1 0 1‘ x (—1) X =0

O =

1
0
1

N )

Logo, o sistema linear homogéneo possui somente a solugao trivial a = b = ¢ = 0. Assim,
os vetores do conjunto {if + v, i + W,V + W} sdo linearmente independentes.

> 5 —

Conclusao. O conjunto {if + v, if + W,V + w} é linearmente independente.

ﬁExercicio 7.4.17

Sejam o espaco vetorial IR? e o conjunto S = {v;,v,} onde:
V= (1,1), Vy = (0,2)

Sabemos que S é uma base de R?. Encontrar as coordenadas a e b do vetor u =
(1,-1), isto é, u = avy + bv,, em relacao a base S.

Soluc¢ao. Sejam a e b as coordenadas do vetor u = (1,—1) em relacao a base S. Entao,
temos u = avy + bv,, ou seja, (1,-1) = a(1,1) + b(0,2). Usando as operagdes usuais de
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adicdo e de multiplicagdo por um escalar do espaco vetorial real IR?, obtemos: (1,-1) =
a(1,1)+b(0,2) = (a,a)+(0,2b) = (a,a + 2b). Logo, deduzimos a =1 e a+2b = —1. Assim,
temosa=1e2b=-1-1=-2,logo,a=1eb=-1.

Conclusao. As coordenadas do vetor u = (1,—1) em relacao a base Ssaoa=1eb=-1,

isto é, u = vy —v,.

Exercicios para praticar

A Exercicio 7.5.1
| Mostre que o espago vetorial V = M3,,(R) sobre R das matrizes de ordem 3 x 2, é
finitamente gerado.

A Exercicio 7.5.2
Seja o espacgo vetorial V = M,,,(R) sobre R das matrizes quadradas 2 x 2. Mostre

L

formam uma base do espago vetorial V = M,,,

que as matrizes:

ngxercicio 7.5.3

Seja W o subespaco vetorial das matrizes quadradas M,,,(R), definido por:

W:{[a bl, ondea:dec:a+b}.
c d

1) Qual é a dimensao de W?
1 -1 |2 1
o T )

€ uma base do espacgo vetorial W?

2) O conjunto

4 Exercicio 7.5.4
Sejam o espaco vetorial IR? e o conjunto S = {v;,v,} onde v; = (2,1), v, = (3,2).
Sabemos que S é uma base de R?. Encontrar as coordenadas a e b do vetor u =
(1,-1), isto é, u = avy + bv,, em relacao a base S.
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CAPITULO 8

MUDANCA DE BASES DE UM ESPACO
VETORIAL

= . .
Ob]etlvos
Neste capitulo sao apresentados elementos basicos sobre a mudanga de bases de

um espago vetorial. Os objetivos sao de familiarizar os alunos com as técnicas de
mudanca de bases e suas propriedades.

m Exemplos basicos com a reta dos niameros reais.

Lembre-se que geometricamente, o conjunto dos nimeros reais pode ser visto como
uma reta, através de uma correspondéncia entre os nimeros reais e os pontos da reta:

5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 R

Em outras palavras, os numeros reais podem ser representados por pontos sobre
uma reta, na qual:
(1) a direcao positiva (a direita) é indicada por uma flecha;
(2) escolhemos um ponto de referéncia arbitrario, O, denominado origem da reta,
que corresponde ao namero real 0;
(3) dada qualquer unidade (conveniente) de medida, temos que:

a. cada numero positivo x é representado pelo ponto da reta que esta a x unidades
de distancia a direita, da origem O;

b. cada nimero negativo —x é representado pelo ponto sobre a reta que esta a x
unidades de distancia, a esquerda, da origem O. Assim, todo numero real é
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representado por um ponto sobre a reta, e todo ponto M sobre a reta corresponde a
um Unico numero real. O namero real associado ao ponto M é chamado coordenada
de M.

¢ Definicao 8.1.1

| A reta é chamada reta dos numeros reais, ou simplesmente reta real.

Em geral, identificamos o ponto com sua coordenada e pensamos em um nimero
como um ponto na reta real.

A utilizacao da reta para expressar o conjunto R, que significa que a cada namero
real associamos um unico ponto da reta e a cada ponto da reta associamos um Unico
numero real, é largamente utilizado em todas as séries do Ensino Fundamental e do
Ensino Médio. Mas, como acabamos de lembrar, com este modelo, os niimeros reais
nao estao colocados aleatoriamente sobre a reta: é preciso definir um ponto que sera
associado ao zero e uma unidade, que sera o 1, como ja sabemos. A partir disso os
numeros reais podem ser associados aos pontos, seguindo uma certa ordem. Isto
significa que, dados quaisquer dois nameros reais, sabemos “qual vem antes”, ou,
em linguagem mais adequada, “qual é o menor”. Ja sabemos como localizar os
numeros racionais na reta; os pontos que “sobram” apos a identificacao dos racionais
serao “preenchidos” pelos irracionais. Assim, os numeros reais estao dispostos na
reta da esquerda para a direita, do menor para o maior, como acontecia para os
outros conjuntos numéricos. Esta “ordem” é que vamos estabelecer formalmente
agora. Isto sera feito com um cuidado especial: queremos que esta ordem permaneca
a mesma que estabelecemos para os numeros racionais.

Seja I o ponto da reta de coordenada 1, assim ao ponto I é associado o vetor ¢=0l.
Logo, para todo ponto A da reta de coordenada a temos,

—

OA =

Sejam A e B dois pontos da reta, o vetor i = AB é definido por il = OB - OA. Seja R o
conjunto de todos vetores da reta. Entao, podemos verificar que o conjunto R equipado
com a adi¢ao e a multiplicacdo por um escalar é um espacgo vetorial de dimensao 1.
Assim, qualquer vetor & diferente de zero constitui uma base de RR.

Se]am ee f)d01s vetores nao nulos de R. Entao, cada um dos conjuntos B = E} e
C= {f} representa uma base do espago vetorial R. Agora, cada vetor nao nulo i = oM
de R pode ser escrito na base B = {¢}, como na base C = {]?}, da seguinte forma:

.
— - —
[Ulp=xe e [u]c=yvf.

Pergunta: Como podemos ligar as duas expressdes anteriores do vetor i/, nas duas

basesB:{E’}eC:{f}?

R
Especialmente, para os dois vetores €e f, existem a = 0 e b # 0 tais que a expressao
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(15 de f na base B = {2}, e a expressio [¢]c de #na base C = {f}, sio dadas por:

[fls=a2 e [lc=bf.

Assim , para todo vetor if = OM de R temos:

[#)e = yf = y(a&) = aye, ou seja x = a.y

_> R ~ . .
porque [u]z = xe. A expressdao x = a.y pode escrita sobre a forma matricial, com
matrizes de ordem 1 x 1, tomando em consideracao as bases B e C:

[x]5 = [al5.[v]c.  (E)

Interpretacao da Expressao (E). A expressao (E) mostra que a coordenada x do vetor
i na base B = {¢} é obtida a partir da coordenada y do vetor i na base C = {]?}
multiplicando y pelo nimero a, que é a coordenada do vetor ]? na base B = {é}, isto é,
(1) x é a coordenada do vetor i na base B = {¢}, denotada matricialmente por [x]z,
(2) v é a coordenada do vetor i na base C = {]?} denotada matricialmente por [y]c,
(3) a é a coordenada do vetor f)na base B = {]?}, denotada matricialmente por [a]%.

A matriz [a]%, de ordem 1 x 1 é chamada de matriz de mudanga da base C para a
base B.

m Mudanca de bases no espaco vetorial real R%.

m Exemplo numérico

Seja o subconjunto B = {f;; f,} do espaco vetorial real R?, onde f; = (2,1) e f, = (3,2).

;l é dado por:

. . 2
Podemos observar que o determinante da matriz A = ll

2 3

det(A) = '1 5

}:4—3:1::0,

assim, B = {f;; >} ¢ uma base do espaco vetorial real IR?. Seja C = {e;, ¢,} a base candnica
do base do espago vetorial real R?, isto é, e1 =(1,0)ee; =(0,1). Paratodo v € R? temos
v=y1f1+V2fr €V =X1€] + X6, € escrevemos :

vo= ] =3}

fi =2e1 +eye f, =3e; +2e,.

Especialmente, temos:

196



Logo, para todo v € IR? tal que v = x;e; +X,¢, e v = ¥, fi + Y, f», obtemos:

v vifi+v2fa
V1(2e1 +e3) +12(3e; + 2e3)

(291 +3v2)e; + (v1 + 2p7)en.

Logo, obtemos:

X1 =291+ 39>
Xy = 3}1 + 2y2

e considerando a forma matricial temos:

IR}

2
A matriz [1 i], denotado por [M]g = L 5

], € chamada de matriz de mudanca da

base B para a base C, e escrevemos:

Reciprocamente, como B = {f;; f,} é uma base do espaco vetorial real R?, temos:
ey =anfi+anf, =a11(2,1)+4a12(3,2) = (1,0)
ey =as1fi+axf, =ay(2,1)+a5,(3,2) =(0,1).

Logo, obtemos os seguintes sistemas lineares:

ai +2a12 =0

26111 + 36112 =1 26121 + 3(122 =0
(S1) e (S2)
a1 + 2(122 =1

Assim, uma computagao direta nos permite obter a;; =2, a;, =-1, a; =-3, ea;, = 2.
Logo, deduzimos

e1=2fi-free=-3f1+2f
Para todo vetor v = x;e; + x,e; do espaco vetorial real R?, temos:

v =x1e1 +x6p = x1(2f1 — fo) + X2(=3 f1 + 2f2) = (21 = 3x2) f1 + (=x1 + 2x3) f>.

Como v =y, f; + v, f» onde B = {f}; f»} é uma base do espaco vetorial real IR? temos:

Y1 = 2x1 = 3%,
Yo =—X1 + 2X2
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Logo, obtemos a seguinte forma matricial:

w5 Tk

.2 -3 c
A matriz 1 9 l, denotada por [M]; = l_l

_23], ¢ chamada de matriz de mudanca

da base C para a base B, e escrevemos:
[v] = [M]G[v]e-

Pergunta: Qual € a relagao entre as duas matrizes [M]% e [M]?7
Podemos verificar a seguintes identidade:

2 3] [2 -3 0
[M]g'[M]i’:L 2H—1 2]:[(1) 1]

[M]?[M]% = I, é a matriz idendade de ordem 2 x 2.

ou seja,

Assim, a matriz [M]g € a matriz inversa da matriz [M]g,, isto é,
Cy\-1 B
([M]B) = [M]c

M Mudanca de bases no espaco vetorial real IR*: Caso geral

O processo do Exemplo numérico acima pode ser generalizado para o caso de mudanga
de bases no espaco vetorial real R%.

Sejam B = {e;;e5} e F = {fi; f»} duas bases do espaco vetorial real R?. Seja v um
vetor de IR2, entdo temos:

v=u1fi +¥2f2

Notagao. Vamos adotar a mesma notagao do Exemplo numérico acima:

{V =Xj1€1 +Xy€p

(vl = [

Como f; e f, pertencem ao espaco vetorial real R?, temos:

{fl =apie +ae

fr=aze; +axe,
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Seja v = y; fi + V2 f>, vamos dar a expressao do vetor v ba base B = {e;, e;}. Temos:

v

vifi+v2f2
= yi(ajie; +ajzey) +vy(az e +axe;)

(a11y1 +axv2)er +(a2y1 +axys)e;

. Como v = xje1 + x,e, deduzimos que:

X1 =any+a,y2
Xy =ay12¥1 +a2Y>

Usando a férmula matricial, podemos escrever:
lxll _ 411 6112] l?l]
X2 a1 a2 |[¥2

. |ay a aj; a
Arnatnz[11 12l,denotadapor[M]g: 12

a1 4z dz1 4
da base F para a base B, e escrevemos:

l, € chamada de matriz de mudanca

[v]s = [M]g[v]F.

De maneira semelhante, como ¢; e e, pertencem ao espaco vetorial real IR?, temos:

e = by fi+biafo
ey = by fi +boar fo.

Seja v = x1e; + xpe,, vamos dar a expressao do vetor v ba base F = {fj, f,}. Temos:

vV = X161 t+Xxe
x1(b11fi +b12f2) +x2(ba1 f1 + b22 fr)

(b11x1 + bp1x2) fi + (b12Xx1 +b2ox)) fo.

Como v =y, fi + ¥, f» deduzimos que:

V1 =byx; +by1x;
V2 = b1yxy +byyx,.

Usando a férmula matricial, podemos escrever:

b1 2l
V2 byr by |[x2
bi1 by

A matriz lbll blzl, denotada por [M]?_. =
byr by

b21 b22

], é chamada de matriz de mudanca
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da base BB para a base F, e escrevemos:
[v]F = M]3 [v]s

Pergunta: Como no caso do exemplo numérico acima, qual é a relagcao entre as duas
matrizes [M]ér e [M]??

Como B = {ej;e,} e F = {fi; f»} sdo duas bases do espaco vetorial real R? deduzimos
que

det([M]é):a11a22—a21a12¢0 e det([M]g):bnbzz—bzlbni@-

Podemos verificar que:

[M]B _ 1 dzy —4jpp
].' - .
ayi1dpp —aziayp |[—4z1 411

Logo, obtemos a seguintes identidade

[M]?:[M]gz 1 laZZ _“12“‘111 012]:[1 Ol.
aj1a; —ax aip |—4z1 411 [|421 422 0 1

Assim, podemos formular a seguinte proposigao.

i® Proposicao 8.2.1
Temos a seguinte identidade matricial entre as matrizes de mudancas das bases
[M]} e [M]5: L

[MIZ.[ME = Lo,

ou seja,

[M]% = (IM]5)~.

m Generalidade sobre a mudanca de bases e suas

propriedades

O processo do caso especial de mudangca de bases no espaco vetorial real R?, pode ser
estendido para o caso mais geral dos espacos vetoriais reais de dimensao finita n.

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita n. Sejam B = {ej,e;,---,¢,} e
F ={f1, f2,:--, fu} duas bases do espaco vetorial real V. Seja v um vetor de V, entao
temos:
{v =X1€1 +Xp€p + -+ Xy,

v=y1fi+Vofot o+ Yufu
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Notag¢ao. Vamos adotar a mesma notagao do exemplo numérico acima:

X1 n
X2 | %]
[v]p = elvlr=|".
xn yn

Como fi, fp, -+, f, pertencem ao espaco vetorial real V, temos:

fi=aje +ayey+---+aye,

fa=ape; +axpe;+---+aye,

fo=ai,e1 +az,en+-+ay,e,.

Seja v = y1fi + v2fr + -+ + vufy, € vamos dar a expressao do vetor v na base
B ={e, e, ,e,}. Temos:

<
|

Nh+V ot +Yufu
vi(ajie +aziep+---+aye,) +ya(ajne; +axper +---+aye,)

+

et yn(alnel +dayyey +---+ annen)-
Logo, deduzimos:

v o= (apy +apyyt+e+ayyler + (a2 91 + a0y + o+ a,vy)er

+ -t (%1?1 t a2y +- -+ annyn)en-

Como v = xjeq + xp€ + -+ + x,e,, deduzimos que:

Xy =anyrtanyrt--+apyy

Xp =an1V1 t Ayt - +a,Y,

X2 =11 T Au2Y2 0+ Ayn¥p-

Usando a formula matricial, podemos escrever:

X1 app a2 o AVt
Xo| |421 @G22 v Apn||Y2
Xn Ayl A2 o ApflVn
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apir diz2 o Aip a1 412

azy 4y -+ 43 F o |921 422

A matriz ", denotada por [M]y =

Ayl Au2 = A1 Ayl Au2

matriz de mudancga da base F para a base B3, e podemos escrever:

[v]s = [M]g[v]F.

De maneira semelhante, com o mesmo processo podemos

mudanca da base 3 para a base F. Isto é, como:

ey =bifi+byufot-+bufy
ey =bisfi +bprfot+-+ bty

en =biyfi +bonfo+-+bunfu

a mudanca da base B para a base F é dada por:
biy by - by
byy byy -+ by
bnl bn2 o bln

e podemos escrever:

[v]F = [M]%[v]5.
Por outro lado, como:

[v]z = Mg [v]F,

e como [v]r = [M]?[v]lg, podemos deduzir:

[v]s = MI§ [v]F = IMIFIMIZ[v]s.

Aln

Ay ,
, € chamada de

A1n

obter a matriz de

Como o vetor v = xje; + Xpep + -+ + x,e, € qualquer, podemos deduzir que:

(M5 [v]r = IMIFIMIE = L,

Assim, obtemos a seguinte generalizagao da Proposicao 8.2.1.

¢ a matriz identidade de ordem n x n.

i® Proposicao 8.3.1

mudanca das bases [M]é,r e [M]i:

[M]g[M]g‘ = Lyxns
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ou seja,
‘ [M]g = (M]Z)™".

m Exercicios Resolvidos

gExercicio 8.4.1

Sejam as duas bases B = {e, e;} e F = {f}, f»} do espaco vetorial real IR? tais que:

er =(2, 1)1 er=1(3,2), flz(l,O) € f2:(0f1)'

Determine [M]/,, a matriz de mudanca da base B para a base F

Solugao. Como B é uma base do espaco vetorial real R?, temos:
fi=aje; +aze; € fr =ape; +axes.
onde a;1, ay1, a1, € a, sao numeros reais. Logo, deduzimos:
(1,0)=a11(2,1) +a31(3,2) = (2a11 + 3az1,a11 + 2az1),

(0,1) =a12(2,1) +a,(3,2) = (2a1, + 3azy, a1 + 2a;;).

Assim, obtemos os dois sistemas lineares:

2&11+36121:1 (1) 2a12+3a22:0 (1)
(S1) e (S2)
ap; + 26121 =0 (2) ajp+ 2(122 =1 (2)

Para o sistema linear (S;): Multiplicando a equagao (2) por -2 e somando com a equagao
(1), obtemos a,; = —1. E usando a equacgao (2) temos: a;; = —24,; = 2.

Para o sistema linear (S,): Multiplicando a equagao (2) por -2 e somando com a equagao
(1), obtemos a,, = 2. E usando a equagao (2) temos: a;; =1 —2a,, = -3.

Logo, a matriz de mudanca da base B para a base F é da da por:

2 -3
Ml =) 2]'

dExercicio 8.4.2

Sejam as duas bases B = {e}, e;} e F = {fi, f»} do espaco vetorial real R?. A matriz
de mudanca da base B para a base F é dada por:

M=) g]
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Seja v € R? tal que [v]f = [Zl Determine as coordenadas de v com relacao a base
B.

2

5|

Exemplo numérico. Estudar o caso de [v]r =
0 : .
5 3] a matriz de mudanga da base F para a base B. Seja

Solucgao. Seja [M]fT =

X - ..
[v]g = L}l, temos a relacao matricial:

[v]r = [M1%[v]s.

R W

Assim, obtemos o sistema de equagoes:

Logo, deduzimos:

xX=a
2x+3y=">
Entao, obtemos:
e . _b-2a
- Y= 7
Assim, temos que a matriz coluna de coordenadas do vetor v com relacao a base B, é
dada por:
a
o] = [b_zl
3
2 .
Para [v]r = N temos a = 2 e b = 3. Logo, a matriz coluna de coordenadas do vetor v

com relacao a base 3, é dada por:

ngxercicio 8.4.3

Sejam as duas bases B = {e}, e,, e3} € F = {fi, f», f3} do espaco vetorial real R3. A
matriz de mudanca da base B para a base F é dada por:

2 -1 0
F _
MIZ=[1 0 1]
-1 0 1
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2
1. Determine [v]z onde [v]F = [1|.
3

2. Seja [v]g =|1|. Determine [v]£.

=~ =N

X
Solugao. 1. Seja [M]é a matriz de mudanca da base F para a base B. Seja [v]z = |v|,

z
temos a relagao matricial:
[v]s = M]3 [v]F
Logo, deduzimos:
x 2 -1 0][2 1
=11 0 1(|1|=|5
z -1 0 1{|3 1
1
Logo, temos [v]z =|5].
1
X
2. Seja [v]F = |y |- Tomando em consideragao a equacao matricial:
z
[v]s = [MI} [v]7,
obtemos:
1 2 -1 0f|x 2x -y
21=11 0 1||ly|=]|x+z
4 -1 0 1]|z —X+z
Logo, temos o seguinte sistema linear de 3 equagoes com 3 incognitas:
2x-p=1 (1)
X+z=2 (2)
-x+z=4 (3)
Somando as equagoes (2) e (3), temos:
2z =6, ou seja, z=13.
Assim, a equagao (2) implica x = —1, e usando a equagao (1) obtemos y = —3. Logo,
-1
temos [v]F =|-3].
3
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EgExercicio 8.4.4

Sejam as duas bases B = {e}, e;, e3} e F = {fi, f», f3} do espaco vetorial real R3. A
matriz de mudanca da base BB para a base F é dada por:

2 -1 0
M7z =|1 0 -1
1 0 1
a X
1. Seja [v]g = |b|. Determine [v]r =|y|.
¢ y

2. Deduzir a matriz de mudanga da base B para a base F.

Solucao. 1. Tomando em consideracao a equacgao matricial:

[v]s = [M]g[v]F,

obtemos:
a 2 -1 0|fx 2x -7
bl=11 0 -1 V|I=lx-2z
c 1 0 1]|z X+z

Logo, temos o seguinte sistema linear de 3 equagdes com 3 incdgnitas:

2x-y=a (1)
x—-z=b (2)
X+z=c (3)

Somando as equagoes (2) e (3), temos:

b+
2x =b+c, ou seja, X = TC
) - ) ) 1 1 ; 1 1
Assim, a equagao (2)1mphcaz:c—x:Eb+zc—c,ouse]a,z:—b—zc,eusandoa
1 1
b+~
27T 3¢
equagao (1) obtemos y =2x—a=-a+b+c. Logo, temos [v]r =|-a+b+c]|.
1 1
—b-—c
2 2
2. Usando o item 1, temos
lb+1 0 1 1 0 1 1
— _C — — — —_
22 2 2 ||° 2 2
[v]r=|-a+b+c|=|-1 1 1 [|bl=|-1 1 1 |.[v]s
1 1 1 1 1 1
Sy 0 = ——|ed o = =
277 2°¢ 2 2 2 2
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Isto é, temos:
[v]F = M3 [v]5,

onde [M]fT a matriz de mudancga da base F para a base B, dada por:

o L1
s |, 2 2
ME=|-1 1 1|
, 1 1
2

4 Exercicio 8.4.5
Seja P;(R) o especo vetorial real das fungoes polinomiais de grau 1. Sejam as duas

bases B ={2, x} e F ={1, 1 + x}. Determine a matriz de mudanca da base B = {2, x}
para a base F ={1, 1 + x}.

Solugao. Para determinar a matriz de mudanga da base B = {2, x} para a base F =
{1, 1+ x}, vamos escrever cada elemento da base F = {1, 1 + x} como combinacao linear
dos dois elementos da base F = {1, 1 + x}. Assim, temos:

1 =aj1.2+axx (1)
1+x:a12.2+a22x (2)

Como B = {2, x} é uma base as equacoes (1) e (2) implicam que:

2a;1 =1 2a1, =1
{a12 =0 y {azz =1
Entao, a matriz de mudanca da base B = {2, x} para a base F = {1, 1 + x} é dada por:
IR
[z 3|
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CAPITULO 9

TRANSFORMACOES LINEARES

Obj etivos
Neste capitulo sao apresentadas propriedades basicas sobre as transformacoes
lineares de espacos vetoriais e as matrizes associadas. Os objetivos gerais sao de
familiarizar com essas propriedades, e também com o uso das propriedades de
matrizes em relacao as transformacoes lineares e vice-versa.

m Transformacoes Lineares

%Deﬁnigﬁo 9.1.1

Dados dois espacos vetoriais reais U e V, uma transformacao linear T de U em
V, é um tipo de aplicagdo T : U — V que associa a cada vetor de U um vetor de
V, e que satisfaz as seguintes condic¢oes adicionais:

(@) T(u+v)=T(u)+ T(v), para todos u e vem U,

(b) T(a.u)=aT(u), paratodou em U eaem RR.

Em outras, palavras, uma transformacao linear de U em V, é um tipo especial de
"lei" pela qual a cada elemento de U esta associado um tnico elemento de V, isto é,
que a cada vetor de U associa um outro vetor de V:

T : {vetores de U} — {vetores de V}

e verificando as duas condi¢oes adicionais (a) e (b). As duas condicoes (a) e (b) da
defini¢do sao equivalentes a seguinte Gnica condigao:

T(au+bv)=aT(u)+bT(v), (C)
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para todos vetores u,v € U e todos a,b € R.

ral, u r ao linear “ v
Em geral, pensamos em uma transformacao linear como “transformando um vetor
de U em outro vetor de V” de forma linear, isto é, satisfazendo a condi¢ao (C) acima.

-\@’-Exemplo 9.1.2
Seja O : U — V a aplicagao assim definida: O(u) = 0 (vetor nulo de V).
Verifiquemos que O é linear:

(@) O(u+v)=0=0+0=0(u)+0O(v),

(b) O(a.u) =0=4a.0 =a.0(u).

A aplicagao O se denomina transformacao linear nula de U em V.

-\@’-Exemplo 9.1.3

Sejal: U — U a aplicagao assim definida: I(#) = u. Verifiquemos que I é linear:
(@) (u+v)=u+v=0Lu)+I(v),
(b) I(a.u) = a.u =al(u).

A aplicagao I se denomina transformagcao linear identidade de U em U ou o
operador idéntico de U.

-\@’-Exemplo 9.1.4

A aplicacio T : R®> — R3? dada por T(u) = 5u é a transformacdo linear que
transforma um vetor de R® no vetor que tem o triplo do comprimento.
Utilizamos a definicdo da transformacao linear para verificar que a
transformacao T é de fato linear:

T(u +v) =5(u+v)=5u+5v=T(u)+T(v),

T(au') =5(au)=a-5u =aT(u).

Usando a segunda caracterizacao de uma transformacgao linear, temos:

T(au + bv) =5(au+bv)=a-5u+b-5v=aT(u)+bT(v).

Entao, T é uma transformacao linear de R3 em IR3.
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WDeﬁnigﬁo 9.1.5
Seja V um espago vetorial real. Uma transformagao linear T : V — V é chamada
também de operador linear.

-\@’-Exemplo 9.1.6

Consideramos a transformacao T : R? - R3, que transforma vetores de R? em
vetores de IR3, dada pela formula

T(x,v)=(x—-3y,3x+5y,-x+7). (9.1)
Esta formula nos diz, por exemplo, que os vetores
u=(1,-1) e v=(0,3)
sdo transformados nos vetores vetores de R® dados por:

T(u)=(1-3-(-1),3-1+5(-1),-1+(-1) ) =( 4,-2,-2 )

T(v):( 0-3-3,3-0+5-3,-0+3 ):( -9,15,3 )

A transformagéo T é linear. De fato, sejam u = (x,y) e v = (z,t) em R?, Temos
que:

Tu+v)=T(x+z,y+t)=((x+2)=-3(y+1),3(x+2)+5(y+1),—(x+2)+ (v + 1))
Logo, obtemos:
T(u+v)=((x—-3y)+(z—3t),(3x+5y) + (32 + 5¢), (—x + p) + (—z + 1)).
Assim, deduzimos,
T(u+v)=(x-3y,3x+5y,—x+y)+(z2—3t,3z+5t,—z+t)=T(u)+ T(v).
Por outro lado, para todo namero real a em u = (x,) em R?, temos:
T(a.u)=T(a.x,a.y)=(a.x—3ay,3a.x+5a.y,—a.x + a.y),

logo, temos
T(au)=a.(x—-3y,3x+5y,-x+ 7).

Assim, obtemos:

T(au)=a.(x-3y,3x+5y,—x+y)=a.T(x,p).
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Logo, as duas condigoes (a) e (b) de linearidade de uma transformacao linear sao
verificadas pela transformacao T . Portanto, a transformacao T ¢é linear.

-\@’-Exemplo 9.1.7
Seja T : R® — R? uma transformagao definida por T(x,y,z) = (x, 2y —z), para todo
(x,7,2z) € R3. Mostre que T é uma transformagao linear.

Solugao. Sejam u = (x,9,z), v = (x’,y’,2") dois vetores do espago vetorial R3, e a um
numero real. Temos:

Tu+v)=T(x+x,v+v,z+2)=(x+x",2(y+v) - (z+2'))

Logo, temos:
T(u+v)=(x+x",2y+2y" —2z-27).

Assim, deduzimos:
T(u+v)=(x,2y—2z)+(x,2y'=22") = T(u)+ T(v).
De maneira semelhante, temos:
T(a.u) = T(ax,ay,az) = (ax,2ay —az) = a.T (u).

Assim, a transformagao T é uma transformacao linear.

i® Proposicao 9.1.8
Sejam U e V dois espagos vetoriais reais. Seja T : U — V uma transformacao
linear. Entao, temos as seguintes propriedades:

P1) T(0) =0, isto ¢é, T transforma o vetor nulo de U no vetor nulo de V.
P2) T(—u)=-T(u), para todo u em U.
P3) T(u—-v)=T(u)—-T(v), paratodos u evem U.

P4) Se W é subespaco vetorial de U, entao T(W) = {T(u), u € W} é subespaco
vetorial de V. Em particular, se W = U temos T(U) = {T(u),u € U} ¢
subespacgo vetorial de V.

P5) T(uy +upy+...+ug)=T(uy)+ T(uy)+...+ T(uy), para todos uy, ..., u; em U.

Prova. Sejam U e V dois espagos vetoriais e T : U — V uma transformacao linear.
P1). Temos T(0) = T(0+0) = T(0)+ T(0), assim deduzimos que T(0) = 0.

P2). Sabemos que T(u —u) = T(0), como T(u —u) = T(u+ (—u)) = T(u)+ T(-u), logo
T(u—u)=T(u)+ T(—u)=0. Assim, obtemos: T(—u)=-T(u).
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P3). Como T é linear temos T(u—v) = T(u+(—v)) = T(u)+T(-v). Usando a propriedade
P2) temos T(—v) = —T(v), entao deduzimos que: T(u —v) =T (u)—T(v).

P4). Sejam W um subespaco vetorial de U e T(W) = {T(u), u € W}. Observamos que
T(W)={T(u), u € W} é um subconjunto de V.

a) Com a propriedade P1) sabemos que T(0) =0, entao 0 € T(W).

b) Sejam wy e w, em T(W), entao existem u; e u, em U tais que wy = T(uy) e
T(uy) = w,. Logo, temos

wptwyp = T(ul) + T(uz) = T(ul + uz) € T(W)

Assim, obtemos w; + w, € T(W). ¢) Sejam w em T(W) e a € R. Entao existe u em U tal
que w = T(u). Logo, temos:

aw=aT(u)=T(au)e T(W).

Logo, temos a.w € T(W). Portanto, T(W) é um subespacgo vetorial de V.
P5). A demonstragao é obtida por um raciocinio por indu¢ao sobre n. O

A propriedade P4) mostra claramente que uma transformacgao linear T: U — V
transforma o subespaco vetorial de U em um subespago vetorial de V. Em outras
palavras, uma transformacao linear preserva a estrutura do espaco vetorial.

“¢"Exemplo 9.1.9
Verificar se a transformagao T : R> — R? definida por T(x,p) = (x +y +2,x +79) é
uma transformacao linear.

Solucao. A transformacao T nao é linear, pois T(0) é diferente de (0,0), isto é, temos:
T(0,0) = (2,0) que é diferente de (0,0). Logo, a transformacdo T nao é uma
transformacao linear.

m Nicleo e imagem

¢ Definicao 9.2.1

Sejam U e V dois espagos vetoriais. Seja

T:U—YV,

uma transformacao linear de U em V. Indica-se por Ker(T) o ntucleo de T, o
seguinte subconjunto de U:

Ker(T)={ue U, T(u)=0}.
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-\@’-Exemplo 9.2.2

Seja a transformagao linear T : R? — R® definida por T(x,y) = (x—v,0,0). Achar
onucleode T.

Solugao. Temos:
(x,y)eKer(T) & T(x,y)=(x—7v,0,0) =(0,0,0),

Logo, temos que: x —y = 0, ou seja, x = y. Assim, obtemos:

Ker(T) = {(x,v) e R?, T(x,v) = 0} = {(x,x), x€R}.

-\@’-Exemplo 9.2.3
Seja T : R? — IR? transformagao linear dada por T(x,y) = (x,0).
1. (0,2) pertence a Ker(T)?
2. (2,3) pertence a Ker(T)?
3. Encontre Ker(T).

Solucao. 1- Temos: T(0,2)=(0,0), logo (0,2) € Ker(T).
2- Temos: T(2,3)=(2,0), logo (2,3) ¢ Ker(T).

3- Seja (x,v) € R?, se T(x,p) =
temos: x = 0. Assim, temos:

(0,0), deduzimos que T(x,y) = (x,0) = (0,0). Logo,

Ker(T)={(x,9) e R>, T(x,9) = 0} = {(0,9), y € R}.

i® Proposicao 9.2.4

Sejam U e V dois espagos vetoriais. Seja
T:U—YV,

uma transformacao linear de U em V. Entao, temos:

(a) Ker(T) é um subespago vetorial de U.

(b) A transformacgao linear T é injetora se, e somente se, Ker(T) = {0}.

Prova. (a) O conjunto Ker(T) é um subespaco vetorial de U. De fato, vamos verificar
as 3 condigoes de subespaco vetorial.
C1) Sabemos que T(0) = 0, logo temos 0 € Ker(T).
C2) Sejam u e v em Ker(T) entao temos T(u) = T(v) = 0. Como T é uma transformacao
linear deduzimos:

T(u+v)=T(u)+T(v)=0+0=0.
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Assim, temos u + v € Ker(T).
C3) Sejam u € Ker(T) eaem R. Como T(u) =0 e T é linear, obtemos:

T(a.u)=a.T(u)=a.0=0.

Logo, temos a.u € Ker(T).
Conclusao: O conjunto Ker(T) é um subespaco vetorial de U.

(b). A transformagao linear T é injetora se, e somente se, Ker(T) = {0}.

(i) Suponhamos que T é injetora. Seja u € U tal que T(u) = 0, como T(0) = 0 temos
que T(u) = T(0), e porque T € injetiva, temos entao u = 0. Logo, Ker(T) = {0}.

(ii) Suponhamos que Ker(T) = {0}. Sejam u e v em U tais que T(u) = T(v). Como
T é linear deduzimos que T(u)—T(v) = T(u—v) = 0. Logo, temos u —v € Ker(T) = {0}.
Entao, obtemos que u = v. Conclusao, a transformacao linear T é injetora. O

WDeﬁnigéo 9.2.5

Sejam U e V dois espagos vetoriais. Seja
T:U—YV,
uma transformacao linear de U em V. A imagem de uma transformacao linear T

definida por:
Im(T)={T(u),u € U},

é chamada conjunto imagem de T.

Podemos observar que o conjunto imagem de T é dado por Im(T)=T(U).
Como a Propriedade P4) da Proposicao 9.1.8, vimos que o conjunto T(U) = Im(T) é
um subespago vetorial de V. Assim, deduzimos a seguinte proposigao:

i® Proposicao 9.2.6
Sejam U e V dois espagos vetoriais e T : U — V uma transformacao linear de U
em V. A imagem da transformacao linear Im(T) = {T(u),u € U} é um subespago
vetorial de V.

Se U é um espago vetorial de dimensao finita, existe uma relacao fundamental entre as
dimensoes dos dois subespacos vetoriais Ker(T) e Im(T), dada pelo teorema a seguir.

vy Teorema 9.2.7

Sejam U e V dois espagos vetoriais e
T:U—YV,

uma transformacao linear de U em V. Entao, se U é um espago vetorial de
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dimensao finita, temos:

dim(U) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)).

Prova. Sejam U e V dois espagos vetoriais e
T:U—V

uma transformacao linear. Seja By = {ey,...,e,} uma base de Ker(T). Essa base pode ser
estendida a uma base B, = {ey,...,e,, f,..., fs} de U (ver Capitulo 3 - Parte II). Vamos
mostrar que B = {T(f;),...T(fs)} € uma base de Im(T)). Vamos verificar que
B={T(f),.., T(fs)} € que gerador de Im(T) e L.I.

(a) O conjunto B ={T(f1),..., T(f;)} é um sistema gerador de subespaco vetorial Im(T).
Seja v € Im(T) entao exite u € U tal que v = T(u). Como B, é uma base de U, temos;
u=aye; +..+ae,+b fi +..+bsf;,onde ay, ..., a, e by, ..., b, sao nimeros reais. Assim,
como T é linear, temos:

v="T(u) T(aje; +...+a,e, +byfi +...+bsfs)

arT(ey)+...+a,T(e,)+ b T(f1)+...+b;T(f)

como ey, ...e, € Ker(T) deduzimos que:

v=b1T(fi)+..+b;T(fs) €[BI=[T(f1), .. T(f5)]

Assim, temos Im(f) = [B].
b) O conjunto B ={T(f;),..., T(f;)} é L.I. De fato, se by T(f;)+...+bsT(f;) =0, onde by, ...,
b, sao nameros reais, entao:

T(blfl + ...+ bsf:;) = blT(fl) +...+ bST(fS) =0,

Logo, temos by fi +... + bs f; € Ker(T). Assim, deduzimos que:
bifi+..+bfs=aje;+...+a,e, &b fi+..+bsfs+(—ay)e; +... + (—a,)e, =0,

como B, é uma base de U, deduzimos que by = ... = by = 0. Logo, B ={T(f;),... T(fs)} é
L.I. Portanto, temos:
dim(Im(T)) = s.

Conclusao, como dim(Ker(F)) = r, dim(U) = r +s e dim(Im(F)) = s, entao dim(U) =
dim(Ker(F))+dim(Im(F)). O

-\@’-Exemplo 9.2.8
Seja T : R* — IR transformagao linear.
1. Se dim(ker(T)) = 2, determine dim(Im(T)).
2. Se dim(Im(T)) = 3, determine dim(Ker(T)).
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Solucao.

1) Sabemos que dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = d1m(1R4) dim(ker(T)) = 2, entao: 2+
dim(Im(T)) = 4. Assim, deduzimos que: dim(Im(T)) =

2) Com o mesmo método, temos: dim(Ker(T)) =4 — dlm(Im(T)) =4-3=1.

Como consequéncia do Teorema 9.2.7, temos o seguinte importante corolario.

® Corolario 9.2.9

Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre IR com a mesma dimensao finita r, isto
é, r =dim(U) = dim(V). Seja T : U — V, uma transformacao linear. Entao sao
equivalentes as seguintes afirmacoes:

A2 T é bijetora.
Al T é sobrejetora.
A3 T éinjetora.

A4 T transforma uma base de U em uma base de V (isto é, se B = {ey,...,e,} €
uma base de U, entao T(B) ={T(ey),..., T(e,)} é base de V).

Prova. Para estabelecer a equivaléncia entre as 4 afirmag¢des da proposi¢ao, vamos
provar as seguintes implicagdes:

Al) = A2) = A3) = A4) = Al).

Implicagao A1) =— A2). Suponha que T ¢é bijetora, entao pela definicao da
bijetividade a transformacao linear T é sobrejetora.

Implicagao A2) = A3). Suponha que T é sobrejetora entao:
dim(Im(T))=dim(V) =r.
Pelo Teorema 9.2.7 temos:
r=dim(U) =dim(U) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = dim(Ker(T)) +r,

logo, temos: dim(Ker(T)) = 0, assim Ker(T) = {0} e consequentemente a transformagao
linear T é injetora.

Implicagao A3) = A4). Suponha que T é injetora e seja B = {ey,...,e,} uma base de U.
O conjunto T(B) ={T(ey),..., T(e,)} € L.I em V. De fato, se

arT(e))+--+a,T(e,)=T(are; +---+ a,e,) =0y,
como T ¢é injetora deduzimos que:

are1+---+a,e, =0g.
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Por outro lado, B = {ey,...,e,} é uma base de U, assim: a; = --- = a, = 0. Logo, o
conjunto T(B) ={T(ey),..., T(e,)} € um sistema de r vetores L. em V e como dim(V) =7,

deduzimos que T(B) {T(el) ,T(e,)} € uma base de V.

Implicagao A4) — Al). Seja B = {ey,...,e,} uma base de U. Suponha que T(B) =
{T(e1),....T(e;)} € uma base de V. Seja v € V entao temos:

v=a;T(e;)+--+a,T(e,)=T(ajeq +---+ a,e,).

Assim, existe u € U tal que v = T(u), onde u = ayeq +--- + a,¢e,. Logo, a transformacgao
linear T é sobrejetora.

Sejam u = ajey +---+a,e, e v = fre; + -+ pre, dois vetores de U. Se T(u) = T(v),
como T é linear temos:

a;T(er) +---+a,T(e;) = prT(er) +---+ B, T(e).
Por outro lado, T(B) ={T(ey),..., T(e;)} € uma base de V logo deduzimos:
:ﬁl"'ar :ﬁr'

Assim, a transformacgao linear T € injetora.

Conclusao: a transformagao linear T € bijetora. O

m Isomorfismo e Automorfismo

¢ Definicao 9.3.1
Sejam U e V dois espacgos vetoriais sobre Re T : U — V, uma transformacao
linear.

D1) Dizemos que T é um isomorfismo do espago vetorial U no espago vetorial V
se a transformacao linear T é bijetora.

D2) Se U =V, dizemos que T : U — U é um automorfismo se T é bijetora.

-\@’-Exemplo 9.3.2
Seja U um espaco vetorial sobre IR. O operador idéntico I : U — U dada por
I(u) = u, para todo vetor u do espaco é trivialmente um automorfismo de U.

-‘@’-Exemplo 9.3.3
Seja o espaco vetorial P; = {p(t) =at+b, a, b € R} dos polindmios de grau 1. Seja a
transformacao:
T:R>— 7P,
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definida por:
T(a,b)=a+ (a+Db)t.

1) Mostrar que T é linear.
2) Mostrar que T é um isomorfismo.

Solugao. 1) A transformacdo T é linear. De fato, sejam u = (a,b) e v = (c,d) em IR?,
temos:

T(u+v)=T(a+c,b+d)=(a+c)+(a+tc+b+d)t =a+(a+b)t+c+(c+d)t = T(u)+T(v).

Logo, temos T(u+v)=T(u)+ T(v).
Sejam u = (a,b) em R? e x um real, temos:

T(x.u)=T(x.a,x.b)=x.a+ (x.a+x.b)t =x.(a+ (a+b)t) =x.T(u).
Logo, temos T (x.u) = x.T(u).
Conclusao: T é uma transformacgao linear.

2) A transformacgao T é um isomorfismo. De fato, vamos provar que T é injetora
e sobrejetora.

a. A transformagao T é injetora. Sejam u = (a,b) e v = (c,d) em IR? tais que
T(u)=T(v). Logo, temos:

a+(a+b)t=c+(c+d)t>a=cea+b=c+d.

Logo, temosa=ce b =d. Assim, T é injetora.
b. A transformacgao T é sobrejetora. Sejam p(t) = a + bt, para u = (a,b —a) temos:

T(u)=T(a,b—a)=a+(a+b—-a)t =a+bt.

Logo, T é sobrejetora.

Conclusao: Como IR? e P, sdo espagos vetoriais de mesma dimensdo 2, a
transformacao linear T : R> — P, é um isomorfismo.

i® Proposicao 9.3.4

Sejam U e V dois espacos vetoriais sobre Re T : U — V, uma transformacgao
linear. Se T é um isomorfismo de U em V, entdo a transformacao inversa T-! .
V — U, também é um isomorfismo de V em U.

A proposi¢do acima nos diz que se T : U — V é um isomorfismo, entaio T~} : V — U a
transformacao inversa de T existe e ela é um isomorfismo (isomorfismo inverso de T).
Dizemos nesse caso, que U e V sdo espacgos vetoriais isomorfos. Quando dois espagos

vetoriais U e V sdo isomorfos, eles tem as mesmas propriedades algébricas, e muitas

vezes podem ser considerados indistintos.
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Usando a nogao de dimensao, podemos caracterizar a existéncia de isomorfismo
entre dois espagos vetoriais de dimensoes finitas.

i® Proposicao 9.3.5
Dois espagos U e V de dimensao finita sao isomorfos se, e somente se, dimU =
dimV.

“¢Exemplo 9.3.6

Seja V um espaco vetorial sobre Re T : R> — V, uma transformagcao linear.

1. Se dim(Ker(T)) = 2, qual é a dimensao de dim(Im(T))?
2. Se T é injetora e sobrejetora qual é a dimensao de V?

Solucao.
1) Como dim(Ker(T))+dim(Im(T)) = dim(IR>), temos: 2+dim(Im(T)) = 5. Logo, temos:
dim(Im(T)) = 3.
2) Se T é injetora, temos: dim(Ker(T)) = 0. Assim, temos dim(Im(T)) = 5.

Por outro lado, se T é sobrejetora temos Im(T) = V, logo dim(Im(T)) = dim(V).
Assim, temos:

dim(Im(T))=dim(V)=5.

m Operacoes com Transformacodes lineares

Apresentamos as operagdes usuais com as transformacoes lineares, obtendo novas
transformacoes lineares a partir de transformacoes lineares dadas.

W(Deﬁnigéo 9.4.1
Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre IR. Sejam duas transformagoes lineares

T:V—WeS:V— W. Definimos asomade T e S, denotada por T + S, como
a transformagao: T +S : V — W, definida por:

(T+S)(v)=T(v)+S(v), paratodoveV.

Seja k um numero real, definimos o produto de k por T e denotamos por kT a
transformacao: kT : V — W, definida por:

(kT)(v)=k.T(v), paratodoveV.

Para toda vy, v, e k € R, temos:
(S + T)(?/] + k?/z) = S(Vl + sz) + T(V] + sz) = S(Vl) + kS(Vz) + T(Vl) + kT(Vz),

logo, temos:

(S+T)(vy+kvy)=(S+T)(v1)+k(S+T)(vy).
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Se a € R temos:
(aT)(vi +kvy) =a.T(vy +kvy) = (a.T)(vy) + k(a.T)(vy).

Logo, temos a seguinte propriedade:

i® Proposicao 9.4.2
Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre R de dimensodes finitas n e m,
respetivamente. Sejam duas transformacgoes lineares T: V — We S:V — W.
Entao, as transformac¢oes T + S e kT (k € IR) sao transformacoes lineares.

-\@’-Exemplo 9.4.3

Sejam as duas transformagdes lineares T : R> — R? e S : R? — IR?, definidas por
T(x,v)=(x2x+y)e S(x,v) =(x+p,x—2p).

1. Determine as transformacoes lineares T + S.

2. Determine as transformacoes lineares 2T e 3S.

Solugao. 1) Temos : (T +S)(x,v) = T(x,v)+ S(x,v) = (x,2x+p) + (x+ v, x - 2p) = (2x +
v,3x—-7v),logo, (T +S)(x,v) = (2x+v,3x —v).

2) Temos (2T)(x,v) = 2T (x,v) = 2(x, 2x+y) = (2x,4x+2y). Logo, (2T)(x,v) = (2x, 4x+2y).
2) De maneira semelhante, temos:

(3S)(x,v) =3S(x,v) =3(x+v,x—2y) = (3x+ 3y, 3x - 6v).

m Os espacos vetoriais L(V, W), L(V,R) e L(V)

Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre IR. Seja L(V,W) o conjunto das
transformacoes lineares de V em W. As operagoes da soma T + S e do produto por um
escalar kT definem uma adi¢ao e uma multiplicacao por um escalar em £(V, W). Com
essas operagoes o conjunto £(V, W) torna-se um espago vetorial sobre IR.

Se W = R o espaco vetorial £(V,R) é chamado espago dual do espaco vetorial V.
Os elementos de £(V,R) sao chamados de funcionais lineares em V.

Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre R. Se V = W escrevemos L(V, W) =L(V)o
conjunto dos operadores lineares de V em V. As operagoes da soma T +S e do produto
por um escalar kT definem uma adicao e uma multiplicacao por um escalar em L(V),
os quais sao validas. Com essas operagdes o conjunto £(V) torna-se um espago vetorial
sobre IR.
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m A operacao da composicao das transformacgoes

Nas secoes anteriores deste capitulo definimos as operagoes de adicao e de
multiplicagdo por um escalar das transformacoes lineares. Isto é, para V e W dois
espacos vetoriais sobre R, o conjunto £(V, W) das transformacgodes lineares de V em
W, tem também uma estrutura de espago vetorial real. Nesta secao vamos definir a
operagao da composi¢ao das transformacgoes lineares. No préximo capitulo, Essa nova
operacao entre as transformagoes lineares vai ser relacionada a multiplicacao das
matrizes.

Sejam V, W e U trés espagos vetoriais sobre IR. Sejam duas transformacoes lineares
T:V—>WeS:W — U. Entao, a composicao das duas transformacoes T e S,
denotada por SoT : V — U, é definida por:

SoT(v)=S(T(v)), paratodoveV.
Para toda vy, v, e k € R, temos:
SoT(vy +kvy) =S(T(vy +kvy))=S(T(v1)+kT(v)) =S(T(vy))+ S(kT(v;)),

assim obtemos:
SoT(vy +kvy) =S(T(vy))+kS(T(vy)),

ou seja,
SoT(vy +kvy) =S(T(vq))+kS(T(vy)) =SoT(vy)+kSoT(vy).

Consequentemente, podemos formular a seguinte proposigao.

i® Proposicao 9.4.4
Sejam V, W e U trés espagos vetoriais sobre R. Sejam duas transformagoes
lineares T : V. — W e § : W — U. Entao, a transformac¢ao composta
SoT:V — UdeT e S éuma transformacgao linear.

-‘@’-Exemplo 9.4.5

Sejam as transformacdes lineares T : R? — R? e S : R> — IR?, definidas por
T(x,y)=(x2x+y)e S(x,y) =(x+p,x—2p).

1. Determine as transformacoes lineares ToS e SoT.

2. Comparando as expressoes das transformacoes lineares ToS e SoT, que
podemos concluir sobre a composicao das transformacgoes lineares?
Solugao.

1) Temos:

ToS(x,y)=T(x+y,x-2y) = (x+y,2x-y) e SoT(x,v) = S(x,2x+y) = (2x+y,—x—2p).
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. 2) As expressoes das duas transformacoes lineares ToS e SoT sao diferentes.

O conjunto £(V) é um espago vetorial sobre R. Seja T em £L(V) podemos definir a
potenciagao para expoentes naturais assim;

T% = I operador idéntico,T! = T, T?> = ToT, T® = ToToT.

Contudo é bom observar que para essa potenciagao podemos ter resultados, a
principio, curiosos, como por exemplo:

T?=ToT =1, T> =ToToT = O,
assim:

e Quando T? =1, onde o operador I identidade, e T # I, dizemos que T é um
elemento idempotente, ou um projetor.

* Quando T" = 0, onde 0 é o operador nulo, para n > 2, dizemos que T é um
operador nilpotente.

-\@’-Exemplo 9.4.6
O operador linear T : R> — RR? definido por T(x,y) = (x,~y) ¢ idempotente pois:

T?(x,)=T(T(x,9)) = T(x,-y) = (x,y) =1(x, ).

0 que nos garante que T2 = I, o operador idéntico.

-\@’-Exemplo 9.4.7

Seja o operador linear T : R — R onde T(x,y) = (0, x) € nilpotente pois:

T*(x,y) = T(T(x,))) = T(0,x) = (0,0) = 0(x, ),

0 que nos garante que T2 = 0, o operador nulo.

m Exercicios Resolvidos

gExercicio 9.5.1

Seja a transformacdo T : R® — IR3 definida por T(u) = 3u, isto é, a transformacao
T transforma um vetor de IR® no vetor que tem o triplo do comprimento. Provar

que a transformacgao T é uma transformacao linear.

222



Solucao. Utilizamos a propria féormula da transformada para verificar que a
transformacao T é de fato linear: T(u + v) =3wu+v)=3u+3v =T(u)+T(v) e

T(a.u) = 3(a.u) = a-3u = aT(u). Assim, usando a segunda caracterizagao de uma
transformacao linear, temos:

T(au+bv)=3(au+bv)=a-3u+b-3v =aT(u)+bT(v).

Entdo, T é uma transformacao linear de R em IR3.

A Exercicio 9.5.2
Consideramos a transformacao T : R?Z > R3, que transforma vetores de R? em
vetores de R3, dada pela férmula T(x,y) = (x —3y,3x+ 5y, —x +y). Provar que T é
uma transformacao linear.

Solugao. Sejam u = (x,y) e v = (z,t) dois vetores de R%. Temos que:
Tu+v)=T(x+zy+t)=((x+2)-3(v+1),3(x+2)+ 5@ +1t),—(x+2)+(y+1))

Logo, temos:

T(u+v)=((x—-3y)+(z—3t),(3x+5y) + (32 + 5t), (—x + y) + (—z + 1)).
Logo,

T(u+v)=(x-3y,3x+5y,—x+vy)+(z—3t,3z+5t,—z+1t)=T(u)+ T(v).
Por outro lado, para todo numero real a e todo vetor u = (x,y) em R?, temos:
T(a.u)=T(a.x,a.y) = (a.x—-3ay,3a.x +5a.y,—a.x+a.y) = a.(x —3y,3x+ 5y, —x + p).

Assim, temos:
T(a.u)=a.(x-3y,3x+5y,—x+v) =a.T(x,7p).

Logo, as duas propriedades de linearidade da transformacao T sao verificadas. Entao,
a transformacao T é linear.

4 Exercicio 9.5.3
Seja T : R — IR? definida por T(x,v,z) = (3x,2y — 4z), para todo (x,y,z) € R>.
Mostre que T é uma transformacgao linear.

Solugao. Sejam u = (x,y,z), v = (x',y’,2") vetores do espaco vetorial R3, temos:
T(u+v)=T(x+x",9+v’,z+2") = (B(x+x"), 2(y+v")—4(z+2')) = (Bx+3x", 2y +2y'—4z—-47),
Logo, temos T(u+v) = (3x,2y—4z)+(3x",2y’—4z") = T(u)+ T(v). Para todo namero real
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a e todo vetor u = (x,7,z) em R, temos:
T(a.u) = T(ax,ay,az) = (3ax,2ay — 4az) = a(3x,2y —4z) = a.T (u).

Portanto, T : R> — RR?, definida por T(x,y,z) = (3x,2y — 4z), é uma transformagio

linear.

gExercicio 9.5.4

| Verificar se é linear a transformacao T : R3 — R, dada por T(x,y,2z) =3x—2y +z.

Solugao. Sejam u = (x,y,2), v = (x’,y’,2") vetores do espago vetorial R3, temos:
T(u+v)=T(x+x",v+v 242" ) =3(x+x")=2(y+v")+(z+2") = (3x =2y +2z)+(3x" =2y +2).

Logo, temos T(u+v) = (3x—2y+2z)+(3x"—2y"+2") = T(u)+ T (v). Para todo nimero real
a e todo vetor u = (x,y,z) em IR3, temos:

T(a.u)=T(ax,ay,az)=3ax—2ay+az=a(3x -2y +z)=a.T(u).

Portanto, T : R? — R, definida por T: R3 — R, dada por T'(x,y,2z) =3x—2y+2z, € uma

transformacao linear.

4 Exercicio 9.5.5
Verificar se a transformacao T : IR> — RR? definida por T(x,p) = (x +y,x+p+1) é
uma transformacao linear.

Soluc¢ao. A transformacao T nao é linear, pois T(0) é diferente de (0,0), isto é, temos:
T(0,0)=(0,1) que é diferente de (0,0). Logo, T nao é uma transformagao linear.

4 Exercicio 9.5.6
Verificar se a aplicagdo T : R> — R? definida por T(x,y) = (x*> + y,x) é uma
transformacao linear.

Solucao. A transformacao T nao é linear, pois T(—u) é diferente de -T(u). Isto €, temos
T(-x,-v) = (x*> —y,—x) que é diferente de —T (x, ).

ﬁExercicio 9.5.7

Seja a transformagao linear T : R> — R® definida por T(x,y) = (x — %y, 0,0).

Determinar o nuacleo da transformacao T.

224



Solucio. Seja (x,) € R?, temos (x,y) € Ker(T) se, e somente se, T(x,) = (x — %y, 0,0) =
(0,0,0). Logo, temos que: x%y =0, ou seja, y = 2x. Portanto, o nucleo da transformacao
linear T é dado por:

Ker(T)={(x,v) € ]Rz,T(x,y) =0} ={(x,y) € IR2,y =2x} ={(x,2x), x € R}.

A Exercicio 9.5.8
Seja T : R?> — IR? transformagao linear dada por T(x,) = (2x -y, 0).
1. (2,4) pertence a Ker(T)?
2. (2,3) pertence a Ker(T)?
3. Encontre Ker(T).

Solugao.

1. Como temos: T(2,4)=(2x2-4,0)=(4-4,0)=(0,0), logo (2,4) € Ker(T).

2. Como temos: T(2,3)=(2x2-3,0)=(1,0), logo (2,3) ¢ Ker(T).

3. Seja (x,) € R?, se T(x,v) = (0,0), deduzimos que T(x,y) = (2x —,0) = (0,0). Logo,
temos 2x —y = 0. Portanto, o nucleo da transformacao linear T é dado por:

Ker(T)={(x,p) € R* T(x,p) = 0} = {(x,p), v = 2x} = {(x,2x), x € R}.

A Exercicio 9.5.9
Seja T : R® — IR transformagao linear.
1. Se dim(ker(T)) = 2, determine dim(Im(T)).
2. Se dim(Im(T)) = 4, determine dim(Ker(T)).

Solugao.

1) Usando a propriedade dim(Ker(T))+dim(Im(T)) = dim(IR®), temos 2 +dim(Im(T)) =
6, assim deduzimos que: dim(Im(T)) = 4.

2) Com o mesmo método, temos: dim(Ker(T)) = 6 — dim(Im(T)) = 6 —4 = 2.

4 Exercicio 9.5.10
Seja a transformagio linear T : IR> — IR? definida por T(x,y) = (x +y,2x — ).
1. Determine Ker(T).

2. Mostrar que a transformacao T € injetiva.
3. A transformacgao T é bijetora?

Solucao.
1. Seja (x,v) € R?, temos (x,y) € Ker(T) se, e somene se, T(x,v) = (x +7,2x — ) = (0,0).
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Assim, temos o sistema linear homogéneo :

x+y=0

2x-y=0.
Considerando a soma das duas equagoes temos: 3x = 0, isto é, x = 0. E usando a
primeira equagao: y = 0. Portanto, o nuicleo da transformagao linear T é dado por:

Ker(T) ={(x,) € R*, T(x,9) = 0} = {(0,0)}.

2. Como Ker(T) ={(0,0)}, entao a transformacao linear T é injetora.
3. Como a transformacio linear T : R?> — IR? ¢ injetora, e dim(IR?) = 2, entdo T é
bijetora (isto é, T é um automorfismo).

A Exercicio 9.5.11
Seja o espago vetorial P; = {p(t) = at + b;a,b € R} dos polindmios de grau 1. Seja a
transformacao:

T:R>— 7P,

definida por:
T(a,b)=a+(2a+ b)t.

1) Mostrar que T é linear.
2) Mostrar que T € um isomorfismo.

Solugao.

1. Sejam u = (a,b) e v = (c,d) em IR?, temos:
Tu+v)=T(a+c,b+d)=(a+c)+(2(a+c)+b+d)t=a+(2a+b)t+c+(2c+4d)t.

Como T(u)+T(v)=a+(2a+b)t+c+(2c+d)t, entao temos T(u+v) =T (u)+ T(v).
Sejam u = (a,b) em IR? e x um real, temos:

T(x.u)=T(x.a,x.b) =x.a+ 2x.a+x.b)t =x.(a+ (2a+b)t) =x.T(u).

Logo, temos T (x.u) = x.T(u).
Conclusao: A aplicagao T é uma transformacao linear.
2. A transformagao T é um isomorfismo. Vamos provar que T é injetora e sobrejetora.
Isto é,
a) A transformagdo T é injetora. Sejam u = (a,b) e v(c,d) em R? tais que T(u) = T(v).
Logo, temos:

a+(2a+b)t=c+(2c+d)t=>a=ce2a+b=2c+d.

Logo, temos a=ce b =d. Assim, T é injetora.
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b) A transformacao T é sobrejetora. Sejam p(t) = a + bt, para u = (a,b — 2a) temos:
T(u)=T(a,b—2a)=a+(2a+b-2a)t =a+bt.

Logo, T é sobrejetora.
Conclusio: A transformacao T : R? — P, é um isomorfismo.

gExercicio 9.5.12

Seja a transformagao linear T : IR> — IR? definida por T(x,y) = (x + 3y, 2x + ).

1. Provar que de Ker(T) = {(0,0)}.

2. Deduzir que T é um automorfismo de R? em R?.

Solugao.
1) Seja (x,y) € Ker(T), entao temos:

T(x,v)=(x+3y,2x+y)=(0,0),

assim, deduzimos que x e y sdo solugdes do sistema homogéneo:

x+3y=0
2x+7p=0.

ComoA=ad-bc=1x1-2x3=-5=%0, temos: x =y = 0. Logo, temos:
Ker(T)=1{(0,0)}.
2) Como Ker(T) = {(0,0)}, entao a transformacao T € injetora. Assim, a transformacao

T : R? — RR? ¢é bijetora.
Conclusio : A transformacao T : R> — R? é um automorfismo.

ﬁExercicio 9.5.13

Seja V um espaco vetorial sobre Re T : IR” — V, uma transformacao linear.

1. Se dim(Ker(T)) = 3, qual é a dimensao de dim(Im(T))?
2. Se T é injetora qual é a dimensao de V?
3. Se T é sobrejetora qual é a dimensao de V'?

Solugao.

1. Como dim(Ker(T))+dim(Im(T)) = dim(IR”), temos: 3+dim(Im(T)) = 7. Logo, temos:
dim(Im(T)) = 4.

2. Se a transformacao T é injectora, temos: dim(Ker(T)) = 0. Assim, deduzimos que
dim(Im(T))=7.

3. Se a transformagao T é sobrejetora temos Im(T) = V, logo dim(Im(T)) = dim(V).
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Assim, deduzimos:
dim(V) =dim(Im(T)) =7.

4 Exercicio 9.5.14
Sejam as transformacdes lineares T : R2 — RR? e S : R> — R?, definidas por
T(x,9)=(x2x+p)e S(x,y) =(x+y,x—2p).

1. Determine as transformacoes lineares T + S.

2. Determine as transformacoes lineares 2T .

3. Determine as transformacoes lineares 3S.

4. Deduzir a expressao da transformacao 2T + 3S.

Solugao.
1. Para todo (x,y) € R?, temos :

(T+S)xy)=T(xv)+S(xy)=(x2x+y)+(x+p,x—-2y) = (2x+p,3x - V).

Logo, obtemos :
(T+S)(x,v)=02x+yp,3x—7v).

2. Para todo (x,v) € R?, temos (2T)(x,y) = 2T(x,p) = 2(x,2x +v) = (2x,4x + 2y). Logo,
(2T)(x,v) = (2x,4x + 2p).

3. De maneira semelhante, para todo (x,y) € IR?, temos (35)(x,v) = 35(x,v) = 3(x+y,x—
2y) = (3x + 3y, 3x — 6p). Portanto, deduzimos:

(3S)(x,v) = (3x+ 3y, 3x — 69).
4. Usando as ultimas expressoes das transformagoes 2T e 3S, deduzimos:
(2T +3S)(x,v) = (2x+v,3x-y)+ (3x + 3y,3x — 6y) = (5x + 4y, 6x - 7).

Logo, a expressao da transformacao 2T+3S é dada por (2T +3S)(x,y) = (5x+4y, 6x—-7y).

4 Exercicio 9.5.15
Sejam as transformacédes lineares T : R? — RR? e S : R> — R?, definidas por
T(x,y)=(x,2x+y)e S(x,v) =(x+y,x—2).

1. Determine as transformacoes lineares ToS e SoT.

2. Comparando as expressoes das transformacoes lineares ToS e SoT, o que

podemos concluir sobre a composicao das transformacoes lineares ?

Solugao.
1. Para todo (x,) € R?, temos ToS(x,y) = T(x +v,x - 2y) e SoT(x,y) = S(x,2x + ).
Usando as expressoes de T e S, obtemos ToS(x,y) = T(x+y,x-2y) = (x+7, 2(x+p)+x-2p)
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e SoT(x,y)=S(x2x+y)=(x+(2x+v),x—2(2x +v)). Logo, deduzimos:
ToS(x,v)=(x+v,3x); e SoT(x,y) = (3x+y,-3x—2p).

2. Comparando as duas expressoes de ToS e SoT, deduzimos que as duas
transformacoes sao diferentes.

4 Exercicio 9.5.16
Seja o operador linear T : R? —s R? definido por T(x,y) = (—x,—y). Provar que T
¢ idempotente.

Solugdo. Seja o operador linear T : R?> — R? definido por T(x,y) = (-x,-y) é
idempotente pois:

T2(x,y) = T(T(x,9)) = T(~x,~p) = (~(~x),~(-p)) = (x,3) = L(x, ).

o0 que nos garante que T2 =1, o operador idéntico.

4 Exercicio 9.5.17
| Seja o operador linear T : R — R onde T(x,y) = (y,0). Provar que T é nilpotente.

Solucao. Seja o operador linear T : R — R onde T(x,y) = (0, x) é nilpotente pois :
T*(x,) = T(T(x,))) = T(y,0) = (0,0) = 0(x, ).

0 que nos garante que T2 = 0, o operador nulo.

EgExercicio 9.5.18

Sejam T : R> — R? e S : R? — IR? as transformagdes lineares definidas por
T(x,v) = (x—v,x) e S(x,9) = (x,0). Determinar:

1. 2T + 3S.
2. ToS.
3. SoT.

4. T?=ToT.

5. §2=S0S.

Solugao. Seja (x,y) € R.

1. Temos (2T + 3S)(x,v) = 2T(x,v) + 3S(x,v) = (2(x — v),2x) + (3x,0). Logo, obtemos
(2T +3S)(x,v) = (5x — 2y, 2x).

2.Temos ToS(x,y) = T(x,0), assim deduzimos ToS(x,v) = (x, x).
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3. Temos SoT(x,y) = S(x—v,x), logo, temos SoT(x,y) = (x—7v,0).
4. Como T?(x,y) = T(x -y, x), obtemos T?(x,y) = (-y,x - ),
5. Como S?%(x,y) = S(x,0), deduzimos S?(x,y) = (x,0).

m Exercicios para Praticar

4 Exercicio 9.6.1
Verificar se a aplicagao T : R3 — IR? definida por T(x,v,z) = (y,x +z) € uma
transformacgao linear.

4 Exercicio 9.6.2
Seja T : IR" — IR™ a transformacao definida por

T(X1,y00s X)) = (11X + oo + A1 X1y ooy A1 X1+ oo + Ay X)),

para todo (xy,...,x,) € R", onde a;; sdo numeros reais dados. Mostre que T € uma

transformacgao linear.

4 Exercicio 9.6.3
Seja o espaco vetorial V = M,,,,(R) e A uma matriz fixa desse espago vetorial. O
operador T : V — V dado por T(X) = AX, para todo X em V é linear?

4 Exercicio 9.6.4
Seja o espaco vetorial V = M,,,.,(IR) e P uma matriz inversivel fixa desse espaco
vetorial. Mostrar que o operador T : V — V dado por:

T(X)=P'XP,

para todo X em V ¢é linear.

4 Exercicio 9.6.5

Sejam P;(IR) o espago vetorial das fungoes polinomiais de grau < 1 e P(R) o
espaco vetorial das fun¢oes polinomiais de grau < 2. Seja o transformagao linear
T : P,(R) — P, (R) definida por:

Tip(t)) = () = p'(r).

1. Encontre uma base para Ker(T) .

230




2. Encontre uma base para Im(T) .
3. A transformacao T é injetora? é sobrejetora? é bijetora?

A Exercicio 9.6.6

Sejam V e W dois subespacos do espaco U tais que U =V @ W. Todo vetor u € U
se escreve, de maneira unica, da seguinte forma: u =v+w,ondeve Vewe W.
Sendo P, e P, as proje¢oes definidas por P (u) =v e P,(u) = w. Mostrar que:

1. PP =P eP} =P,

2. P1+P2:I.

3. PioP, = P,oP, = 0 (operador nulo de U).
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Como:
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CAPITULO 10

TRANSFORMACOES LINEARES E
MATRIZES

= . .

Ob]etlvos

Neste capitulo sao apresentadas propriedades sobre as transformagoes lineares
de espacos vetoriais e as matrizes associadas. Os objetivos gerais sao de estudar a

conexao entre as propriedades das matrizes e das transformacdes lineares, isto é,
como usar as propriedades de matrizes em relagao com as transformacoes lineares

e vice-versa.

m Exemplos basicos de matriz de uma

transformacao linear

-\@’-Exemplo 10.1.1

Sejam o espaco vetorial IR> com a base candnica B; = {e; = (1,0),e, = (0,1
o espaco vetorial R? com a base canénica B, = {v; = (1,0,0),v, = (0,1,0),v3 =
(0,0,1)}. Seja a transformacao linear

T(x,v)=(x—3y,3x+5y,-x+7). (10.1)

Aos vetores u = (x,p) e v = (x — 3y,3x + 5y,—x + y) vamos associar duas matrizes
colunas, denotada por [u] e [v]:

xX—3y
[u]:[x] e [v]=| 3x-5yp
Y -X+7
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Assim, a transformacao T pode tomar a seguinte forma matricial:

x—3y [ 1 -3
X x
3X—5}) = 3 5 l IZM3x2.l l
x+y | | -1 1| Y Y
1 -3]
A matriz Mj,, = 3 5 é¢ chamada de matriz que representa a
-1 1 |
transformacao  linear T em relacio as  bases  candnicas

B; = {e; = (1,0),e, = (0,1)} e B, = {v; = (1,0,0), v, = (0,1,0),v3 = (0,0,1)} ou
matriz de T em relagao as bases B e B,.

Como as Dbases B = {e1 = (1,0), e, = (0,1)} e
B, = {v; =(1,0,0),v, = (0,1,0),v3 = (0,0,1)} tem um papel importante para
conseguir a representacao matricial da transformacao T, podemos esclarecer
essa relacdo como o seguinte. Como todo vetor u = (x,y) de R?> pode ser escrito

.. X . . .
sobre a forma matricial [u] = l l, deduzimos, das propriedades das matrizes, a
v

seguinte combinacao linear:

l ;c l:x[ (1) l+yl (1) l ouseja [u]=x[e;]+7y[er]. (10.2)

Logo, utilizando a propriedade da transformagao ser linear temos que:
T(u)= T(xel + yez) =xT(e1)+yT(ey).

Calculamos T(ey) e T(e;) pela formula dada da transformacao linear T, e
deduzimos as matrizes colunas [T(ey)] e [T(ey)]:

1 -3
[T(e)]=| 3| e [T(e)]=
-1 1
Concluimos que
1 -3 1 -3
X 3 +v 5 |= 3 5 l x l:M3X2.[ x l:M3X2[M].
-1 1 11|ty Y

Assim, deduzimos que as colunas da matriz M3,, associadas a T, sao as matrizes
colunas [T(e;)], [T(e,)] associadas aos vetores T(e;), T(e;) € R® (e portanto, 2
colunas com 3 componentes cada, ou seja, 2 colunas com 3 linhas).

Desta forma, associamos uma matriz de ordem 3x2 a transformacao linear T : R? —
R3. O procedimento que aplicamos acima nio é particular do exemplo que analisamos,
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de modo que é sempre possivel associar a uma transformacao linear T : R" — R™
uma matriz Mt de ordem m x n, chamada matriz candnica associada a transformagao
linear T ou apenas matriz associada a T, cujas colunas sao as matrizes colunas [T(e;)],
[T(ey)], --»[T(e1)], [T(e,)] dos vetores T(ey), T(e;),...,T(e,) € R™ (e portanto n colunas
com m componentes cada, ou seja, n colunas com m linhas).

-\@’-Exemplo 10.1.2
Seja o espaco vetorial IR? com a base canénica B = {e; = (1,0,0), e, = (0,1,0),e5 =
(0,0,1)}. Seja transformagao linear T : R3 - IR3, T(u) = 5u, entao temos:

5 0 0
[T(e1)]=[5e1]=| 0 |,[T(ez)lg=1[5e2]=| 5 | e[T(e3)]p=[5e3] =] 0
0 0 5

Assim, para todo vetor u = (xq,x,,x3), podemos escrever

[T(u)]p =

S O
S U1 O
g O O

“¢Exemplo 10.1.3

O método acima pode também ser aplicado para conseguir uma férmula para
transformagoes lineares da geometria. =~ Vamos considerar a transformagao
geométrica do plano definida por:

T(X) = rotagdo no sentido anti-horario de X por um angulo 0 € (0, 27).

A essa transformagao geométrica associamos a transformagao linear T : IR?> — IR?,
onde o espaco vetorial R? ¢ munido da base candnica. A matriz da transformacio
linear T tem por colunas a imagem por T dos vetores €] e &. Observamos que:

[T(E)l)]:l cosB ]’ [T(?z)]:l —sen@ ]

sen0 cosB

Logo, concluimos que para todo vetor if = xe; + ye,, temos:

cosO -senO || x
sen® cosO || v |

(7] =[

m Matriz de uma transformacao linear

Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre R de dimensoes finitas n e m. Sejam A =
{v1, vy, ..., v,;} uma base de V e B = {wy, wy, ..., w,,,} uma base de W. Seja T : U — V
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uma transformacao linear. Como B é uma base de W, podemos determinar de modo
Unico os numeros reais 4;;, com 1 <i <nel<j<m,tais que:

T(v;) = aj;wq + apiwy + ... + Ay Wy,
Assim, para todo v = ky vy + kv, + ... + kv, temos:
Tw)=k;T(vi)+k,T(vy)+...+k,T(v,).
Logo, temos:
T(v)=ki(aj1wy +aywy + ... + a4y Wyy) + ... + ky(ag,, w1 + ao,wo + oo + AWy,

ou seja,
T(U) = (allkl +..+ alnkn)wl +...+ (amlkl +...+ amnkn)wm.

Logo, obtemos a seguinte forma vetorial da transformacao linear T

ayiky +...+ayk, ay; ... dyp kq
[T(v)]p = | =
A ki +... + ay,k, Al o A k,
Notacgao:
ari Aln
[T]5 = Mg =
Am1 Amn

Em resumo, temos a seguinte proposigao.

i® Proposicao 10.2.1

Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre IR de dimensoes finitas n e m. Sejam
A ={vy, vy, ..., v,} uma base de V e B = {wy, wy, ..., w,,} uma base de W. Seja T :
V — W, uma transformacao linear. Entao, associamos a T a matriz denotada
por [T]4 ou M4, de ordem m x 1, cuja j-ésima coluna é a matriz coluna [T(ej)]p €
formada pelas coordenadas do vetor T'(e;), que tem a seguinte propriedade: para
tudo v € V temos:

[T(v)]p =[T]5.[v]as

onde [v]4 e [T(v)]gp sao as matrizes colunas associadas aos vetores v e T(v),

respectivamente, as bases A e B. Além disso, [T]‘I;1 € a Unica matriz com essa

propriedade.

W Definicao 10.2.2

| A matriz [T]g1 que representa T em relagao as bases A e B, é chamada de matriz
de T nas bases A e B.
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Assim, a representacao matricial da transformacao linear T, é dada pela expressao:
[T(v)]p = M§.[v]a ou [T(v)]g=[T]s.[v]s, paratodove V.

Observamos que a matriz [T]’I‘g1 (ou M’;) é de ordem m x n.

Se T é um operador linear e considerarmos que as duas bases sao as mesmas (A = B),
entao diremos apenas matriz de T em relagao a base B para indicar a matriz acima
definida e usaremos a notacao [T |z a matriz que representa o operador linear T.

Quando ndo ha duavidas quanto as bases A e B que estamos considerando,
escreveremos apenas [T ] para indicar a matriz da transformacao linear T em relagao a
essas duas bases.

Procedimento: Segue o procedimento para calcular a matriz de uma transformagao
linear T : V — W, em relacao as bases A = {vy, v, ..., v,,} € B = {w;, wy, ..., w,,} de V e
W, respectivamente:

Etapa 1. Calcule T(vj), ji=1,2,..,n

Etapa 2. Encontrar as coordenadas do vetor T(v;) em relacao a base B, isto €, expressar
T(vj) como combinacao linear dos vetores da base B. Deduzir a matriz coluna
[T(v;)], em relagao a base B.

Etapa 3. A matriz [T]‘};1 de T emrelagdo a A e B, € obtida tomando-se [T(v;)]p como j-ésima
coluna da matriz [T]g.

-\@’-Exemplo 10.2.3

Seja a transformacao linear T : R3 —> R? definida por T(x,v,2) = (x + v,y — 2).
Sejam A = {v; = (1,0,0), v, = (0,1,0), v3 = (0,0,1)} e B = {w; = (1,0), w, = (0,1)}
as bases canodnicas de R3 e IR2. Assim, como a base canOnica B é a base padrao,

temos:
T(vl) =(1,0), T(VZ) = (11 1)1 T(V3) = (0’_1)'

Logo, temos as matrizes colunas:

1
0

1

[T(v1)]p :l ]: [T(v2)]p :l 1 l; [T(v3)]p = [ _(1) ]

Portanto, a matriz de T em relacao as bases candnicas A e B é dada por:

1 1 0
=g 1 |
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-\@’-Exemplo 10.2.4

Determine a matriz da transformagao linear T : R®> — R? dada por T(x,y,2) =
(x +v,v + z), em relacao as bases A = {v; = (1,0,0);v, = (0,1,0);v3 = (0,0,1)} e
B={w; =(1,0);w, =(1,1)}. Temos:

T(Vl) = (1,0) = 1.1(/1 +0.1,U2, T(Uz) = (1,1) = O.wl + 1.1{/2

T(U3) = (0, 1) = —1.11}1 + wj.
Para T(v3), podemos verificar que T(v3) = (0,1) = (-1 +1,1) = (-1,0)+(1,1) =

—1.wy +w,. Logo, obtemos as matrizes colunas:

1
0

0

[T(v1)]B :l ] [T(v2)]B :l 1 l [T(vs)]5 :[ _1 ]

Portanto, a matriz de T em relagao as bases A e B é dada por:

1 0 -1
[TJ‘§=[01 1].

Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre IR de dimensoes finitas n e m,
respectivamente. Seja £(V, W) o conjunto das transformacoes lineares de V em W.
Sabemos que as operagoes da soma T + S e do produto por um escalar kT definem
uma adi¢ao e uma multiplicagdo por um escalar no conjunto £(V, W), o que torna-se
um espaco vetorial sobre R. Seja M,,,,.,,(R) o espago vetorial das matrizes m x n.

i® Proposicao 10.2.5
Sejam V e W espagos vetoriais sobre IR de dimensoes n e m, respectivamente.
Entao, fixadas as bases A = {vy,..,v,} e B = {w;...,w,,} de V e W, respectivamente. A
aplicacdao T — [T]4 que a cada T € £(V, W) associa a matriz de [T]4 que pertence
a M,,,(IR), em relagao as bases A e B, é uma aplicagao bijetora.

Prova. Sejam T, H duas transformacoes lineares em L£(V, W) tais que [T]4 = [H]4,
entao as respectivas colunas de [T]g e [H]g1 sao iguais e dai [T(v]-)]‘g = [H(v]-]g1 G=1,..
,n). Dai, para todo u = kyvy +... + k,v,,, temos:

T(1) =k T(v))+ o+ k, T(v,) = ki H(vy) + ... + k,H(v,) = H(1).

Logo, temos T = H.
Consequentemente: A aplicagao T — [T]‘I‘gl é injetora, o que é consequéncia direta da
defini¢cao de matriz de uma transformacao linear.
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ailr ... Aa1p
Seja M = | : : | uma matriz de ordem n xn. Seja T : V — W uma

Aml - Aun
transformacao linear tal que para todo j (1 <j < n) temos:

Logo, temos [T]‘g = M. Entao, para toda matriz M em M, ,(R) existe uma
transformacao linear T € £(V, W) tal que [T]g =M.
Consequentemente: A aplicagao T [T]‘g‘ é sobrejetora.

Conclusido: A aplicagdo T + [T]4 é bijetora . O

-\@’-Exemplo 10.2.6

Dada a matriz

w=lo 7o)

010

Determine a transformacao linear T : R3> — R? de maneira que, sendo
A={(1,0,0),(0,1,0),(0,1,2)} e B={(1,0),(1,1)}, temos M = [T]4.

Solucao. Pela definicao da matriz M de T, temos:

T(1,0,0) = 1.(1,0)+0.(0,1) = (1,0), T(0,1,0)=2.(1,0)+1.(1,1)=(3,1),

T(0,0,1) = 3.(1,0)+0.(0,1) = (3,0).

Seja (a,b,c) € R e suponho que
(a,b,c) =x(1,0,0)+(0,1,0)+2(0,1,2),
entdo, temos: x =4,y =b -5 e z= 5. Logo, obtemos que:
T(a,b,c) = T(a(1,0,0) + (b %).(o, 1,0) + %.(o, 1,2)),

assim,

T(a,b,c) = a(1,0)+ (b - %).(3, 1)+ %.(3,0).

Portanto, a expressao de T é dada por;

T(a,b,c) = (a+3b,b— %).
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-\@’-Exemplo 10.2.7

Qual a matriz de T : R® — R? dada por T(x,,z) = (x + 7,y + z), em relagdo as
bases A ={u; =(1,0,0);u, =(0,1,0);u3 =(0,0,1)} e B={v; =(1,0);v, = (1,1)}?

Solugao. Temos:
* T(uy)=(1,0) = 1.7 + 0.v,.
e T(up)=(1,1)=0.v1 + L.v,.
* T(uz)=1(0,1) =-vy +vy.

Logo, a matriz de T em relagao as bases A e B é dada por:

10 -1
[T]§:l01 1]‘

-\@’-Exemplo 10.2.8

Seja V um espaco vetorial sobre R e seja [ : V — V o operador idéntico de V.
Dadas as bases A e Bde V, qual é a matriz [I]‘g?

Solucgao. Sejam A = {uy;uy;..;u,} e B={vy;v,;...;v,}. Temos:
b I(ul) =Uy=4a11.V1+...+a4;,1Vy,
b I(I/lz) =Uy)=0a12.V1 +...+ 4,0V,
o [(u,)=u,=a1, V1 + .. +a,,V,.

Logo, temos:

al e An
115 =

an o Aun

Assim, [I]g é a matriz de mudanca da base B para a base A.

-‘@’-Exemplo 10.2.9

Consideremos o isomorfismo T : R? — P;(RR) dado por:
T(x,y)=x+(x+p)t.

Considerando as bases canonicas A = {(1,0),(0,1)} e B ={1,t} desses dois espagos
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vetoriais, determinemos a matriz [T]g.

Solu¢ao. Como T(1,0)=1+1.te T(0,1)=1.t, a matriz [T]‘g da transformacao linear T
é dada por:

1 0

11 l

m Operacdes com Transformacgdes Lineares e

[T15 =

Matrizes

Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre IR de dimensoes finitas n e m,
respectivamente. Seja £(V, W) o conjunto das transformacoes lineares de V em W.
Sabemos que as operagoes da soma T + S e do produto por um escalar kT, definem
uma adi¢ao e uma multiplicagdo por um escalar no conjunto £(V, W), que torna-se
um espaco vetorial sobre R. Seja M,,,,.,(IR) o espago vetorial das matrizes m x n.

i® Proposicao 10.3.1

Sejam V e W espacgos vetoriais sobre R de dimensdes n e m, respectivamente
e A={vy,.,v,} e B={w;..,w,} duas bases fixadas de V e W, respectivamente.
Sejam duas transformacgoes lineares T: V — W e S: V — W. Entao, temos:

{[T+S]A=[T1§+[S]‘§,

[k.T]g = k.[T]’g, para todo numero real k.

Assim, a matriz da soma de duas transformacoes lineares é a soma das matrizes de
cada uma, em relagdo ao mesmo par de bases. E a matriz do produto de uma
transformacao linear por um numero é igual a esse numero multiplicado pela matriz
da transformacao linear dada.

-\@’-Exemplo 10.3.2

Sejam os operadores lineares T : R> — R? e S : R? — IR? definidos por T(x,y) =
(2x,—x+3y)e S(x,v) = (x+y,—x+2p).

1. Determine a matriz de T e S, em relacao as bases canonicas A e B de R2.

2. Determine a matriz do operador linear T + S, em relacao as bases candnicas
Ae BdeR%

3. Determine as matrizes dos operador lineares 3T e —2S, em relacao as bases
candnicas A e B de R2.

4. Deduzir a matriz do operador linear 3T — 2§, em relagao as bases canonicas
A e Bde R?.
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Solugao. 1. Temos:
T(1,0)=(2,-1), T(0,1)=(0,3) e S(1,0)=(1,~1), S(0,1) =(1,2).
Logo, as matrizes dos operadores lineares T e S, em relacao as bases canonicas A

e B de R? s3o:
20

1 1
T4 = sS4 = .
[]B [_1 3]8[]3 [_1 2]
2. A matriz do operador linear T + S, em relacao as bases candnicas A e B de R2 é
dada por:
2 0 1 1 3 1
+ = )
—13][—12] l—z 5]

3. As matrizes dos operadores lineares 3T e —2S, em relagao as bases canonicas A
e B de R? s3o:

[T+S]5=[Tl5 +[S]5 =

[3T]A:3[T]g:[ _2 gl e [—2S]A:—2[S]A:l _i :i l

4. A matriz do operador linear 3T — 2§, em relacao as bases canonicas A e B de R?

60+—2—2
-3 9 2 -4

¢ dada por:

[3T - 2813 = [3T +[-25]5 = 3[TI; — 2[S]; =

4 -2
-1 5]

assim, obtemos:

[3T - 2513 =

i® Proposicao 10.3.3

Sejam V, W e U trés espacgos vetoriais sobre R de dimensoes finitas. Sejam A =
{vi,..,v,}, B=1{w;...,w,} e C ={uy,.,u,}, as bases respectivas de V, W e U. Sejam
duas transformacoes lineares T: V — W e S: W — U. Entao, a composi¢ao das
duas transformagoes T e S, denotada por SoT : V — U, temos:

[SoT]¢ = [SIE.[T]5.

Dizemos que a matriz de SoT ¢ igual ao produto da matriz de [S]Ié pela matriz de
[Tl
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-\@’-Exemplo 10.3.4
Sejam os operadores lineares T : R? — R? e S : R? — RR? definidos por T(x,v) =
(2x,—x+3y)e S(x,p) =(x+y,—x+2p).

1. Determine a matrizde T e S, em relacao as bases candnicas A e B de R2.

2. Determine a matriz do operador linear SoT, em relacao as bases canodnicas
A e Bde R2.

3. Determine a matriz do operador linear ToS, em relagao as bases canonicas
AeBdeR%.

Solugao. 1. Temos:
T(1,0)=(2,-1), T(0,1)=(0,3) e S(1,0)=(1,-1), S(0,1) =(1,2).
Logo, as matrizes dos operadores lineares T e S, em relacao as bases canodnicas A,

Be C de R? s3o:
2 0 5 [ 11
-1 3le[5]c_l_1 2]‘

2. A matriz do operador linear SoT, em relagao as bases canonicas A e B de RZ é
dada por:

[T15 =

[SoT]};‘:[S]g‘[T]Ig:[_i ;ll—i 2]2[—‘11 2]

3. A matriz do operador linear ToS, em relacdo as bases candnicas A e B de R? é
dada por:

[ToS]Q:[T]ﬁ-[S]]éS:l_f QH_i ;]:l—i 52,1

Observacao: Mais uma vez a relagao entre a composicao das transformacoes
lineares e o produto das matrizes, mostra que a composicao das transformagoes

lineares nao é comutativa.

m Exercicios Resolvidos

4 Exercicio 10.4.1
Seja o espago vetorial R® com a base candnica B = {e; = (1,0,0), e, = (0,1,0),e3 =
(0,0,1)}. Seja a transformagcao linear T : R®> — R3, T(u) = 5u. Determine a matriz
da transformacao T em relacao a base canodnica.
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Solugao. Seja a transformacao linear T : IR — IR3, T(u) = 5u, entdo temos:

5 0 0
[T(er)]lg=1[5e1]=| 0 |, [T(ex)lp=1[5e2]=| 5| e [T(e3)]p=1[5e3]=] 0 |. (10.3)
0 0 5

Assim, para todo vetor u = (Xl,XQ, X3), podemos escrever:
5007/ x

[T(L[)]B = 0O 5 0]. X

0 0 5 X3

Assim, a matriz da transformagao linear T em relagao a base canonica é dada por:

5 0
[Tlp=| 0 5
00

a1 O O

4 Exercicio 10.4.2
Seja a transformacao linear T : IR> — IR? definida por T(x,7,z) = (x + v, — 2).
Sejam A ={v; =(1,0,0), v, =(0,1,0),v3 =(0,0,1)} e B={w; =(1,0), w, =(0,1)}
as bases candnicas de R? e R?. Determine a matriz da transformagcao linear T em

relacao as bases canodnicas A e B.

Solugao. Como a base canonica A de IR3 e a base candnica B de R?, sio as bases padroes,
temos:
T(v1)=(1,0), T(vy)=(1,1), T(v3)=(0,-1).

Logo, obtemos as matrizes colunas:

1 1 0
[T(v1)]g Z[ 0 ]: [T(v2)]p Z[ ] l, [T(vs)]p Zl 1 l
Portanto, a matriz de T em relacao as bases A e B é dada por:
A |11 0

4 Exercicio 10.4.3
Determine a matriz da transformagao linear T : R®> — IR? dada por T(x,v,z) =
(x +v,v + z), em relagdo as bases A = {v; = (1,0,0);v, = (0,1,0);v3 = 0,0,1)} e
B= {wl = (1,0);11}2 = (111)}'
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Solucao. As imagens do vetores da base A sao dados por:
T(Ul) = (1,0) = 1.w1 + 0.w2, T(”Uz) = (1,1) = O.wl + 1.14/2, T('U:),) = (O, 1) = —1.U/1 + wj.

Para T(v3), podemos verificar que T(v3) = (0,1) = (-1+1,1) = (-1,0)+(1,1) = —-1.w; +w,.
Logo, obtemos as matrizes colunas:

[T(vy)]p :l (1) l: [T(v2)]p :[ (1) l; [T(v3)]p 2[ _1 l

Portanto, a matriz da transformacao linear T em relagao as bases A e B é dada por:

10 -1
mg:l01 1]

4 Exercicio 10.4.4
Qual a matriz de T : R?> — R? dada por T(x,v,2) = (x +y,v + z), em relacao as
bases A ={u; =(1,0,0);u, =(0,1,0);u3 =(0,0,1)} e B={v; =(1,1);v, =(0,1)}?

Soluc¢ao. Temos:
o T(Ml) = (1,0) = 1.7}1 — 1.7/2,
b T(I/lz) = (1,1) = 1.1/1 + 0.'[)2,
* T(u3)=(0,1) =v,.

Logo, a matriz de T em relacao as bases A e B é dada por;

110
[T]g:l—l 0 1]'

ﬁExercicio 10.4.5

Consideremos o isomorfismo T : R? — P;(RR) dado por:
T(x,y)=2x+v+(x—yp)t.

Considerando as bases canonicas A = {(1,0),(0,1)} e B = {1,t} desses espagos,
determinemos a matriz [T]‘g.

Solug¢ao. Como temos T(1,0)=2+1.t e T(0,1) =1 - 1.t, entao obtemos:

2 1
=7 |
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EgExercicio 10.4.6

Sejam os operadores lineares T : R> — R? e S : R? — IR? definidos por T(x,y) =
(2x+v,—x+3y) e S(x,v) = (x+ 2y, x — 2).

1. Determine as matrizes dos operadores lineares T e S, em relacao as bases
candnicas A e B de R2.

2. Determine a matriz do operador linear T + S, em relacao as bases candnicas
Ae BdeR%

3. Determine as matrizes dos operadores lineares 3T e —2S, em relacao as bases
candnicas A e B de R2.

4. Deduzir a matriz do operador linear 3T — 2§, em relagao as bases canonicas
A e Bde R2.

Solugao.
1. Temos T(1,0) = (2,-1), T(0,1) =(1,3) e S(1,0) = (1,1), S(0,1) = (2,-2). Logo, as
matrizes dos operadores lineares T e S, em relagdo as bases candnicas A e B de R? sdo:

2 1 1 2

A _ A _

2. A matriz do operador linear T + S, em relacgao as bases candnicas A e B de R? é:
21, [1 2]_[3 3

-1 3 1 =2 |0 1|

3. As matrizes dos operadores lineares 3T e —2S, em relacao as bases canonicas A e B
de R? sdo:

[T +S] = [Tl + (ST} =

6 3

-3 9

[3T)5 =3[T)5 = [ P

] e [—ZS]A:—z[S]g‘:[ -2 l

4. A matriz do operador linear 3T — 25, em relacdo as bases canonicas A e B de RZ é:

(3T - 28] = [3T1 + [-2S]5 = 3[TI; - 2IS]3 =[ 5 s H B l

Assim, deduzimos :

4 -1
[3T-25]§:[_5 13].
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4 Exercicio 10.4.7
Sejam os operadores lineares T : R> — R? e S : R? — IR? definidos por T(x,y) =
(x+2y,-2x+3y)e S(x,p) =(—x+2y,x+ ).

1. Determine as matrizes dos operadores lineares T e S, em relacao as bases
candnicas A e B de R2.

2. Determine a matriz do operador linear SoT, em relacao as bases candnicas
Ae BdeR%

3. Determine a matriz do operador linear ToS, em relacao as bases candnicas
A e Bde R2.

Solugao.
1. Temos:

T(1,0)=(1,-2), T(0,1)=(2,3) e S(1,0)=(-1,1), S(0,1) = (2,1).

Logo, as matrizes dos operadores lineares T e S, em relacao as bases canonicas A, B e
C de R? s3o:
1 2 -1 2
T4 = S1E = .
[ ]B l -2 3 l S [ ]C [ 1 1 l

2. A matriz do operador linear SoT, em relacao as bases canonicas A e B de R? ¢ dada

[SoT]A:[ﬂ’é-[ﬂ“[_i TH—; iHj ;L]

3. A matriz do operador linear ToS, em relagdo as bases canonicas A e B de R? é dada

[ToS]A=[T]§-[5]g:l_i ;H_i fl:[; —H’

Observacao: A relacao entre a composicao das transformacoes lineares e o produto
das matrizes, mostra que a composicao das transformacoes lineares nao é comutativa.
Isto ¢, sabemos que a multiplicagao de duas matrizes (quando existe) nao é comutativa,
logo a composicao das transformacdes lineares associadas nao é comutativa também.

por:

por:

4 Exercicio 10.4.8
Seja o operador linear T : R? — R? definido por T(x,) = (2x + v, x — 2p).

1. Determine a matriz de T em relacdo a base candnica de R?.

2. Determine a matriz de T? = ToT em relacdo a base canonica de IR?.

3. Determine a matriz de T® = ToToT em relacdo a base candnica de IR?.

247



Solucao.

1. Como o espago vetorial RR? é equipado da base candnica, temos
T(1,0) = (2,1)e T(0,1) = (1,-2). Assim, a matriz da transformacao T é dada por:

i

2. A matriz [T?] da transformacdo T2 = ToT, em relacdo a base candnica do espaco
vetorial R?, é dada por [T?]=[T].[T], ou seja,

2 112 1 5 0
L e
3. A matriz [T3] da transformacado T3 = ToToT, em relagdo a base canonica do espago
vetorial R?, é dada por [T3] = [T].[T].[T] = [T].[T]? ou seja,

s A A B A Y B

4 Exercicio 10.4.9
Determine a matriz da transformagao linear T : R®> — R? dada por T(x,v,z) =
(z,x+7Y), em relagdo as bases A = {v; = (1,1,1);v, = (1,1,0);v3 = (1,0,0)} de R® e a
base B = {wy = (1,3);w, = (2,5)} de R?.

Solucao.

Através de um calculo direto obtemos que T(1,1,1) = (1,2), T(1,1,0) = (0,2) e
T(1,0,0) =(0,1). Na base B = {w; =(1,3);w, =(2,5)} a expressao de T(1,1,1)=(1,2) é
dada por:

T(1,1,1) = a(1,3) + b(2,5) = (a+ 2b,3a+ 5b) = (1, 2).

Logo, os escalares a e b sao solugao do sistema linear:

a+2b=1

3a+5b=2
Assim, obtemos quea=-1e b =1. Logo, temos T(1,1,1) =-1.(1,3)+1.(2,5) = -1.w; +
1.U/2.

Da mesma forma, a resolucao de dois sistemas lineares permite obter as expressoes
T(1,1,0)=(0,2)e T(1,0,0)=(0,1), na base B ={w; =(1,3);w, =(2,5)}. Isto é, temos:

T(1,1,0) = (0,2) = 4(1,3) - 2(2,5) = 4w, — 2w,
T(1,0,0) = (0,1) = 2(1,3) - 1.(2,5) = 2w; — L.w,.

Consequentemente, a matriz [T]‘g da transformacao T em relacao as bases A = {v] =
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(1,1,1);v,=(1,1,0);v3 =(1,0,0)} e a base B={w; =(1,3);w, =(2,5)} é dada por:

[T15 =

-1 4 2
1 -2 -1

dExercicio 10.4.10

Sejam as transformacdes lineares T : R® — R? e S : R? — R® dadas por
T(x,v,2) = (x+y,v+2) e S(xy) = (x+y,x—-v,2x+7vy), em relacdo as bases
canodnicas A ={u; =(1,0,0);u, =(0,1,0);u3 =(0,0,1)} e B={v; =(1,0);v, =(0,1)}.

* Determine a matriz da transformac¢ao SoT, em relacao as bases canodnicas.

* Determine a matriz da transformacgao ToS, em relacao as bases canodnicas.

Solucao.

Usando um calculo direto obtemos
T(1,0,0) = (1,0), T(0,1,0) = (1,1) e T(0,0,1) = (0,1). Logo, a matriz da
transformacao T em relacao as bases canonicas é dada por:

110
[T]gzlo 1 1]'

Para a a matriz da transformagao S temos S(1,0) =(1,1,2) e S(0,1) =(1,-1,1). Logo, a
matriz da transformacao S em relacao as bases canonicas é dada por:

1 1
[S)=|1 -1
2 1
Agora, podemos determinar as matrizes das transformacoes ToS e SoT, em relacao as

bases canoOnicas. Isto é, a matriz da transformacao SoT, em rela¢ao as bases canodnicas,
é dada por:

1 1 1 2 1
[SoTW =ISIHITI =1 -1|{, | {|=|t © -1}
2 1 2 3 1

E a matriz da transformagao ToS, em relacao as bases canonicas, é dada por:
1

1
[ToS];;‘:[S]‘é‘[T]‘SZ[(l, i (1)]; ! :li 8]

m Exercicios para Praticar
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4 Exercicio 10.5.1

Determine a matriz da transformacao linear T : R3 — R? dada por T(x,y,2z) =
(z,x +v), em relagdo as bases A = {v; = (1,1,1);v, = (1,1,0);v3 = (1,0,0)} de R® e a
base candnica B = {w; = (1,0);w, = (0,1)} de R?.

1
Resposta [T]4 :l 5 g (1) :

4 Exercicio 10.5.2

Determine a matriz do operador linear T : R?> — R? dada por
T(x,v) = (2x,—x + 3p), em relacao as bases candnicas A = {v; = (1,0);v, =(0,1)} e
B={w; =(1,0);w, =(0,1)} de R?.

Resposta: [T]4 :l _f (3) l

4 Exercicio 10.5.3

Determine a matriz do operador linear T : R> — IR? dada por T(x,y) = (3x —
4y, x + 5y), em relagdo a base candnica A = {v; = (1,0);v, = (0,1)} de R? e a base
B={w;=(1,2);w, =(2,3)} de R

-7 22
Resposta: [T]‘g :l 5 _13 l

4 Exercicio 10.5.4
Sejam os operadores lineares T, S : R? — R? definidos por T(x,v) = (2x+y, x—2y)
eS(x,y)=(x-p,x+p)

1. Determine a matriz de T em relacdo as bases canonicas de IR?.
2. Determine a matriz de S em relacio as bases canonicas de R?.

3. Determine a matriz de ToS em relacio as bases canonicas de IR.

4. Determine a matriz de SoT em relacdo as bases canonicas de IR?.
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CAPITULO 11

ESPACOS VETORIAIS COM
PRODUTOS INTERNOS

Obj etivos

O objetivo deste capitulo é apresentar a nogao de espago vetorial euclidiano e a
norma associada. Também estudamos o conceito de distancia entre dois vetores,
bem como a ortogonalidade de dois vetores. Finalmente, a base ortonormal de
um espago vetorial euclidiano é estudada, bem como o espago ortogonal a um
subespaco vetorial.

Um dos conceitos fundamentais quando estudamos os vetores da geometria no espago
(ou no plano) é o de "produto escalar", que para cada par de vetores (if,?), associa um
numero real dado por:

it x v = [|i]|.[|71] cos(6),
onde ||if]], ||¥]] sdo os "comprimentos" dos vetores i, v e 6 é o angulo formado pelos
vetores il e 7. Considerando a base fundamental {7, _,)E} do espaco, se i = X0+ y1f+ 2k
e V= xy0 + y2f+ zzl?, temos:

=

X??Z X1Xp + V1Y) +2127.

O objetivo deste capitulo é generalizar a definicao de "produto escalar" para alguns
espacos vetoriais. Assim, vamos estudar o conceito de "comprimento” e de "distancia"
em algumas situagoes dos espagos vetoriais.
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m Produto Interno

WDeﬁnigéo 11.1.1

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre IR. O produto interno sobre V
€ uma aplicacao, denotada por:

<.,.>:VxV —5IR,

que transforma cada par ordenado (u,v) € V xV em um numero real, obedecendo
as seguintes condicoes:

(@) <u+v,w>=<u,w>+<v,w>, paratodos u,vewemV;
(b) <au,v>=a<u,v> paratodosuem VeaemIR;

(¢) <u,v>=<wv,u >, paratodos u,vem V;

(d) <u,u>¢éum namero real maior que zero para todo vetor u =0 em V.

W(Deﬁnigﬁo 11.1.2

Um espaco vetorial real com produto interno ou espago euclidiano, é um espago
vetorial sobre R munido de um produto interno.

Em geral existem muitos produtos internos diferentes sobre o mesmo espago
vetorial de dimensao finita.

-‘@’-Exemplo 11.1.3

Produto interno usual do espaco vetorial R%. Sejam u = (x;,7;) e v = (x2,95),
temos:
(u,v) — x1X2 + 912,

é um produto interno no R?. De fato, as quatro condi¢des sdo verificadas. Sejam
u=(x,91),v=(x2,9) e w=(x393), eacR.
(a) Temos <u +v,w >=<(x1 +X2,91 +¥2), (x3,¥3) >= (X1 + X2)x3 + (¥1 +¥2)¥3. Logo,

UFTV,W>=X1X3+XX3+ VY3 + VY3 =<U,W>+<V,W>.
(b) Temos:
<au,v>=(ax))xy+(ay1)y, = a(x1x, +1y2) =a<u,v >

(c) Temos:

<U,V>=X1Xp+ Y1V = XXy + VoY =<V, U >.
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(d) Para todo u = (x,y) = (0, 0), temos:

<u,u >:x2+y2>0.

Logo, as quatros condi¢des de um produto interno foram verificadas.

-\@’-Exemplo 11.1.4

Produto interno usual do espaco vetorial IR>. Sejam u = (x1,91,21) e v = (X2, 92, 22),
mostramos que o produto definido por:

(lxl,'U) > X1X) + V1Y2 + 212y,

é um produto interno no RR>.

Solugao. De fato, as quatro condic¢des sao verificadas. Sejam u = (x1,y1,21), v =

(x2,92,22) e u = (x3,73,23), e a € R.

(a) Com um calculo direto similar ao precedente exemplo, temos
<u+v,w>=<u,w>+<v,w>.

(b) Sejam u = (x1,v1,21), v = (x2,¥2,27), temos:

<au,v >=(axy)xy + (ay1)y, + (az1)zp = a(x1 X, + Y1V + 2122) =a < u,v >.

(c) Temos:
<U,V>=X1Xp+ V1Y = XpX1 + VYY1 +212p =<7V, U >.

(d) Para todo u = (x,y,z) = (0,0,0), temos:

<u,u >:x2+y2+zz>0.

Logo, as quatros condi¢oes de um produto interno foram verificadas.

De maneira geral, temos a seguinte proposicao.

i® Proposicao 11.1.5

Produto interno usual do espacgo vetorial R". Sejam u = (x1,%5,...,X,) €
v = (y1,¥2..,¥,) dois vetores do espago vetorial IRR", o produto
<..>:R"xR" — R definido por:

(U, V) < U, v >= X191 + X2V + ... + 2,V

€ um produto interno no R".

As seguintes propriedades sao validas em qualquer espago vetorial euclidiano.
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i® Proposicao 11.1.6
Seja V um espaco vetorial com um produto interno. Sejam u, v, w e uy, uy,..,
(1<j<s)vetoresem VeacR, a; e R(1<j<s).

1. <0,u>=<u,0>=0.
2. <u,av>=a<u,v >.
3. u,v+w>=<u,v>+<u,w>.

S S
4. < ijl ajuj,v >= ijl aj <uj,v>.

s s
5. < M,Z]-Il LZ]'U]‘ >= Z]’:l LZ]' <u,v;>.

]

Prova.

P1) Ja sabemos que 0.u =0, assim < 0,u >=<0.u,u >=0. <u,u >= 0. Como < u,0 >=<
0,u >, entao temos < u,0 >=0.

P2) Temos: < u,av >=<av,u>=a<v,.u>=a<u,v>.
P3) Temos: < u,v+w>=<v+w,u >=<v,u>+<w,u >=<u,v>+<u,w >.

P4) Usar um raciocinio por indugao usando as condigoes (a) e (b) da defini¢ao de
produto interno.

P5) Usar as propriedades P2) e P3) acima e raciocinar por indugao.

O

As propriedades da Proposi¢ao 11.1.6, serao constantemente utilizadas nos calculos
de exercicios sobre os produtos internos dos espagos vetoriais euclidianos.

m Norma e distancia

e/’fDeﬁnigﬁo 11.2.1

Seja V um espaco euclidiano com o produto interno (u,v) —< u,v >. Dado um

vetor u € V, indica-se por ||u|| e chama-se norma de u o nimero real positivo dado
por:

[|lu]| = V< u,u>.

-\@’-Exemplo 11.2.2

Produto interno usual do espaco vetorial IR?, com o produto interno

(1,v) = x1X2 + 9192,
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onde u = (x1,y1) e v = (x2,92). A norma associada a esse produto interno é dada

por:
|[ul| = /x? +v?, paratodo u =(x,).

-\@’-Exemplo 11.2.3

Produto interno usual do espacgo vetorial R3, com o produto interno
(u,v) — x1x2 + Y192 + 2122,

onde u = (x1,¥1,21) € v = (X2,¥2,22). A norma associada a esse produto interno é

dada por:
lull = A/x% +v2 + 22, paratodo u = (x,v,2).

i® Proposicao 11.2.4
Seja V um espago euclidiano com o produto interno (#,v) =< u,v >. Sejamu € V,
entao, temos:

1. |lau|| = |a|.||u||, para todo a € R.

2. |lul|>0ellul|=0 < u=0.

Prova. 1. Sejam u e v em V. Temos:
la.ul| = V< au,au>=+a?<.u,u>=lal.N<.u,u>=|al||ul
2. Seja u € V, temos:
lull=V<u,u>=0o<u,u>=0u=0.

Essa equivaléncia é obtida a partir da propriedade (d), da defini¢ao de produto interno
e da propriedade P1).

i® Proposicao 11.2.5
(Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V um espago euclidiano com o produto
interno (u,v) —<u,v >. Sejam u e v € V, entao, temos:

| <u,v > [ <|lull]lv]]
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Como consequéncia, da precedente proposi¢ao , temos o seguinte corolario.

#® Corolario 11.2.6
(Desigualdade triangular). Seja V um espaco euclidiano com o produto interno
(u,v) »<u,v >, onde. ueve V. Entao, vale a seguinte desigualdade:

llu + vl < [Jull +[lv]|

Demonstracao. Sejam u e v € V, temos
||u+v||2 =< U+, U+v>=<uU,uU>+<u,v>+<v,u>+<v,v >,

assim,
2 2 2 2 2
lu + vl = [lull” +I° + 2 <u,v > [ul|” +[[v]|7 + 2[|u|l.][v].

Entdo, temos |[u+v||*> < (||ul|+|[v]|)?, para todo par de vetores u e v. Dai, da desigualdade:
llu + vl < [lull +[[v]l. O

-\@’-Exemplo 11.2.7

Seja o espaco vetorial euclidiano IR? com o produto interno usual,
(U, V) =< u,v >=x1X + Y192,

onde u = (x1,91) e v = (x,7,). Temos:

2 2\1/2 2 2\1/2
|<u,v>| < lulllvll & lxx0 +9192] < (62 + 1) Y23 +93)172,

logo, temos:

(x1%2 +1192) < (%7 +97).(x3 + 7).

-\@’-Exemplo 11.2.8

Seja o espaco vetorial euclidiano R® com o produto interno usual,
(lxl,'U) > X1 X + V1V + 212,

onde u = (x1,v1,21) € v = (X2,¥7,23). Temos:

2,02 0 \1/2 .2, 2 2\1/2
|<u,v> | <[ulllll & 16152+ 9192 + 2122 < (7 + 97 +20) 2065 + 93 + 23)"

’

logo, temos:

2 2.2, 2\ 2, .2, .2
(x1%2 + 9192 +2122)° < (X7 + 97 +27).(x3 + 95 +23).
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i® Proposicao 11.2.9
Seja o espaco vetorial euclidiano R” com o produto interno usual,

(U, V) — X191 + X200 + .. + X, Uy,
onde u = (x1,%p,...,X,) € v = (V1,V2,..., V). Como | <u,v >| < ||ull.||v]], entao:
2, .2 2\1/2 (2, 2 2,1/2
X191 + X000 + oo+ X0, < (X7 + X5+ .+ X)) / Wi +y+..+v;) Z

Elevando ambos os termos da desigualidade ao quadrado:

(X191 + X292 + .. + xnyn)2 < (xf + x% +...+ x,%).(yl2 + y% +..+ y,%).

Essa desigualdade é conhecida como Desigualdade de Lagrange.

Distancia. Seja V um espaco vetorial euclidiano. Consideremos a aplicacao d : V x
V — R, definida por:

d(u,v)=|lu —v|, paratodo u,veV.

i® Proposicao 11.2.10
A funcgao d possui as seguintes propriedades:

(a) d(u,v)>0,paratodou,vem V,ed(u,v)=0 u =v.

(b) d(u,v) =d(v,u), paratodo u,vem V.

(c) d(u,v) <d(v,w)+d(w,v), paratodou,vewem V.

Prova. (a) Para todo u, v em V temos: d(u,v) = ||u —v|| > 0. Também, temos: d(u,v) =
lu-v||=0u-v=0,logou=rv.

b) Para todo u, vem V temos d(u,v) =|lu—v||=|-1.(v—u)||= |- 1|||v - u|| = d(v, u).

¢) Para todo u, v, w em V temos d(u,v) = [[u —v||=|lu —w+w—v|| <||lu —w|| + |[w -]
Logo, temos: d(u,v) < d(u,w)+d(w,v).

W(Deﬁnigﬁo 11.2.11

Seja V um espaco vetorial euclidiano. Com as precedentes propriedades a), b) e
), aaplicagao d : VxV — R, definida por:

d(u,v)=|lu —v|, paratodo u,veV.
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€ chamada de meétrica sobre V, e o numero d(u,v) é chamado de distancia de u a
V.

-\@’-Exemplo 11.2.12

Seja RR?> o espaco euclidiano equipado com o produto interno usual
(u,v) < u,v >=x1x, + Y19, onde u = (x1,91) € v = (x,7,). A norma associada a
esse produto interno é dada por : |[u|| = \/x? + y?, para todo u = (x,y). A distancia
entre os vetores u = (x1,y1) e v = (x,,9;,) é dada por:

A(1,0) = (11 = 0:)2 + (91 ~2)°.

-\@’-Exemplo 11.2.13

Seja IR® o espaco euclidiano equipado com o produto interno usual dado por
(U, v) < u,v >=x1X5 + V1V, + 212, onde u = (x1,91,21) € v = (X2,¥,22). A norma
associada a esse produto interno é dada por : ||u|| = y/x?+9?+22, para todo
u =(x,v,z). A distancia entre os vetores u = (x1,y1,21) € v = (X, ¥2,2,) € dada por:

d(1t,0) =\ (11 = %2+ (91~ 92 + (21~ 222

Angulo entre dois vetores. Como consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz
podemos definir o conceito de angulo entre vetores em um espaco euclidiano, com
ilustracao geométrica nos espacos euclidianos R? ou IR°.

Seja um espago euclidiano V. Sejam u e v dois vetores nao nulos de V. Da
desigualdade | < u,v > | <||ul|.|[v|| segue que:

—[ulllvll << w,v ><ull.[]v],

assim, conclui-se que:

<u,v>
<———<1.
l|ull.[[]]

Entao, existe um tnico numero real 6 € R com 0 <6 < 7, tal que:

<u,v>

g)= V>
<os(0) = Tl

Em geral, o nimero 6 é chamado de angulo entre u e v. Assim, nos casos dos espagos
euclidianos IR? ou IR?, munidos com os produtos internos usuais, tal nimero 6 € R
com 0 < 0 < 7, corresponde a medida do angulo entre os segmentos orientados que
representam os vetores, no sentido geométrico elementar.
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-\@’-Exemplo 11.2.14

Achar o angulo entre os seguintes pares de vetores do R3: u = (1,-1,0) e v =
(2,-1,2).

Para os vetores u = (1,-1,0) e v = (2,-1,2) temos:

<u,v>=1x2+(-1)x(-1)+0x2=3,

[[ull = \/12 +(-1)2+02 = V2, |o]| = \/(2)2 +(-1)2+(2)2=V9 =3

Logo, o cosseno do angulo 6 (0 <6 <) de u e v é dado por:

<u,v> 3 1 V2

Sl T v2x3 vz 2

cos(0)

O tnico angulo O tal que 0 < 6 < 1t cujo cosseno € igual a % ¢0="71.

m Ortogonalidade

WDeﬁnigéo 11.3.1

Seja V um espaco euclidiano. Dizemos que dois vetores u e v de V sao ortogonais
se, e somente se,

<u,v>=0.

Um subconjunto S = {uy,...,u,} de V se diz ortonormal se, e somente se, as duas
seguintes condicdes sao verificadas

1. ||ug|l=1, paratodok (k=1,2,..,7),e

2. <uy, uj >= 0, paratodos k = j (k, j=1, 2, ..., r), isto &, dois vetores quaisquer
de s, distintos entre si, sao ortogonais.

-\@’-Exemplo 11.3.2

No espaco euclidiano R® o conjunto S = {u; = (1,0,0),u, = (0,1,0),u3 = (0,0,1)} é
ortonormal. De fato, temos,

L. lugll=V124+0+0=1, |lup]| = VO+12+0=1e|jus]|=VO+0+12=1,

2. <up,up>=1x0+0x1+0=0,também temos < uy,uz >=0e < u,, uz >=0.

De maneira geral, para um espac¢o euclidiano IR” temos a seguinte propriedade:
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i® Proposicao 11.3.3
| No espaco euclidiano IR” o conjunto S = {u; = (1,0,...,0),u, =(0,1,0,...,0),...,v, =
(0,...,0,1)} é ortonormal.

Em espagos euclidianos os conjuntos ortonormais verificam a seguinte propriedade:

i® Proposicao 11.3.4
Seja V um espaco euclidiano. Todo conjunto ortonormal S = {ej,ey,...,e,} do
espaco vetorial euclidiano V, é necessariamente L.I.

Prova. Sejam ay, ...,a, escalares reais tais que: a;.e; +... + 4,.¢, = 0, entao temos:
0=<0,e; >=<ay.e; +...+a,.e,e; >=a;.<ej,e;>+...+a, <ep, e, >,
assim, temos:
0=a;.<e,eg>+ap. <ej,ep>+..+a,<ep,e, >=ay.<ep, e >=aj.
Logo, temos a; = 0. De maneira analoga se prova que

0=<0,¢j>=<aj.e; +..+4a,.e,e >=a;. <eje>=aj.

Assim, temos a; = ... = a, = 0. Em conclusao, o conjunto ortonormal S = {ey,e,,...,e,} é
LI O

Outra demonstragao: Sendo ay.e; + ... + a,.e, = 0 entao temos ||a;.e; + ... + a,.¢,|| =
,/a% +..+a?=0. Logo, temos temos a; = ... = 4, = 0, assim o conjunto ortonormal

S ={ej,ey...,e,} €L.1

i® Proposicao 11.3.5
Sejam V um espaco euclidiano e S = {ey, e,,...,e,} um conjunto ortonormal de V.
Seja u um vetor de V e o vetor: v = u— < u,e; >ej—<u,ep >ep—..—<u,e >e,.
Entao, temos:

<v,e >= 0, paratodoj=1,..,r.

Isto é, o vetor v = u— < u,e; > e;— < u,e; > e, —..— < u,e, > e, € ortogonal a
todo vetor do subespaco vetorial [S] = [ey,...,e,] gerado pelo conjunto de vetores

S =le,ep...,e).

Prova. Para e; temos:

<v,eg >=<u—-<u,eg >e1—<u,ep>er)—.—<u,e, >e,e >,
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e com as propriedades do produto interno, temos:

<ve> = <ue>-<ue>.<eje>—.—<ue>.<eje>—..
— <u,e,><e,e;>.
Como <ej,e; >=0e <ej,e; >=1 para j # 1 deduzimos que:
<v,e1 >=<u,e1 >—<u,e; >=0.
De maneira semelhante, para todo ej temos,
<v,e>=<u-—<u,e; >e—<u,ep>ey—.—<u,e >e,e >,

assim, temos:

<vej> = <ue>—<ue >.<eej>—.—<ue>. <ejei>—..

<u,e ><e,, e]- >,

ou seja,

<v,e;>=<u,e;>—<u,e

[ j >=0.

]

Sejaw = ajy.e; +... +a,.e,, como <v,e; >= 0 para todo j, temos:
<v,w>=0.

Logo, como o vetor v é ortogonal aos vetores do conjunto S, entao v é ortogonal a toda
combinagao linear de S.

W/Deﬁnigﬁo 11.3.6

Seja V um espaco euclidiano de dimensao finita. Se um conjunto B = {uy, uy, ..., u,}
for uma base de V e simultaneamente for um conjunto ortonormal, entao dizemos
que B é uma base ortonormal de V.

-\@’-Exemplo 11.3.7

No espaco euclidiano IR3 o conjunto B = {u; = (1,0,0),u, = (0,1,0),u3 = (0,0,1)} é
uma base ortonormal de R3. Entio de fato, temos:

Ll =1, flunll = VO+ 12+ 0=1e|lus]|[=VO+0+12=1,

2. <up,upy>=0,<uj,uz>=0e<upuz;>=0.
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Assim, B = {u; = (1,0,0),u, = (0,1,0),u3 = (0,0,1)} é uma base ortonormal do
| espaco vetorial de IR%.

De maneira geral, temos a seguinte propriedade.

i® Proposicao 11.3.8
Para o espaco euclidiano IR” o conjunto S = {uy, u,,...,u,},onde u; = (1,0,...,0),u, =

(0,1,0,...,0),...,u, =(0,...,0,1), € uma base ortonormal.

i® Proposicao 11.3.9
(Processo de Ortonormalizarao de Gram-Schmidt.) Todo espago vetorial

euclidiano de dimensao finita n > 1 admite uma base ortonormal.

SedimV =1 e se {u} é uma base de V, entao o vetor e = ”Z—” é L.I. e tem norma igual a
1. Logo {e = ”Z—”} € uma base ortonormal de V.
Se dimV = 2 e se {uy,u,} € uma base de V, seja o vetor e; = ﬁ Entao, o vetor

vy = upy— < Uy,e; > e; € ortogonal a e; (Proposi¢ao 11.3.5). Logo, o vetor ¢, = ”Zﬁ é
unitario e ortogonal a e;. Assim, o conjunto {e;,e,} € um subconjunto ortonormal de V
com dois vetores, € uma base ortonormal de V.

O mesmo processo permitira a constru¢ao de uma base ortonormal em qualquer
espaco euclidiano de dimensao finita n, utilizando-se o mesmo método usado na
Proposigao 11.3.5.

“¢"Exemplo 11.3.10
Aplicar o processo de Gram-Schmidt a base B = {u; = (1,0),u, = (1,1)} do R?,
considerando o produto interno usual nesse espaco.
Seja vi = uy e vy = up— < uy,vy > up =(1,1)-(1,0) = (1,0). Entao, temos:
llerll = llea]l =1 e S = {eg, €5} é uma base de IR?.

Seja V um espago vetorial euclidiano. Seja U um subespaco vetorial de V,
indiquemos por U+ o seguinte subconjunto de V:

Ut ={veV;<v,u>=0 paratodo u € U}.

Sejam vy, v, em U+, temos:
1. <0,u>=0, para todo u em U, logo temos 0 € U+,
2. <V +Vy,U>=<Vvy,U>+<vy,u>=0, para todo u em U, logo temos v{ + v, € U+,
1 2 1 2 P 8 1 2
3. <awy,u>=a.<vy,u>=0, para todo u em U, logo temos a.v; € U-.

Em conclusao, o subconjunto U+ é um subespago vetorial de V.
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¢ Definigdo 11.3.11

O subespaco Ut = {v € Vtal que < v,u >= 0 paratodou € U} é chamado de
complemento ortogonal de U.

-\@’-Exemplo 11.3.12

Sejam o espaco euclidiano R3eo conjunto U = {(x,9,0), x, vy € R}. Entao, temos:

Ut ={0,0,z2), ze R}.

i® Proposicao 11.3.13
Seja V um espago vetorial euclidiano de dimensao finita. Seja U um subespaco
vetorial de V, entao:
V=UeU-,

ouseja, V=U+UteUNU* ={0}.

m Exercicios da Resolvidos

gExercicio 11.4.1

Considerando o espaco euclidiano R3, calcular < u,v > nos seguintes casos:
1. u=(321)ev=(62-3),

2. u=(3,2,0)ev=(50,-3),

3. u=(1,2,1)ev=(2,-1,7),

Solugdo. Sejam u = (x1,91,21) € v = (X3,9,2,) dois elementos do espaco vetorial R?, o
produto definido por: < u,v >= x1x, + v, ¥, + 21 25, ¢ um produto interno no R>.

1. Para os vetores u = (%, 2,1)ev =(6,2,-3) temos:

1
<M,V>ZX1X2+}}1}}2+2122:EX6+2X2+1X(—3):4.

Logo, temos < u,v >= 4.

2. Para os vetores u =(3,2,0) e v =(5,0,-3), temos:
<U,V>=X1X+ V1Y, +212p =3x5+2x0+0x(-3)=15.

Logo, temos < u,v >=15.
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3. Para os vetores u = (1,2,1) e v=(2,-1,7), temos:
<U,V>=X1X+ Y1V +212p =1 x24+2%x(-1)+1x7=7.

Logo, temos < u,v >=7.

ﬁExercicio 11.4.2

Considerando o espago euclidiano IR? calcular < u,v > nos seguintes casos:
1. u=(2,-1,5)ev=(4,3,-1).

2. u=(2,-1,0)ev=(0,5-1).

3. u=(2,2,2)ev=(2,-2,7).

Solucgdo. Sejam u = (x1,91,21) € v = (X3,9,2;) dois elementos do espago vetorial R?, o
produto definido por: < u,v >= x1x, + V19, + 2123, ¢ um produto interno no R>.

1. Para os vetores u = (2,—1,5) e v = (4,3,—1) temos:
<U,V>=Xx1X+ 1 Vr+212, =2x4+(-1)x3+5%x(-1)=0.

Logo, temos < u,v >= 0.

2. Para os vetores u =(2,-1,0) e v =(0,5,-1) temos:
<U,V>=X1%+ 9192+ 212, = 2% 0+ (-1) x5+ 0x(-1) =-5.

Logo, temos < u,v >=-5.

3. Para os vetores u =(2,2,2) e v =(2,-2,7) temos:
<U,V>=X1Xp+V1Yr +212p = 2X2+2X(—2)+2X7: 14.

Logo, temos < u,v >=14.

gExercicio 11.4.3

Sejam a, b dois numeros reais fixos e nao nulos. Sendo u = (x1,y1) e v = (x,97)
dois vetores do R?, definamos:

X1.Xp yl.yQ

<u,v>=
’ a? b?

Provar que < u,v > define um produto interno sobre o R,

Solugao. De fato, as quatro condi¢oes de produto interno sao verificadas. Sejam u =
(x1,91), v = (x2,92) e u = (x3,93), e d € R.
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(a) Com um célculo direto temos

(x1 +x2)x3 N (y1 +32)y3
a? b2 '

<u+v,w>=<(x; + X2, Y1 +y2),(x3:3/3) >=

Assim, deduzimos:

(x1 +x2)x3 + (V1 +32)¥3 _ X1.X3t+X).X3 + Y1-Y3+92.93
a? b2 B a? b2 '

<u+v,w>=

Logo, obtemos:

X1.-X3 + Y1-¥Y3  X2-X3 3?2-313.
a? b? a? b?

Entao, temos<u+v,w>=<u,w>+<v,w >.

(b) Sejam u = (x1,y1), v = (x,,9;), temos:

<u+v,w>=

(d.x1).x) N (d.y1).y2 g XX V1Y

<d.u,v>=<(d.x1,d.y1),(x,2) >= 3 e =4 )2

Assim, deduzimos:

<dwu,v>=d.

X1.X2 V1-Y2 X1 X2 V1.Y2
3 +d. )2 =d( 2t ).

Logo, obtemos < d.u,v >=d. <u,v >.
(c) Sejam u = (x1,91), v = (x2,7;). Usando a comutatividade da multiplicacao, temos:

X1.X2 + V1-¥2  Xo.X1  Y2.Y1
a? b? a? 2

<Uu,v>=

Logo, obtemos < u,v >=d. <v,u >.
(c) Para todo u = (x,y) # (0,0), temos:

XZ yZ
<u,u >=—5+

p ﬁ>0'

Logo, obtemos < u, u >> 0.

Y1-%2

A definido sobre R?, as quatros

~ X1.X
Conclusdo. Para o produto < u,v >= =32 +
condi¢oes de um produto interno sao verificadas.

A Exercicio 11.4.4
Seja V um espaco vetorial euclidiano, equipado com o produto interno (u,v) <
u,v >. Provar que a aplicagao:

()P u*xv=2<u,v>,

também é um produto interno sobre V. Generalize.

Solugao. Como o espago vetorial V ¢ euclidiano, entdo as quatro condi¢oes de produto
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interno sao verificadas pelo produto (#,v) —< u,v >. Vamos provar que para o produto
(u,v) > u*v =2 < u,v >, as quatros condi¢oes de um produto interno sao também
verificadas.

1. Sejam u, v e w vetores de V. Como < u,v > é um produto interno, temos < u +
v,w>=<u,w >+ <v,w >, assim:

(u+v)*w=2<u+v,w>=2(<u,w>+<v,w>).
Logo, temos:

(U+V)*w=2<u+v,w>=2<UVv>+2<V,W>=U*W+V*W.

Assim, obtemos : (4 +v)*w =u*w+v*w.

2. Sejam u, v dois vetores de V e a € R. Como < u,v > é um produto interno temos
<au,v>=a. <u,v>,assim:

(au)*v=2<au,v>=2(a<u,v>)=a(2<u,v>)=au*v,

assim, temos : (a.u)*v = a.u *v.

3. Sejam u, v dois vetores de V. Como < u,v > é um produto interno, temos < u,v >=<
v,u > e deduzimos:
UsV=2<u,v>=2<0V,U>=V*1U,

assim, temos : U *v = v * u.
4. Sejam u um vetor nao nulo de V. Como < u,v > é um produto interno temos
<u,u>>0,assim:
uxu=2<u,u> >0,

logo, temos: u *v > 0.

Conclusao. Para o produto u *v =2 < u,v >, defininido sobre o espago euclidiano V,
as quatros condigoes de um produto interno sao verificadas.

gExercicio 11.4.5

Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano tais que ||u|| =2, |[|[v|| =1 e |[u —v| = 4.

Determinar < u,v >.

Solucao. Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano.
lu-v|P=<u—-vu—v>=<u,u>-<u,v>-<v,u>+<v,v>,

ou seja,
llu =l = lull® + P -2 < u,v>.
Assim, temos:

2 <u,v>=lull + vl = llu -,
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ou seja

1 2 2 2
<u,v >= S([[ull+ I = [l = vI[%).

Assim, para ||ul| =2, ||[v]| =1 e ||u —v|| = 4, obtemos :

1 1
< v >= Sl + oI = e =v]?) = 522+ 12 - 47,
1

Logo, deduzimos < u,v >= -5

ngxercicio 11.4.6

Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano tais que ||ul| =1, |[v]| =1 e |lu+v| = 2.

Determinar < u,v >.

Solucao. Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano.
lu+v|P=<u+v,u+v>=<u,u>+<u,v>+<v,u>+<v,v>.

Logo, temos:
[|1 + v||2 = ||u||2 + ||7/||2 +2<u,v>.

Assim, obtemos:
2 <u,v>=lu+ vl = |lull® - |lvIP,
ou seja
<uw>= 2 (e vl = P - [l
Assim, para |[u|| =1, ||[v]| =1 e ||u + v|| = 2, obtemos :
<0 5= o[+ ol =l - loIP) = 52212 - 1),

Logo, deduzimos < u,v >=1.

4 Exercicio 11.4.7
Denomina-se versor todo vetor de norma igual a 1. Se u = 0, entdo v = ”Z—” é
um vetor de norma igual a 1, chamado de versor de u. Determinar o versor de
u=(2,2,1), considerando no R3 0 produto interno usual.

Solugdo. Sejam u = (x,71,21) e v = (x,,7,,2,) dois elementos do espaco vetorial R?,
o produto definido por: < u,v >= x;x, + V1 V5 + 2125, é 0 produto interno usual no RR>.

Assim, para todo u = (x,9,z) € R3 temos: ||u|| = +/x2 +y2 + 22,

Para o vetor u =(2,2,1) temos:
lul| = \/x2+92+22 = V22422412 =9 =3,
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Logo, o versor v do vetor u =(2,2,1) é dado por:

u 1 1 u 221
v=c—=—-u==(2,2,1), ouseja, v=—=(=,=, =)
all =373 SN T R
4 Exercicio 11.4.8
Num espaco vetorial euclidiano V provar que:
1. [|lul| =|lv|| =<u+v,u-v>=0.
2. |lu—=v|)? = |lull?> +|v||? =< u,v>=0.
Solugao. 1. Sejam u e v vetores de um espacgo euclidiano. Suponha que ||ul| = ||v]|,

entao:
KU+, U—V>=<U,U>+<U-V>+<V,U>+<TV,—-V>.

Logo, temos < u +v,u —v >= lulP= < ,0 > + <v,u > —|[v|? e como < u,v >=< v,u > e
llull = [lv||, entao:
<u+v,u—v>=|ul’ -]’ =0.

Logo, obtemos: <u+v,u —v >=0.

Reciprocamente, suponha que <u+v,u —v>=0,entao <u+v,u —v>=<u,u >+ <
u,—v>+<v,u>+<v,-v>=0. Logo, deduzimos lul>- <u,v>+<v,u>—|p|>=0e
como < u,v >=<v,u >, entao :

2 2 . 2 2
[[]l” = [[v[|* = 0 ou seja [[ul|” = [[v]|".

Entao obtemos: ||u|| = ||v||.

2. Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano. Suponha que ||u —v||? = ||lu]|* +||v||*.
Como:
||u—v||2 =<U—-V,U—V>=<U,U>—<UV>—<V,U>+<V,V >

ou seja,
llu =11 = lull> + l* -2 <u,v >,

entao, temos:
2 <u,v >=lull® +|l> - llu—v|* = 0.

Logo, deduzimos que : <u,v >= 0.

Reciprocamente, suponha que < u,v >= 0 entdo, como :
||u—v||2 =<U—-V,U—V>=<UU>—<UV>—<V,U>+<V,V >
ou seja,

=l = llull? +|Il* -2 <u,v >,
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e como < u,v >= 0 entao, temos:
2 2 2
lu =v||* = [[ul|” + ||| - 2x 0.

Logo, deduzimos que : ||u —v||* = ||u]*> +||v||%.

dExercicio 11.4.9

No espaco vetorial euclidiano IR sejam u = (0,1,-1) e v = (1,0,-1).

1. Determinar < u,v >, ||u]| e ||v]|.

2. Determinar o cosseno do angulo entre u e v.

Solugao. Seja um espago euclidiano V. Sejam u e v dois vetores nao nulos de V.

Da desigualdade | < u,v > | < [|u]|.||[v|]| segue que: —||ul|.||[v|| << u,v >< |[u]].|[v]|. Assim,

conclui-se que: -1 < m < 1. Entao, existe um tGnico nimeroreal 8 e Rcom 0 <0 <

7T, tal que:
_ <u,v>

~ullllell

O ntmero 6 é chamado de dngulo entre u e v.

cos(0)

Por outro lado, sejam u = (x1,91,21) e v = (x3,¥,,2;) dois elementos do espago
vetorial R?, o produto definido por: < u,v >= x;x, + V19, + 2125, é 0 produto interno
usual no R3. Assim, para todo u = (x,9,z) € R> temos: ||u|| = \/x2 + 2+ z2.

1. Para os vetores u = (0,1,-1) e v =(1,0,—1) temos:

<u,v>=0x1+1x0+(-1)x(-1)=1,

lull = 07+ 124 (-1 = V2 e [l = {12+ 02+ (12 = V2.
2. O cosseno do angulo 6 (0 <0 <) de u e v € dado por:

<u,v> 1 1

el ~ V2vz 2

Conclusao: O cosseno do angulo 0 (0 <O <m)deu ev écos(0) =

cos(0) =

No|—

gExercicio 11.4.10

Achar o angulo entre os seguintes pares de vetores do IR.

Solug¢ao. Vamos aplicar o método do Exercicio 11.4.9.
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1 1
)temos<u,v>:1><E+1><(—1)+1><§:Oe

=

1. Para os vetores u = (1,1,1)ev = (%,—1,

lull = V25 125 12 = V3, o]l = \/(%)2+(_1)2+(1)z _¥5

2 2
Logo, o cosseno do angulo 6 (0 < 6 < 7) entre os vetores u e v é dado por:

<u,v> 0
= =0
[l el ]l

cos(0) =

O tGnico angulo O tal que 0 < 0 < 7 cujo cosseno ¢ iguala 0 ¢ 6 = 0.
2. Para os vetores u = (1,-1,0)ev =(2,-1,2) temos < u,v >=1x2+(—1)x(-1)+0x2 =3
e

lull = 12+ (<12 + 02 = V2, [lvll = (22 + (-1 + (22 = VO = 3.

Logo, o cosseno do angulo 6 (0 <6 <) de u e v é dado por:

<u,v> 3 1 V2
cos(0) = = = =
lulllvll - V2x3 2 2
O tnico angulo 6 tal que 0 < 6 < 1t cujo cosseno € igual a g e0=17.

gExercicio 11.4.11

Seja o espaco vetorial euclidiano R? equipado com o produto interno usual
(u,v) < u,v >=x1X, + V1V, onde u = (x1,y1) e v = (x,,9,). Verificar se u e v sao
ortogonais, em relacao a esse produto, nos seguintes casos:

1.u=(L,1)ev=(2,-1);

2. u=(1,1)ev=(-1,1);

3. u=(3,2)ev=(2,-1).

Solugao. Dois vetores u = (x1,91) e v = (x5,9,), do espacgo vetorial euclidiano R?
equipado com o produto interno usual, sao ortogonais se, e somente se,
<u,v>=x1x+y19, =0.

1. Para os vetores u = (1,1) e v = (2,—1) temos:

<U,V>=X1X+ PV =1%x2+1x(-1)=2-1=1=0.

Logo, os vetores u = (1,1) e v = (2,—1) nao sao ortogonais em rela¢ao ao produto interno
usual do espaco vetorial euclidiano IR

2. Para os vetores u = (1,1) e v = (-1, 1) temos:

<U,V>=x1%+P1¥,=1x(-1)+1x1=1-1=1=0.
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Logo, os vetores u = (1,1) e v = (—1,1) sdao ortogonais, em relagao ao produto interno
usual do espaco vetorial euclidiano R?.
3. Para os vetores u = (3,2) e v = (2,—1) temos:

<U,V>=X1X+ PP, =3%x2+2x(-1)=6-2=4=0.

Logo, os vetores u = (3,2) e v = (2,—1) nao sao ortogonais, em relagao o produto interno
usual do espaco vetorial euclidiano IR?.

EgExercicio 11.4.12

Seja o espaco vetorial euclidiano IR? com o produto interno usual,
(U, v) =< u,v >=x1X + Y192,

onde u = (x1,91) e v = (xp,¥,). Determinar m a fim de que sejam ortogonais os
vetores u = (m+1,2)ev =(-1,4).

Solugao. Se os vetores u = (m+1,2) e v =(-1,4) sao ortogonais, entao temos:
<u,v>=m+1)x(-1)+2x4=-m+7=0.

Logo, u =(m+1,2) e v=(-1,4) sao ortogonais se, e somente se, m = 7.

4 Exercicio 11.4.13
Aplicar o processo de Gram-Schmidt a base B = {u; = (1,2),u, = (1,1)} do IR?,
considerando o produto interno usual nesse espaco.

Solucao. Vamos aplicar o Processo de Gram-Schmidt, para um espago vetorial

Euclideano V tal que dimV = 2. Como {u,u,} € uma base de V:

Etapa 1. Para o vetor u; = (1,2) temos |lu;]| = |[(1,2)|| = V12+22 = V5. Seja o vetor

= L2 =08, )
5

. Entao temos:

17 Tl = V5
2
u u <up,u; > |lu
B TR TR T 1
[laaq 1" [y [l |l 241
Logo, o vetor e; = (\/Tg, %g) ¢ unitario.

Etapa 2. Seja o vetor v, = up— < up,e; >e;. Como < (1,1),e; >= 3\/?5 entao temos:

BB 25

2= (LD-<(L1)e >0 =(1L,1) -3 (5 = ):(%,%1).
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Por outro lado, temos:

<Vy, 61> <Uy—<Up,e1 >e1,61 >=<1Up,e1 >—<< Uy e >e,e >

<Upy,e1 >—<Upye ><e, e >=<1Uy,e1 >—<1Up e >= 0,

por que |le||> =< e;,e; >= 1. Logo, o vetor v, = uy— < up,e; > e = (%,%1) é ortogonal a

(N5 2v5
e = (T: 5 )-
: _ » _[4a .1 _ 5 = _ V5.2 -1
Etapa 3. Seja o vetor e, = ol Como |[v,|| = /55 + 5z = 2>, entdo temos e; = 2 (%, 5 ).
2
Por outro lado, temos : ||e,||? =< e, e, >= ”ZZHZ =1le
2
(%) 1
<ep,ey>=<e),——>=—— <e, vy >=0.

lvall w2l

Logo, o vetor e, = ”Zﬁ € unitario e ortogonal a e;. Assim, o conjunto {ej,e,} € um

subconjunto ortonormal de V com dois vetores, logo é uma base ortonormal de V.

m Exercicios para Praticar

4 Exercicio 11.5.1
Aplicar o processo de Gram-Schmidt a base B = {u; = (1,0,0),u, = (0,1,1),u3 =
(0,1,2)} do R3, considerando o produto interno usual nesse espaco.

Resposta: {v; =(1,0,0),v, = (0, \/TEI \/75): Uz = (O;_\/TEJ \/TE)}

4 Exercicio 11.5.2
Ortonormalizar a base u; = (1,1,1), up = (1,-1,1), uz3 = (-1,0,1) do R3, pelo
processo de Gram-Schmidt.

ﬁExercicio 11.5.3

| Achar uma base do subespaco U+, onde U é o subespago de R* gerado por
(1,0,1,1) e (1,1,2,0). Ortonormalize esta base.
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CAPITULO 12

AUTOVALORES, AUTOVETORES E
AUTOESPACOS ASSOCIADOS

Objetivos

Neste Capitulo o objetivo é de apresentar as primeiras propriedades dos
conceitos basicos de autovalores e de autovetores de uma matriz A ou uma
transforma¢ao linear T cuja matriz é A, bem como os conceitos de
diagonalizagdo e de ortogonalidade. Esses conceitos aparecem em muitas
aplicagoes, pois nos ajudam a entender mais profundamente a transformacao
linear T, e sao muito importante em varias areas da Matematica e de outras
ciéncias exatas e aplicadas. Por exemplo, os conceitos de autovalor e autovetor
sao usados nas areas da Fisica e de Quimica, bem como no estudo da geometria
ou das equacoes diferenciais.

m Autovalores, Autovetores e Autoespacos

associados

Sejam V um espago vetorial de dimensao finita n, uma transformagao linear
T:V—->YV,eAe M,, a matriz associada, em relagao a uma base 5. O objetivo desta
secao é de apresentar os conceitos de autovalor e autovetor de uma matriz A de uma
transformacao T.

Por razoes praticas, neste capitulo, os vetores v do espago vetorial V serao denotados
da seguinte forma: v. Por outro lado, em dimensao finita n, o vetor ¥ é denotado
a
também na forma matricial v'=
ai’l

Problema. Queremos caracterizar quais vetores sdo levados em um maualtiplo de si
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mesmo, isto é, procuramos um vetor v € V e um escalar A tal que:
T(v) = Av.

Neste caso, T(V) e v possuem a mesma dire¢do, em outras palavras, T(vV) e ¥ sdo
colineares.
— . — - = ~ .
Como o vetor nulo 0 satisfaz T(0) = A0 = 0, para todo A, entao estamos interessados
=2 7 . ~ .
em 7 = 0. Isto é, estamos interessados em vetores nao nulos 7 tais que: T(?) = AV.

¢ Definicao 12.1.1

Dada uma matriz quadrada A de ordem nxn, com entradas reais, nés dizemos que
um numero A € R é um autovalor de A quando existe um vetor ndo nulo v tal que

AV= AV,

Podemos observar que A pode ser zero enquanto ¥ nao pode ser o vetor nulo. Os
vetores ¥ associados ao autovalor A, tem um papel importante, assim temos a seguinte
definicao.

W( Definicao 12.1.2

Seja A € R, todo vetor nao nulo ¥’ que verifica:
AV = A7,

é chamado de autovetor associado ao autovalor .

Geometricamente, v é um vetor que nao muda de direcdo quando aplicamos a
matriz A. Em outras palavras, um autovetor é um vetor que é levado em um multiplo
de si proprio. Associados a uma matriz A ou uma transformacao linear T, os seus
autovetores, que, como veremos, sao dire¢Oes especiais para esta matriz ou
transformacao linear T. Por esta razao, sao também conhecidos como vetores proprios
ou vetores caracteristicos de T.

-\@’-Exemplo 12.1.3

Considere a matriz
500
A=(0 3 4f
0 4 9
1
Temos que A; =5 é um autovalor desta matriz, porque o vetor v; = | 0| satisfaz
0
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a equagao matricial:

5 0 0}f1 1
0 3 4||0|=5-|0]
0 4 9]|0 0
Assim, podemos afirmar que v; é um autovetor associado ao autovalor 5. Além
0
disso, podemos verificar também que o vetor ¥, = | 1| é um autovetor de A, pois
2
5 0 0][0 0 0
0 3 4f{1|{=|11|=11-|1},
0 4 9|[2 22 2
0
onde 11 é um autovalor da matriz A. Por outro lado, o vetor v3 = | 2 | também ¢é
-1
um autovetor da matriz A pois temos:
5 0 O0ff0 0 0
0 3 4|2 |=|2|=1-[2]
0 4 9|1 -1 -1
E assim podemos concluir que 1 também é um autovalor de A.

Observamos que, se ¥ for um autovetor de uma matriz A associado a um autovalor A,
entdo qualquer multiplo escalar av’ também é um autovetor de A associado a A:

Ala?) = a AV = a AV = M a?).

Da mesma maneira, se dois vetores ¥ e w forem autovetores associados a um mesmo
autovalor A, entdo a soma v+ w também é um autovetor associado a A:

AT+ W) = AV+ AW = A0+ 2w = A(V+ W).

Logo, deduzimos a seguinte propriedade:

i® Proposicao 12.1.4

Sejam V um espago vetorial de dimensao finita n, uma transformagao linear T :
V -V, eAeM,,, a matriz associada, em relacao a uma base 5. O conjunto
N(A) formado por todos os autovetores associados a um autovalor A, uniao com o
vetor nulo, é um subespaco vetorial de V, denominado autoespago associado ao
autovalor J, isto é,

N(1) = {17’6 V|7’ é autovetor associado a /\} U {6},
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| , € um subespaco vetorial de V.

Prova. Vamos verificar as trés condi¢oes de subespacgo vetorial. Para este proposito
usaremos a justificativa matematica anterior.

C1) Podemos observar que pela definicao do conjunto N() temos: 0e N(A).

C2) Sejam v’ e w dois vetores de N(A), entao:

AV+W) = AV+ AW = AV + AW = A(V'+ w).

Logo, temos v+ w € N(A).
C3) Seja ¥ 'em N(A) e @ um escalar real, entao:

Ala?) = a AV = a AV = M a?).

qualquer multiplo escalar av’ € N(1).
Conclusao. O conjunto N(A) é um subespaco vetorial de V.

Problema 1: Como determinar os autovalores de uma matriz?

Vamos estudar uma forma de determinar os autovalores de uma matriz A. Pela
definicao de autovalores de uma matriz A temos:

, ) 5
A é um autovalor de A se, e somente se, existe v = 0 tal que AV = Av.
Por outro lado, temos:

. bxd
Existe ¥ = 0 tal que AV = Av
se, e somente se,

existe 7= 0 tal que (A— AI)7=0.

Seja I =1I,,,, a matriz identidade de ordem 1 x n. Sabemos que a existéncia de um v = 0
tal que AV’ = AV = AV é equivalente a equa¢do matricial:

(A= A7 =0,

que é equivalente a um sistema homogéneo que admite uma solugao nao trivial, o que
equivale de dizer que:
a matriz A — Al nao é invertivel.

Finalmente, usando a propriedade do determinante que caracteriza a invertibilidade
de uma matriz quadrada, obtemos:

a matriz A — Al nao é invertivel se, e somente se, det(A—AI)=0.

De maneira geral, seja A uma matriz de ordem 7, os autovalores de A sao aqueles que
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satisfazem det(A— AI) = 0. Assim, a Gltima equacao pode ser utilizada para determinar
os autovalores. Temos a seguinte definigao:

WDeﬁnigﬁo 12.1.5

| A equacao det(A— AI) =0 é chamada de equagao caracteristica.

Observe, pelas propriedades dos determinantes que:

ajp—A  a;p - Ay

a ajr—A - a
p(A)=det(A-An)=| ' " o

ai ain ©ap—A

assim, temos:
p(A) = (a1 = A)(ap—A)...(au, — A) +q(A),

onde g(A) é um polindmio de grau < n—1. Logo, o polinomio p(A) é de fato um
polindmio e tem grau n, que é igual a n = dim(V).

WDeﬁnigéo 12.1.6
O polinomio:
p(A) =det(A-Al) =a,A" +a, 1 A" 1+ +a,

¢ chamado de polindmio caracteristico da matriz A.

E consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra que existem no maximo n
autovalores reais (ja que um polindmio de grau n > 1 possui exatamente # raizes reais
ou complexas).

i® Propriedade 12.1.7
Seja A € M,,,,, uma matriz quadrada, os autovalores sao as raizes do polindomio
caracteristico:

p(A) =det(A - AI).

-\@’-Exemplo 12.1.8

Vamos encontrar os autovalores da seguinte matriz:

a[3)

Para atingir nosso objetivo, precisamos da expressao explicita do polinomio
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caracteristico p(1) da matriz A. Temos:

4-1 3

p()\):det[ 1 2.1

l:(4—/\)(2—/’\)—3-1:/\2—6/\+5.

As raizes de p(A) sao:

6—-vV36-20 6+ V36-20

Portanto, a matriz A tem dois autovalores reais: A; =1e 1, =5.

Acabamos de ver um exemplo de uma matriz 2 x 2 com 2 autovalores distintos.
Vamos ver agora, nos proximos dois exemplos, que uma matriz 2 x 2 pode ter 1 ou
nenhum autovalor.

-\@’-Exemplo 12.1.9

Seja a matriz
4 0
A= .
A matriz acima representa uma transformacao linear no plano que expande um
vetor pelo fator 4, mantendo sua direcdo e sentido. De fato, se T : R> — R? ¢
dado por T(v) = Av, entdo T(x,v) = (4x,4y). Sendo assim, qualquer vetor satisfaz

Av = 4v, 0 que nos mostra que 4 é o Gnico autovalor de A, e qualquer vetor nao
nulo é autovetor associado a este autovalor.

-\@’-Exemplo 12.1.10
Seja a matriz
Ao lcos(@) —sen(@)l
sen(0) cos(0) |

A matriz acima representa uma transformacao linear no plano que rotaciona um
vetor pelo angulo 6 no sentido antihorario. Se 0 < 6 < 7, entao nenhum vetor

pode ser levado em um multiplo de si proprio, e portanto nao existem autovalores
reais para a matriz A.

Agora vamos estudar uma matriz de ordem 3 x 3.
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-\@’-Exemplo 12.1.11

Calcular os autovalores da seguinte matriz:

5 8 16
A= 4 1 8
-4 -4 -11

Solugao. Precisamos calcular o polinomio caracteristico p(A) = det(A — AI), dado
por:

5-1 8 16
p(A)=det| 4 1-A 8
-4 -4 -11-A

-4 8 | o4 8 4 1-2
-4 -11-2 4 -11-21 -4 -4

:(5—/\)[(1—/\)(—11—/\)+32]—8[—44—4/\+32]+16(—16+4—4/’\)
:(5—/\)[/\2+10/\+21]+32)\+12-8—64A—12-16
=-A3-5124+291+105-321-96

:(5_,1).| ‘+16-|

Logo, obtemos:
p(A)=-A3-512-31+09.

Em geral, como p(A) é de grau 3, as possiveis raizes racionais desse polindmio s6
podem ser os divisores do termo independente acima: +1,+3,+9. Verificamos que
1 é raiz. Assim, dividindo p(A) por A —1, obtemos:

p(A) == -512-31+9=—(A-1)(A*+61+9)=—(A-1)(1+3)%

Portanto, os autovalores de A sao A =1e A, = —3. Observamos que —3 é uma raiz
de multiplicidade 2 do polinémio caracteristico.

Em geral, o grande problema é encontrar raizes de polindmios, o que muitas vezes é
dificil, quando o grau n do polindmio é n > 3, neste caso encontrar raizes de polindmios
pode ser muito complicado.

Algoritmo: Encontrar os autovalores de uma matriz. Para encontrar os autovalores
de uma matriz de A, temos em geral 3 etapas:
Etapa 1. Calcular o polindmio caracteristico:

p(A) = det(A - Al).
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Etapa 2. Resolver a equagao caracteristica:
p(A) =det(A-AI)=0.

Etapa 3. Os autovalores da matriz A:

i) No caso real, as raizes reais da equacgao caracteristica, sao os autovalores da matriz
A,

ii) No caso complexo, as raizes da equacao caracteristica, sao os autovalores da matriz
A.

Problema 2: Como determinar os autovetores de uma matriz?

Por outro lado, uma vez que os autovalores sao conhecidos, encontrar os autovetores é
um calculo direto, baseado sobre a resolu¢ao de um sistema linear homogéneo.

i® Propriedade 12.1.12
Seja A uma matriz quadrada e ¥ um vetor nao nulo associado a um autovalor
A. Entdo, para determinar o autovetor ¥ basta resolver o seguinte sistema linear

homogeéneo:
(A-AT)7=0.

Isto é, o mesmo que dizer que se ¥ € N(1), o autoespaco associado a A, entao temos:
A7 = AV equivale a AV— A\T=(A-A\.I)7=0
Assim, o autoespago associado a A € o espaco dado por:
N(A) = Nul(A—AI) = {#: (A-A.I)¥'=0)

O espaco N(A) = Nul(A — AI) é chamado de espago nulo associado ao autovalor A.
Vejamos como encontrar os autoespagos das matrizes dos exemplos anteriores.

-\@’-Exemplo 12.1.13

[Exemplo 12.1.8] Encontrar os autovetores da seguinte matriz:
4 3
A= .
A matriz A possui dois autovalores .y =1e A, =5.
ap

ap
associado com o autovalor A; = 1, entao temos a equagao matricial:

Ry MR
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o que equivale a

2]

Logo, precisamos resolver o sistema linear homogéneo:

3(11+3ﬂ2:0
611+02:0.

Entao, temos
a;+day = 0
1 variavel livre.

Assim, em forma matricial paramétrica:

AP

Logo, o subespaco proprio N(1) = Nul(A —I) associado ao autovalor Ay =1, é

gerado pelo conjunto S = {v}, onde v'= [ | l, isto é, temos:

N(1) = Nul(A-1)=[S] :{u_z’:a[ _11 ], aeIR}.

. . a
2. Os autovetores associados com o autovalor A, = 5. Seja V' = [ 1] um autovetor

)
associado com o autovalor A, =5, entao temos a equagao matricial:

Ry MR
s HEH

Logo, precisamos resolver o sistema linear homogéneo:

o que equivale a

—aq +3612 =0
ai —3a2 =0.

Entao, temos

ar — 3&2 = O
1 variavel livre.
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Em forma matricial paramétrica:

BRI

Logo, o subespaco proprio N(5) = Nul(A — 5I) associado ao autovalor A; =1, é

3&2
a

— — 3] . Z
gerado pelo conjunto S = {v}, onde v = lll, isto é, temos:

-\@’-Exemplo 12.1.14

[Exemplo 12.1.11] Vamos encontrar os autovetores da matriz:

5 8 16
A=| 4 1 8
-4 -4 -11

A) Para encontrar os autovetores associados com o autovalor A; = 1, temos a
equagao matricial:

5—/\1 8 16 a 0
4 1 —/\1 8 a, | = 0
-4 -4 —11—A1 as 0

Assim, temos o sistema linear homogéneo:

4611 +8a2+ 16&3 =0
4Q1+OX02+8613:0
—4(11 —4&12— 12(/13 =0

Pelo processo de escalonamento matricial associado, com L;/4 — L, L,—L; = L,
e L3+ L — Lj, implica:

4 8 16 |0 1 2 4 |0
4 0 8 |0]|~]0 -8 -8 |0
-4 -4 -12 |0 0 4 4 |0
Repetindo este processo, isso nos permite ter
1 2 4 |0 1 24100 1 0210
0 -8 -8 [0|~]0 1 1 [0|~f0 1 1 |O
0 4 4 |0 0 0 010 0 0 0 |0
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Finalmente, chegamos ao sistema linear homogéneo:

(S { a1+2a3:0
a2+a3:O

Resolvendo o sistema (S), considerando as = k como variavel livre, os autovetores

sao:
a -2k -2
a, | = -k =k| -1
as k 1
Assim, o espago proprio N(1) = Nul(A —I) associado ao autovalor A; =1 é gerado
-2
pelo conjunto S = {¥}, onde v = | -1/, isto é,
1
-2
N(1)=Nul(A-1)=[S]={W=k| -1 |,keR}.
1
B) Para encontrar os autovetores associados com o autovalor A, = —3, vamos

considerar a equagao matricial:

5—/\2 8 16 a1
4 1 —/\2 8 ap =
4 as

4 -4 -11-2,

o O O

Logo, temos o seguinte sistema linear homogéneo:

8&1 + 8&2 + 16&3 =0
4a, +4a,+8a3=0
—4a, —4a, —8a3 =0.

Usando o processo de escalonamento matricial associado, temos:

8 8 16 |0 11210
4 4 8 10]|~|l0 o0 010
4 -4 -8 |0 0000

Logo, obtemos o sistema linear:
(S): a;+ay+2a3=0.

Resolvendo o sistema (S), tomando a; = k;, a3 = k, como variaveis livres, os
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autovetores sao dados:

a1 _kl — 2k2 -1 -2
a, | = kl = kl 1 + kz
as k2 0 1

Assim, obtemos o espaco proprio N(—3) = Nul(A + 3I) associado ao autovalor A, =
-3, é gerado pelo conjunto S = {¢}, &>}, onde:

-1 -2
e =] 1 e &=| 0|,
0 1

isto é,

N(-3)=Nul(A+3I)=[S]={ae; + B3, a €R, BeR}.

Algoritmo: Passos para determinar o espago proprio N(1). Seja A um autovalor de
uma matriz A de ordem n. Para determinar o espaco proprio N(A), em geral temos o
seguintes passos:

X1
S | *2 .
Etapa 1. A busca dos autovetores v = | | associados ao autovalor A, comeca com a

xi’l
equagao matricial:
(A-A.I)7’'=0. (E)

Etapa 2. A equagao (E) leva para a resolucao do sistema linear homogéneo:

(a1 —A)xp +apx,+--+aj,x, =0
(S) ar1xy + (a22 — /\)X2 +eetayuX, = 0

A,1X1 +apXy+ -+ (a,, — A)x, =0.

Etapa 3. O sistema (S) ¢ homogéneo e possui mais de uma solugao. Logo, o sistema
(S) tem variaveis livres. Assim, podemos caracterizar os vetores proprios associados ao
autovalor A, em termos das variaveis livres.

Etapa 4. O espaco proprio N(A) = Nul(A — AI) é dado por:

N(A) = Nul(A-AI)=[S],
onde S = {¥},---,7,} é uma base de vetores proprios de N(1A).

Multiplicidade algébrica e Multiplicidade geométrica

Observamos nos exemplos anteriores, que a dimensao do autoespago associado ficou
igual a multiplicidade do autovalor. Mas isto, nem sempre é verdade. Como exercicio,
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verifique que a dimensao do autoespago associado ao autovalor A =1 da matriz

11

0 1|
é igual a 1, embora a multiplicidade do autovalor seja 2. De forma geral, temos a
seguintes defini¢oes:

W(Deﬁnigﬁo 12.1.15

Seja A um autovalor de uma matriz A.
¢ Chamamos a multiplicidade do autovalor A de multiplicidade algébrica,

e A dimensao do autoespaco associado a A é chamada de multiplicidade
geométrica.

Pode-se provar que a multiplicidade geométrica é sempre menor ou igual que a
multiplicidade algébrica de um autovalor.

m Diagonalizacao

Seja V um espaco vetorial. Dado um transformagao linear T : V — V, a cada base B
de V, corresponde uma matriz A = [T ]z que representa T na base B.

O objetivo é obter uma base do espago de modo que a matriz de T nessa base seja a
mais simples representante de T. Essa matriz € uma matriz diagonal.

Matrizes diagonais sao matrizes da forma

A; 0 0 0
0 A, O 0
0 0 A 0
0 0 0 A,

Ja que sao triangulares, seus autovalores sao os elementos da diagonal principal.

Observamos também que os autovetores associados sao os elementos da base candnica
de R".

i® Proposicao 12.2.1
Autovetores associados a autovalores distintos de uma transformacao linear T :
V — V sao linearmente independentes.

. . ~ . =2

De fato, sejam A; # A, dois autovalores da transformacao linear T : V - V, e 7] = 0,
=g . . . .

v, # 0 0s autovetores associados, respectivamente. Sejam 4, b em R, tais que av’ +bv, =
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0. Logo, temos:

T(aw, + bh) = aT (7)) + bT(¥5) =0, ou seja, al vy + bA,v) = 0.
Se A; = 0 entdo A, # 0, temos bA,7, = 0. Como 7 # 0, temos: b, = 0. Logo, deduzimos
b = 0, assim obtemos av} + bv, = av; = 0. Como 7, # 0 temos a = 0. Entdo, temos
a=>b=0. Assim, os autovetores V] # 6, Uy # 0 sdo linearmente independentes.
Se A; = 0, com o mesmo raciocinio também deduzimos que os autovetores 7, = 0, 7 # 0
sao linearmente independentes.

Se Ay 20 e A, # 0 a equacdo al v} + bA,v, = 0, implica que bA,v, = —ad;v}. Se b= 0

: a
deduzimos que v, = —ﬁi’l. Logo,
2

al ) al
T(¥) = ——T (7)) ou seja T(7h) = ——— 17} = Ay 7s.

bA, bA,

Entdo, temos T(v;) = A0, = A v, isso é impossivel, porque A; # A,. Entado, os
— 2 > 2~ . .
autovetores v; # 0, v, # 0, sao linearmente independentes. Se a # 0, com o mesmo
. s . , . — =2 — =g ~ .

raciocinio também deduzimos que os autovetores v; = 0, v, # 0 sao linearmente
independentes.

Com o resultado dessa ultima Proposicao, deduzimos o seguinte teorema:

7 Teorema 12.2.2

Sejam V um espacgo vetorial real de dimensao finita n e uma transformacao
linear T : V — V. Se T possui n autovalores distintos, cujos autovetores
~ - — ~ . - - —
correspondentes sao vy, vy, ..., V,, entao, o conjunto {vy,v,,...,v,} formado pelos

autovetores, € uma base do espacgo vetorial V.

Vamos justificar que, sempre que for possivel formar uma base do espaco vetorial
V, de dimensao finita, apenas com autovetores de uma matriz quadrada A, entao é
possivel fazer uma mudanca de base de modo a obter uma matriz diagonal, com os
autovalores na diagonal principal. Este procedimento é chamado de diagonalizagao
da matriz A, por motivos 6bvios. O método, que é surpreendentemente simples (mas,
na pratica, trabalhoso), consiste em montar uma matriz P com os autovetores de A e
efetuar multiplica¢oes de matrizes:

vr Teorema 12.2.3

Seja P a matriz formada pelos autovetores, isto é,

P=[ty % o 7.

286



Entao, temos:

M @ o0 @
piap=p=|" A,z 0
0 0 - A,

De forma geral uma matriz A é diagonalizada pela matriz P dos autovetores a partir
da relagao:
D =P AP,

ou seja, dada uma transformacao linear, representada em uma certa base por uma
matriz A, a questao de determinar se existe uma base na qual a transformacao linear é
representada por uma matriz diagonal D se reduz a encontrar uma matriz invertivel P
tal que:

D =P 'AP.

[Justificativa do método de diagonalizagao] Vamos verificar que P~'!AP = D,
mostrando que as colunas da matriz P"'AP sio iguais as colunas de D. Pela forma
que construimos a matriz P, sabemos que a primeira coluna de P é 77:

Pe; =7 ou, ainda, e, =Py,
Assim, j& que AV} = ;] a primeira coluna de P~'AP ¢ dada por:
P~'APe, = P 1APE,
- P_1A771
=P '\
=1, P19
=08

= primeira coluna de D.

Este mesmo raciocinio, repetido n vezes, para cada uma das colunas, prova que todas
as colunas sao iguais, portanto, P~lAP =D.

Isso motiva as seguintes definigoes.

W Definicao 12.2.4

Sejam A e B duas matrizes de ordem n x n. Dizemos que B é semelhante a A, se
existe uma matriz invertivel P tal que:

B=PlAP.
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W Definicao 12.2.5

Dizemos que uma matriz A é diagonalizavel, se ela é semelhante a uma matriz
diagonal.

-\@’-Exemplo 12.2.6

[De volta ao Exemplo 12.1.11] Vimos que, para a matriz

5 8 16
A: 4 1 8 s
-4 -4 -11

temos autovalores A; =1 e A, = -3 e o0s autoespagos associados sao gerados pelos
conjuntos S; = {e1} e S, = {&), €3}, onde:

-2 -1 -2
ee=| -1, &=1|ee=[0]
1 0 1

N(@1)=Nul(A-I)=1[S;] e  N(=3)=Nul(A+3I)=[S,].

Assim, obtemos a matriz P, que é dada por:

2 -1 -2
P=|-1 1 0
1 0 1

Usando o processo de escalonamento, podemos calcular a matriz inversa P~! de
P:

-1 -1 -2
pl=(-1 0o =2
1 1 3

e temos

plAP=|-1 0 -2fl4 1 8 ||-1 1 o0

Logo, temos:

1 0 0
Pl'AP=|0 -3 0
0 0 -3
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m Consideracdes finais

m Generalidades sobre os passos para o obtencao de

autoespagos

Embora o método de diagonalizacgao seja bastante transparente, pois basta seguir uma
sequéncia de passos, ele é muito trabalhoso. Nao devemos nos iludir com a aparente
simplicidade das contas no Exemplo 12.2.6, pois as contas ja haviam sido feitas
anteriormente (além de que “escondemos” o calculo da inversa P~!). Na totalidade, os
passos envolvem:

e Calcular o polindbmio caracteristico p(A) = det(A — AI). Aqui ja entra uma
quantidade significativa de calculos, cuja quantidade aumenta de acordo com a
dimensao do problema;

* Encontrar as raizes do polinomio caracteristico. Este passo pode ser muito
complicado, ja que muitas vezes nao é possivel encontrar raizes explicitamente.

* Depois de conhecidos os autovalores, calcular cada um dos autoespagos
associados, o que demanda a resolucao de tantos sistemas lineares quantos
forem os autovalores distintos da matriz.

* Caso todos os geradores de todos os autoespacos formem uma base para o espago
IR", a matriz A é diagonalizavel e formamos a matriz P como indicado acima.

* Observe que, se estivermos apenas interessados em encontrar uma base de
autovetores e uma matriz diagonal equivalente a A, entao nao ha necessidade de
se calcular P~!, pois ja sabemos que o método funciona e que P"'AP = D. No
entanto, uma descri¢ado mais completa pode ser necessaria nas principais
aplicagoes, de modo que ainda seria preciso uma quantidade grande de calculos
para determinar a matriz P!,

Nem todas as matrizes sao diagonalizaveis, como acima. Ja vimos que isto é possivel
quando uma base de autovetores existe. No exemplo

21
A= ,
0 2
nao ha dois autovetores linearmente independentes e, portanto, nao é possivel
diagonalizar a matriz A.

m Algumas propriedades gerais

Em geral, valem as seguintes propriedades: Seja A uma matriz de ordem n x n. Entao:

* Se A possui n autovalores reais distintos, entdo A possui uma base de
autovetores e é diagonalizavel, pois possui um autovetor associado a cada um
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dos seus autovalores distintos. Isto é consequéncia de um resultado que diz que
se temos k autovetores associados a k autovalores distintos, entao este conjunto
de k autovetores é um sistema L.I.

* No caso de A possuir autovalores reais com multiplicidade maior do que 1, A
apenas sera diagonalizavel se cada autovalor de multiplicidade k tiver k
autovetores linearmente independentes. Em outras palavras, so sera possivel
formar uma base de autovetores de A quando

dimN(A) = dimNul(A — AI) = multiplicidade do autovalor A.

Na notacgao introduzida na secao anterior, isto € o mesmo que dizer que, se A for
diagonalizavel, entao as multiplicidades algébrica e geométrica sao iguais.

e CasodimN(A) = dimNul(A—AI) seja menor do que a multiplicidade do autovalor
A ou A possua autovalores complexos, entao A nao é diagonalizavel.

-\@’-Exemplo 12.3.1

Seja a matriz:
2 1
A= .
Seu polindmio caracteristico é dado por:

2-1 1

_ (721 =12_
p(/\)_det[_1 2_Al_(z A) +1=1"—41+5,

cujas raizes sao Ay = % el = 4_23’. Logo, a matriz A nao € diagonalizavel em IR.

Mas, a matriz A é diagonalizavel em C.

m Exercicios Resolvidos

gExercicio 12.4.1

Encontrar os autovalores das matrizes:

e

< . a bl . o
Solugao. Os autovalores de uma matriz M = l dl sao as raizes do polinomio
c

caracteristico: P(z) = det(M —zl,), ou seja,

=(a—2)(d—-2)—bc=2>—(a+d)z+ad-bc.
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1. Autovalores da matriz A. Para a matriz A o polindmio caracteristico é dado por:

5-z -6

2
=z2-z-2.
3 —4 -z z-z

P(z) = '

Assim, os autovalores da matriz A sao as raizes da equacao de segundo grau P(z) =
z2—2-2=0. Como A = b? —4ac = 9, os autovalores da matriz A sio:

:—b+\/Z —b—\/Z:

2a 2a

/\1 :28/\2: -1.

2. Autovalores da matriz B. Para a matriz B o polindmio caracteristico é dado por:

3—-z 0

5 7, =(3-2)(7 - 2).

P(z) = ‘

Assim, os autovalores da matriz A sao as raizes da equacao de segundo grau P(z) =
(3-2)(7—-2)=0. Logo, os autovalores da matriz Bsao: A; =3 e A, =7.

ﬁExercicio 12.4.2

Encontrar os autovalores das matrizes:

5 -6 0 1 0 0
A=|0 2 0|;B=|-2 -3 0
0 2 0 -6 6 4
ap by o
Solugao. Os autovalores de uma matriz M = |a, b, c¢,| sao as raies do polindomio
as by c;
caracteristico: P(z) = det(M —zI,), ou seja,
a—z bl (o]
P(z)=| a, by-z ¢, :z3+a22+ﬁz+)/.
as b; c3-z

1. Autovalores da matriz A. Seja P(z) = det(A — zI) o polindmio caracteristico da
matriz A. Vamos calcular o determinante det(A — zI), utilizando a primeira coluna,
assim temos:

5.z 6 0
2_
P(z)=| 0 2-z 0 :(5—z)| 22 OZ.
0 2 -z

Assim, os autovalores da matriz A sao as raizes da equagao de segundo grau P(z) =
(5-2).(2-2)(-2z) =0.

Logo, os autovalores da matriz Asao Ay =5, 1, =2e A3 =0.
2. Autovalores da matriz B. Seja P(z) = det(B—zI) o polindmio caracteristico da matriz
B. Vamos calcular o determinante P(z) = det(B—zI), utilizando a primeira coluna, assim
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temos:

-3-z 0

P(z)=|-2 -3-z 0 |[=(1-2) 6 4,

-6 6 4-z

Assim, os autovalores da matriz A sao as raizes da equacao de segundo grau P(z) =
(1-2).(-3-2)(4—-2) =0. Logo, os autovalores da matriz Asao A; =-3, 1, =1e A3 =4

gExercicio 12.4.3

-5 2
1. Verificar que Ay =2 e A, = 3 sao os autovalores da matriz A.
2. Podemos dizer que A; + 1, é também um autovalor da matriz A?
3. De maneira geral, se A e 1, sdo autovalores de uma matriz A, podemos afirmar
que a soma Ay + A, também é um autovalor da matriz A?

Seja a matriz A = l 3 0].

Solugao. 1. O polindmio caracteristico da matriz A é dado por:

3—-2z 0
-5 2-2

‘ = (3-2)(2-2).

Assim, os autovalores da matriz A sao as raizes da equacao de segundo grau P(z) =
z(3-2)(2-2) = 0. Logo, os autovalores da matriz Asao Ay =2e A, = 3.

2. Como Ay + A, =2+3=05,entdo A; + A, ndo é um autovalor da matriz A.

3. Pelo exemplo anterior temos que A; e A, sao autovalores de uma matriz A, mas a
soma A; + 1, ndo é um autovalor da matriz A.

gExercicio 12.4.4

0
-5 2
1. Verificar que os vetores u = (1,0) e v = (0, 1) sao os autovetores da matriz A.
2. Podemos dizer que u + v é também um autovetor da matriz A?
3. De maneira geral, se u e v sao autovetores de uma matriz A, podemos afirmar
que a soma u +v também é um autovetor da matriz A?

Seja a matriz A = [

Solucgao. 1. Para os vetores u =(1,0) e v = (0, 1), temos:

3 0] (1 1 3 0f 10 1
Au = ) = 3. Av = . =2.
o A 1 R O M A R
Logo, os vetores u = (1,0) e v = (0,1) sao os autovetores da matriz A.
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2. Com isso, o vetor u+v =(1,1), de modo que:

A(u+v)=lg S]H:Bl

Logo, o vetor u + v = (1,1) nao é um autovetor da matriz A.

3. Pelo exemplo anterior, temos que u = (1,0) e v = (0,1) sao os autovetores de uma
matriz A, mas a soma u + v nao € um autovetor da matriz A.

gExercicio 12.4.5
Calcule os autovalores e autovetores das matrizes abaixo:

|t erefy

< . a ~ . A
Solugao. Os autovalores de uma matriz M = l l sdo as raizes do polinomio

c d
caracteristico: P(z) = det(M —zl,) = z> — (a+ d)z + ad — bc.
1. Autovalores da matriz A. Para a matriz A o polindmio caracteristico é dado por:

4—z =2
11 1-z

=22 _5z+6.

Assim, os autovalores da matriz A sao as raizes da equacao de segundo grau P(z) =
22-5z+46=0. Como A =b?—4ac=25-4x%x6 =1, os autovalores da matriz A s3o:

b+ VA ~b-VA
:—:36/\2:—:
2a 2a

A 2.

Autovetores da matriz A para A, = 3. Seja u = (x,y) o autovetor associado ao autovalor
4 -2 x5
L1y y

4x -2y =3x o x-2y=0
X+y =3y x=2y=0

A1 = 3, entdo temos:

Logo, temos o sistema linear:

Logo, obtemos x = 2y. Assim, os autovetores u = (x,y) associados ao autovalor A; =3
sao dados por:

u=(x,v)=(2y,y) ousejau=k(2,1), paratodo k € R.

Autovetores da matriz A para A, = 2. Seja v = (x,y) o autovetor associado ao
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autovalor A, = 2, entao temos:

Logo, temos o sistema linear:

{ 4x -2y = 2x @{ 2x-2y=0
xX+y=2y X=1.

Logo, obtemos x = y. Assim, os autovetores v = (x,) associados ao autovalor A; = 3
sao dados por:

v=(x,v)=(y,v), ouseja, v=k(1,1), para todo k € R.

2. Para a matriz B, podemos aplicar os mesmos passos do processo anterior aplicado a
matriz A. Assim, temos:

a) O polinémio da matriz B. O polindmio caracteristico da matriz B é dado por:

P(z) =

1- 2
' z :(2—1)2.

0 1-2z

b) Os autovalores da matriz B. Os autovalores da matriz B sao as solugdes da equagao
de segundo grau P(z) = (z—1)? = 0. Logo, temos um autovalor: A = 1 de multiplicidade
2.

c) Autovetores da matriz A para A = 1. Seja u = (x,y) o autovetor associado ao
autovalor A = 1, entdo temos:

I 2] (x| _|x

o 1|'|y| [»
Logo, temos o sistema linear:

21 = 2V =

{ X+2y=x { =0
y=y y=%

Logo, obtemos y = 0. Assim, os autovetor u = (x,y) associado ao autovalor A =1 sao
dados por:
u=(x,v)=(x,0) ousejau=k(1,0), para todo k € R.

4 Exercicio 12.4.6
Seja A uma matriz quadrada de ordem #n > 2 e A um autovalor da matriz A. Seja
u um autovetor nao nulo associado a A. Provar que o vetor u é um autovetor da
matriz B= A —al;, onde I; é a matriz identidade e a € R.
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Solugao. Como u é um autovetor nao nulo associado a A temos Au = A.u. Assim, para
todo a € R, temos:

Bu=(A-alj)u=Au—-alj(u)=Au—-a.u=(A-a).u.

Logo, o vetor u é um autovetor da matriz B = A — al; associado ao autovalor A —a.

4 Exercicio 12.4.7
2 2 3
SejaamatrizA=|-2 3 2|.
-4 2 5
1. Sejam os vetores u = (1,0,1), v =(1,2,0) e (1,1,1). Verificar que S = {u,v,w} é
uma base de autovetores da matriz A.
2. Deduzir os autovalores da matriz A.
3. Justificar que em relagdo a base S = {u,v,w} a matriz A assume a seguinte

forma:
1 00
As=10 2 0].
0 0 3
Solugao. 1. Para os vetores u =(1,0,1), (1,2,0)e(1,1,1), temos:
-2 2 3|1 1 -2 2 3|1 1 -2 2 3|1 1
-2 3 2l|10]l=1|0{; -2 3 2||2|=2.]12le|-2 3 2[|1|=3.[1].
-4 2 5]]|1 1 -4 2 5]|0 0 -4 2 5]|1 1
Logo, os vetores u = (1,0,1), (1,2,0) e (1,1,1) sao autovetores da matriz A. Assim,

S ={u,v,w} é uma base de autovetores da matriz A.

2. Como Au = u, Av = 2v e Aw = 3w, podemos deduzir que A1 =1, 1, =2e A3=3
sao autovalores da matriz A.

3. Como Au =u, Av = 2v e Aw = 3w, entao temos:

1
As=10
0

(el \S BN )

0
0].
3

:gExercicio 12.4.8
-5 2 3
SejaamatrizB=|-2 0 2{.

-4 2 2
1. Provar que B = A - 3I3,3, onde A é a matriz estudada no Exercicio 12.4.7, isto
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-2 2 3
é,A=|-2 3 2|

-4 2 5
2. Usando o Exercicio 12.4.6, quais sao os autovalores e os autovetores da matriz
B?

Solugao. 1. Com um calculo direto, temos:

-2 2 3 1 00 -2-3 2 3 -5 2 3
A-3I3453=(-2 3 2(-3(0 1 O|=| -2 3-3 2 [=|-2 0 2].
-4 2 5 0 01 —4 2 5-3 -4 2 2

Logo, obtemos B = A — 3I33.

2. Sabemos que os vetores u = (1,0,1),v=(1,2,0) e (1,1,1) sao autovetores da matriz A,
associados aos autovalores 1, 2 e 3 respectivamente. Como B = A — I3,3, entao usando
0 mesmo raciocinio do Exercicio 12.4.6, temos:

Bu =(A-3I33)u =Au—-3u=1.u—-3u=-2u,

Bv=(A-33)v=Av-3v=2v-3v=—v

Bw =(A-3I33)w=Aw-3w=3w-3w=0.

Logo, os vetores u =(1,0,1), v=(1,2,0) e (1,1,1) sao autovetores da matriz B = A — 3,3
associados aos autovalores -2, -1 e 0 respectivamente.
Podemos deduzir também que S = {1, v, w} é uma base de autovetores da matriz B.

gExercicio 12.4.9

Seja A uma matriz invertivel.

1. Seja A um autovalor de A. Mostre que A # 0 e que ¥ = A~ é autovalor da matriz
inversa A7l

2. Mostre que todo autovalor de A™! tem a forma y = 17! onde A é algum
autovalor de A.

Solucao. 1. Seja A um autovalor de A, entao existe um autovetor nao nulo u, tal que,
Au = Au. Como A é invertivel temos:

AN A=A ) o (AT Au =24 (u) o u= LA (u).
Como u é nao nulo temos A = 0. Por outro lado, como A = 0 temos:
u=AAYu)ye A (u) =11y,
ou seja, A~ é um autovalor da matriz A~L.
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2. Seja y um autovalor da matriz A~!, entdo existe um autovetor nao nulo v, tal que,
A1y = yv, logo, temos:

Alv=yvo AA V) =A(yv) & (AA v = yA(v)

ou seja,
YAW)=v o A(v) = y‘lv.

Logo, obtemos que y é um autovalor de A~! se, e somente se, A = y‘l é um autovalor
de A, ou seja, y = AL

ﬁExercicio 12.4.10

Encontre a matriz A da transformacao linear T : R? — R?, tal que T tenha
autovalores —2 e 3, associados aos autovetores (3y,v) e (—2y,v), respectivamente.

Solugao. Sabemos que a matriz A da transformacao T é de ordem 2 x 2. Assim, de

. x|, .
maneira geral, se [ € um autovetor associado ao autovalor A, temos:
y

Al 0

ax+by=A.x . |a=A)x+by=0
ou seja,
cx+by=2Ay cx+(d-A)y=0.

Logo, temos:

O objetivo é: Encontrar os coeficients a, b, c e d.
Para o autovalor A = -2 o autovetor associado é (3y,y), assim x = 3y. Logo, temos:

(a+2)x+by=0 . |3(a+2)y+by=0
ou seja
cx+(d+2)y=0 3cy+(d+2)y=0.

Assim, como y é qualquer, deduzimos que os coeficients a, b, c e d verificam o sistema

) {3a+b:—6

linear:

3c+d=-2.

Para o autovalor A = 3 o autovetor associado é (-2y,v), assim x = —2y. Logo, temos:

(a=-3)x+by=0 . |—2(a-3)y+by=0
ou seja
cx+(b-3)yp=0 —2cy+(d-3)y=0

Assim, como y é qualquer, deduzimos que os coeficientes a, b, ¢ e d verificam o sistema
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linear:

(S) -2a+b=-6
YNo2c+d =3

Dos sistemas (S7) e (S,) deduzimos: a=0, b=-6, c=—-1ed =1.

Conclusao: A matriz A da transformacio linear T : R? — IR? ¢ dada por:
a=|9 7
-1 1

m Exercicios para Praticar

ﬁExercicio 12.5.1

Se I,,.,, a matriz identidade de ordem n x n.
1. Mostrar que A =1 é o Gnico autovalor da matriz I,,,,.

2. Quais sao os vetores nao nulos ¥’ de R”, que sdo autovetores da matriz I,,,,?

gExercicio 12.5.2

Seja a matriz A = [a Zl uma matriz que pertence a M,,,(R) tal que a+b =c+d.

c
Verificar que a+ b e a — ¢ sao autovalores de A.

gExercicio 12.5.3

| Seja A uma matriz nx n tal que A> = A. Encontre um autovalor da matriz A.

A Exercicio 12.5.4
Para as seguintes matrizes A e B, encontre o polindomio caracteristico, autovalores
e autovetores e, se possivel, encontre uma matriz invertivel S tal que S~11AS é

diagonal:
7 0 5 7 4 -16
A=|l0 5 0|eB=|2 5 -8
-4 0 -2 2 2 -5
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